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Пре дис ло вие

Учеб ник подготовлен в со от вет ст вии с Федеральным го -
су дар ст вен ным об ра зо ва тель ным стан дар том выс ше го об -
ра зо ва ния (ФГОС ВО) для бакалавров по дис цип ли нам ма -
те ма ти ческого и естественно-научного цикла.

Учеб ник мо жет быть ре ко мен до ван для сту ден тов и ас -
пи ран тов эко но ми че с ких спе ци аль но с тей и на прав ле ний как
часть обу ча ю ще го ком плек са по дис цип ли нам «Ма те ма ти -
ка», «Ме то ды мо де ли ро ва ния и про гно зи ро ва ния эко но ми -
ки», «Ме то ды оп ти маль ных ре ше ний», «Ме то ды при ня тия
уп рав лен че с ких ре ше ний», «Эко но ми коKма те ма ти че с кое
мо де ли ро ва ние и про гно зи ро ва ние».

Учеб ник со сто ит из двух раз де лов, ко то рые вклю ча ют
один над цать глав.

В пер вом раз де ле «Эко но ми ко$ма те ма ти че с кие ме то ды»
рас сма т ри ва ют ся эле мен ты ма те ма ти че с ко го про грам ми ро -
ва ния и ма те ма ти че с кой те о рии оп ти маль но го уп рав ле ния.
Да ют ся ос нов ные по ня тия ма те ма ти че с ких игр, те о рии мас -
со во го об слу жи ва ния, се те во го пла ни ро ва ния и уп рав ле -
ния, те о рии не чет ких мно жеств, изу ча ют ся чис лен ные ме -
то ды ре ше ния за дач.

Во вто ром раз де ле «Эко но ми ко$ма те ма ти че с кие мо де ли»
рас кры ты мо де ли по ве де ния по тре би те ля, про из вод ст вен -
ные мо де ли, об щие мо де ли эко но ми ки и уп рав ле ния и мо -
де ли уп рав ле ния за па са ми.

Гла вы 6, 7 ори ен ти ро ва ны в ос нов ном на сту ден тов для
спе ци аль но с ти «При клад ная ин фор ма ти ка (в эко но ми ке)».

В кон це каж дой гла вы при во дят ся во про сы для са мо кон -
т ро ля, а так же за да чи для са мо сто я тель но го ре ше ния с от ве -
та ми в кон це кни ги. В за клю чи тель ной ча с ти учеб ни ка при -
во дят ся те с ты по кур су, ко то рые со став ле ны на ос но ве
ре ко мен да ций На ци о наль но го ак кре ди та ци он но го агент ст -
ва в сфе ре об ра зо ва ния.

Ну ме ра ция при ме ров, ри сун ков и таб лиц про из ве де на
от дель но по гла вам учеб ни ка: пер вая ци ф ра оз на ча ет но мер
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гла вы, вто рая — но мер при ме ра, ри сун ка или таб ли цы в гла -
ве. Окон ча ние при ме ра от ме че но знач ком ■. Для удоб ст ва
ра бо ты при ме ры и по яс не ния вы де ле ны шриф том.

Для уг луб лен но го изу че ния от дель ных тем со дер жа ния
кни ги при во дит ся спи сок ли те ра ту ры. В кон це кни ги
оформ лен в ви де при ло же ний спра воч ный ма те ри ал по ма -
те ма ти че с ким фор му лам и фи зи че с ким ве ли чи нам.

Ав то ры счи та ют при ят ным дол гом по бла го да рить ре цен -
зен тов: док то ра эко но ми че с ких на ук, про фес со ра, чле на-кор-
ре с пон ден та Российской академии сель скохозяйственных
наук А. М. Га та у ли на (ка фе д ра эко но ми че с кой ки бер не ти ки
Российского государственного аг рар ного университета —
МСХА им. К. А. Ти ми ря зе ва); док то ра фи зи коKма те ма ти че -
с ких на ук, про фес со ра С. П. Струн ко ва (Научно-ис сле до ва -
тель ский институт си с тем ных ис сле до ва ний Российской
ака демии наук), взяв ших на се бя не лег кий труд ре цен зи ро -
ва ния ру ко пи си кни ги.

В тре ть ем из да нии каж дая гла ва оформ ле на ком пе тен -
ци я ми, ко то рым долж но удов ле тво рять со дер жа ние глав.
Для бо лее ка че ст вен ной оцен ки ос та точ ных зна ний уве ли -
че но ко ли че ст во те с тов. Учеб ник до пол нен но вой гла вой 11
«Мо де ли уп рав ле ния за па са ми». Пе ре ра бо та на гла ва 4. Рас -
ши рен учеб ный ма те ри ал глав 1, 2, поз во ля ю щий бо лее по -
нят но из ло жить со дер жа ние этих глав. Ис прав ле ны за ме -
чен ные опе чат ки и не точ но с ти.

В со во куп но с ти с дру ги ми дис цип ли на ми ба зо вой ча с ти
ма те ма ти че с ко го цик ла ФГОС ВО дис цип ли на «Эко но ми -
коKма те ма ти че с кие ме то ды и мо де ли» обес пе чи ва ет ин ст ру -
мен та рий фор ми ро ва ния про фес си о наль ных ком пе тен ций
ба ка ла в ра.

Изу чив дис цип ли ну «Эко но ми коKма те ма ти че с кие ме то -
ды и мо де ли», ба ка лавр дол жен:

знать
• ос нов ные по ня тия и ин ст ру мен ты ма те ма ти че с ко го

мо де ли ро ва ния;
• ос нов ные ма те ма ти че с кие мо де ли эко но ми че с ких про -

цес сов;
• схе мы по ст ро е ния эко но ми че с ких про цес сов;
уметь
• ис поль зо вать ти по вые схе мы ре ше ния эко но ми че с ких

за дач;
• поль зо вать ся ма те ма ти че с ким язы ком и ма те ма ти че с -

кой сим во ли кой при по ст ро е нии эко но ми че с ких мо де лей;
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• ре шать за да чи эко но ми че с ко го и уп рав лен че с ко го ха -
рак те ра, ис поль зо вать раз лич ные ме то ды при ана ли зе кон -
крет ных си ту а ций;

вла деть
• ма те ма ти че с ки ми, ста ти с ти че с ки ми и ко ли че ст вен ны -

ми ме то да ми ре ше ния ти по вых эко но ми че с ких за дач;
• ме то ди кой по ст ро е ния, ана ли за и при ме не ния ма те ма -

ти че с ких мо де лей для оцен ки со сто я ния и про гно за раз ви -
тия эко но ми че с ких яв ле ний и про цес сов.



Введение

Со вре мен ная ма те ма ти ка ха рак те ри зу ет ся ин тен сив ным
ис поль зо ва ни ем ее в раз лич ных на уках. Во мно гом этот
про цесс про ис хо дит бла го да ря раз де ле нию последней на
ряд са мо сто я тель ных об ла с тей. Ма те ма ти ка ста ла для мно гих
от рас лей зна ний не толь ко ин ст ру мен том ко ли че ст вен но го
рас че та, но так же и ме то дом точ но го ис сле до ва ния и сред ст -
вом фор му ли ров ки за дач ис сле до ва ния.

Эко но ми ка как на ука об объ ек тив ных при чи нах функ -
ци о ни ро ва ния и раз ви тия об ще ст ва поль зу ет ся раз но об раз-
ны ми ко ли че ст вен ны ми ха рак те ри с ти ка ми и ма те ма ти че -
ски ми ме то да ми. В ис сле до ва ни ях со вре мен ной эко но ми ки
при ме ня ют ся раз лич ные оп ти ми за ци он ные ме то ды, ко то -
рые опираются на ма те ма ти че с ко е про грам ми ро ва ние, те о -
рию игр, се те во е пла ни ро ва ние, те о рию мас со во го об слу жи -
ва ния и ряд дру гих при клад ных на ук.

Со вре мен ная эко но ми че с кая те о рия вклю ча ет как ес те -
ст вен ный, не об хо ди мый эле мент ма те ма ти че с кие мо де ли
и ме то ды. Ис поль зо ва ние ма те ма ти ки в эко но ми ке поз во -
ля ет, во-пер вых, вы де лить и фор маль но опи сать на и бо лее
важ ные, су ще ст вен ные свя зи. Во-вто рых, из чет ко сфор му ли-
ро ван ных ис ход ных дан ных и со от но ше ний мож но сде лать
вы во ды, адек ват ные изу ча е мо му объ ек ту в той же ме ре, что
и выбранные пред по сыл ки. В-тре ть их, ме то ды ма те ма ти ки
поз во ля ют ин дук тив ным пу тем по лу чать но вые зна ния об
объ ек те: оце нить фор му и па ра ме т ры за ви си мо с тей его пе -
ре мен ных, в на и боль шей сте пе ни со от вет ст ву ю щие име ю -
щим ся на блю де ни ям. В-чет вер тых, ис поль зо ва ние язы ка
ма те ма ти ки поз во ля ет точ но и ком пакт но из ла гать по ло же -
ния эко но ми че с кой те о рии, фор му ли ро вать ее по ня тия.

Ма те ма ти че с кие ме то ды и мо де ли ис поль зо ва лись еще
в XVIII в. Ос нов ны ми ра бо та ми в этот пе ри од яви лись
«Эко но ми че с кая таб ли ца» (Ф. Ке не), ма к ро эко но ми че с кая
мо дель эко но ми ки (А. Смит), мо дель меж ду на род ной тор -
гов ли (Д. Рик кар до).

В XIX в. боль шой вклад в мо де ли ро ва ние ры ноч ной эко -
но ми ки вне сли ма те ма ти ки Л. Валь рас, О. Кур но, В. Па ре -



то и др. В XX в. ма те ма ти че с кие ме то ды мо де ли ро ва ния
при ме ня лись очень ши ро ко, с их ис поль зо ва ни ем свя за ны
прак ти че с ки все ра бо ты, удо с то ен ные Но бе лев ской пре мии
по эко но ми ке (Р. Со лоу, В. Ле он ть ев, Л. Кан то ро вич и др.).

В Рос сии в на ча ле XX в. боль шой вклад в ма те ма ти че -
ское мо де ли ро ва ние эко но ми ки вне сли В. К. Дми т ри ев
и Е. Е. Слуц кий. В 80-е гг. про шло го сто ле тия эко но ми ко-
ма те ма ти че с кое на прав ле ние бы ло свя за но в ос нов ном с по -
пыт ка ми фор маль но опи сать «си с те му оп ти маль но го функ -
ци о ни ро ва ния со ци а ли с ти че с кой эко но ми ки» (Н. П. Фе до -
рен ко, С. С. Ша та лин). В этот период бы ли по ст ро е ны мно -
го уров не вые си с те мы мо де лей на род нохо зяй ст вен но го пла -
ни ро ва ния, оп ти ми за ци он ные мо де ли об ла с тей и пред при -
я тий.

Ма те ма ти че с кая мо дель эко но ми че с ко го объ ек та — это
ус лов ный об раз объ ек та, по ст ро ен ный для уп ро ще ния его
ис сле до ва ния. Пред по ла га ет ся, что изу че ние мо де ли да ет
но вые ре ше ния в той или иной си ту а ции.

Мож но вы де лить три эта па про ве де ния ма те ма ти че с ко го
мо де ли ро ва ния в эко но ми ке.

1. По ста нов ка це ли и за да чи ис сле до ва ния, ка че ст вен ное
опи са ние объ ек та в ви де эко но ми че с кой мо де ли.

2. Фор му ли ров ка ма те ма ти че с кой мо де ли изу ча е мо го
объ ек та, вы бор ме то дов ис сле до ва ния. Ис сле до ва ние мо де -
ли с по мо щью этих ме то дов.

3. Об ра бот ка и ана лиз по лу чен ных ре зуль та тов.
Ма те ма ти че с кие мо де ли, ис поль зу е мые в эко но ми ке,

мож но под раз де лить на клас сы по ря ду при зна ков, от но ся -
щих ся к осо бен но с тям мо де ли ру е мо го объ ек та, це ли мо де ли-
ро ва ния и ис поль зу е мо го ин ст ру мен та рия: мо де ли ма к ро-
и ми к ро эко но ми че с кие, те о ре ти че с кие и при клад ные, оп ти -
ми за ци он ные и рав но вес ные, ста ти че с кие и ди на ми че с кие.
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Раз дел I

ЭКОНОМИКО-
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ

МЕТОДЫ





Гла ва 1
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

По сле изу че ния гла вы 1 ба ка лавр дол жен:
знать
• ос нов ные по ня тия, ка те го рии и ин ст ру мен ты ма те ма ти че с -

ко го про грам ми ро ва ния;
• со дер жа ния гра фи че с ко го и ана ли ти че с ко го ме то дов ре ше -

ния за дач про грам ми ро ва ния;
• ус ло вия при ме не ния раз но об раз ных ви дов про грам ми ро ва ния;
уметь
• ре шать за да чи эко но ми че с ко го и уп рав лен че с ко го ха рак те ра, ис -

поль зо вать раз лич ные ме то ды при ана ли зе кон крет ных си ту а ций;
вла деть
• по ня тий ным ап па ра том в об ла с ти мо де ли ро ва ния в эко но ми ке.

1.1. Постановка задачи линейного программирования 

Ма те ма ти че с кое про грам ми ро ва ние изу ча ет за да чи по ис-
ка экс тре му ма функ ции не сколь ких пе ре мен ных при на ли чии
ог ра ни че ний, на ло жен ных на эти пе ре мен ные. Сущ ность
экс тре маль ных за дач со сто ит в том, что бы из мно же ст ва до -
пу с ти мых на бо ров зна че ний вы брать оп ти маль ный с дан -
ной точ ки зре ния.

Ес ли функ ция не сколь ких пе ре мен ных и все ог ра ни че -
ния яв ля ют ся ли ней ны ми от но си тель но этих пе ре мен ных, то
ма те ма ти че с кое про грам ми ро ва ние на зы ва ет ся ли ней ным.

Математическая модель задачи линейного про грам -
ми рования (ЗЛП) вклю ча ет следующее.

1. Со во куп ность пе ре мен ных x1, x2, …, xn, каж дый на бор
зна че ний ко то рых на зы ва ет ся пла ном ЗЛП.

Оче вид но, что план ЗЛП мож но рас сма т ри вать как n-мер-
ный век тор x = (x1, x2, …, xn).

2. Це ле вую функ цию

Q(x1, x2, …, xn) = Q(x) � extr,



ко то рая поз во ля ет вы би рать оп ти маль ный, т.е. на и луч ший
план из мно же ст ва воз мож ных пла нов ЗЛП.

На и луч ший план дол жен да вать це ле вой функ ции экс -
тре маль ное зна че ние. В эко но ми ке це ле вая функ ция мо жет
пред став лять со бой при быль, из держ ки про из вод ст ва, объ -
ем ре а ли за ции и т.п.

3. Си с те му ог ра ни че ний на план ЗЛП, представленную
в ви де урав не ний или не ра венств. В эко но ми ке эти ог ра ни -
че ния сле ду ют, на при мер, из име ю щих ся ре сур сов, по тен -
ци аль ных воз мож но с тей обо ру до ва ния и т.д.

Си с те ма ог ра ни че ний до пол ня ет ся тре бо ва ни ем не от ри -
ца тель но с ти зна че ний всех пе ре мен ных.

Ре ше ния си с те мы ог ра ни че ний об ра зу ют об ласть до пу с -
ти мых ре ше ний (пла нов) ЗЛП.

До пу с ти мый план x*, да ю щий це ле вой функ ции экс тре -
маль ное (за дан ное в ви де мак си му ма или ми ни му ма) зна че -
ние, на зы ва ет ся оп ти маль ным пла ном и яв ля ет ся ре ше ни ем
ЗЛП.

Выше ука зы ва лось, что в ЗЛП как це ле вая функ ция, так
и ог ра ни че ния яв ля ют ся ли ней ны ми от но си тель но пе ре -
мен ных x1, x2, …, xn.

Стан дарт ной фор мой ЗЛП на зы ва ют ее сле ду ю щую ма -
те ма ти че с кую фор му:

Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn � max (1.1)

при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 + … + a1nxn � b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn � b2;
… (1.2)
am1x1 + am2x2 + … + amn xn � bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0.

Ес ли в ра вен ст ве (1.1) нуж но ис кать не мак си мум, а ми -
ни мум це ле вой функ ции Q(x), то для за пи си ЗЛП в стан -
дарт ной фор ме до ста точ но ум но жить это ра вен ст во на (–1)
и ис кать max (–Q(x)).

Дей ст ви тель но, план ЗЛП, прида ю щий функ ции (–Q(x))
мак си маль ное зна че ние, да ет Q(x) ми ни маль ное зна че ние.
Ес ли ка кие-то не ра вен ст ва в си с те ме ог ра ни че ний име ют
знак �, то их так же нуж но ум но жить на (–1), что бы полу -
чить знак �.

В свер ну том ви де с ис поль зо ва ни ем сим во ла сум ми ро ва -
ния стан дарт ная фор ма ЗЛП име ет вид

Глава 1. Математическое программирование14



Q = cj xj � max;

aij xj � bi, i = 1, ..., m;

xj � 0, j = 1, ..., n.

Во мно гих слу ча ях удоб нее ока зы ва ет ся фор ма за пи си
ЗЛП, в ко то рой си с те ма ог ра ни че ний пред став ля ет со бой
си с те му урав не ний. Тог да мож но ис поль зо вать ме то ды ре -
ше ния си с тем ли ней ных ал ге б ра и че с ких урав не ний, из ве ст -
ные из ли ней ной ал ге б ры.

Та кую фор му ЗЛП на зы ва ют ка но ни че с кой фор мой. Она
име ет вид

Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn � max

при ог ра ни че ни ях
a11x1 + a12x2 + … + a1n xn = b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2n xn = b2;

…
am1x1 + am2x2 + … + amn xn = bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0.

Что бы пе рей ти от стан дарт ной фор мы ЗЛП к ка но ни че -
с кой, по ко ли че ст ву не ра венств m вво дят m до пол ни тель -
ных не от ри ца тель ных пе ре мен ных

xn+1, xn+2, …, xn+m .

Дей ст ви тель но, по сколь ку ле вые ча с ти не ра венств из си -
с те мы ог ра ни че ний в стан дарт ной фор ме (1.2) не боль ше
пра вых, то до бав ле ние к ле вой ча с ти не ра вен ст ва не от ри ца -
тель ной пе ре мен ной поз во ля ет пе ре ве с ти не ра вен ст во
в урав не ние.

За ме тим, что ко ли че ст во вве ден ных до пол ни тель ных пе -
ре мен ных долж но со от вет ст во вать ко ли че ст ву не ра венств
в си с те ме ог ра ни че ний.

Тог да ЗЛП, пе ре ве ден ная из стан дарт ной фор мы в ка но -
ни че с кую, при ни ма ет вид

Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn + 0xn+1 + 0xn+2 + …+ 0xn+m � max

при ог ра ни че ни ях
a11x1 + a12x2 + … + a1n xn + xn+1 = b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2n xn + xn+2 = b2;

…
am1x1 + am2x2 + … + amn xn + xn+m = bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0; xn+1 � 0; … xn+m � 0,

n

Σ
j=1

n

Σ
j=1
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или в свер ну той фор ме с ис поль зо ва ни ем сим во лов сум ми -
ро ва ния

Q = cj xj + 0 · xn+1 � max;

aij xj + xn+1 = bi, i = 1, ..., m;

xj � 0, j = 1, ..., n + m.

В ка че ст ве при ме ров эко но ми че с ких за дач, сво дя щих ся
к ЗЛП, рас смо т рим сле ду ю щие за да чи.

При мер 1.1. За да ча пла ни ро ва ния про из вод ст ва. Пусть пред -
при я тие мо жет про из во дить n раз лич ных из де лий (про дук тов).
Про ну ме ру ем эти про дук ты от 1 до n. Ко ли че ст во вы пу с ка е мо го 
j-го про дук та в пла но вую еди ни цу вре ме ни обо зна чим xj.

Тог да век тор ко ли че ст ва про дук тов, вы пу с ка е мых пред при я -
ти ем,

x = (x1, x2, …, xn) — план про из вод ст ва.

Яс но, что все xj долж ны быть не от ри ца тель ны ми.
Пусть для вы пу с ка из де лий не об хо ди мы m ви дов раз лич ных

ре сур сов (сы рье, эле к т ро энер гия, ра бо чая си ла и т.п.). Про ну ме -
ру ем их от 1 до m. Пре дель ное ко ли че ст во i-го ре сур са, на хо дя ще -
го ся в рас по ря же нии пред при я тия, обо зна чим bi.

Пусть aij — ко ли че ст во i-го ре сур са, рас хо ду е мое на про из вод -
ст во еди ни цы j-го про дук та. При быль, ко то рую пред при я тие по -
лу чит при про да же еди ни цы j-го про дук та, обо зна чим cj.

При ня тые обо зна че ния для на гляд но с ти све де ны в таб л. 1.
Тог да за тра ты ре сур са i-го ви да при вы пол не нии пла на про из -

вод ст ва

ai1x1 + ai2x2 + … + ainxn .

n

Σ
j=1

n

Σ
j=1

m

Σ
i=1

Таб ли ца 1

Но мер
ре сур са

Но мер про дук та 1 2 ... n

Вы пу с ка е мое ко ли-
че ст во про дук та xj

x1 x2 ... xn

Пре дель ное 
ко ли че ст во (за пас)

ре сур са bi

Ко ли че ст во ре сур са на из го тов ле ние
еди ни цы про дук та aij

1 b1 a11 a12 ... a1n

2 b2 a21 a22 ... a2n

... ... ... ... ... ...

m bm am1 am2 ... amn
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Ес те ст вен но, эти за тра ты не долж ны пре вы шать пре дель ное
ко ли че ст во i-го ре сур са bi.

При быль пред при я тия, по лу ча е мая при вы пол не нии пла на
x = (x1, x2, …, xn),

рав на
с1x1 + c2x2 + … + cnxn .

Ос нов ная за да ча пла ни ро ва ния — вы бор пла на x, обес пе чи ва -
ю ще го по лу че ние мак си маль ной при бы ли при име ю щих ся ре сур сах.

Ма те ма ти че с ки это вы гля дит так:
Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn � max

при ог ра ни че ни ях
a11x1 + a12x2 + … + a1nxn � b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn � b2;

…
am1x1 + am2x2 + … + amnxn � bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0.

Та ким об ра зом, за да ча пла ни ро ва ния про из вод ст ва сво дит ся
к ЗЛП в ее стан дарт ной фор ме. ■

При мер 1.2. За да ча ди е ты. Пусть не об хо ди мо оп ре де лить ра -
ци он от кор ма ско та. Бу дем счи тать, что в ра ци он долж ны вхо дить
m би о ло ги че с ки не об хо ди мых пи та тель ных ве ществ (бел ки, жи -
ры, уг ле во ды, ви та ми ны и т.д.).

Из ве ст но, что i-го пи та тель но го ве ще ст ва в днев ном ра ци о не
долж но быть не ме нее bi еди ниц.

Пред по ло жим, что име ет ся n раз лич ных кор мов, из ко то рых мож-
но со став лять днев ной ра ци он. Со дер жа ние i-го пи та тель но го ве -
ще ст ва в j-м ви де кор ма обо зна чим aij (счи та ем, что эти дан ные на уч-
но обос но ва ны). Це ну еди ни цы j-го ви да кор ма при мем рав ной cj.

За да ча за клю ча ет ся в том, что бы вы брать на и бо лее де ше вый
пи ще вой ра ци он

x = (x1, x2, …, xn),
где xj – днев ное ко ли че ст во j-го кор ма; j = 1, 2, 3, …, n, но так, что -
бы жи вот ные по лу ча ли до ста точ ное ко ли че ст во всех пи та тель ных
ве ществ.

Ма те ма ти че с кая фор му ли ров ка за да чи:

Q = с1x1 + c2x2 + … + cnxn � min

при ог ра ни че ни ях
a11x1 + a12x2 + … + a1n xn � b1;
a21x1 + a22x2 + … + a2nxn � b2;

…
am1x1 + am2x2 + … + amnxn � bm;
x1 � 0; x2 � 0; … xn � 0. ■



1.2. Графический метод решения задач линейного
программирования

Этот ме тод мо жет при ме нять ся в слу чае двух пе ре мен ных
x1 и x2. Пусть ма те ма ти че с кая фор му ли ров ка ЗЛП име ет вид

Q = с1x1 + c2x2 � max (min) (1.3)

при ог ра ни че ни ях

a11x1 + a12x2 (� или �) b1;
a21x1 + a22x2 (� или �) b2;

… (1.4)
am1x1 + am2x2 (� или �) bm ;
x1 � 0; x2 � 0.

Графический метод решения ЗЛП со сто ит в сле ду -
ющем.

1. На ко ор ди нат ной пло с ко сти x1x2 стро ит ся мно же ст во X
(рис. 1.1), ко то рое об ра зу ет об ласть до пу с ти мых ре ше ний
(или об ласть до пу с ти мых пла нов) ЗЛП.

Рис. 1.1. Гра фи че с кий ме тод ре ше ния ЗЛП

x2

�c

0

Линия
уровня l

A(x1A, x2A)

x1

B(x1B, x2B)

Эта об ласть пред став ля ет со бой пе ре се че ние всех по лу -
пло с ко с тей, ко то рые по от дель но с ти яв ля ют ся ре ше ни я ми
не ра венств, вхо дя щих в си с те му ог ра ни че ний (1.4).

Ес ли X = �, то ЗЛП не име ет ре ше ний.
За ме тим, что об ла с тью ре ше ний ли ней но го не ра вен ст ва

аi1х1 + ai2x2 � bi яв ля ет ся од на из двух по лу пло с ко с тей, на
ко то рые пря мая аi1х1 + ai2x2 = bi, со от вет ст ву ю щая дан но му
не ра вен ст ву, де лит всю ко ор ди нат ную пло с кость.

Для то го что бы оп ре де лить, ка кая из двух ко ор ди нат ных
по лу пло с ко с тей яв ля ет ся об ла с тью ре ше ний, до ста точ но

18 Глава 1. Математическое программирование
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ко ор ди на ты ка кой-ли бо точ ки, не ле жа щей на пря мой, под -
ста вить в не ра вен ст во.

Ес ли оно удов ле тво ря ет ся, то об ла с тью ре ше ний яв ля ет -
ся по лу пло с кость, со дер жа щая дан ную точ ку; в противном
случае об ла с тью ре ше ний яв ля ет ся по лу пло с кость, не со -
дер жа щая дан ную точ ку.

2. Стро ит ся век тор гра ди ен та це ле вой функ ции (1.3)

�c = ∇Q = , = (c1, c2)

и ее ли ния уров ня l — пря мая, пер пен ди ку ляр ная век то ру гра-
ди ен та и про хо дя щая, на при мер, че рез на ча ло ко ор ди нат.

3. Стро ит ся се мей ст во ли ний уров ня це ле вой функ ции,
пред став ля ю щих со бой пря мые, па рал лель ные l.

Оче вид но, что зна че ние Q по сто ян но на ли нии уров ня
и воз ра с та ет при пе ре ме ще нии ли нии уров ня в на прав ле -
нии гра ди ен та c це ле вой функ ции Q.

Ес ли при та ком дви же нии точ ка A (см. рис. 1.1) яв ля ет -
ся пер вой един ст вен ной точ кой встре чи ли нии уров ня с об -
ла с тью до пу с ти мых ре ше ний X, то она бу дет точ кой ре ше ния
ЗЛП при Q � min, а ес ли B — по след няя об щая точ ка при та-
ком пе ре ме ще нии, то это точ ка ре ше ния ЗЛП при Q � max.

Дан ное об сто я тель ст во за пи шем в ви де

x* = (x1A, x2A), ес ли Q � min;
x* = (x1B, x2B), ес ли Q � max.

Ес ли при та ком пе ре ме ще нии ока жет ся, что ли ния уров -
ня сов па дет с од ной из сто рон об ла с ти до пу с ти мых ре ше -
ний, то ЗЛП име ет бес ко неч ное мно же ст во ре ше ний.

Ес ли же вдруг ока жет ся, что пер вой (по след ней) точ ки
не су ще ст ву ет, то за да ча оты с ка ния min (max) це ле вой
функ ции Q яв ля ет ся не раз ре ши мой.

При мер 1.3. Ре шить ЗЛП

Q(x) = 3х1 + 2х2 � max

при ограничениях

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

х1 – х2 � –2, (1)
3х1 – 2х2 � 6, (2)
2х1 + х2 � 2, (3)
х2 � 3, (4)
х1 � 0, х2 � 0.

⎫
⎭

⎧
⎩

∂Q
——
∂x2

∂Q
——
∂x1



Ре ше ние. Стро им об ласть до пу с ти мых ре ше ний за да чи. Для
это го про ну ме ру ем ог ра ни че ния за да чи.

В пря мо уголь ной де кар то вой си с те ме ко ор ди нат, изобра жен -
ной на ри су нке, стро им пря мую х1 – х2 = –2 (L1), со от вет ст ву ю -
щую ог ра ни че нию (1). На хо дим, ка кая из двух по лу пло с ко с тей,
на ко то рые эта пря мая де лит всю ко ор ди нат ную пло с кость, яв ля -
ет ся об ла с тью ре ше ний не ра вен ст ва (1).

Для это го до ста точ но ко ор ди на ты ка кой-ли бо точ ки, не ле жа -
щей на пря мой, под ста вить в не ра вен ст во (1).

Так как пря мая L1 не про хо дит че рез на ча ло ко ор ди нат, под -
став ля ем ко ор ди на ты точ ки O (0, 0) в пер вое ог ра ни че ние 1 · 0 –
– 1 · 0 � –2 и по лу ча ем вер ное не ра вен ст во 0 � –2.

Сле до ва тель но, точ ка O ле жит в по лу пло с ко с ти ре ше ний.
Та ким об ра зом, стрел ки на кон цах пря мой L1 долж ны быть на -

прав ле ны в по лу пло с кость, со дер жа щую точ ку O.
Ана ло гич но стро им пря мые 3x1 – 2х2 = 6 (L2), 2х1 + х2 = 2 (L3),

x2 = 3 (L4) и об ла с ти ре ше ний ог ра ни че ний (2), (3) и (4). На хо дим
об щую часть по лу пло с ко с тей ре ше ний, учи ты вая при этом ус ло -
вия не от ри ца тель но с ти пе ре мен ных; по лу чен ную об ласть до пу с -
ти мых ре ше ний от ме тим на ри сун ке штри хов кой.

По ко эф фи ци ен там це ле вой функ ции стро им век тор гра ди ен та
це ле вой функ ции �c = (3, 2) и од ну из ли ний уров ня, пер пен ди ку ляр-
ную гра ди ен ту и про хо дя щую, на при мер, че рез на ча ло ко ор ди нат.

Так как ре ша ет ся за да ча на оты с ка ние мак си му ма це ле вой
функ ции, то ли нию уров ня па рал лель но пе ре ме ща ем в на прав ле -
нии гра ди ен та до точ ки вы хо да ее из об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний.

Эта точ ка x* яв ля ет ся точ кой пе ре се че ния пря мых, ог ра ни чи -
ва ю щих об ласть до пу с ти мых ре ше ний и со от вет ст ву ю щих не ра -
вен ст вам (2) и (4). По это му ее ко ор ди на ты мож но най ти, ре шая
си с те му урав не ний

⎧
⎨
⎩

3x1 – 2x2 – 6 = 0,
x2 = 3.

x2

5

4
(3)

(1) (2)

(4)
3

1

0–1–2 1 2 3 4

�c = (3, 2)

x* = (4, 3)

L3L2
L1

L4

5
–1

–2

2

x1
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По лу ча ем x* = (4, 3). Вы чис ля ем Q (x*) = 3 · 4 + 2 · 3 = 18.
От вет: max Q (x) = 18 при x* = (4, 3).
Лег ко убе дить ся, что лю бая дру гая точ ка из об ла с ти до пу с ти -

мых ре ше ний ЗЛП да ет зна че ние це ле вой функ ции Q мень шее,
чем по лу чен ное зна че ние. ■

При мер 1.4. Ре шить ЗЛП

Q (x) = 4x1 + 2х2 � min,

при ог ра ни че ни ях

Ре ше ние. Стро им об ласть до пу с ти мых ре ше ний, гра ди ент це -
ле вой функ ции �c = (4, 2) и од ну из ли ний уров ня, пер пен ди ку ляр -
ную гра ди ен ту и име ю щую об щие точ ки с этой об ла с тью.

Пе ре ме ща ем ли нию уров ня в на прав ле нии, про ти во по лож ном
на прав ле нию гра ди ен та �c, так как ре ша ет ся за да ча на оты с ка ние
ми ни му ма функ ции.

Гра ди ент �c = (4, 2) и нор маль �n = (2, 1) гра нич ной пря мой L2 ,
в на прав ле нии ко то рой пе ре ме ща ют ся ли нии уров ня, ле жат на од -
ной пря мой, так как их ко ор ди на ты про пор ци о наль ны 4 : 2 = 2 : 1.

Сле до ва тель но, ли ния уров ня це ле вой функ ции па рал лель на
гра нич ной пря мой L2 об ла с ти до пу с ти мых ре ше ний и вы хо дит из
этой об ла с ти при дви же нии про тив гра ди ен та (т.е. в на прав ле нии

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

4х1 – х2 � 0, (1)
2х1 + х2 � 6, (2)
х1 + 2х2 � 16, (3)
х1 � 4, (4)
х1 – х2 � 0, (5)
х1 � 0, х2 � 0.

x2

8 (1)

(5)

(3)

(2)

(4)

�c = (4, 2)

L2
L3

L4

L1

L5
6 x1

7

6

5

4 x*
B

x*
A

3

2

1

53210
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умень ше ния це ле вой функ ции) че рез две уг ло вые точ ки этой об -
ла с ти x*

A и x*
B.

Та ким об ра зом, за да ча име ет бес ко неч ное мно же ст во ре ше ний,
яв ля ю щих ся точ ка ми от рез ка [x*

A, x*
B].

Эти точ ки x*
A = L2 � L5, x*

B = L1 � L2 на хо дим, ре шая со от вет ст -
ву ю щие си с те мы урав не ний

——————— ———————
3x1 = 6; 6x1 = 6;
x*

1A = 2, x*
2A = 2; x*

1B = 1, x*
2B = 4;

x*
A = (2, 2); x*

1B = (1, 4).

Вы чис ля ем Q(x*
A) = Q(x*

B) = 4 · 2 + 2 · 2 = 4 · 1 + 2 · 4 = 12.
От вет: min Q(x) = 12 при x* = (1 – t)x*

A + tx*
B, 0 � t � 1. ■

При мер 1.5. Ре шить ЗЛП

Q (x) = 3х1 + 7х2 � max

при ог ра ни че ни ях

Ре ше ние. Стро им об ласть до пу с ти мых ре ше ний, век тор гра ди -
ен та це ле вой функ ции �c = (3, 7) и од ну из ли ний уров ня.

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

5х1 – х2 � 0, (1)
х1 + х2 � 5, (2)
х2 � 3, (3)
2х1 – 3х2 � 0, (4)
х1 � 0, х2 � 0.

+
⎧
⎨
⎩

2x1 + x2 = 6, (L2)
x1 – x2 = 0 (L5) +

⎧
⎨
⎩

4x1 – x2 = 0, (L1)
2x1 + x2 = 6 (L2)

(1)

(4)

(3)

(2)

�c = (3, 7)

x2

8

6 x1

7

6

5

4

2

1

53 4210
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