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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемый перевод первой части второго тома теоретической физи
ки известного немецкого ученого Клеменса Шефера сделан со второго 
немецкого издания.

В этой части своего учебника автор с большим педагогическим тактом, 
с исключительной ясностью, полнотой и строгостью излагает вопросы 
теории теплопроводности и термодинамики.

Излагая феноменологическую теорию теплопроводности, Клеменс, Шефер 
сосредоточивает внимание читателя на самом важном —  на том, как фи" 
зически ставят главнейшие задачи по теплопроводности, какой физиче
ский смысл имеют их решения и 'почему выбран тот, а не иной матема
тический прием для этих решений.

Главы, посвященные термодинамике, носят те же отличительные черты 
Не загромождая изложения сообщением излишнего фактического матери
ала, Клеменс Шефер последовательно ведет читателя к усвоению и овладе
нию основными аксиомами термодинамики и своеобразным термодинами
ческим методом анализа физических явлений. В этом отношении изложение 
Шефера основ термодинамики много проще и более легко воспринимается, 
чем изложение М. Планка в его классическом учебнике по термоди
намике.

Для начинающего изучать более глубоко вопросы по физике тепла 
книга К. Шефера окажет незаменимую услугу.

А. С. Предводателев
26 ноября 1932 г.
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Введение: основные, факты и определения.

1. Тепловое равновесие, термометр, эмпирическая температура.

В силу чувства осязания, или, в более общей форме, в силу опреде
ленной организации нашего тела, мы распознаем у тел свойство, называ
емое «теплотой» или «нагретостью», различные степени которой обозна
чаем обыкновенно словами «горячий», «теплый», «неопределенный», 
«холодный» и т. д. Физическими причинами этого свойства и их законами 
занимается теория теплоты.
• Как уже упомянуто, мы можем распознавать различные степени нагре- 

тости тела и в состоянии расположить данные вещества в ряд, соответст
венно увеличивающейся или уменьшающейся «степени нагретости» их. 
В частности мы можем также при помощи осязания высказать суждение, 
«^одинаково ли, они теплы» или обладают ли ^одинаковой степенью на
гретости». Наши чувства дают нам, кроме того, возможность приблизи
тельно измерить нагретость тела, но этот способ слишком примитивен и 
неточен, чтобы удовлетворить требованиям науки. К тому же суждение о 
степени нагретости тела, которое мы осязаем, зависит от того, с какими 
веществами перед тем находились в соприкосновении, например, наши 
руки. Пусть, например, даны три вефества, «степени нагретости» кото
рых мы определили при помощи осязания правой рукрй; расположим эти 
вещества в следующий ряд:

холодное теплое горячее

Мы получили бы точно такой же последовательный ряд, если бы поль
зовались для осязания левой рукой. Напротив, если бы мы погрузили 
левую руку в ванну, раньше обозначенную как «холодная», а правую 
руку в обозначенную «горячей», а затем опустили бы обе руки в. ванну, 
названную «теплой», то на основании ощущения левой руки было бы 
доставлено суждение; «теплая», а на основании ощущения правой руки, 
наоборот, «холодная». Этот опыт объясняет влияние предварительной 
обработки руки, служащей в качестве измерительного прибора, и показы
вает субъективность суждения о степени нагретости. Ошибка стано
вится еще большей, если исследовать два теплых -тела не одновременно 
или непосредственно одно за другим, а с далее длинным промежут
ком времени', тогда приходится полагаться на воспоминание и лишь 
в исключительных случаях удается вынести правильное суждение. Если 
даже допустить, что благодаря ежедневному упражнению отдельные 
лица научаются сравнительно точно определять степень нагретости (что 
может быть совершенно достаточно для практических целей), то все 
же этой T04H0cfH недостаточно для строго научного исследования 
тепловых явлений. Для этого нам необходим прибор, не зависящий от 
человека и его ощущений.
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С этой целью мы должны поступить следующим образом: Mbf дол
жны приводить одно и то же тело поочередно в такие срстояния, кото
рые, судя по ощущению при осязании, соответствуют различным степеням 
нагретости. Этого всегда можно достигнуть, как показывает опыт. Напри
мер, мы можем данное тело погружать поочередно в ванны с тающим 
льдом, плавящимся стеарином и кипящей водой. После того как тело 
пробыло в одной из ванн достаточно долгое время, мы на-ощупь опре
деляем, что это тело стало таким же теплым как тающий лед, или 
стеарин, или кипящая вода. Пользуясь надлежаще подобрайными ваннами, 
степени нагретости которых находятся между степенями нагретости таю
щего льда и кипящей воды, можно . заставить данное тело принимать 
поочередно ряд состояний, соответствующих различным степеням на- 
гретостиг Можно установить, что одновременно с изменением сте
пени нагретости в рассматриваемом теле происходят, кроме того, 
некоторые изменения другого характера. Например, изменяется его 
объем, по большей части в том смысле, что с возрастанием степени на
гретости он увеличивается; далее, изменяется электропроводность; мо
дули упругости принимают другие значения и т. д. Чтобы получить 

' научно применимую меру степени нагретости, мы должны пред
положить, что наблюдаемые изменения однозначно связаны с из
менениями степени нагретости. В таком случае мы можем однозначно 
характеризовать степень нагретости, пользуясь любым из изменений в 
свойствах данного тела. Например, если объем тела при тепловом равно
весии с тающим льдом составляет а при тепловом равновесии с пла
вящимся стеарином объем его равен V ,̂ то мы можем для количествен
ной характеристики степени нагретости этого тела пользоваться увели
чением его объема Каждый раз, как происходит увеличение
объема рассматриваемого тела на {V̂  —  V',), степень нагретости его такая 
же, как у плавящегося стеарина. Следовательно, любому увеличению объема 

соответствует тепловое равновесие с совершенно определенной 
ванной. Конечно, мы могли бы принять для определения степени нагре
тости самый объем V, а также относительное ^зменение электропровод
ности и т. д.

После того как мы получили возможность характеризовать степень на
гретости какого-либо тела по изменению его объема, мы можем пользо
ваться этим «эталонным» телом также и для определения степени нагре
тости любого другого тела. Для этого мы приводим эталонное тело, кото
рое называем «термомегрромъ, в непосредственное и возможно более ' 
тесное соприкосновение с исследуемым телом. Уже раньше опыт нам по
казал, что два находящиебя в соприкосновении вещества в конце концов 
получают одинаковую CTeifeHb нагретости. В соответствии с этим мы на
блюдаем, что как только термометр приведен в соприкосновение с иссле
дуемым телом, наступает изменение объема и термометра и этого тела. ' 
При этом очень важно принять во внимание, что изменения объема обоих 
соприкасающихся тел имеют противоположные знаки. Если объем «тер
мометра» увеличивается, то объем измеряемого тела уменьшается, и на
оборот. Следовательно, в первом случае термометр становится теплее, а 
измеряемое тело —  холоднее, во втором случае, как раз наоборот. Таким 
образом степень нагретости одного тела уменьшается, а другого увеличи-.
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кается; оба вещества находятся в состоянии теплообмена. Спустя доста
точно долгое время оба объема как термометра, так и измеряемого тела 
становятся, однако, постоянными. Тогда мы должны сказать, что степень 
нагретости обоих веществ больше не изменяется: теплообмен закончился 
и оба тела находятся теперь в тепловом равновесна. Если мы отсчитаем 
по термометру изменение объема, которое соответствует определенному 
изменению степени нагретости его, то одновременно мы определим состоя
ние нагретости в данный момент измеряемого тела, находящегося в тепло
вом равновесии с термометром.

Вводим теперь обычные" обозначения. Если два тела находятся в тепло
вом равновесии, мы говорим: оба тела имеют одинаковую температуру. 
Таким образом, приводя наш термометр поочередно в тепловое равновесие 
с  самыми различными телами, мы можем приписать определенную темпе
ратуру всем этим телам, находящимся в тепловом равновесии с термомет
ром; эту температуру мы сможем измерять по расширению объема тер
мометра, соприкасающегося с данным веществом. Температура, определен
ная таким образом, измеряет степень нагретости тела, и термометр пред
ставляет собою научный прибор, заменяющий наши суждения о нагретости 
по ощущению.

Для того чтобы только что введенное понятие «температура» или «теп
ловое равновесие» получило разумное физическое значение, должно быть 
выполнено еще одно условие. Пусть «термометр» находится в тепловом 
равновесии одновременно как с телом А, так и с телом В. В таком слу
чае возникает вопрос, находятся ли оба эти тела А ш В в тепловом 
равновесии также и между собою, т. е. имеют ли они одинаковую тем
пературу. А priori нельзя заключить, выполняется ли в природе это тре
бование относительно теплового равновесия или нет, и эго можно узнать 
только путем опыта. Опыт, действительно, решает этот вопрос всегда 
в утвердительном смысле; поэтому мы можем утверждать следующее: если 
тело находится в тепловом равновесии одновременно с двумя другими 
телами, то опыт показывает, что оба последние находятся также 
в тепловом равновесии ж ж ду собою

Наше понятие о температуре было бы, очевидно, бесполезным, если 
бы это требование не оказывалось всегда выполненным.

Практическое изготовление термометра приблизительно таково: напол
няем ртутью полый стеклянный шарик с примыкающей к нему капил
лярной трубкой; часть ртути выступает в капилляр. Это тело мы помещаем 
прежде всего в тающий лед и отмечаем место капилляра, до которого

1 Что вышеприведенное положение является действительно лишь опытным, вы
ясняется лучше всего путем сравнения с электрическим равновесием. Нельзя вообще 
утверждать, что если тело А находится в электрическом равновесии с двумя те
лами В и С, то и тела В и С также должны находиться в электрическом равновесии. 
Равновесие между тремя телами осуществляется в ряде напряжения Вольта, со
стоящего из проводников первого рода, но равновесия не будет, если принять во 
внимание проводники второго рода, т. е. электролиты. В самом деле, электролит 
может быть в электрическом равновесии с двумя проводниками первого рода, на
пример Си и Zn, но оба эти проводника (первого рода) при этом не находятся 
в равновесии между собою, вследствие чего возникает движение электричества, 
т. е. электрический ток. Таким образом ясно, что положение, о  котором идет 
g)C4b, не может считаться логическим следствием понятия равновесия.
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тогда достигает объем ртути. Эту метку мы называем «точкой тающего 
льда» этого термометра. Затем мы погружаем термометр в кипящую 
воду при атмосферном давлении, после чего объем ртути увеличивается. 
В таком случае мы получаем вторую метку, называемую «точкой кипения», 
на данном приборе.

Расстояние между точкой замерзания и точкой кипения мы делим, 
произвольно на сто равных по объему частей и продолжаем деление 
таким же образом вверх и вниз. В таком случае каждому делению со
ответствует определенная температура термометра или тела, находящегося 
с ним в тепловом равновесии. Обозначим температуру точки тающего 
льда чер€з 0°, а точки кипения через 100°; этим мы вводим стоградусную 
шкалу, которую предложил Цельсий (Celsius). Деления выше и ниже ос
новных точек устанавливаются равными по объему, температуры ниже 
температуры точки замерзания считаются отрицательными.

Температура, определенная таким образом в градусах Цельсия, пред
ставляется произвольной, поскольку мы в основание ее положили в ка
честве термометрического вещества ртуть. Если бы мы вместо ртути взяли 
алкоголь, а в остальном поступили бы точно так же, то мы и в шкале 
этого термометра должны были бы разделить расстояние между обеими 
основными точками на сто равных частей. При сравнении показаний^ртут- 
ного и алкогольного термометров они должны, в соответствии со споро- 
бом их изготовления, совпадать в основных точках. Но вообще они не 
дадут одинаковых показаний ни в каком промежуточном месте между 
этими точками. Действительно, если мы измеряем температуру при по
мощи ртутного термометра, то изменение объема ртути на каждый гра
дус будет постоянной величиной, вследствие того, что мы разделили 
промежуток между точкой замерзания и точкой кипения на сто равных 
по объему частей; следовательно, объем ртути является линейной функ
цией температуры, когда ее измеряют посредством ртутного термо
метра. Так же и расширение алкоголя на один градус представляет 
постоянную величину, если температура определяется посредством алко
гольного термометра. Но если определять расширение ртути при помощи 
алкогольного термометра или расширение алкоголя посредством. рт)пп- 
ного термометра, то, конечно, нет никакого основания допускать, 
что алкоголь расширяется равномерно с «температурой» по ртут
ному термометру, и наоборот. Таким образом показания обоих тер
мометров будут вообще совпадать только в основных точках, а в осталь
ных будут расходиться (хотя, может быть, ничтожно, как и есть на самом 
деле).

Это особенно ясно показывает произвольность и неудовлетворитель
ность, свойственные нашему определению температуры. В зависимости от 
выбора термометрического вещества мы получаем различные температур
ные шкалы, ни одна из которых по существу не имеет преимуществ 
перед другими. Временно мы должны примириться с этим недостатком. 
Определенную таким образом температуру мы будем называть эмпири
ческой температурой для отличия от точного определения температуры,^ 
которое мы введем позднее и которое основывается на втором принципе 
теории теплоты (глава третья, § 39). В последующем изложении, не делая 
особой отметки, мы постоянно будем подразумевать, что эмпирическая



температура определена при помощи одного и того же термометрического 
вещества; таким образом не должно быть сомнения относительно того,, 
что подразумевается под температурой.

Количество теплоты; теплоемкость 9>

2. Количество теплоты; теплоемкость.

Некоторые обстоятельства побуждают нас установить кроме понятия о 
температуре еще одно новое понятие. Приводим следующий совершенно 
конкретный пример. Мы нагреваем поочередно в парах кипящей воды 
одинаковые массы различных веществ (Fe, Си, до 100° С. Каждое
вещество мы помещаем затем в водяную ванну температурой около 20°; 
каждая ванна содержит т граммов воды. Потом ждем, пока установится 
тепловое равновесие между ванной и опущенным в нее телом; это узнается 
по тому, что длина столбика ртути у погруженного в ванну термометра 
более не изменяется. Тогда отсчитываем по этому термометру оконча
тельную температуру каждой ванны. Оказывается, что эти конечные 
температуры, на которых останавливается каждое тело вместе с со
ответствующей водяной ванной, неодинаковы, хотя начальные темпера
туры этих тел и водяных ванн и массы тел и водяных ванн были во 
всех случаях одинаковы. Таким образом конечная температура зависит , 
при прочих одинаковых условиях также от материала куска, опущен
ного в ванну. '■

То явление, что каждое тело и соответствующая водяная ванна оста
навливаются на одной общей конечной температуре, промежуточной ме
жду начальными температурами обоих, подсказывает нам следующее за
ключение; в данном опыте известное количество теплоты переходит 
от более тмплого к более холодному теЛу, что связано с понижением 
температуры более теплого и повышением температуры более холод
ного тела', это изменение температуры Продолжается до тех пор, 
пока не прекратится теплообмен по достижении теплового равновесия. 
Чем больше теплоты переходит от одного тела к другому, тем сильнее 
понижение температуры более теплого тела и повышение температуры 
более холодного тела. Это приводит нас к утверждению, что в выше
приведенном опыте опущенные в воду куски отдают водяным ваннам 
различные количества теплоты, так как повышение температуры этих 
ванн различно. Если мы, затем, заменим водяные ванны алкогольными 
(или ваннами из какого-нибудь другого вещества) и повторим теперь опыт 
при одинаковых остальных условиях, то заметим опять различные окон
чательные повышения температуры этих ванн, а кроме того, будут раз
личны также изменения температуры, вызывае.ше одним и тем же 
телом в различных ваннах.

Вводимое здесь понятие «количества теплоты» будет научно пригодным 
для физики только в том случае, если количество теплоты представляет 
собою точно измеримую величину. Теперь мы заключаем, что переходящее 
к телу количество теплоты бывает тем больше, чем больше происходящее 
вследствие этого повышение температуры; поэтому мы положим количе
ство теплоты Q, переходящее к телу (или отдаваемое им), пропорциональ
ным разности температур в начале и в конце теплообмена. Но так как
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мы видели в последнем опыте, что повышение температуры зависит также 
лт материала, поскольку различные ванны при одинаковых условиях раз
лично повышали свою температуру, то множитель пропорциональности 
должен каждый раз зависеть от материала. Наконец, конечная температура 
.зависит еще также от массы ванны, причем опыт показывает нам, что 
при двойной или тройной массе водяной ванны происходящее при оди
наковых условиях повышение температуры бывает уменьшено вдвое или 
втрое. Из этого следует также, что упомянутый множитель пропорциональ
ности должен быть пропорционален также массе ванны. Мы удовлетворим 
всем данным опыта, если для количества теплоты Q, принимаемого (или 
-отдаваемого) некоторым веществам с массою т при изменении его тем
пературы & на Д&, составим следующее уравнение;

Q =  с/га Д &, ( 1)

где с —  упомянутый множитель пропорциональности, зависящий от мате
риала. Этот множитель мы будем называть «удельной теплоемкостью» дан
ного вещества.

Согласно уравнению (1) единицей количества теплоты является такое 
количество теплоты, какое принимает количество вещества массою в 1 г, 
с удельной теплоемкостью с =  1 при повышении температуры на 1° С; 
величина этой единицы зависит от нашего произвола, поскольку мы про
извольно выбираем вещество, удельную теплоемкость которого принимаем 
равной единице; очевидно, нет способа определить с, раз мы не обладаем 
•никаким определением Q, независимым от уравнения ( 1), и наоборот, нет 
никакого способа для измерения Q, раз нам неизвестно с. В качестве нор- 
ма.'1ьного вещества, удельная теплоемкость которого принята равной еди
нице, выбрана вода. При этом, однако, необходимо еще одно ограничи
тельное добавление, так как удельная теплоемкость вообще может зави
сеть от температуры и, действительно, зависит от нее Таким образом 
выбрали воду с начальной температурой 14,5° С. Итак, единица коли
чества теплоты представляет такое количество теплоты, которое 
повышает температуру 1 г води с 14,5° до 15,5° она называется 
«■калория».

Вместо этого часто называют также калорией такое количество теп
лоты, которое нагревает 1 г воды от 0° на 1°; эта Q°-калория на 0,8“/о 
меньше \Ь°-калории\ мы пользуемся первым определением, так как 
15°-калорию можно точнее получить экспериментально, чем 0°-кало- 
рию. Наконец, под названием большая калория в противоположность 
«малой калории» подразумевают такое количество теплоты, которое

1 Поэтому, если ДЭ представляет конечный температурный промежуток, урав- 
.яением (1) определяется не истинная, но лишь средняя удельная теплоемкость; 
истинная удельная теплоемкость будет таким образом определяться по уравнению:

(1а)

Urn Л8 =  0.
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вызывает соответствующее повышение температуры 1000 г воды. Прежде 
чем мы сможем перейти к измерению удельной теплоемкости, мы должны 
выяснить себе размерность последней. Она зависит от уравнения, посред
ством которого мы определили удельную теплоемкость, следовательно, 
от уравнения (1). Если в уравнении (1) мы берем массу т и разность 
температур Д & = 1, то с равно Q, т. е. удельная теплоемкость пред
ставляет такое количество теплоты, какое надо доставить телу с 
массой 1 г, ■ чтобы повысить его температуру на 1°. Таким образом 
удельная теплоемкость имеет следующую размерность:

количество теплоты 
масса X  градус *

Мы не можем ни количество теплоты ни температуру выразить в абсо
лютных единицах массы, длины и времени. Напротив того, мы вынуждены 
пользоваться в качестве новых единиц как единицей количества теплоты, 
т. е. калорией, так и единицей температуры, т. е. градусом Цельсия. В 
соответствии с этим удельная теплоемкость выражается в этих единицах 
так:

[кал][с]-. [г-град.] ' ( 1 Ь )

Определение удельной теплоемкости твердых веществ принципиально 
легко.

Нагреваем до температуры подлежащее исследованию тело, обла
дающее массой М  и удельной теплоемкостью с, а затем помещаем его 
в водяную ванну 14,5° С, масса которой т такова (что должно быть 
установлено предварительным опытом), чтобы повышение температуры 
происходило в пределах от 14,5° до 15,5° С. Пусть общая конечная 
температура. будет (впрочем, если измерения точны лишь до 1% , то 
начальная температура и величина температурного интервала безразличны). 
В таком случае исследуемое тело отдало количество теплоты: ,

Жс(&1 — д,);

вода приняла количество теплоты

нг-1*(&2—’ 14,5);

таким образом справедливо уравнение:.

Л1с({1̂  —  &.J,) =  т- (й.̂  — 14,5),

(2 )

(3)

(4)

•откуда получается с. Этот рпособ называется способом смешения. 
При этом, конечно, предполагается (как и при всех упомянутых 
здесь опытах), что наружу не отдается никакой теплоты и что кроме 
названных веществ в этом процессе не принимают участия никакие дру
гие вещества. При опыте это, конечно, не может выполняться строго; 
■поэтому необходимо вводить в результат поправки, в рассмотрение ко
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торых мы здесь ке входим, так как для нас важна лишь принципиаль
ная сторона.

Удельную теплоемкость жидкостей определяют проще всего следующим 
образом: одно и то же количество теплоты сообщают, с одной стороны, 
количеству т воды и, с другой стороны, некоторому количеству М  
исследуемой жидкости. Если повышение температуры воды равно Ail,, 
а жидкости то обозначая опять через с удельную теплоемкость дан
ного вещества, мы имеем уравнение

ЖсД9, =  /иДЭ„ (5)
чем определяется с.

Особого исследования требуют газы, причем оказывается, что при 
определении удельной теплоемкости твердых и жидких тел мы делали 
одно молчаливое предположение. Именно, так же как мы допускали, 
возможность, что с зависит от температуры, мы должны вообще принять 
зависимость с от состояния тела, т. е. от остальных координат (в общем 
смысле этого слова), определяющих состояние тела. В предыдущем мы 
молчаливо предполагали, что у твердых и жидких тел можно пренебречь- 
зависимостыо удельной теплоемкости от изменений состояния (за исклю
чением 9), что по данным опыта близко подходит к действительности. 
Но у  газов это не так. Например, при нагревании данного коли
чества газа при постоянном объеме или при постоянном давлении полу
чают различные удельные теплоемкости, которые принято отмечать со
ответствующим индексом, например:

представляет удельную теплоемкость при постоянном объеме,
Сд » » » »  »  давлении.

Кроме этих двух удельных теплоемкостей можно различать произволь
ное количество других удельных теплоемкостей, в зависимости от спо
соба доставки теплоты. Подробное рассмотрение этого составляет за
дачу термодинамики.

Удельная теплоемкость при постоянном давлении определяется по
добным' же образом (по способу смешения), как у твердых и жищсих 
тел; для определения этот способ невозможен. Именно,’ для этой целк 
газ должен быть заключен для поддержания постоянного объема в со 
суде, который должен нагреваться вместе с ним при доставке теплоты. 
Но так как масса твердого сосуда гораздо больше массы газа, то- 
главное количество доставленной теплоты было бы использовано на на
гревание сосуда, а не газа: отсюда возникают столь значительные источ
ники ошибок, что измерение становится почти невозможным. Однако
можно определить отношение путем измерения скорости звука в упо
мянутом газе, которая равна следующей величине:

Скорость звутса =  , ( 6>

где р  —  давление газа, а е —  плотность его. Из и следует, та 
КИМ образом, тотчас и с„.
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Следующая таблица дает о б зо р  удельных теплоемкостей некоторы х 
веществ при обыкновенных температурах. П ри очень низких темпе
ратурах удельная теплоемкость всех твердых и жидких веществ стан о
вится необычайно малой; на этом  мы остановимся подробн о позднее.

Вещество кал c в —  г»грао Вещество калс в --------Аг-грао
Вещество

(газы) Ср
.

А1 0,22 Углерод 0,169 Воздух 0,2д,7Ъ ' 1,4015
РЬ 0,028 Медь 0,0917 ©2 0,2175 1,396
Fe 0,105 Кварц 0,190 N2 0,2438 1,41
Au 0,032 Каменная соль 0,215 Н2 3,4090 1,408
Cd 0,055 • Мрамор 0,206 Пар H s 0^0246 1,667
Си 0,091 Лед 0,50 Не 1,2504 1,667
Ni 0,104 Кронглас 0,161
Pd 0,058 Флинтглас 0,117
Bi 0,026 Hg 0,033
Zn 0,087
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Теория теплопроводности.

3. Понятие о теплопроводности и о  тепловом потоке.

Выше мы неоднократно ссылались на тот опытный факт, что два раз 
лично нагретых тела пфй., соприкосновении вступают в теплообмен, кото
рый продолжается до тех пор, пока оба тела не примзгг одинаковую, 
температуру; при этом одно тело получает теплоту, а другое отдает ее. 
Если вместо того, чтобы приводить оба тела в непосредственное 
соприкосновение, поместить между ними любое другое вещество, сопри
касающееся с каждым из них, то также наступает теплообмен, но уже 
через промежуточное тело, в котором таким образом возникает разность 
температур. Процесс оканчивается только тогда, когда все три тела при
нимают одинаковую температуру. В этом случае теплота проводится от 
тела с более высокой температурой к телу с более низкой посредством 
промежуточного тела, а потому подобный способ выравнивания темпе
ратуры называют- теплопроводностью. Теория теплопроводности, осно
ванная Фурье, рассматривает особенности этого процесса, например, ход 
изменений температуры с течением времени в каждом данном месте 
зависимости от материальных констант и внешних условий. ■

Надо заметить, что существуют еще другие способы выравнивания 
температур, а именно через лучеиспускание и через конвекцию тепла.. 
Первое можно наблюдать в чистом виде, если поместить в вакуум 
на расстоянии друг от друга два различно нагретых тела; температуры 
выравниваются, несмотря на то, что тела помещены в вакууме. Как мы 
увидим позднее, от нагретого тела исходят волны, которые распро^ 
страняются через вакуум. Рассмотрение их относится частью к оптике, 
частью к термодинамике; мы вернемся к этому в соответствующем месте. 
Мы упомийаем о них здесь, так как излучения никогда нельзя вполне 
избегнуть, а потому его постоянно следует принимать во внимание.

Наконец, под конвекцией понимают движение теплоты одновременно 
с материальным носителем ее. Например, если сильно нагретое тело на
ходится й воздухе, то прежде всего нагревается прилежащий слой воз
духа, благодаря этому плотность его становится меньше плотности окру
жающего воздуха; теплый воздух поднимается, причем его место опять 
занимает более холодный воздух. Таким образом нагретое тело испыты
вает потери тепла вследствие воздушных течений, которых никогда нельзя 
устранить вполне. Конечно, мы не можем здесь входить в подробности 
относительно теплового излучения и конвекции, так как касаемся их 
лишь, поскольку они налагаются на явление чистой теплопроводности.

i
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Мы ограничиваемся общей поправкой на них, достаточной для наших, 
предварительных целей.

Теплота ведет себя при всех явлениях теплопроводности так (этО' 
видно из простых упомянутых выше опытов), как если бы она была 
неуничтожаемой жидкостью, которая течет от более теплых тел к более 
холодным, стремясь равномерно распределиться, но не изменяя общего 
своего количества. Такое представление далеко не достаточно для объ
яснения всех тепловых явлений, наоборот, мы скоро (во второй главе) 
узнаем случаи, когда теплота возникает или уничтожается. Но для тео
рии теплопроводности эта гипотеза достаточна и дает наиболее простую' 
картину явления, так что мы будем ее пока придерживаться. Таким обра
зом по этому представлению тепловой поток есть как бы поток жид
кости, и потому, естественно, мы будем пользоваться некоторыми поня
тиями из гидродинамики.

Представим себе любое тело,'  через которое течет теплота. Поток 
жидкости в определенном месте, очевидно, является -вполне определен
ным, если даны, во-первых, его направление и, во-вторых, количество 
жидкости, протекающей в рассматриваемом месте через поперечное сече
ние, нормальное к направлению тока. Таким образом поток теплоты, как. 
всякий поток, обладает свойствами вектора. Введем теперь следующий 
вектор, который назовем j .  Пусть его абсолютное значение j — \j\ равно 
количеству теплоты, протекающему в 1 сек. через единицу поперечного 
сечения, перпендикулярного к направлению теплового потока, и пусть 
его направление совпадает с направлением потока. Этот вектор J  мы 
называем плотностью теплового потока. Таким образом по правилам 
теории векторов составляющая теплового потока в любом напра
влении п равна:

y „ = i c o s ( ; n ) ,  (7)

откуда, далее, получается, если .мы допускаем, что п поочередно совпа
дает с направлением осей х , у , z\

Л = у с о з ( У ,  х )  
J ^ = J c o s ( j ,  у )  
j\  =  У cos (У, Z),

(8)

Левые стороны этих уравнений, очевидно, представляют при этом ком
поненты в декартовых координатах теплового потока. Умножая эти ура
внения (8) на cos (У, х ), cos (У, у ), cos (У, z) и суммируя их, получимг

7 = !У1 = J \  cos (У, дг) + У у cos (J,y ) + У , cos (J, 2). (9)

Уравнения (8) и (9) показывают, как тепловой поток любого напра
вления разлагается на свои компоненты в декартовых координатах и со
ставляется из них. ■

Теперь представим себе, что через тело, по которому протекает ток, 
проведено поперечное сечение /  (рис. 1), и выясним, какое количество 
теплоты протекает через него в 1 сек.
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С этой целью мы разлагаем /  на бесконечно малые элементы df и 
строим для каждого из этих элементов d f  соответствующий ему вектор j  
и нормаль п. Поток j  разлагаем теперь на две составляющие, одну па
раллельно п, которую назовем и вторую перпендикулярно к и, сле
довательно, тангенциально к df, которую назовем j Этими обоими по
токами и вполне заменяется реальный поток. Так как j^  паралле
лен элементу поверхности df, то он не проводит теплоты через df, та
ким образом для вычисления количества теплоты, проходящего в 1 сек. 
через df, следует принимать во внимание только j „ .  Поток оказывается 
равным df. Суммируя эти значения для всей поверхности поперечного

сечения j , получим для всего коли
чества теплоты, протекающей через /  
в 1 ceK.j значение:

( 1 0 )

'Проходящее через замкнутую поверхность 5 
влено уравнением: . ,

Если поверхность /  замкнутая, 
причем мы обозначим ее через S, а и 
будет означать внутреннюю нор
маль, то все количество теплоты, 

в 1 сек., будет предста '̂

(Юа)

Выражение \A„dS, образованное с любым вектором А  по аналогии 
с последним уравнением, называется в векторном анализе «потоком» 
вектора А  через поверхность S; основание для такого обозначения ясно.

Количество теплоты, протекающей не в единицу времени, но в эле
мент времени dt, получают из уравнения ( 10) или ( 10а) простым умно
жением на элемент времени dt, и отсюда интегрированием по времени 
количество теплоты, протекающей в конечное время, что очевидно без 
дальнейщего пояснения.

4. Связь между тепловым потоком и температурой.

Представим себе теперь замкнутую поверхность через которую 
по уравнению ( 10а) протекает за время dt количество теплоты

Qdt =  d t^ jJ S -,

в силу этого произойдет нагревание объема т, ограниченного поверх
ностью S, если, конечно, мы оставляем без внимания все вторичные 
процессы, например химические, какие могли бы происходить в ве
ществе. Так как тепловой поток может быть соверщенно произволь
ным, то, конечно, нельзя допускать, что происходящее в объеме т 
повышение температуры будет равномерным; поэтому мы разделим
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объем на бесконечно малые элементы =  а х  обладающие массой
dm, и обозначим вызванное в таком элементе объема повышение тем
пературы через rft)-. Если обозначить удельную теплоемкость этого эле
мента объема через с, то ему необходимо сообщить количество теплоты 
cd bd m 'jtcm  мы введем плотность s, так что масса dm —  zd~, то коли
чество теплоты, доставляемое одному элементу объема d~, оказывается 
zcdidb, а общее количество теплоты, поступающее в объем т, получается 
интегрированием по х и равно ^zcdbdx, причем s и с  должны вообще 
рассматриваться как функции места.

Но именно для этого количества теплоты мы уже составили выше 
другое выражение и, приравнивая их и деля на dt, получаем;

j J S =  (  zc^^dx. ( 11)

аГ0При этом мы написали производную ^  как частную производную,
так как &, как унсе выше замечено, вообще изменяется от точки к точке, 
здесь же илюется в виду лишь изменение во времени в определенном 
месте, т. е. при постоянных х , у , z.

В этом уравнении слева стоит интеграл по поверхности, справа —  ин
теграл по объему, и посредством преобразования интегралов по теореме 
Гаусса легко перевести стоящий слева интеграл по поверхности также 
в интеграл по объему. Так как по теореме Гаусса для любого вектора А 
при положительной внутренней нормали справедливо соотношение

^ А  j i S —  Jdiv Л t/T, (12)

то, применяя это к вектору j  в уравнении ( 11), получаем соотношение

— I* divy^^T =  ЕС ^  dx,

или
divy + е с  ^ ^ d x = 0 . (13)

Это уравнение должно быть справедливым для любого объема т,^ко
торый может быть сколь угодно большим или малым. Следовательно, 
этот интеграл может обратиться в нуль только при исчезновении под
интегральной функции. Если бы в объеме х находились области, где 
подинтегральная функция была бы больше нуля, и такие области, где 
бы она была меньше нуля, то интеграл исчезал бы вследствие уничто
жения положительных частей отрицательными. Но интеграл можно с оди
наковым правом применить к одним лишь положительным областям, 
и уравнение (13) станет в этом случае невозможным; однако оно должно 
быть пригодным во всех случаях, а потому подинтегральная функция 
должна быть тождественно дневной нулю; следовательно, между У и & 
должно постоянно существовать соотношение:

d iv j =  ■ с?5 (14)

2 Теория теплоты
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которое в прямоугольных координатах выразится так:

(15)

Это уравнение выражает лишь то, что все количество тепла, посту
пающее в единицу объема, повышает температуру последнего в соответ
ствии с его удельной теплоемкостью и плотностью.

Это уравнение можно было бы, конечно, вывести непосредственно, не 
пользуясь теоремой Гаусса. Мы приведем и этот второй вывод, так как 
в нем, пожалуй, яснее выступает физический смысл уравнения. Этот 
вывод имеет, впрочем, тот недостаток, что ограничивается определенной,

например, декартовой системой
координат, тогда как уравне
ние (14) подходит для всех Си
стем координат.

Рассмотрим параллелепипед с 
длиною ребер d x ,  d y , d z ;  ребра 
параллельнц, осям координат. Мы 
хотим вйчйслить количество теп
лоты, втекающей в него за эле
мент времени d t.  Рассмотрим 
прежде всего две поверхности 
величиною d y , d z ,  обозначенные 
на рис. 2 цифрами 1 и 2; на обе
их строим внутренние нормали. 
Последняя у поверхности 1 совпа
дает с положительным направле
нием оси л;-ов, у поверхности 2 она 
прямо противоположна ему. Вер
шина А параллелепипеда имеет ко

ординаты X , у ,  Z, так что поверхность 7 лежит в плоскости х  =  const, по
верхность же 2 в плоскости л:- ( - =  const. Теперь возьмем нормальные 
компоненты j  по отношению к поверхностям 1 ж 2\ ъ первом случае 
это У*, во втором y_j, =  — Уз,- Таким образом по уравнению (10) в еди
ницу времени через поверхность 1 протекает количество теплоты:

U X (^ yd z, (16а)
через поверхность же 2:

(У-*) г.+йхФ' d z = ~  U X .d x d y  d z. (16b)

При этом в (16а) введен индекс х , а в (16Ь) индекс х - [ - й?х , чтобы 
указать на то, что значение образуется в (16а) в плоскости 
х =  const, а в (16Ь) в плоскости х - { - rfx =  const. Разложив теперь 
(Jx)x+dx ® Тейлора и ограничиваясь линейными членами, получим;

U x ) x^x  =  ( j x ) x  +  { % ) xdX -,



подставляя это в уравнение (16Ь) и складывая ч; уравнением (16а), на
ходим для количества теплоты Ql^dt, протекающей во время dt через 
поверхности 1 к 2, значение:

(17а)
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Q^dt —  —  dx dt.

Аналогично этому количество теплоты, протекающей во время dt че
рез обе поверхности d zd x, равно:

Q 4 t  =  —  ̂ d i d t ,

через поверхности dx dy:
Q ^ t =  ~ ^ d z d t .

(17b)

(17c)

Складывая все три уравнения (17), находим полное количество теплоты, 
втекающей в параллелепипед за время dt:

« л — ( §  +  | + § ) л л . (18)

Это количество теплоты вызывает в объеме dz повышение температуры й?&; 
поэтому данное количество теплоты (18) можно выразить также через 
удельную теплоемкость с и плотность s следующим образом:

гс db dz] (19)

при сопоставлении этих уравнений, наконец, получается опять уравне
ние (15):

, djy d jj\  _  д ь  ,
J x  ду • (15 )

Если желательно вывести по этому способу соответствующее уравнение, 
например в полярных координатах (г, tp, 0), то следует вместо паралле
лепипеда пользоваться соответствующим элементом объема, ограниченного 
сферическими поверхностями.

5. Связь между составляющими теплового потока 
и составляющими градиента температуры.

Мы не можем ничего предпринять с уравнением (15), пока не сумеем 
прибавить второе уравнение, которое совместно с (15) позволит соста
вить путем исключения величин j^ , J^, диференциальное уравнение 
для одного д. Такое уравнение, действительно, можно найти, потому 
что мы еще не выразили то обстоятельство, что тепловой поток суще
ствует только при наличии разности температур. Таким образом, 
можно уже заранее ожидать, что существует связь между компонентами

db db db
теплового потока J у, J , и величинами dx’ d y ’ dz характери-

2*
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зующими изменения температуры в данном объеме, а, возможно, и с 
производными еще высших порядков, например ^ и  т. д.

Во всяком случае можно утверждать следующее: если мы обозначим 
температуру в некоторой точке (х^, z ,) через и обратим внима
ние на соседние точки (х, у, z ), то можем существующую там темпера
туру & разложить в ряд Тейлора:

® +  + © о  1
дЬ\

(9а\ ,
—  +  —2\дхУо ( х — х , ) * 4 - . . .

(20)

и если мы выберем рассматриваемую область, т. е. абсолютные значе
ния (х  —  х„), (у  — у^), (z —  z„) очень малыми, чтобы ограничиться ли
нейными членами, то результаты уравнения (20) можно будет формули
ровать так: тепловое состояние вблизи точки (х^, z^) выражается

о /db\посредством термических величин»,, [^ J  , \^J  ’ которые все
относятся к точке ( х „  _у,, х,). Поэтому можно принять, что величины 
Jx> Jv’ j г ® любой точке (х, у, z) также зависят только от величин 
.  d r  db db „
V, ^ ^ , но не от производных высших порядков. Мы можем,
таким образом, написать, понимал под Р ,̂ Р ,̂ Р̂  известные функции:

(2 1 )

= ^ 1 ^9, ’ dx ’
59 59 \

J X dy ’ d z ) ’
ГТ ^  59 db 59 Л [

J, = dx ’ dy ’ dz) ’ }

=  ^s(
59 59 59 N

J\ dx ’ dy ’ dz ) ■ J

Эти функции мы разложим в ряд по их аргументам, причем опять 
ограничимся линейными членами, и тогда получим, если А, В, и озна
чают некоторые коэфициенты:

(99 ; 7
1̂2 ду

дЬ
J X '

^9
J y — —  2̂1 дх 2̂2 оу

=  =  + 31 (9х

>*(9z
(99

23 dz ’ 
дЬ’ _  

32 сф ‘"Щг "

Так как из опыта известно, что если в данном объеме нет никакой 
. rf9 db db -разности температур, т. е. если —  =  -^  — -̂  ̂=  0, то нет также ника

кого теплового потока, то все коэфициенты А, В должны быть равны 
нулю. Таким образом по.лучим выражения:

.   . дЬ , ^  ^
J x — M l “  М2  5 )1  MS 5 7  >

.   . 5 9  7 ^  7 ^
У г , —  — I 2 1 5 7  — I 2 2 5 7 —  ' 2 3 ^ 2  ’

. ^  , 59 , 59 7 ^
J s —  ^ 3 1 5 7  М2 2 Ь з  •ду -33 dz

(22 )
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Знак при этом выбирается так, чтобы коэфициенты называемые 
коэфициентами теплопроводности, были положительными, что практи
чески удобнее, вообще же не имеет никакого значения.

Нужно особенно подчеркнуть, что ограничение линейными членами 
в уравнениях (22) есть гипотеза, которая может быть оправдана только 
совпадением теоретических данных с данными опыта. Так как это имеет 
место в широких пределах, то мы принимаем за основу уравнения (22) 
как достаточно точное выражение действительных соотношений.

Уравнения (22) относятся к общему случаю тела, не обнаруживаю
щего никакой симметрии. Напротив, если мы рассматриваем тело, обла
дающее некоторой симметрией, то происходят значительные упрощения, 
причем отдельньТё коэфициенты исчезают или становятся равными 
друг другу. Здесь мы имеем дело с проблемой, совершенно аналогичной 
той, которая описывается законом Гука в.теории упругости, где путем 
общих рассуждений получается выражение потенциала упругости для 
общего случая несимметричного тела. Это выражение затем все более упро
щается в соответствии с увеличением степени симметрии. Мы не будем 
вообще заниматься явлениями в кристаллах, однако еще раз ненадолго 
вернемся к общим выражениям (22).

„  db db dbПрежде всего надо заметить, что величины — ,
вляют компоненты вектора, значение которого равно:

^  предста-

i / ( £ ) ’ + © ‘ + ( S f
и направление которого такое же, как направление наибольшего подъема 
температуры. Такой вектор носит название градиента упомянутого 

 ̂ db db , Clскаляра; таким образом представляют компоненты вектора grad о
(градиент температуоы).Щп таком способе написания уравнения (22) 
гласят;

J \  == hx grad,, & -L grad,, {Ц- grad, », 
Jy =  kx grad,,»-
y 2 =  ^3igrad„»-

grad„»-j-/23 grad;», 
hi. grad,, 9 +  /33 grad,».

(23)

Из них видно, что компоненты вЯстора —  j  представлены как линейные 
однородные функции компонентов вектора grad». Тацую функциональ
ную связь двух векторов можно встретить в других областях физики, 
например в теории момента инерции, в теории упругого растяжения и 
упругого натяжения. Итак, мы можем сказать: Тепловой поток j  пред
ставлен в уравнении (22) или (23) как линейная, однородная функция 
вектора температурного градиента.

Что же касается самого коэфициента теплопроводности, то теорети
чески нет никакого основания принимать, что другими словами,
что линейная функция симметрична, как это имеет место, например, 
при моментах инерции. Но из наблюдений выяснилось г с достовер-

г Ср. W. V o i g t ,  Lehrbuch der Kristailphysik, стр. 397. Пусть читатель обра
тит особое внимание на эту фундаментальную работу по общей физике кристал
лов, так как мы по недостатку места вооб.ще исключили расеглотрение кристаллов.
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ностью, что до сих пор неизвестно ни одного кристалла, для которого 
было бы хотя, конечно, отнюдь нельзя исключить такую воз
можность в будущем. В настоящее время мы во всяком случае можем 
допустить, что в выражениях (22) и (23) имеет место равенство

hk “  hi' (24)

таким образом число коэфициентов теплопроводности уменьщается с 9 
до 6. Но 6 коэфициентов симметричной линейной функции вектора 
образуют компоненты симметричного тензора (второго ранга), а именно, 
h v  h v  hz' очевидно, преобразуются как квадраты, а h z ~ h i ,
hi —  h v  произведения разностей координат. Таким образом первые 
три величины соответствуют моментам инерции, а последние —  моментам 
девиации. Они вполне определяют тензор и при этом, конечно, также 
и «тензорный эллипсоид», равно как и главные его оси по величине и 
направлению. Главные оси тензорного эллипсоида со своей стороны со
ответствуют так называемым «главным значениям» тензора, которые мы 
обозначим через Zj, Последние образуют в общем случае {1^4= 1̂ 4= /3) 
прямоугольную систему осей, именно систему главных осей тензор
ного эллипсоида, где каждое направление равноправно противоположному 
направлению, что свойственно тензору. Если мы выберем произвольно 
три направления так, чтобы направление главного значения тензора 
совпадало с- положительной осью х-ов, а направление —  с положи
тельной осью у-ов  и, наконец, направление с положительной осью 
2-ов, то при таком расположении координат компоненты тензора /̂ з =hi>  
hz — h v h%— hi должны будут исчезнуть, т. е.:

=  hi —  h i =  0.

Мы можем, таким образом, путем специального выбора системы коор
динат постоянно достигать того, что система уравнений (22) или (23) 
будет принимать следующий вид: _

(25)

В дальнейшем мы будем основываться на этой форме уравнений. Вы
бранные здесь координаты называются главными осями проводимости', 
в чисто математическом смысле они вполне соответствуют главным осям 
инерции твердого тела или главным направлениям расширения и т, д.

Мы видим, что если заменить х  через —  х , у  через —  у, z  через —  г, 
уравнения не изменяются, т. е. что при этом выборе системы координат 
плоскости координат в отношении теплопроводности являют я плоско- 
стя"И симметрии. Если предположим, далее, >̂ то, например, х  можно за-
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менить через у ,  т. е. что при вращении на 90° около оси z -оъ кристалл 
должен притти в исходное положение, то из уравнения (25) следует;

-J\ =  k ду' - J c
, ^  
2 дх ■ , =  /< дг '■

а это совместимо с уравнениями (25) лишь в том случае, если принять 
/j =  1̂ . В этом случае плоскости y z  и плоскости x z  представляют рав
ноценные плоскости симметрии. Наконец, если можно, кроме того, 
Z заменить через х ,  то следует также положить =  обозначим те
перь общее значение трех коэфициентов 1̂  =  1,̂  =  просто через I, и 
в случае изотропии уравнения (25) перейдут в следующие:

(26)

или в векторной форме
-У  = (27)

В этом случае тензор с тремя главными значениям 1̂ , 1̂ , /3 выро
ждается в скаляр /; формально это вполне соответствует случаю, когда 
три главных момента инерции твердого тела равны друг другу.

Из уравнения (27) получается следующее физическое значение I. Возьмем 
куб с длиной стороны в 1 см, две противолежащие друг другу поверхности 
которого имеют разность температур в 1°. В таком случае градиент тем
пературы равен 1, так как обе поверхности отстоят друг от друга также 
на 1 см. Следовательно, по уравнению (27) коэфициент проводимости 
равен |У|, т. е. равен количеству теплоты, протекающей в 1 сек. через 
поверхность в 1 слг̂ . Таким образом, мы можем сказать: проводимость 
I изотропного тела есть то количество теплоты, какое протекает 
в 1 сек. через единицу поверхности, если градиент температуры 
равен 1.

Уравнения (14) или (16) равно как и уравнение (26) или эквивалент
ное ему (27) позволяют нам исключить / ,  т. е. составить диференциаль- 
ное уравнение для одного только 6 .

6. Диференциальное уравнение теплопроводности, 
пограничные условия.

Чтобы выполнить упомянутое исключение, нам следует только произ
вести в уравнении (27) операцию «div» и затем ввести результат в урав
нение (14). Тогда тотчас же получается:

div ( /  grad d) =  ?с dt (28)
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или, если произвести дифергнцирование, причем надо заметить, что I 
вообще есть функция места и, следовательно, также подлежит диферен- 
цированию:

I div grad & +  (grad ft, grad /) =  ec ^ , (29)

или. наконец, так как div grad Ф =  Д Ф ;

^   ̂ дх Жх ду ду ' ^  Ж ’ (30)

которое в случае вполне однородной среды, т. е. при пространственно 
постоянной проводимости I, сводится к следующему более простому 
уравнению:

I /дЩ , д̂ Ь , М \  а»
— ' — ( ' 1̂)Ет \дх'̂  ^  ду̂

с которым мы, главным образом, будем иметь дело. Выясняется, что 
весь процесс зависит ceteris paribus только от положительного множителя
^ , который мы, понятным образом, назовем температурной проводи
мостью и для которого введем особое обозначение:

I (32)

Прежде чем подойти ближе к решению уравнения (31), мы займемся 
еще пограничными условиями, т. е. условиями, какие должны сущест
вовать все врелш на границе рассматриваемой среды или в местах, где 
соприкасаются две среды. Известно, что эта задача (аналогичная задаче
0 колеблющейся струне) вообще только тогда определена, когда к дифе- 
ренциальному уравнению добавляются надлежащие пограничные условия.

Прежде всего рассмотрим случай, когда на поверхности раздела схо
дятся две среды, термические данные которых мы обозначим индексами
1 и 2. В таком случае на обеих сторонах поверхности раздела будет 
вообще одинаковая Температура, т. е. первое пограничное условие у нас 
будет такое:

=  . (33)

На поверхности раздела температура изменяется непрерывно. Этому 
не противоречит то обстоятельство, что в качестве начального состояния 
может быть выбран температурный скачок. Например, если привести 
в соприкосновение во время  ̂=  0 два куска металла, один с темпера
турой 1000°, а другой с температурой 0°, то вначале на поверхности 
раздела, очевидно, существует температурный скачок, который, конечно, 
тотчас начнет выравниваться путем теплопроводности. .

Для нахождения пог(заничных условий теплового потока j  рассмотрим 
часть dS пограничной поверхности (рис. 3) и построим маленький ци
линдр с плопгадыо основания dS и высотою Л, которая будет бесконечно 
малой более высокого порядка, чем dS, Поверхность основания нахо--



дится в первой среде (слева- от поверхности раздела), равная же проти
воположная ей поверхность находится во второй среде (справа от поверх
ности раздела). Внутренние нормали обозначим соответственно через 
и Пу Вычислим количество , теплоты, вытекающее из этого цилиндра 
в 1 сек., которое должно быть равным количеству теплоть! Q, возни
кающему в 1 сек. внутри цилиндра, т. е. на поверхности раздела. Так 
как при вычислении можно пренебречь боковой поверхностью цилинд;а, 
бесконечно малой высшего порядка, чем dS, то вытекающее в 1 сек. 
количество теплоты, очевидно, равно
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и оно должно быть равным В общем, —  отвлекаясь от отдельных 
особых случаев [например от явления Пельтье (Peltier)],— можно принять, 
что пограничная поверхность не содержит источников теплоты, так что 
возникающее на пограничной поверхности количество теплоты Q надо 
принять равным нулю. Отсюда следует пограничное условие:

j

причем нормали и щ  взяты так, как показано на рис. 3. Но если мы, 
проведем, как то же обозначено на рисунке, нормаль п так, чтобы она 
направлялась от первой среды ко второй, и если обозначим поток в пер
вой среде через а во второй через то (J i)„ и j \ ^ =  —  (j\ )„
и вышеприведенное уравнение примет вид:

О  l̂ n ( j (34)

Это показывает непрерывность нормальной компоненты потока. По- 
лага.-i согласно уравнению (27) — j = / g r a d { l ,  а также — >3,
получим из (34):

на на
(За)1 дп дп

К этим пограничным условиям, относящимся к поверхности раздела 
двух соприкасающихся тел, прибавляются еще условия, характеризующие 
процессы на границе наблюдаемого тела. Эти процессы можносразделить 
на естественные и искусственные, смотря по тому, может ли унтановиться 
данное состояние на границе само собой или же для него нео'ходимы
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особые экспериментальные приспособления. Пограничные условия, отно
сящиеся к обоим этим случаям, мы будем обозначать соответствующим 
образом.

Если пограничная поверхность предоставлена самой себе, то происхо
дит потеря тепла путем излучения, проводимости и конвекции вследствие 
существующей разности температур с внешним миром. Согласно с за
коном Ньютона принимают в первом грубом приближении, что общая по
теря тепла элемента с поверхностью dS в течение времени dt пропорцио
нальна величине элемента поверхности dS, элемента времени dt и раз
ности температуры с внешним пространством; гели температура послед
него а h означает множитель пропорциональности, то количество 
теплоты, теряемое элементом поверхности dS ъо время dt (так называе
мый закон охлаждения Ньютона), равно: ,

h{b  — ^^dSdt ,

а так как вследствие этого существует тепловой поток изнутри к по
верхности, то он переносит во время dt количество теплоты

-jJSdt =  J^l2dSdt.

Оба выражения одновременно представляют условие для свободной не
защищенной границы:

(36 )

или иначе, так как разность & —  можно так же хорошо обозначить 
через &, потому что постоянна и, следовательно, при диференцировании 
отпадает; /

(3 7 )

Константу h называют коэфициентом внешней теплопроводности.
Таково естественное состояние пограничной поверхности. Путем экс

периментальных приспособлений можно вызвать различные другие со
стояния. Например, можно добиться того, что температура й на поверх
ности будет постоянной или вообще заданной функцией координат и 
времени. Это искусственное пограничное условие выразится так;

причем
й =  ф (х, у , 2, t),

й ==0

(3 8 )

(3 9 )

представляет частный случай. ,
Другое искусственное условие можно создать, удаляя с каждого уча

стка поверхности определенное количество теплоты в единицу времени. 
Это означает, что должен существовать тепловой поток, направленный
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к поверхности, покрывающий убыль тепла. Следовательно, представляет 
также определенную функцию х , у , г, t, или иначе: ■

Iда
дп --/(X, у , Z, i). (40)

В особом случае f { x ,  у ,  z, f) может оказаться постоянной, равной 
нулю, т. е. через данную поверхность теплота проводиться не будет; 
такую поверхность называют адиабатически изолированной, а уравне
ние, полученное как частный случай уравнения (40);

, д а

д̂п о (41)
адиабатическим условием.

Физическому разделению на естественные и искусственные пограничные 
условия можно противопоставить другое, аналитического характера. Мы 
различаем однородные и неоднородные условия. Однородными называются 
такие, которые не содержат члена, свободного от й и ее производных. 
Следовательно, уравнения (37), (39) и (41) являются однородными по
граничными условиями, а (38) и (40) —  неоднородными. Это различие 
играет существенную роль при составлении общих интегралов уравнения 
теплопроводносс и.

7. Общее замечание относительно интегралов 
при однородных и неоднородных пограничных условиях^ 

однозначность решений.

Прежде чем перейти к доказательству того, что при данном начальном 
состоянии и заданных пограничных условиях температура однозначно 
опре,леляется диференциальными уравнениями совместно с этими условия
ми, мы должны разобрать некоторые свойства интегралов нашего урав
нения. При этом обнаружится важное различие в них в зависимости от 
того, однородны или неоднородны пограничные условия.

Пусть будет задано какое-нибудь однородное условие на границе, 
например: ,

дп ’

и будут известны два рещения и диференциального уравнения (31), 
одновременно удовлетворяющие требуемому условию на границе. В таком 
случае будет также тождественно: ,

(42)

(43)
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причем тройной знак равенства означает тождества. Образуем теперь раз- 
•ность или сумму обоих решений и обозначим сокращенно через ft.
В таком случае при вычитании или сложении получается из равенств (42):

dt

из равенств (43) следует также:

Но это значит: разность а сумма двух решений ft, и ft̂  сами явля~ 
ются решениями диференциального уравнения и предписанного одно
родного добавочного условия. То же относится, конечно, и к выраже
нию ^ft, ±  Bft ,̂ если ft, и ft.j умножить на любые константы А я В.

Посмотрим теперь, как будет обстоять дело, если дополнительное 
условие неоднородно. Пусть, например' .

, У> О,

и даны опять два решения ft, и ft̂  диференциального уравнения-и этого 
пограничного условия. В таком случае получается тождественно:

(42а)

(43а)

Если составить теперь сумму и разность ft, гЬ; ft̂ , которые оба мы опять 
обозначим через ft, то, хотя & и подчиняется диференциальному уравне
нию (31), но оно удовлетворяет уже не заданному пограничному усло
вию, а некоторому другому, именно:

ft =  9i-l-ft^ подчиняется условию: у , z, t)

ft — fti —  ft̂  подчиняется условию: / ^  =  0.
1 (44)
j

Этот последний случай особенно важен; поэтому мы выскажем полу
ченный результат еще раз специально для разности: разность ft двух 
решений ft, и ft̂  диференциального уравнения {Ы) при неоднородном по
гранично ч условии не является более решением этой задачи, но пред
ставляет решение диференциальною уравнения (31) с соответствую
щим однородным пограничным усломем^ ' _
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Этому положению можно дать следующий оборот: так как принято, 
что то мы можем написать:

а. (45^

т. е. если прибавить к интегралу диференциальиого уравнения (31) 
с неоднородным пограничным условием такое &, которое соответствует 
однородному пограничному условию, то сумма снова образует инте
грал диференциальиого уравнения с неоднородным пограничным условием. 
Такам образом, если найден частный интеграл для предписанного неод
нородного пограничного условия, то требуется лишь добавить общий 
интеграл с однородным пограничным условием, чтобы найти общий 
интеграл диференищального уравнения при заданном неоднородном по
граничном условии. Этим мы воспользуемся при доказательстве, что за
дача теплопроводности при данном начальном состоянии и заданных 
пограничных условиях определяется диференциальным уравнением одно
значно, т. е. что не может быть никаких двух отличающихся друг от 
друга решений и

Для доказательства предположим, наоборот,-что найдены два различ
ных решения и  ̂ таком случае они подчиняются по предположению 
диференциальному уравнению (31) и добавочным условиям. Пусть по
граничное условие выражается уравнением (40), так что тождественны 
должны быть также равенства:

ап

/(л:, у, 0-
(46)

Далее, пусть во время / = 0  температура & является заданной функцией 
F { x ,  У, z). Тогда оказывается тождественно, при t = 0 :

гЗ, =  F {x , jy, z) 
У, гг).

(47)

и слеаовательно, при вычитании одного из другого обоих уравнений 
(46) или (47), если разность опять обозначить через О, окажется:

и при  ̂=  0:
6 =  0.

(48)

(49)

Таким образом разность 6 обоих допущенных решений диференциальиого 
уравнения (31) подчиняется однородному пограничному условию (48) и 
дальнейшему условию (49), утверждающему, что во время / = 0  тем
пература вообще стремится к нулю. Если эта задача решается однозначно, 
то разность 6 должна быть тождественно равна нулю, что мы и хотим 
сейчас доказать.
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С этой целью мы воспользуемся теоремой Грина, которая для двух 
функций и (1) имеет следующий вид:

^<рДфй?т+_^[ V* ’ Лч! /̂ Ч* 'дх дх  ~  с[у о[у ^  dz dz ] л = - 5 9 дп dS. (50)

Интегралы слева распространяются на о^ ем  т, который ограничивается 
поверхностью 5; внутренняя нормаль считается положительной. Мы выби
раем объем, к поверхности S которого относятся условия (48), и опре
деляем соответственно 'f и ф. Именно принимаем:

(?9

дЬтак что Д ф согласно уравнению (31) становится равно щ- В таком слу
чае получим из уравнения (50):

([■
02» 59 529 59 529 59
dt дх дх  ~  dt 5у ду ' dt dz dz

Но так как, согласно предположению, на поверхности .S вследствие усло
вия (48) ^  =  о, то правая сторона исчезает и остается:

529 59 529 59
t ‘ ] f i f x = 0.\dtj > L  dtdx д х '  dtdy d y '  dt dz dz]

Это уравнение можно преобразовать, если воспользоваться тем, что

529 59 1 5  ДЭ Y
dtdx дх 2 5< V5 j ;  ̂ ^ ^

Тогда из последнего уравнения следует:

Cfdb'f , I *2 с 5 г/59\2 /дЬ\2 /5Э\21
S(jf)  + Ы  + © ] * = ' ’•

Наконец, изменяя еще во втором интеграле последовательность инте
грирования по т и диференцирования по t, можно написать последнюю 
Формулу в таком виде:

2 С/'дЬ\^. , 5 ГГ/59\2 Д9\2 , /59,21
^  .! [ш)  +  5F j KdF; +  Ш  +  [di) \ dx =  0.

Так как один член имеет вид частной производной по времени, то можно 
произвести интегрирование по  ̂ от О до t, что дает:

dz) dx =  0.



С тационарное состояние; двухмерная задача 31

Здесь во втором члене отпадает нижний предел, так как по усло
виям (49) во всех областях тела во время  ̂=  О температура & =  О,

ой дЬ дЬ „а также и остается:дх ду OZ ’

2_
*2

в левой стороне находится сумма сплошь из положительных членов' 
Так как она должна быть равна нулю, то эти члены должны в отдель- 

 ̂ - дЬ дд д9 д1> ®ности быть нулями и потому производные > 55 должны все
быть тождественно равными нулю во всех областях объема т и при 
любом времени, иначе говоря, & может быть только абсолютной констан
той. Но эта константа сама должна быть равной нулю, так как согласно 
условию (49) при О должна быть всюду температура & =  0. Таким 
образом и 3-.2 равны всюду и всегда, и следовательно, при., заданных 
условиях имеется только одно решение.

Легко видеть, что это же доказательство можно провести также и для 
других пограничных условий. Таким образом в виде общего заключения 
получаем: при данном начальном состоянии и предписанных пограничных 
условиях температура вполне определяется диференциальным уравне
нием теплопроводности.

Следовательно, если мы каким-нибудь способом нашли решение, удо
влетворяющее всем условиям, то этим самым мы утверждаем, что оно 
является единственным.

8. Стационарное состояние; двухмерная задача.

Займемся прежде всего стационарным состоянием, при котором все 
величины независимы от времени. Поэтому все производные по t исче
зают, и диференциальное уравнение (31) движения тепла приводится 
к зн-'зкочо’‘'у уже нам уравнению Лапласа:

(9дг2 +  ду^ ^  <?z2 —
(52)

Это уравнение соответствует диференциальному уравнению потенциала 
силы тяготения и потенциала скоростей свободных от трения несжимае
мых жидкостей. Мы здесь ограничимся только рядом частных реше
ний его.

Прежде всего все линейные функции координат, а при некоторых 
условиях также и квадратичные функции их представляют решения урав
нения Лапласа, но мы не будем задерживаться на этих мало интересных
случаях, а займемся важной фзшкцией  ̂ или-^^^, где ^  означает кон
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станту а / — теплопроводность, так что также является константой ^
1. Величина

9 =  - r VAr!r (53)

представляет решение уравнения (52); в этом можно убедиться простым
диференцироваиием выражения - = ____  ̂ ■, .. , . Мы можем теперь по-

у
строить поверхности const, так называемые изотермические по
верхности, которые вполне соответствуют ранее рассмотренным экви- 
потенциальньем поверхностям] в нашем случае они представляют кон
центрические шары с г =  const относительно начальной точки. Возьмем 
следующее диференциальное уравнение: ,

d x : dy : dz = дх ' ду ' де ' (54)

Это диференциальное уравнение кривых, наиравлениз которых в каждой 
точке совпадает с направлением нормалей к изотермической поверхности, 
проходящей через соответствующую точку; следовательно, эти кривые 
пересекают изотермическую поверхность ортогонально. Мы называем их
линиями тока, так как вследствие пропорциональности между • и
j x ’ ">  ® каждой точке дают направление теплового потока.

Таким образом это решение (53), очевидно, соответствует случаю, 
когда в точке (О, О, 0) находится точечный источник теплоты,, положи
тельный или отрицательный, посылающий радиально по всем направлениям
тепловой поток /  =  —  1 ^ .  Линии тока, очевидно, представляют радиусы. 
Чтобы вычислить мощность источника, найдем интеграл J — j^dS  для 
замкнутой поверхности, окружающей начальную точку и имеющей вну
треннюю нормаль л; мы выбираем здесь, конечно, сферическую поверх
ность, так что выделяемое в 1 сек. количество теплоты равно

где da — бесконечно малый пространственный угол, под которым dS 
виден из центра сферы. Таким образом количество теплоты, выходящее 
из сферы в 1 сек., равно q\ оно равно теплоте, производимой источни
ком в 1 сек. Таким образом q является мерой мощности источника и, 
конечно, может быть положительным и отрицательным; в первом случае 
мы имеем в начальной точке источник, в последнем —  сток или, лучше 
отрицательный источник. Исходная точка, конечно, должна быть ис
ключена из рассмотрения, потому что в ней температура была бы бес-

. 1 Что здесь для удобства введен множитель очевидно, отнюдь не является 
существенным.
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конечно велика, что невозможно; в остальном же объеме справедливо 
решение (53).

2. Более общее решение можно составить, суммируя несколько решений 
вида (53):

^ =  (55)

где Г== У (х  —  +  ( у — УаУ +  (^ —  В ТОЧКЗХ (х^, у^, z j  НЗХО-
дятся источники теплоты мощностью решение (55) приложимо ко 
всему объему за исключением точки (х^, у^, z^ , в которой температура 
опять должна была бы быть бесконечной.

3. Особенно важный случай представляют двухмерные задачи, при 
которых & зависит, следовательно, только от двух координат, например, 
от а: и у, но не от z. Эти случаи почти реальны для теплового потока 
в очень тонких плоских пластинках. Здесь & подчиняется уравнению:

dx'i с1у2 ~ (56)

■ Обозначая через z = ^ x -\ - iy   ̂ Комплексную переменную и через 
w = f { z )  любую функцию таковой, мы можем разложить /  на ее дей
ствительную и мнимую части: f  {z) ^  ( , х у ) 0  ̂{ху).

Согласно диференциальным уравнениям Коши (Cauchy), обе части 
функции удовлетворяют вышеприведенному диференциальному уравне
нию (56) и, кроме того, следующему" уравнению:

д«1 (Зф . йф__Q

Ъ х ^ х 'д у д у  " (57)

Это, очевидно, выражает, что кривые — const и ф =  const пересекаются 
ортогонально. Таким образом получаем вывод: как действительная, 
так и мнимая части любой функции комплексной переменной явля
ются решениями двухмерного уравнения (56) для стационарного со
стояния теплопроводности; они представляют, следовательно, воз
можные стационарные состояния. Если рассматривать кривые 
о =  const как изотермы, то кривые ф =  const вследствие условия 
ортогональности (57) представляют линии тока, и наоборот.

Рассмотрим здесь несколько частных случаев.
4. Простейшим случаем является тот, когда мы принимаем

W ■■ ■■г\
в таком случае получается:

(р =  лг, ф = у ;

(58)

(59)

следовательно, кривые <f == const и ф — const здесь тождественны с кри • 
выми

X —  const, у  =  const,
1 Здесь, конечно, нечего опасаться смешивания z с третьей пространственной 

координатой.
2 Теория т оплоты*
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параллельными осям координат; на рис. 4 пунктирные линии изобра
жают изотермы, сплошные —  линии тока. На рис. 4а приняты за изо
термы кривые и =  const, на рис. 4Ь —  кривые ф =  const.

Это состояние можно представить себе физически, поместив источник 
и сток одинаковой мощности в бесконечность в положительном или

Г . . f  .. .  t  ■ f  f  t

t  г  \
1  i  \

.  f  < 1
1 1 '  
!  1 '

'  '_  1 f .  1 '  '  ' ,

!  '  :
1

:  ;  '

I  1 1
1 « 1 1  1 1

Рис. 4а.

отрицательном направлении оси лг-ов (рис. 4а) или оси _у-ов (в случае 
рис. 4Ь). Практически достаточно поместить источник на большом рас
стоянии от начальной точки.

5. Рассмотрим следующий случай:

Это дает
•ш =  tp -[- гф =  =  (дг (у)2 =  2хуи (60)

=  — У ; 'î  =  2xy;

следовательно, рассматриваемые кривые будут:

a)
b)

х ‘ - Г  = 
Ху:

: const, -1 
: const. I (6 1 )

Обе представляют собой равносторонние гиперболы; асимптотами кривой

—у^ =  const

являются две пересекающиеся в начальной точке прямые, наклоненные 
под углом 45° к осям х-ов  и _у-ов. Напротив, кривая х у  =  const имеет 
асимптотами самые оси координат. Оба возможных случая представлены 
на рис. 5а и 5Ь; пунктирные линии означают, как и раньше, изотермы, 
слошные —  линии тока.

Видно, что на рис. 5а оси координат, изображенные сплошными 
линиями, сами принадлежат к линиям тока; следовательно, через них не 
проходит никакого теплового потока. Поэтому процесс в каждом ква
дранте независим от остальных и потому жирные части осей х-ов  
и у-ов  на рис. 5а, ограничивающие первый квадрант, можно рас
сматривать как границы теплопроводящего вещества.

Уравнение (60) представляет" также случай потока в прямоугольном 
колене, который может произойти от источника, находящегося на бес
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конечном расстоянии на оси j/-ob (или х -ов) и равного ему стока, рас
положенного на оси х-ов (или у-ов). Таков же случай, представленный 
на рис. 5Ь, только проводящая часть там повернута на 45°.

6. Если, далее, примем:

W ■■ В+  - f  -  =  Л (х  + г » - f В
x +  iy '

то, отделяя действительную часть от мнимой, получим:

Вх<? =  Лх-

ф =  Лу —

X2+ J /2 ’

Ву
х2-|-у2-

(62)

X

Следовательно, для изотерм и линий тока получается:

ВхА х -

А у-

х2+ у 2

Ву
Х2+ у 2

: const, 

: const.

(63а)

(63b)

Здесь мы будем рассматривать (63а) как изотермы, а (бЗЬ) как линии 
тока. Если построить линии тока (сплошные), то получится картина рис. 6. 
В частности оказывается, что ось х-ов и окружность, описанная из на
чальной точки радиусом представляют линии тока. Начальную,

точку надо исключить, так как там согласно (63) 9- была бы бесконеч
ной; следовательно, мы можем представить себе всю окружность с ради
усом вырезанной из теплопроводящей пластинки. Таким образом

мы получаем поток на плоской пластинке, который создается источником, 
находящимся в положительной бесконечности по оси х-ов, и равным 
ему стоком, находящимся в отрицательной бесконечности по той же оси;

з«
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при этом из пластины вырезан круг (поток вокруг кругообразного пре» 
пятствия). Изотермы изображены на рис. 6 пунктирными линиями.

7. Последним примером может служить:

-W 4 - р"". (64)

в котором Z принимается, наоборот, за функцию комплексной перемен
ной •йу =  (j) - j-  г'ф, что, конечно, 
также допустимо. Отделяя дей
ствительную часть от мнимой, 
находим:

X

'Р +  е-'Рсозф, 1 
у  =  —  ф —  e f s i n i .  /   ̂ '

Здесь мы рассматриваем 
ф =  const как линии тока, а 
<р =  const как изотермы. Так 
как аналитическая форма очень 
сложна, мы придаем константе 
в уравнении ф =  const после
довательно различные значения

а именно О, ± .-^ , zhn. Для каждого из этих значений мы меняем 4) от
—  оо до -|- оо, и таким образом со пробегает по всем точкам линии 
тока. Пяти вышеупомянутых линий тока достаточно для получения более 
или менее точной кар
тины всего потока.
Если начертить линии 
тока, то получается 
следующая картина 
(рис. 7).

Линии тока ф = ± к  
соответствуют парал
лелям к оси абсцисс на 
расстоянии црп, а 
именно так, что линия 
начинается в отрица
тельной бесконечности, 
проходит до точки В 
(или С), затем возвра
щается по тому же пу
ти. Через эту часть,
изображенную на рис. 7 жирной чертой, не проходит, следовательно, 
никакой теплоты, и потому можно представить себе бесконечно 
большую проводяшую пластинку, разрезанную вдоль линии тока 
ф =  ± 1г до точки В  (̂ или С). Теплота стекает в канал, образуе
мый обеими этими линиями тока. Приближенно можно воспроизвести 
такой поток (рис. 8j, если сделать в очень большой прямоугольной
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пластинке CDEF  прорези на местах аа' и и поместить на местах 
Со. и два равных положительных источника теплоты, а на месте ар 
отрицательный источник такой же силы. Предполагается, конечно, что 
в поперечном направлении к прорезям аа' и рр' не происходит никакого 
переноса теплоты; например, что в прорези вставлен плохой проводник 
тепла.

После этих примеров CTauHOHap"Horo состояния перейдем к нахождению 
частных- интегралов общего уравнения (31), из которых затем можно 
составить общий интеграл.

9. Частные интегралы уравнения теплопроводности.

Рассмотрим прежде всего частный случай, когда температура зависит 
кроме времени только от одной пространственной координаты, напри
мер X] в таком случае диференциальное уравнение (31) гласит:

d t ~ ^ ‘ dxi' (66)

Этот случай приблизительно 
осуществляется, когда тепло
проводящее тело имеет вид ци
линдра, очень тонкого по срав
нению со своей длиной, боко
вая поверхность которого над
лежащими приспособлениями 
защищена от потери тепла че
рез проводимость или излуче
ние. Позже к этому случаю ли
нейной теплопроводности мы
вернемся еще не раз. ,

Посмотрим теперь, можно ли получить решение в такой форме, чтобы 
оно представляло произведение двух функций, одна из которых зависит 
только от X, другая только от t. Этим же приемом с успехом пользуются, 
например, при задаче линейного колебания. Итак, пробуем положить

» - а д  7 (0 . (67)

образуем nefByio производную по t, вторую по х  и подставляем обе 
в уравнение (66). Таким образом получим:

I d T ( t ) y ,  . . , . (РХ{х)
W dt

аГ7(0 rf2XAT)
1 dt dx-i

T{f) X { v ) -
(68 )

или, написав то же иначе:
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Здесь в левой стороне находится функция лишь одного t, а справа 
функция одного только X.  Для того чтобы равенство могло существовать, 
оба выражения должны быть равны одной и той же постоянной, которую 
мы пока обозначим через а. В таком случае уравнение (68) распадается 
на следующие два уравнения:

d\gT{t)
(69)

Если эти два уравнения могут быть удовлетворены, то предположение 
(67), сделанное нами в виде опыта, пригодно.

Из первого уравнения имеем:

T(jt) ^ (70)

Из этого уравнения можно заключить, что а не может быть положитель
ной, так как в противном случае с увеличением времени температура, 
согласно равенству (67), возрастала бы беспредельно; а должна быть 
или отрицательной, если это действительная величина; или иметь отрица
тельную действительную часть, если она комплексна; или же, наконец, 
быть чисто мнимой величиной. Ограничимся пока действительными зна
чениями а; комплексное мы введем позже. Таким образом полагаем:

а =  —  а‘‘,

следовательно, согласно равенству (70) имеем:

T{t) 7=

(71)

(72 )

Второе уравнение (69) в таком случае принимает вид:

■ i ^ + a ^ ^ ( x )  =  0, (73)

частными рещениями которого, как известно, являются функции:

(74)^ t W  =  cosa^:, \
(л:) =  sin ах. /

Таким образом предположение (67) оправдывается. Подставляя значения 
(72) и (74) в уравнение (67), имеем два частных решения нашего урав
нения (66): .

=  £-“***< cos ах.
=  а sin ах (7 5 )

Значения а сначала, очевидно, еще совершенно произвольны; они опре
деляются только пограничными условиями, об этом будет сказано под
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робно позднее. Разумеется, оба интеграла (75) можно умножать на любые 
постоянные величины и складывать с ними; полученная таким образом 
сумма является также интегралом диф^енциального уравнения (66). 
В частности можно второе уравнение (75) умножить на г— |/ —  1; скла
дывая его или вычитая из первого уравнения (75), получим два новых 
решения в виде таких экспоненциальных функций;

Sj =  dz г&2 = zizoiix -:е  .е = е (76)

Что это возможно, мы могли бы непосредственно заключить на основа
нии прежних наших результатов из того обстоятельства, что диферен- 
циальное уравнение (66) линейно, однородно и имеет постоянные коэ- 
фициенты. Можно было бы, следовательно, непосредственно положить:

(77)

где Y и § —  константы, подлежащие определению. Вводя это уравнение 
в уравнение (66), получим условие:

и если мы положим у, которая должна быть отрицательной, равной 
—  то найдем для § равенство:

5 =  z t  аг;

следовательно, по условию (77) имеем;

(78)

. 9 =  е '
т. е. решение (76).

Эту форму решения легко обобщить для двух и трех измерений, по
тому что если мы предположим решение общего уравнения (31) в форме 
произведения 4 множителей:

то из диференциального уравнения (31) следует:

(79)

йз — X Y Z : : ^ ^ Y Z T - { - X ^  Z T - \ - X Y ^  Т.dt ' "  “  dxi ‘   ̂‘  dj;2

а это можно, разделив на XYZT, привести к виду:

dẑ

dT{t) 
1 dt

d^X
dx'̂

d̂ Y
йГуЗ

d'̂ Z
dẑ

k? T if) X ' Y ' Z

Ha TOM же основании, как и раньше, обе стороны должны быть равны 
постоянной величине; обозначая ее опять через —  а?, причем мы здесь
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также пока ограничиваемся действительными ее значениями, получим 
следующее:

=  (80)

Правая сторона в таком случае примет вид:

X" (X) . Y" (у) Z"(z) _  ,
Х ( х ) ' ^  Y(y) '^Z(z)

а это уравнение можно удовлетворить, приняв

d^Xи^Л __  Р2 V
I

dy^
d^Z I

(81)

dz‘̂

где Y, 5 —  константы, подчиняющиеся условию: 

Из уравнения (81) следуют частные интегралы:.

(82)

у ш = " : ь у } '  («3)

следовательно, вместе с условиями (80) и (79) получим следующие част
ные решения диференциального уравнения (31):

(84)

которые можно комбиниравать различным образом. Здесь, очевидно, 
также решению можно придать" форму экспоненциальной функции.

Относительно вышеприведенных решений надо сделать еще одно важное 
замечание. Образуем из обоих решений (75) путем умножения их на 
константы и 'сложения этих величин решение более общего вида, соот
ветствующее определенному значению а; если соединить бесконечно много 
таких решений, каждое из которых соответствует иным значениям а, то 
получится тригонометрический ряд с бесконечно большим числом неопре
деленных постоянных, если при этом принять  ̂=  0. Этот ряд того же 
вида, какие встречаются при колебаниях струны и т. д. Так как этот 
тригонометрический ряд должен удовлетворять произвольно заданному 
начальному состоянию, то здесь перед нами опять стоит задача разло
жения данной функции в ряд по синусам и косинусам. То же относится, 
конечно, к тому случаю, когда мы отказываемся от требования ограни
читься одним измерением и образуем таким же способом сумму реше
ний (84) для трехмерной задачи.
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Из указанных здесь интегралов можно образовать решения более об
щего вида также и другим способом. Обратимся, например, спять к ре
шению (75) для одномерного случая. Если решением является

О =  е' -а?т cos ах.

где а еще неопределенная постоянная, то выражение

ft =  е cos a x f  (а) da--

также представляет решение, если / ( а )  означает произвольную функцию 
этого параметра а, ибо при диференцировании по  ̂ и л; в диференци- 
зльном уравнении / ( а )  da является постоянной величиной. Следовательно, 
конечная или бесконечная сумма, или интеграл вышеприведенного выра
жения также представляет решение диференциального уравнения (66), 
конечно, при условии, что этот интеграл имеет смысл. Разумеется, указан
ное условие должно быть проверено в каждом отдельном случае. Этим 
более общим решением мы воспользуемся лишь позже. Итак, имеем:

а также

Q Г +°° ft =  \ е~ J — со

Г + с о

cos a x f  {а) da,

ft =   ̂ “ g—a»i4 gin ДД.

(85a)

(85b)

Перейдем теперь к частному решению совершенно иного вида. Чтобы 
получить его без долгих вычислений, заметим прежде всего, что если
найдено решение ft(A;, t) диференциального уравнения (66), то так
же представляет решение, ибст диференцируя уравнение (66) по х , по
лучим:

dt\ dx) г). (86)

откуда и следует наше утверждение.
Теперь спросим, существуют ли такие решения уравнения (66), которые 

зависят от л: и от  ̂ только в таком виде, чтобы эти координаты входили
лишь в комбинации . На эту форму наводит уже вид диференциаль-

ного уравнения, поскольку туда входит первая производная по г, а вто
рая по х ; затем она может быть обоснована с точки зрения размерности. 

Обозначив:

^  =  Э  ̂ (87)

спросим, при каких условиях функция ft (q) может быть решением дифе
ренциального уравнения (66). Выполняя требуемое диференцирование и 
обозначая штрихами производные по аргументу находим:

а э (0 59(0
дх 5x2 О)  ̂•
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Вставляя их в уравнение ( 66), находим условие того, чтобы & (q) было 
решением уравнения (66):

1 9̂  (5) л: _ I
2 /I» —  * ^ (О  ̂ , ,

или

что можно написать:

I

9" (5) I ( 8 8 )

дЬ

»' ($) ~  2k̂

Мы видели, что если & (л;, t) представляет решение, то ^  также явля 
ется таковым; поэтому мы вычислим только производную &'(^) из урав
нения (88) и отсюда образуем Из уравнения (88) непосредственно 
следует:

следовательно, •

где А —  постоянная интеграции. Если заметить, что
(ЗЭдля ^  получится искомое значение: .

О ____
дх ~  |/7

А 5L — е исч •

1
дх

(89) 

то

(90)

Что это действителйо есть решение нашего уравнения (66), легко 
проверить диференцированием. Дальше мы будем обозначать это решение 
также через &. Оно представляет возможное распределение температур, 
которое мы сейчас подробно исследуем. Спросим, какими свойствами 
обладает решение .

А
и .' (90а)

т. е. какое оно представляет распределение температуры во время t и 
каково начальное распределение температуры во время i = 0 ?

Если примем сначала  ̂=  0, то надо различать два случая, а именно: 
х ф О  и лг =  0. Если сперва не рассматривать начальной точки координат,
то хотя —  при убывании времени и вырастает беспредельно, но одно

временно е еще гораздо быстрее приближается к нулю; таким об
разом все выражение при =  О и х  ф  О также само равно нулю. Впро
чем, в начале координат экспоненциальная функция остается конечной, 
следовательно, температура в начальной точке будет при О бесконечно 
большой. Таким образом мы имеем состояние, которое можно воспро-
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извести следующим образом: пусть сначала температура всего стержня 
равна нулю; во время  ̂=  О в точке л: — О образуется количество теплоты, 
нагревающее эту точку (на одно мгновение, т. е. на ^ = 0) до беско
нечно высокой температуры. В соответствии с этим, для уравне
ние (90а) представляет затухание распределения начальной температуры, 
приближенно показанного на рис. 9.

Исследуем это несколько подробнее и предположим теперь ^|>0. 
Допустим, во-первых, л; 0, например х =  х^, и положим, что t воз
растает от нуля. Это дает согласно уравнению (90а) выражение: *

Хо)Г
А е ~ ш  ■

VI
Для  ̂=  0, как выше установлено, =  Множитель

V I

(91)

умень-

увеличивается еще

13

v_

шается с возрастанием I, но, с другой стороны, е 
сильнее, так как показатель ста
новится меньше. Такам образом 
во всех областях, где х  Ф  9, 
температура, безусловно, сна
чала повышается при возраста- • 
нии времени t. При дальнейшем 
росте t экспоненциальная функция
приближается, однако, к единице, ______

Ав то время как —  неограничен

но стремится к нулю. Следова
тельно, процесс таков, что преж
де всего во всех областях, где х  ф 9 , температура повышается, про
ходит через максимум и затем постепенно падает до своего началь
ного значения, т. е. до нуля. Мы можем спросить, в какое время t бу
дет достигнут максимум температуры в точке х„ и чему будет равна 
его величина. Мы находим максимум, диференцируя уравнение (91) по t 
и приравнивая производную нулю. Это дает условие;

Рис. 9.

dbx„,t
~чг~ Р=0 = Ае 3 1

' АкЧ

следовательно, значение t получается:

—

2*2 ' (92)

а при подстановке его в уравнение (91) —  максимальное значение тем
пературы в месте х^:

'2
- f t

- Х о У  i (93)
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Как же обстоит дело в точке, для которой л г = 0?Там при  ̂=  О тем
пература бесконечно высокая, при возрастании t величина уменьша-

_  л»
ется, а  ̂ остается постоянно равным 1, так как л := 0 . Следова
тельно, в начальной точке температура постоянно убывает по закону:

=
У Г

(94)

0

и наконец, также достигает нуля. Вместе с тем легко видеть, сравнивая 
решения (94) и (91), что в одинаковое время значение в начальной

точке всегда больше, чем 
во всех прочих областях 
стержня. Таким образом 
самая высокая темпера
тура бывает постоянно в 
начальной точке. Картина 
распределения температу
ры в последующие време
на при
мерно такова (рис. 10). 
Весь процесс легко объ
яснить, так как теплота 
непрерывно стекает от се
редины стержня в обе 
стороны.

Решение (90а) можно 
характеризовать как дей

ствие в начальной точке мгновенного точечного источника. Количество 
теплоты, возникшее в начальной точке в нулевое время, легко вычис
лить; оно, очевидно, представляет физическое значение постоянной ин
теграции А. Если мы обозначим через е плотность, через с —  удель
ную теплоемкость и через /  —  поперечное сечение нашего стержня, то 
количество теплоты, необходимое для нагревания его от 0° до &°, оче
видно, равно

Q =  z c f [ ' ^ b d x .  (95)' —nri  ̂ '

Рис. 10.

Для & надо принять здесь температуру, которую стержень имел во время 
^ = 0  и которая получается также из уравнения (90а), если мы положим 
t равным нулю. Однако введем в уравнение (95) сначала общее значе
ние d (для ^ ]> 0 ) из уравнения (90а); так как результат интегрирования 
дает постоянную величину, то все остается справедливым также и при 
переходе к / — 0.

Появивщийся теперь интеграл мы можем упростить, обозначив мно
житель через )т*. В таком случае будет =  2Ар, а интеграл (95)

y t
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к

Q —  (95а)
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Стоящий справа интеграл легко вычислить; обозначим его пока для крат
кости через J:

J —оо p j —OO  ̂ p j  —CO

Значение интеграла J, очевидно, нисколько не меняется от того, что мы 
здесь вместо рл: ввели сокращение Поэтому справедливо также ра
венство:

, 1 f + o oУ = - \  е ‘ йг[, 
p j  —со *’

где теперь переменная интеграции обозначена через г). Сейчас целесо
образнее всего вычислить J\ находим его:

J

и в этом виде У® можно понимать как интеграл, распространяющийся на 
всю плоскость 5?). Вводя на плоскости полярные координаты (r<f), имеем 
равенства:

и примет вид
P  =  \ n \ - ” rdrd4-,рт Jo JO *

пределы интеграла определены так, чтобы область интеграции опять охва
тывала всю плоскость 7̂). Интегрирование по (р дает 2д, поэтому бу
дем иметь:

отсюда имеем:

Теперь уравнение (95а) примет вид:

Q =  2гс/А1гУ тг, 

Q _
2ес/Л ] / п ’

а константа А будет равна
Л = (96)

т. е. она пропорциональна количеству теплоты Q, возбуждаемому в'на
чальной точке. Подставляя это значение А в (90а), получим окончатель
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ную форму нашего решения в виде:

2£с/ У
о  _ (97)

Отсюда можем узнать действие мгновенного единичного источника, 
полагая Q =  1; это решение называют также «главным решением» вслед
ствие его важности, которая выявится позднее.

Важно выяснить, что следующее видоизменение этого решения также 
дает интеграл. Заменяем д: через х — т. е. переносим начало коорди
нат, или, говоря иначе, возбуждаем количество теплоты Q уже не в 
точке дг =  0, но в точке х = х ^ .  В таком случае решение (97) примет 
следующий вид:

(«
(98)Q е ап

2bcf УткЧ

Если, наконец, допустить, что приток тепла происходит не во время 
^ = 0 ,  но вовремя t =  t', равенство (98) переходит, как непосредственно 
видно, в такую форму:

(т,—ж,,)»
^  -------  ̂ _ (99)

2ec/|/it^2(f — f') ^
&:

Это решение легко обобшить для двух и трех измерений..Вводим, как 
выше, в виде опыта, в трехмерном случае:

b = ^ X { x , t ) Y { y , t ) Z { z , t ) , ( 1 0 0 )

т. е. отыскиваем решение как произведениз функций, зависящих соот
ветственно только от д: и от _у и от 2 и t. Ъ применении к дифе- 
ренциальному уравнению (31) .это предположение дает:

или

' d t .

Это уравнение можно удовлетворить, приняв:

,0 ^  ^  Ч
(?д:2 Z  dt ’

А
^ 6Х>-~ dU' '{
, о ^  .

d z i ~  dt ’ >

( 1 0 1 )

каждое из этих равенств представляет дифгренциальное уравне
ние (66) линейного распространения теплоты, параллельно оси д:-ов, 
затем оси З'-ов, наконец, оси 2-ов.
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Мы можем, следовательно, принять для каждого из уравнений (101) 
частное решение (90а), исследованное выше:

Х : = ~ е  ,
V t  ’

" D _ i L
Y  —  p ikH

~  Vt ’г*
Z =  - ^ e ~ ^ ' , 

Vt

\
( 102)

a их произведение является решением трехмерного уравнения (31) со
гласно допущению ( 100):

а =  , (103)

которое по аналогии с (98) и (99) может быть непосредственно обоб
щено:

(g—a?o)84-(y—Ус|)»+(г-гоУ
— У-— е W(t-v)  ̂ (104)
{t — t'f̂ ^

Постоянная D =  ABC,  конечно, опять стоит в простой связи с коли
чеством теплоты Q, возбуждаемом во время t — t' в точке 
Поэтому можно, опуская несложное доказательство, написать следую
щее выражение, если принять (л —

& = Q
ft

(t — t'p^
(105)

Только что рассмотренное решение (99) и (105) можно обобщить 
таким же приемом, как решение (75) обобщено в равенстве (85). Пока
жем это для простоты только в равенстве (99); трехмерный случай со
вершенно аналогичен. Если напишем равенство (99), отбросив все из
лишние константы, будем иметь:

1
VT-

легко видеть, что это выражение остается решением и после умножения 
его на любую функцию /(Хд). Также и сумма или интеграл подобного 
решения представляет опять интеграл диференциального уравнения (31) 
или (66). Таким образом из последнего получим уравнение:

dx,-,
J - C O  \/t — t> ®

(106)

очевидно, его можно таким же образом расширить, если умножить его 
на функцию g  от t'\ ограничиваемся здесь только упоминанием об этом.
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10. Диференциальное уравнение линейного распространения 
тепла с учетом боковых потерь тепла; стационарное состояние. 

Способ Депре (Despretz).

Теперь, после изучения частных видов интегралов, перейдем к зада
чам линейного распространения тепла, для которых мы составим общий 
интеграл. Диференциальное уравнение (66)

d t ~  dx'i ( 66)

относится вообще только к особым случаям, именно, когда среда про
стирается в направлении осей _у-ов и z - ob бесконечно или, в случае тон
кого стержня, если его боковая поверхность изолирована от потери теп
лоты. Если этого нет, диференциальное уравнение (66) требует по
правки, которую мы теперь внесем. Если мы напишем уравнение (66) 
в виде: -

dxsc-^7 — I - д-5- dx, dt дх  ̂ ’

,Й2Э
то I ̂ 2 представляет количество теплоты, возникающее в 1 сек. в элементе

объема, и так как это количество теплоты приравнено sc ^  dx, то тем

самым сказано, что все это количество теплоты идет целиком на повы
шение температуры этого элемента объема. Если же происходит потеря 
тепла через поверхность стержня, именно посредством излучения, тепло
проводности и конвекции, то на повышение температуры пойдет не все
возникающее количество теплоты I ^  dx', оно уменьшится на количество

теплоты, отдаваемое в единицу времени поверхностью элемента объема- 
Допустим, что между элементами объема на может происходить обмена 
лучеиспусканием; в таком случае потеря лучеиспусканием происходит 
только через открытую часть поверхности, именно через боковую поверх
ность. Боковая поверхность длиною dx  при периметре р имеет пло
щадь pdx, и если мы, как раньше, примем закон охлаждения Ньютона, 
то излучаемое с этой поверхности в 1 сек. количество тепла при наруж
ной температуре будет равно

A/?fifx(& — SJ,

{h — так называемая постоянная излучения); именно такое количество 
уходит и з а  остаток вызывает повышение температуры элемента
объема. Таким образом вместо уравнения (66) получим следующее урав
нение, полагая dx равным fd x , где /  поперечное сечение стержня:

t c ~ f d x = l ^ ^ f d x -dt ■Ар(Э —
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ИЛИ, разделив на zcfdx:

d t ~ ^  дх^
hp

■el7 (107)

Обозначим здесь, как и прежде, & —  просто через &, что ведет к 
несущественному для нас смещению нулевой точки температурной шкалы, 
и обозначим через Ы положительный множитель ,

hp
Тс/ ■ h'. (108)

Величину к' называют внешнею температурной проводимостью. Уравне
ние (107) теперь примет такой окончательный вид; '

■ к Ъ . (109)

При интегрировании этого уравнения мы, впрочем, вернемся к урав
нению (66) посредством простой подстановки.

Именно, полагая
& =  ер^_а(л :,0 , (ПО)

где р подлежащая определению константа, получим посредством подста
новки этого выражения в уравнение (109):

p 9 - f  ^ ^ дх^ к%

Если теперь определить р так, чтобы

р =  - А ' ,

то последнее уравнение примет такой вид:

^
~  ^ dxi’

( 111)

dt

т. е. как раз вид уравнения (66). Следовательно, для получения интег
рала нового уравнения (109) нужно только умножить интеграл уравне
ния (66) на е— '̂’К

Далее мы будем рассматривать, главным образом, способы экспери
ментального определения теплопроводности I.

Проще всего это сделать, по крайней мере при относительном изме
рении, по способу Д е п р е. Представим себе стержень длиною L, на одном 
конце которого (х  =  0) длительно поддерживается температура а на 
другом нулевая температура; температура внешней среды, в которую бо
ковая поверхность стержня отдает теплоту, пусть будет также нуль. В та
ком случае вскоре устанавливается стационарное состояние, к которому

4 Теория теплоты.
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относится уравнение, выведенное из уравнения (109) посредством при- 
равнения нулю:

дх^

К этому добавляются пограничные условия:

&(0) =  0„; & (i) =  0.

( 1 1 2 )

(113)

Так как уравнение (112) представляет обыкновенное диференциальное 
уравнение, линейное, однородное и с постоянными коэфициентами, то 
для интеграции полагаем, как обычно, .

8 =  (114)

Тогда получаем из уравнения (112) уравнение для определения р:

/^У — А ' = 0, ■
или

Таким образом находим оба интеграла: *

(115)

которые при умножении на произвольные постоянные Л и S  и сложении 
дают общий интеграл уравнения ( 112):

8 =  Ле Ве ~  У>^^.

Постоянные А я В  определяются из пограничных условий. Эти усло
вия дают:

8 (0 ) =  8„ =  Л +  5,

& (Z.) =  о — Ле +  -j- Ве~ У̂ ‘^,

а отсюда для Л и В имеем значения:

А-- 8, е

В = + 8.

1

___________ __  (
, V)iW-L _  -  1/Л/1М j

(1 1 6 )

Общий интеграл (115) теперь принимает вид;

8 ^ 8о
__ a —xiе Vh'V ,

УыШ __ — V¥]»l
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или при введении гиперболической функции sh S ^

& shVh'lk?L
(117)

Прилагая это выражение к трем равноотстоящим точкам х^, Xj и 
обозначая расстояние между каждыми двумя точками через Д, получаем 
из равенства (117) следующие значения:

sh V h 'lkH ^ x ,)
 ̂ ® sh Vh'Jk̂ L ’

„ sh]/AVP~(l —Хг) shV¥/W(,L — Xi — 2 )̂
“ shV ¥JBl * &bVWJWL '

„  я Sh|/A7yfe2( i  — Xi — Д)
s h v m L  ■ .

Из определения гиперболической функции легко вытекает положение 

■ sh а +  sh р =  2 sh ch

С помощью этого выражения из приведенных выше уравнений полу
чаем; _  _

i V H  ■
и окончательно: '

W = ' 4 ]/£")=
Vh'im +  е~- Vh'/ki\

или:

е , 6  — — u.

Из этого непосредственно следует:

( 118)

(119)

Измеряя три температуры ®2> ^ длину Д, отсюда сразу полу-
tJ

чим отношение -rs для данного стержня, например серебряного стержня,

т. е. отношение внешней и внутренней температурных проводимостей. 
Если взять затем второй стержень одинакового размера, поверхности

1 Ср., например, J а h п к е und Е m d е, Funktionentafeln, стр. 8.
h!2 Так как — Д2 положительно, следует оставить перед корнем только знак + .

4®

2
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которого сообщить такие же свойства (в данном случае, очевидно, по
серебрить его), т. е. дать ему то же значение h', то подобным же из
мерением получим , где индекс 2 относится ко второму стержню. 
Обозначая величины, относящиеся к первому стержню, индексом 1, по
лучим отношение которое согласно определению (32) равно L ioCo
следовательно, находим и отношение теплопроводностей если при этом;

'1
известны плотность и удельная теплопроводность обоих веществ. Следо
вательно, этим способом теплопроводности могут быть измерены в отно
сительных мерах, например, по отношению к теплопроводности серебра. 

Описанный способ становится особенно простым, если взять стержень
—Vh'ik̂ L

настолько длинным, что частное +|/Л'/Й£ крайне мало. В таком случае

решение (117) упрощается следующим образом:

■ УьЩч ( 120)

Если в двух различных (местах х^, и измерены температуры и §,,, 
то иолучим:

-Vh'lkba ’

или, переходя к логарифмам:

откуда
Ig —  Ig

А2 ' ( 1 2 1 )

Затем подобным же образом поступаем с исследуемым стержнем одина
кового размера, поверхности которого опять приданы такие же свойства, 
и получаем, как раньше, относительные значения теплопроводности.

11. Линейное распространение теплоты. 
Способ Франца Неймана (Neumann).

Наряду с способом Д е п р е нужен, конечно, еще абсолютный способ; 
мы упомянем о способе Ф р а н ц а  Н е й м а н а ,  который вместе со спо-

О

собой Э н г с т р е м а  (Angstrom) был первым точным способом опреде
ления

Исследуем такую задачу: стержень длиною L свободно подвешен на 
двух нитях и нагревается на одном конце до тех пор, пока наступит 
стационарное состояние. Тогда удаляем источник тепла и наблюдаем по
степенное выравнивание температуры. Несущественно, чтобы начальное 
нагревание продолжалось вплоть до достижения стационарного состояния;

а
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мы можем также сказать в более общей форме, что вследствие нагре
вания одного конца, в стержне во время ^ = 0  установится определен
ное распределение температуры, которое может быть выражено, напри
мер, через F  (д;), где F  (д:) есть данная функция от х .

Концы стержня вполне свободны; следовательно, к ним подходят по
граничные условия (37). Так как внутренняя нормаль в том месте, где 
д: =  0, Совпадает с положительным направлением д:, а там, где x — L, 
наоборот, с отрицательным, то должны быть удовлетворены следующие 
условия:

для д:==0: 1 ^ — А̂& =  0, 1
и  } ( 2̂2)для x  =  L: — 0. j

Потеря, происходящая через поверхности на концах, однако, тем меньше, 
чем тоньше стержень, так что в вышеприведенных уравнениях для такого 
тонкого стержня мы можем принять коэфициент h приблизительно рав
ным нулю. Здесь мы займемся только этой упрощенной задачей; обсу
ждение более общего случая можно найти, например, в лекциях по тео
рии тепла Кирхгофа

Короче, имеется следующая математическая задача: найти функцию & 
от д; и удовлетворяющую в промежутке от д: =  0 до х =  L для лю
бого времени ^ > 0  диференциальному уравнению:

=  А'а
dt дх^

и подчиняющуюся в местах дг =

для

о и дг — Z, условиям:

(?& о Iд; =  0: =  о, Iдх ’ 1
ДЛЯ X

и, наконец, переходящую при  ̂=  0 в данную функцию F{x) :  

для  ̂=  0: {l'(x) =

(123а)

(1,23b)

(1,23с)

Из общего доказательства однозначности рещения мы знаем, что если 
вообще существует функция, удовлетворяющая этим'услсщиям, то она 
единственная, так как вполне определяется заданием.

Прежде всего полагаем:
, — аЧf  (•»), (124)

где а* действительная, подлежащая определению константа; знак минус 
оправдывается соображением, что при 7 ^ 0  происходит выравнивание 
разности температур. Тогда диференциальное уравнение (123а) перехо
дит в следующее уравнение относительно (х):

, <125)

1 K i r c h h o f  f, Vorlesungen uber die Theorie der Warme, стр. 30 и след.
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в этом уравнении неизвестной постоянной теперь является X, вследствие 
того, что неизвестна Если бы не обращать внимания на пограничные 
условия (123Ь), общее решение уравнения (125) было бы, очевидно, 
следующим:

ф (лг) == Ах cos /̂Х X sin |/Хх. (126)

Но при подстановке значения (Т24) в пограничные условия (123Ь) 
получаем для <f(x) новые условия:

<р'(0) =  <р'(^) =  0. (127)

В комбинации с решением (126) это дает следующее: при х  =  О полу
чается

что может быть выполнено лишь при Вх — 0; другое допущение, X =  0 
дало бы тривиальное решение, которые мы раз навсегда исключаем; сле
довательно, уравнение (126) примет вид: -

(р (х ) —  Лх cos j/X X.

Но то же условие (127) дает уравнение:

(I) =  о =  —  Лх]/Х sin ] / \ L ,

(126а)

а последнее удовлетворяется, если опять будет исключен тривиальный 
случай, посредством допущения:

=  ( v = 0, 1, 2, . . . ,  оо). (128)

Следовательно, существует бесконечное число возможных функций для 
Ф (х), которые мы обозначим теперь через (х) и которые являются 
собственными функциями поставленной выше задачи об определении 
пограничных условий; равным образом оно дает бесконечно много зна
чений X, так называемых «собственных., значений» X:

y2jj2
; ( v = 0, 1, 2, . . . ,  оо). (129)

откуда, согласно уравнению (125), получается бесконечный ряд значе
нии а.

/гЗу2п2
■А'; ( v = 0,l , . . . , о о ) . ' (130)

Если, мы теперь напишем в уравнении (126а) Л, вместо Лх, то получим 
собственные функции в виде:

!fv(->f) — Л ,cos’l l  (v =  0, 1 ,... ,о о ) . (1 3 1 )

2
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Таким образом получим, согласно равенству (124), частное решение 
нашей задачи;

{х ) —  А^е~^'*е V- cos тх
Т ’ (132)

Суммируя их, находим общее решение с бесконечно многими произволь
ными постоянными:

о, СХ> о, ОЭ ^
isi •' УКХ 

C O S -J - . (133)

Если мы примем здесь время  ̂—  О, то константы А-, должны быть оп
ределены так, чтобы удовлетворялось уравнение (123с), следовательно, 
должно быть справедливым равенство: ,

F ( x ) =  ^  Лу cos VKX (134)

Этим мы опять натолкнулись на задачу разложения произвольной функ
ции F(x)  по собственным функциям. Однако здесь мы не будем входить 
в подробности, так как метод Неймана этого не требует. Спросим себя, 
какой вид примет решение (133) при произвольном определении кон
стант по истечении столь большого промежутка времени, что можно 
ограничиться первыми членами. Что это вообще случится, легко видеть,

рассматривая множитель е 1Г *, который с возрастанием времени резко 
убывает, и тем сильнее, чем больше v, т. е. порядковое число данного 
члена. Таким образом наверняка возможно после достаточно продолжи
тельного времени упростить уравнение (133) следующим образом;

COS ■ 1̂ . (135)

и это уравнение мы применяем к начальншу (л: — 0) и к конечному 
{х  ;=  L) поперечному сечению. Это дает:

& (L) = : { Ло —  А^е ' } .

Если мы образуем полусумму и полуразность, то будем иметь:

» (0) +  9(L)
2

» ( 0) - » ( i )

= Л„е-

: Л^е

1
(136)

V 7
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т. е. оба выражения представляются в своей временной зависимости чи
стыми экспоненциальными функциями. Обозначая для краткости

через а

»(0) +  9(i)
2

&(0) - » а )
2

через- O' и логарифмируя, имеем:

и ~ у } (137)

f Если в плоскости координат отложить Ig & или Ig & как ординаты 
а время t как абсциссы, то в этой системе координат уравнения (137) 
представляют прямые линии', по этому признаку можно узнать момент 
времени, начиная с которого допустимо ограничиваться двумя членами. 
Наклон первой прямой дает, таким образом h', внешнюю температурную 
проводимость-, тогда из второй получается внутренняя температур
ная проводимость, а из h?, из удельной теплопроводности с и плот
ности S находим теплопроводность I.

Заметим еще, что решение (133) также и в частном случае (134) 
имеет смысл только тогда, когда бесконечный ряд сходится. В это ближе 
мы входить не будем, но предположим сходимость обеспеченной.

12. Линейное распространение теплоты; температурные волны.

В нашем предположении о решении уравнения линейного распростра
нения тепла:

мы до сих пор принимали во внимание только отрицательные действи
тельные значения а; это выражалось тем, что мы полагали а =  —  а'*, 
как, например, в предыдущем параграфе. Сейчас мы рассмотрим чисто 
мнимые значения а и потому обозначим:

так что попробуем теперь положить

& =  (138)

Физическое значение этого установить легко. Так как диференциаль- 
ное уравнение имеет действительные коэфициенты, то появление интег
рала в комплексном виде может иметь только тот смысл, что как дей
ствительная, так и мнимая части сами являются интегралами. В даль
нейшем изложении мы подразумеваем всегда действительную часть равен
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ства (138). Если обозначить действительную часть функции ®(лг) через 
R{x),  а мнимую ее часть через 1(х), то действительная часть уравне- 
ния^(138) будет иметь вид:

i^(A;)cosp^ —  /(л:)51пр/. (138а)

Но это, очевидно, означает, что в любом месте температура является 
периодической функцией времени. Величина р представляет меру ча
стоты, т. е. числа колебаний в 2 д секунд, так что число колебаний'/г 
и продолжительность колебаний Т связаны с р следующим образом:

1п —  ,2г ’ i
Г = - -  =  — I

л р • j

(139)

Мы можем вызвать подобный процесс, например, тем, что будем по
переменно нагревать и охлаждать один конец свободно подвешенного 
стержня, так чтобы весь период этого процесса составил Т. Вводим те
перь в диференциальное уравнение (109) предположение (138) с включе
нием Т согласно равенству (139). В таком случае для :f(x) тотчас полу
чается диференциальное уравнение вида:

<?"(х)-
А ' + 2w

■ ср (х ) == 0.
(140)

Здесь полагаем, как обычно при решении уравнения с постоянным коэ- 
фициентом: ш(х) =  е?-*, где постоянную р нужно надлежащим образом оп
ределить. Для р находим:

„ Ы -I- 2пгуг ■

_ 4_  1 _  /  ,  ,  1 2«
Р — —  й | /  ^  + 7 ^ ’

так что получаем для ®(х) оба решения в виде:

(5^(х) =  е " ^  >

(f2( x ) ^ e

г -  . V

(141)

(142)

Вид показателя очень неудобен, поскольку там введен корень из ком
плексного выражения. Разделим действительную и мнимую части пока
зателя. С этой целью полагаем:

или | / й '  +  ^  =  у +  оЧ 

А '=  Y" — — =  VQJ ,

(143)

(144)
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Надо прежде всего заметить, что по первому уравнению (144)
т- е. IyI ^  |S|, а по второму уравнению у и д должны быть с одинаковым
знаком. Подставляя S =  в первое уравнение' (144) получим )1ля у 
биквадратное уравнение:

V* . ^42— _

откуда получим для у и затем для 5 выражения;

4 ‘ Г2 ’
Г./Т

У у - Т / т +Й-

(145)

J
Прежде всего легко видеть, что внутренний корень может быть взят 

только с положительным знаком, так как в противном случае у и д 
стали бы комплексными, что исключается по их определению. Затем пер
вый корень должен иметь у обеих величин одинаковый знак плюс или 
минус, так как у и S должны иметь одинаковые знаки. Какой из двух 
мы выберем, безразлично; если, например, мы решим в пользу положи
тельного знака, так что величины у и § обе будут положительными, то 
для обеих величи'н получаются такие окончательные значения:

4 + 7 '2 ^

а это приведет уравнение (142) к виду:

(146)

4 + 7 - 2

(j)j(x) =  e* е ,
Y . S - -  X — г -X Се ьЬ ( х )  =  е~ )

(147)

Если бы мы выбрали у и S отрицательными, то (х)  и <р,,(х) просто 
переменились бы между собой. Подставляя тецерь значения (147) в ра
венство (138), получим следующие два частных решения нашего дифе- 
ренциального уравнения:

о ,

&.>==е
. /  2тс  ̂ 5 \

ft®

Из этих решений мы можем использовать только второе, так как пер
вое означает повышение температуры вдоль стержня (с возрастанием х),
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причем температура повышается бесконечно, если принять длину L 
стержня неограниченной; но это невозможно по условию опыта. Поэ
тому мы ограничиваемся вторым интегралом, который обозначим просто 
через &: 2т1Т ■ Г'

—  р  к Q '- I& =  е *).

или, ограничиваясь действительной частью, которую мы, собственно, и 
подразумеваем, после умножения на произвольную постоянную получим:

Ае cos 8 \ (148)

Теперь надо выяснить физическое значение этого уравнения. Прежде 
—всего множитель  ̂ * показывает, что с возрастанием лг температура 

становится все меньше и меньше; этот член представляет, таким обра
зом, пространственное затухание процесса. Косинус содержит в аргу
менте как t, так и х , т. е. второй член представляет процесс периоди
ческий в пространстве и времени, иначе говоря, —  so./zĥ ', очевидно, та
кую, которая распространяется по направлению положительных зна
чений X. Таким образом имеем следующий результат: если на одном 
конце очень длинного стержня происходит периодическое изменение 
температуры., оно распространяется по стержню в виде простран
ственно затухающих температурных волн.

Определим прежде всего длину волны \ при этом процессе, т. е. про
странственный период. Согласно уравнению (148) длина волны равна

1 = 2лй (149)

где § определяется равенством (146).
Для определения скорости v  распространения волны приведем ко

синус к виду: cos С  ̂  ̂ ^  . Согласно уравнению (148) это дает сле
дующее уравнение:

■ Ае ^ • cos 2п

откуда получим
V =

Т

2itfe
П ’ (150)

Это согласно равенству (149) равно у  по известному соотно1̂ ению, спра
ведливому для всех волновых движений.

Представление о количественной стороне явления затрудняется слож
ной формой знач|ний у и 5 в равенстве (146). Поэтому упростим по
ложение дела, приняв внешнюю теплопотерю к' равной нулю. От этого 
уменьшится у и, следовательно, согласно уравнению (148) снизится про
странственное затухание. Это обстоятельство непосредственное очевидно, 
так как одно из первоначальных 'условий, вызывающих пространствен-
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ное затухание, заключается в боковой теплоотдаче стержня. Но мы ви
дим, что затухание никоим образом не исчезает и при /г' =  0; следо
вательно, оно должно иметь еще; другое основание. Это основание мы 
выясним, если примем /г' =  0. В таком случае согласно уравнению (146j 
Y и й будут равны: .

Y =  S =  } / f ,  (151)

а тогда длина волны и скорость распространения волн становятся:

(152)

Для коэфициентов пространственного затухания получи.м

k ~  k V  Т ' (153)

Отсюда видим следующее (и это приближенно верно также и в том слу
чае, если не пренебрегать внешней теплопроводностью): пространствен
ное затухание волн тем меньше, чей больше период. Следовательно, 
при одинаковых условиях в стержень дальше всего проникает самая 
медленная волна.

Наше решение (148) соответствует условию, что на конце стержня 
д; =  0 происходит колебание температуры Л с о з ^ ,  т. е. чисто гармо
ническое колебание. Если же, как было указано раньше, стержень ох
лаждается и нагревается при помощи пламени, то мы будем иметь дело 
уже не с чисто гармоническим колебанием, но вообще с периодической 
функцией периода Т. Это колебание можно представить себе состоящим 
из многих' налагающихся друг на друга гармонических колебаний с пе
риодами Т, 7/2, 7/3, 7 /4 ,..., 7/v и т. д. Если период v-ro колебания обо
значить через 7„, то согласно уравнению (118) ему соответствовало бы 
следующее решение, если мы там всюду введем индекс v:

где соответственно равенству (151) Yv и 5, определятся так: 

Y, =  S, =  =  =  Y l /v  =  S j/v-

Поэтому мы можем написать уравнение (154) в такой форме;

(154)

(1 5 5 )

. / 2sЛчб ь COS [ —2т( В1/ vatN
Г  J ’
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и если образуем бесконечную сумму подобных выражений, то получим 
общее решение:

СО •у.У'’'’
cos f  2itv< 8

V Т - Г У (156)

Это решение соответствует такому устройству, что искусственно вы
зываемое колебание температуры для л: =  О имеет значение:

1, оэ

& ( .= о ) = / ( о = 2 ^ ^ cos - Т (157)

Коэфициенты должны быть определены так, чтобы это уравнение 
удовлетворялось. При этом, конечно, опять предполагается сходимость 
ряда вообще.

На основании предыдущего достаточно немногих членов ряда, чтобы 
выразить состояние температуры на большом расстоянии от области воз
буждения. Это зависит от сильного убывания экспоненциального члена по 
мере увеличения числа колебаний; наконец, можно будет принимать во 
внимание только еще первый член с самым большим периодом. Это 
только иное выражение того, что волна с самым длинным периодом про
никает дальше всего.

Это можно отлично показать на примере самой земли, поверхность 
которой испытывает в основном два периодических возбуждения, одно 
вследствие смены времен года, другое —  вследствие смены дня и ночи. 
Если считать время днями, то длинный период равен 365 дням, а 
короткий равен 1 дню. Коэфициенты з-атухания обеих этих волн от
носятся между собою согласно равенству (155), как

Y2 у Ту у  365 ~  19

Это значит, что годичное колебание температуры проникает в почву в 
19 раз глубже суточного; из наблюдений  ̂ выяснилось, что в наших 
широтах первое прекращается на глубине 17 м, второе— на глубине 1 м, 
что, таким образом, очень хорошо согласуется с теорией. Для отноше
ния длин волн и скоростей распространения их имеем согласно уравне
ниям (152) и (155) следующие соотношения:

г'з У Ту V  \
1_,

365'

:19,

'19*

что также хорошо согласуется с наблюдением.

1 По измерениям Ф о р б с а  (Forbes) вблизи Эдинбурга. Ср. W T h o m s o n ,  Math, 
а. phys. papers vol. Ill, стр. 261 и след.

V
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Упомянем еще, что на наблюдении температурных волн в стержне 
основан вышеупомянутый способ измерения теплопроводности Энгстрема, 
который мы здесь не рассматриваем.

13. Разложение в ряд произвольных функций 
по собственным функциям.

В § 11 мы столкнулись в уравнении (134) с задачей определить ко- 
эфициенты так, чтобы удовлетворялось уравнение:

о, СХЭ
Я(л:) =  С ^  cos (134а)

По особым причинам, которые сейчас выяснятся, мы ввели здесь еще 
константу С, что, очевидно, допустимо, так как вследствие этого изме
нится только значение коэфициентов 

Трудность замючается не в формальном отделении коэфициентов, но 
в доказательстве сходимости ряда (134а). Коэфициенты можно оп
ределить—  как следует из простого вычисления —  посредством следую
щих свойств собственных функций:

=  (v ^ p ) .

. ,  VltAT ,COS'* a x  ■■ q i ,  
'' 2 ’

если же принять С =  " j / 1 и обозначать впредь V I  cos ̂  как «нор
мированную» собственную функцию (Ру(л:) при v =  0, то вообще будут 
иметь место следующие равенства:

^,?v(A:)'p(t(x)fifx: =  0,О
\ \ b ^ { x ) d x = l .  I

1
(158)

Случай V == О требует особого упоминания, так как здесь cos ̂ , оче
видно, равен нулю; потому для удовлетворения второго уравнения (158) 

надо принять ф(,(х) —  j -  Таким образом имеем следующую «нормиро
ванную» систему собственных функций:

, .4 /4  1 /  2 vitx'Pv(x) = | /  -jC O S -j-,
v>0 f  С Ь

% ( x )  =
1 (1 5 9 )

V l
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Коэфициент в уравнении (134) определяется теперь таким образом, 

что мы множим уравнение (134) на ( х )dx — ^ ^ c o s ~  dx  и интегри
руем по основной области от О до L.

Это дает:
__ 0,00

V i f J  ^  = г  S о2  ’

или, если переменить в правой стороне последовательность интегриро
вания и суммирования, что предполагает равномерную сходимость ряда
(134), то получим:

____‘ 0,00  ■ ■

/ 2  > а-ах , 2 л агх
У  т \ о \ о т - - т

« V

а это на основании уравнения- (158) дает прямо А  , так что имеем:

Аа =  ^  c o s ^ d x =   ̂̂  f ( x )  %  (х ) dx. (160)

Для а==0 будет срд(х)— и вместо множителя л / — войдет 

так что для первого члена будем иметь: '

dx. (160а)

Теперь встает вопрос о сходимости ряда (134) с полученными коэфн- 
циентами. Эту сходимость проще всего доказать, переходя к интег
ральному уравнению. Во всяком случае, мы можем считать обеспечен
ным разложение нашей функции в ряд (134), предполагая, что F(x) 
непрерывна, удовлетворяет пограничным условиям и обладает непре
рывной первой и в отдельных участках непрерывной второй производ
ными. О т всех этих ограничений можно впоследствии освободиться; о 
дальнейших исследованиях см. например, K n e s e r , Integralgleichungen, 
стр. 20 и след. '

Если бы вместо пограничного условия Ц  =  О на обоих концах поло
жить условие 3 =  0,то собственные функции этой задачи стали бы та
кими:

Ь (х)--
,  / 2  . •viu: (v =  l ,  2, . . . , - о о ) .

Е таком случае задача разложения в ряд нашей функции вполне совпа
дает с задачей о колеблющейся струне, поскольку наша функция обла
дает вышеупомянутыми свойствами. Более сложные пограничные условия 
мы здесь не рассматриваем, отсылая читателя относительно этой чисто 
математической задачи опять к упомянутой рке книге Кнезера (Kneser).
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14. Интеграл Фурье.

В рассмотренных пока частных случаях функция F{x) в промежутке 
0 < j c < £  подлежала разложению следующим образом:

1,00

F(x) =  2  sin

О, со

F {x )  =  2 ~ Г '

причем мы опять опустили нормирующий множитель С —  который
теперь нас не интересует. Однако .вообще данную функцию нельзя раз
ложить в ряд только по̂  синусам или только по косинусам, но лишь 
в смешанный ряд. Поэтому в общем случае возникает следующая за
дача:

1,  00I, оо
F {x )  =  2

viu: (161)

Представленная таким рядом функция является, конечно, также пери
одической, так как периодичен каждый член ряда. Период, очевидно, 
равбн 2L, так как каждый член при увеличении х  на 2L опять прини
мает то же значение. Следовательно, справедливо равенство:

F {x-{-2L ) =  F{x).

Коэфициенты определяются по свойству ортогона.льности s i n ^  и
VKX . .c o s -^  (которые не нормированы):

» 1 С-/ ч ■ УМ , чЛч =  ^  \  ̂F (a ) зш da, |

1 Г+£
■L

L J—£ 

2L

Vita ,COS-j-da^ (162)

Очевидно, безразлично, что мы здесь произвели замену переменной 
X  на переменную а. Подставляя (162) в уравнение, получим:

1, со

= - k  C z  + г  2  [ Я х  ? +
V

J -X ^(я) cos-^dacos-^J;

V

V V
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это уравнение можно написать так:

+  Г  2  Г   ̂ ^  sin ^  +

65

I vna vrjrn 
+  COS -J -  COS -J~\ ,

или, наконец:

П д  +  Г  2  1-Д —  da. (163)

Выясним, BO что обратится уравнение этого вида, если мы допустим 
L  бесконечно большой, т. е. если длина стержня, а вместе с тем и 
■период функции F{x) станут бесконечно большими. Если примем

те
(164)

то величину а, строго говоря, прерывную, можно в пределе при беско
нечно большом L рассматривать как непрерывную переменную; тогда, 
очевидно,

+  (165)

так что будет Если же ^ '*~°°F(a)ifaимеет конечное значение,
1 Г+-  ̂ ”то  первый член Нт \ F{a)da  будет стремиться к нулю и /^(Jf) 

д=оо •'—л %
•в интегральной форме станет:

1 ГСО Г-4- со
Г(л:) =  — do ^ _ ^ F (a ) c o s a (a  —  x)d a . (166)

Это уравнение называют интегралом Ф у р ь е  (Fourier); при этом нет 
■более речи о периодичности функции F(x), которая, конечно, предпо
лагалась при разложении F(x) в ряд Фурье (161).

Приведенное рассуждение отнюдь не является строгим доказательством 
для интеграла Фурье, при котором прежде всего должны быть точно 
исследованы переходы к пределам. Этого мы здесь не paccMatpHBacM

15. Теплопроводность в бесконечно длинном стержне.

Если, как мы предположим теперь, теплопроводящий стержень беско
нечно длинен, то пограничные условия исчезают, и все состояние должно

1 Ср., например, R i е m а п n-W е Ь е г, Partielle Differentialgleichungen, 5 Aufl, 
>m. I, стр. 42 и след.

5 Теорка теплэты.



66 1. Т еория теплопроводности

быть определено только по диференциальному уравнению и начальному 
состоянию:

8(0) =

Допустим, что во время t — Q

и теперь задача в том, чтобы определить 8 как функию t u x .
Исходим из нашего прежнего предположения:

к которому здесь мы прибавили еще , что, очевидно, несущественно 
и сделано только ради удобства, так как последующие формулы станут 
несколько проще. Подстановка в диференциальное уравнение (109) дает 
уравнение:
■ ? " W  +  J ' f W  =  o,

частные решения которого таковы:

а . а
COS ■, X и sin -  X.к к

Умножая каждое из этих обоих частных решений на произвольную 
функцию от а, на А и В ( ^ ,  получим частное решение для 8:

8. =  { и  ( I )  cos ? X +  Л (? )  sin | д:}  ,

или, если для краткости обозначить через а, откуда =  по
лучим:

* (167)8а =  е—̂ “*<1А  (а) cos зх -j-  ^  (з) sin з х ) ;

образуя бесконечную сумму или составляя эквивалентный интеграл, на
ходим общее решение в виде:

500
 ̂ ^  3 X -j- в  (з) sin зх] dy, (168)

это уравнение дало бы нам требуемый результат, если бы мы так опре
делили Л (з) и Bid), чтобы 8 переходила в Р{х) при ( = 0 .

Это можно сделать посредством интеграла Фурье. Из уравнения (168) 
при  ̂=  О следует:

8 (0 )= ^ ^  [Л (з) cos зх -j- В (з) sin зх] йз.
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а это должно быть приравнено F{x). Но при помощи интеграла Фурье 
(166) мы нашли лля F(x) уравнение;

=  — cos о (я —  x)d a ,ТС  ̂О J — со

а из приравнивания обоих интегралов следует:

|[Л (о) cos ал; -j-  В (а) sin ох] —  от “Ь

-|- sin о я sin ох) d a ^ d i =  0;
тогда должно быть:
А  (о) cos ох В (о) sin ох =  -^ от

'ИЛИ - ■

л  (о) cos ох - j-  5  (о) sin ох =  — cos ох F(a) cos оя da -f-

+  — sin ox f F(a) sin оя da,' It J —oo ' ’

И, следовательно, наконец:
I f 4* CO \

Л (o) =  — \ F (я) cos ОЯ й?я, I

5  (o) =  1  ^  sin й?я. I
У (169)

Этими выражениями определяются постоянные Л и В в соответствии с 
требованиями начальных условий. Таким образом получаем, наконец, 
согласно уравнению (168) формулу:

9 =  —  ̂ ^ /^ (я )со а о (я  — x)da . (170)

где величина 9, действительно, зависит от  ̂ и х  так, что она для вре
мени нуль переходит в F(x). Следовательно, поставленная задача ре
шена. Множитель е ~ м о ж н о  вынести за знак интеграла, а остающийся 
интеграл представляет решение диференциального уравнения:

d t ~ ^ '

причем боковая теплоотдача предположена равной нулю. Это соответ
ствует уже ранее сделанному замечанию, что каждый интеграл общего 
уравнения (109) получается из интеграла простого уравнения посред
ством умножения на .

Придадим теперь решению (170) другой вид, который покажет нам 
его связь с главным решением, которое было подробно изложено 
ранее.

5»
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Уравнение (170) справедливо для ^ = 0 ,  и мы можем в таком случае 
изменить порядок интеграции на правой стороне. Это дает;

Ь —  F(a) cos а (я — x)da . (171)

Здесь легко вычислить последний интеграл по способу комплексного 
интегрирования. Укажем только результат; вычисление можно найти во 
всех учебниках теории функций

Получается:
,  -----  , _ ( а —

Наш интеграл является здесь суммой решений вида (97) или (98), 
которое мы раньше обозначили главным решением; физический смысл 
такого решения состоит в том, что дается распределение температуры, 
возбуждаемой в точке лгд мгновенным точечным источником теплоты. Мы 
видим здесь, что любое произвольное распределение температуры 
можно считать происходяш,им от соответствующих мгновенных 
источников.

Наконец, можно еще придать решению (172) третий вид, найденный 
уже Лапласом. Если ввести новую переменную, обозначая

а —  x  =  2\ik\ t̂,

то из равенства (172) непосредственно следует:

8 =  • , - « ( + »
| /п  J  — СО

(173

(174)

Последнее с полной очевидностью показывает, что наше решение, дей
ствительно, отвечает требуемому начальному состоянию, так как при 
^ = 0  оно переходит в следующее равенство:

У  It (174а)

деленный интеграл ^ р а в е н  то, действительно, полу-

так как при вынесении F{x) из-под знака интеграла остающийся опре 
' 4-со^

— со

чается; д(0) =  F(x).
Такая форма решения или близкая ей применяются при многих дру

гих методах определения теплопроводности) мы ограничимся лишь ука
занием на них

1 Ср., например, R i е m а п n-W е Ь е г, Partielle Differentialgleichungen, 5 Aufl., 
m. I, стр. 152 и след.

1 F. А. S c h u l z e ,  Wied. Ann., 66, стр. 207, 1898; E. G r u n e i s e n ,  Ann. d 
Phyz. 3, CTp. 43. 1900.
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16. Способ Кольрауша электрически нагретого тела

В заключение скажем об очень  ̂оригинальном способе определения 
теплопроводности, предложенном К о л ь р а у ш е м  (F. Kohlrausch) и раз
работанном в Государственном физико-техническом институте в Берлине 
(Physikalisch-Technisdie Riechsanstalt). Этот способ, по крайней мере для 
металлов, пожалуй, самый точный из всех, какими мы обладаем. Основ
ная мысль его следующая; стержень (поперечник которого, впрочем, 
может быть неравномерным) примыкает обоими своими концами к элек
тродам сильного источника электричества так, чтобы поверхности, через 
которые ток входит и выходит, были изопотенциальными поверхностями. 
Обе эти поверхности, кроме того, поддерживаются при постоянной тем
пературе, так что они вместе с тем являются изотермическими поверх
ностями', боковая поверхность стержня защищена от потери тепла; 
тепло возбуждается электрическим током и уходит только в тех местах, 
где входит ток. В конце кон
цов устанавливается стацио
нарное состояние как электри
ческого, так и теплового пото
ка. В теории электричества мы 
увидим, что электрический ток 
подчиняется тому же самому 
диференциальному уравнению, 
что и термический; таким об
разом ясно, что вследствие 
совпадения эквипотенциальных 
и изотермических поверхностей
в начале и в конце стержня оба вида поверхностей долхшы совпадать 
во всем стержне. Всякая поверхность постоянной температуры является 
одновременно поверхностью постоянного потенциала электричества.

При стационарном состоянии^ оба вида поверхностей устанавливаются 
неподвижно, и линии тока, по которым течет электричество, совпадают 
с линиями теплового тока, причем они нормальны к поверхностям по
стоянного потенциала и постоянной температуры. Мы можем, таким 
образом, представить в теле трубчатую поверхность, так называемую 
«трубку тока», стенки которой образованы целиком из линий тока; че
рез эти стенки не проходит ни электрический, ни термический ток 
(рис. 11).

На рис. 11 изображено прежде всего несколько изотермических и 
изопотенциальных поверхностей, характеризуемых обозначениями (д,,®»),- 
(&j'®j),... Равным образом изображена трубка тока КК, поперечные 
сечения которой на поверхностях (&i®i) и обозначены Д  и Д.
При стационарном состоянии, во-первых, электрический ток, протекаю
щий по каждой трубке тока, постоянен, и, во-вторых, теплота, возбу
ждаемая током в элементе объема ABCD  трубки тока, вытекает только 
через поверхности / ,  и Д , но не через боковую поверхность. Обозначим 
плотность электрического тока, т. е. количества электричества, протекаю-

I По W. V о i g t, Thermodynamik, m. I, стр. 44 и след.
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щего в 1 сек. через единицу поперечного сечения, через / ;  поперечник 
трубки тока в любом месте— через / .  Тогда при стационарном состо
янии прежде всего должно существовать равенство:

/ / = с . (175)

Затем, если сопротивление нити тока длиною ds между поперечными 
сечениями Д  и Д  обозначить через w, то джоулева теплота, развивае
мая в 1 сек., равна

dsили, так как w = y j i ,  если /' означает электропрозодность

J'Vds .

количество же теплоты, протекающее в 1 сек., очевидно, равно

Л А  АД) •

следовательно, при стационарном состоянии должно быть 

— Л /1 + ^ 2  =  ^ — •

Но по теореме Тейлора, если ограничиться линейными членами.

следовательно, окончательно:

I' ■

Далее, если / означает теплопроводность, то:

,dbj = - l d s’

(176)

(177)

и такое же соотношение существует между электрическим током j  и по- 
•ценциалом ср;

/  =  (178)

так что оба наши уравнения (175) и (176) переходят в следующие:

(179)

(180)
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а последнее при подстановке равенства (179) принимает, наконец, сле
дующий вид;

f A v S ] = ‘ ?s-

Последнее интегрируется просто:

а если это разделить на равенство (179) и ввести новую константу А, 
то, наконец, будет

 ̂ I и
- 7 ^  =  '? +  ̂ -

Проинтегрировав и введя вторую константу В, получим уравнение:

=  +  +  (182)

которое представляет соотношение между д и (р при стационарном 
' состоянии. Константы А и В можно исключить, если применить уравне

ние к трем поперечным сечениям а, Ь, с. Тогда получается;

■а при вычитании попарно одного из другого:

Г  (»а ^  -  'Ра).

7  (»а -  »с) =  Т  ('f /  -  ? / )  +  ̂  (‘Ро -  '?«),
•ИЛИ

И из этого, наконец.

(<?а — ?б) (?« — ?е) (•■?«— ?а)______ ____________ _____
i ' ~  2 (% — (<?„ — Ч1а) +  (?о — ?б)

(183)

Следовательно, если наблюдать в трех местах того же стержня свя
занные между собой значения & и <р, то уравнение (183) дает отноше
ние теплопроводности к электропроводности. Так как последнюю можно
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определить очень точно, то тем самым бпределяется и I. Измерения по 
этому способу были произведены Е г е р о м  (Jager) и Д и с с е л ь г о р -  
с т о м  (Diesselhorst); в следующем параграфе мы рассмотршм их по
дробнее.

17. Размерности; результаты измерений.

Уже во втором параграфе мы упомянули, что мы не в состоянии при
вести единицы «калория» и «градус» к абсолютной мере, т. е. к еди
ницам массы, длины и времени. Поэтому мы должны были выразить
удельную теплоемкость в таблице в § 2 в единицах • Те
перь рассмотрим размерности теплопроводности и температурной прово
димости.

При определении размерности теплопроводности нам лучше всего 
исходить из уравнения (26) или (27). Если напишем его в прямых ск об -. 
ках, чтобы обозначить, что оно здесь должно считаться уравнением 
размерности, то получим;

г/1 — _[Z®L 
 ̂J '-db

[£]
Так как ], по определению, обозначает количество тепла, проходящее 

в 1 сек. через единицу поверхности, то

[J] кал

и так как
см̂ сек 

rf&l град

то для размерности I имеем:
Ш СМ

w = [ кал см
см̂  град сек

кал
см сек град]■ (184)

Так как в I также входят калории и градусы, то приведение / к абсо
лютным единицам невозможно.

Напротив, иначе обстоит в этом отношении с температурной прово
димостью k .̂ Последнюю мы определяем лучше всего из уравнения (31):

т. е.
[ДЭ] ’

(185)

следовательно, k‘‘‘ имеет размерность поверхности, разделенной на время, 
что можно выразить в абсолютной системе.

Следующая таблица содержит величины теплопроводности для неко
торых важнейших веществ; приводить величины не требуется, так как
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их легко вычислить из I при помощи плотности г и удельной теплоем» 
кости С. Измерения для металлов произведены большей частью Егерои 
и Диссельгорстом по способу Кольрауша.

Вещество I см се.к град Вещество I кал
см сек град

Ag
Си
Аи
А1
Zn
Cd
Pd
Pt
Fe
Pb
Bi
Hg

Сталь 
Марганцевая сталь 
Константан 
Манганин

1,006
0,8915
0,7003
0,4804
0,2653
0,2216
0,1683
0,1661
0,1436
0,0827
0,0194
0,0177
0,10
0,03
0,054
0,052

Базальт
Цемент портландский
Эбонит
Фланель
Лед
Мрамор
Кварц
Каменная соль
Кронгляс
Флинтгляс

Этиловый алкоголь 
Метиловый алкоголь 
Вода
Глицерин

520-10-5
7Ы0-5
37-10-5
3,5.10-5

220-10-5
54U-10-5

1600-10-5
1400-10-5

180-10-5
140-10-5

43-10-5
48-10-5

140-10-5
^68-10-5

Воздух 5,7-10-5
Аргон 3,9-10-5
Ог 5,6-10-5
Не 34-10-8
н. 32-10-5
N2 5,2-10-5
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Первое начало теории теплоты.

18. Принцип сохранения энергии в механике.

До сих пор мы придерживались гипотезы, что теплота является веще
ством, которое нельзя ни создать ни уничтожить. С этой гипотезой со
вместимы явления теплопроводности, но с нею не связывается вся сово
купность известных нам фактов; последние, напротив, приводят нас 
к заключению, что теплота представляет новую форму энергии.

Чтобы выяснить основную мысль этого открытия, бросим прежде 
всего взгляд на значение принципа энергии в механике.

Представим себе прежде всего свободную, лишенную действия внеш
них сил, совершенно замкнутую систему, состоящую, например, из п 
материальных точек. Сила, действующая на любую из них (/и,), может 
происходить только от остальных {п —  1) точек, следовательно, зависеть 
только от их массы и относительных расстояний от рассматриваемой 
v-й точки. Известно, что при таком предположении компоненты силы, 
действующей на любую массу /я, (с координатами л:,, у ,, z.,), можно 
представить как взятые со знаком минус частные производные по 
у  Z, от некоторой функции Ф, зависящей только от координат x^, 
у ,, 2,, до у „, Следовательно, если Д,, F,, Z , означают ком
поненты силы, действующей на v-ю точку, то:

Л -,= -  

Г, =  - 

Zv =  -

(?ф
dxi ’ 11
дФ
дуч ’ 
(?Ф
■557 ’

(v--=l. 2, ,. . . ,  я). J 

)

(1)

'Величину Ф называют потенциальной энергией, системы. Если теперь 
■составим уравнения движения для всех точек системы, причем введем по

принципу Даламбера силы инерции — /и, , —  и сумму приравняем
пулю, то, принимая во внимание уравнение (1), будем иметь:

rf2,C,
+

5Ф
/rev dx~,

сРу̂
+

ЭФ

(Pz,
+

^ф
dP dzt

=  0, ( 2)
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dx^
4 t

dy. dẑ
—уг и , СЛОЖИМ и dt dt ’Умножим эти уравнения соответственно на

суммируем по всей системе, т. е. допустим, что индекс v изменяется от 
1 до п. Таким образом получается уравнение

1, П 3,п
2  + 2  { £  i , } = о

(?Ф

или после известных преобразований:
1, П

d г 1
ш

но так как величина
1,  П

от, (х,^ -j-  дЛ  >

очевидно, представляет всю кинетическую энергию L, то имеем:

Ф =  const. (3)

Полагая сумму i  -]- ф =  £<™) имеем давно известный нам закон, что 
при чисто механических задачах энергия замкнутой системы остается 
постоянной и что, следовательно, ее изменение равно нулю:

или

или

{̂т) _  const

^£(m) 0.

1
Е ,т - :/-»)= о, j. (4)

J
Это закон сохранения энергии в механике.

Мы можем распространить его на незамкнутые системы, в которых 
йФкроме сил Д, =  действуют также другие, которые обозначим по

средством верхнего индекса а и которые можно назвать внешними си
лами. В таком случае уравнения (2) должны быть заменены следующими 
уравнениями движения:

•• I
+  ('•’ == 2> •••» ")• (5 )

1 Индекс т должен обозначать механическую энергию.

V
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Если последние опять умножить на л:,, с,, слоисить и просуммиро
вать по всей системе, то левая сторона примет вид уравнения (2), а 
справа появится член:

1» И
2

так что в результате получигч:
] jn

dt (6)

При этом правая сторона приведенного равенства означает по основным 
положениям механики работу внешних сил в единицу времени, или, ко
роче, «внешнюю работу» в единицу времени, которую обозначим через 
dA
dt Теперь уравнение (6) примет следующий вид:

_ d A
dt ~  di ’

откуда, взяв интеграл по времени, получим:

(7)

При этом E.J-"‘ '> означает энергию во время или также энергию си
стемы в положении (2), в котором система находилась во время 
имеет соответствующее значение; Â  ̂ означает при этом внешнюю ра
боту, которая должна быть выполнена для приведения системы из поло
жения (1) в положение (2). Это уравнение мы называем расшаренным 
законом сохранения энергии, расширенным в том смысле, что мы фор
мулировали его для несвободной системы. Этот закон можно выразить 
словами: приращение энергии механической системы равно работе, 
произведенной внешними силами. Но всякую несвободную систему можно 
сделать свободной, включив в нее точки, от которых исходят внешние 
силы Поэтому закон сохранения механической энергии всегда можно 
привести к виду (4), надлежащим образом ограничивая систему. Из этого 
следует, что в чистой механике работа А^„, необходимая для приведе
ния системы из положения (1) в положение (2), зависит только от 
положения (1 ) и от положения (2), но не от «пути-», т. е. способа, 
по которому система переходит от начального положения к конечному. 
Поэтому из уравнения (7) следует, что энергия также зависит 
только от состояния системы в данный момент', следовательно, Е̂ ”‘ ’> 
представляет однозначную функцию величин, определяющих систему, 
т. г. координат последней.

Дело обстоит иначе, если надо принимать во внимание кроме 
сил движущих еще и другие силы, например силы трения, которые 
пропорциональны скорости и направлены прямо противоположно ей. До

V
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пустим, например, что на v-ю точку действует еще сила трения с ком
понентами—  kx^,— ky^,— kz ,̂ где'положительная величина k предста
вляет так называемый «коэфициент трения». В таком случае уравнения 
напишутся следующим образом:

ТТ1,̂ Хч — •— kx^j I

, дФ ,■ I^  —  kz^. J
( 8)

Заметим, что эти уравнения относятся к свободной системе, на кото
рую не действуют никакие внешние силы ®v“- Если мы, как и раньше,
умножим эти уравнения поочередно на хч, у„, Zy и поступим вообще со
вершенно так, как раньше, то слева останется все по-старому, справа 
же появится выражение:

1,  П

следовательно, если обозначим через ^  скорость v-й точки, получим;

йГ£(”*)
dt

1, «

V

(9)

Так как правая сторона уравнения отрицательна по существу, то сле
дует, что при наличии сил трения механическая энергия свобод
ной системы непрерывно убывает.

'■/ 19. Теплота как новая форма энергии 
[Ю. Р. Майер (J. R. Mayer), Джоуль (Joule), 

Гельмгольц (Helmholtz)].

Закон сохранения энергии, который мы выразили уравнением (4), по- 
видимому, должен ограничиваться чисто механическими процессами, если 
не окажется еще новой формы энергии, приращнеие которой компенси
ровало бы убыль чисто механической энергии, вызванную трением. Этот 
вопрос можно разрешить только экспериме?1тальным путем.

Замечено, что при наличии трения (т. е. когда чисто механическая 
энергия убывает) неизбежно появляется теплота, причем опыт показывает, 
что эта теплота, очевидно, возникает вновь вследствие процесса трения, 
т. е. в результате работы сил трения. Это обстоятельство противоречит 
взгляду, что теплота представляет неразрушаемое и несоздаваемое ве
щество.

Р у м ф о р д (Rumford) сделал на мюнхенском пушечном заводе в 1798 г. 
следующее наблюдение. Во время высверливания канала орудия послед
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нее находилось под водой; возникало столько теплоты, что можно было 
ею довести воду до кипения. Откуда происходит эта теплота? Уже Рум- 
форд высказывал мысль, что она должна возникать заново вследствие 
трения и, очевидно, может быть вызвана в любом количестве, если про
цесс трения будет продолжаться достаточно долго. Однако на это можно 
сделать следующее возражение: при сверлении массивный кусок металла 
превращается в металлический порошок, поэтому нельзя ли предполо
жить, что, быть может, этот порошок обладает гораздо меньшей удель
ной теплоемкостью, чем массивный кусок металла? Если массивный ме
талл имеет удельную теплоемкость с и температуру И, то содержащееся 
в нем количество теплоты согласно определению теплопроводности [Вве
дение, уравнение (1) ]  на грамм, очевидно, равно сЯ; если бы металл 
в порошкообразном состоянии имел теплоемкость, например, только

то по материальной теории тепла, т. е. из закона постоянства ко
личества теплоты, температура порошка получилась бы 10&. Таким 
образом повышение температуры можно было бы объяснить и на осно
вании этого соображения. Однако, во-первых, можно показать, что удель
ная теплоемкость превращенного в порошок металла не отличается от 
теплоемкости массивного металла, а во-вторых. Д ев  и (Davy) произвел 
еще более убедительный опыт. Он тер друг о друга два куска льда, 
в результате чего определенное количество льда превратилось в воду 
той же температуры, что эквивалентно появлению определенного количе
ства теплоты, так как для плавления 1 г льда требуется 80 кал. Здесь ' 
нельзя возразить, что удельная теплоемкость воды меньше, чем льда; 
напротив, удельная теплоемкость льда составляет почти 0,53, а воды —  1; 
следовательно, теплоемкость воды почти вдвое больше.

Таким образом неизбежен вывод, что теплота возникает вследствие 
трения или, говоря в более общей форме, что теплота возникает при 
затрате работы. Этот вывод уничтожил материальную теорию теплоты.

Итак, что же такое теплота? Так как теплота может возникнуть вслед
ствие работы, то напрашивается мысль, что теплота есть форма энергии. ■ 
Если это так, то мы должны ожидать, что определенная работа пра 
превращении в теплоту образует всякий раз совершенно определенное 
количество теплоты, причем должно быть совершенно безразлично, ка
ким образом происходит превращение работы в теплоту. Оно не должно 
зависеть ни от рода выбранного процесса, ни от физической и химиче
ской природы употребленных при этом веществ. Другими словами, между 

■ количеством теплоты в калориях и израсходованной на ее образование 
работой, измеренной в эргах, должно существовать постоянное соотно
шение: калория должна представлять определенную величину энергии 
в эргах. Так ли это на самом деле?

Тщательными опытами, произведенными в 1842— 1850 гг., Д ж о у л ь  
(J. Р. Joule), действительно, представил доказательство этого. В одном 
из его опытов ход рассуждения таков. Масса М, поднятая на высоту h, 
обладает энергией Mgh эргов. При опускании этой массы сила тяжести 
произведет работу, которая превратится в теплоту следующим образом. 
Падающая масса двигает колесо с лопастями, которое с большим тре
нием вращается в жидкости. При падении массы М  на землю ее энер-
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ГИЯ исчезает и вместо нее в жидкости появляется теплота. Если известны 
масса т и удельная теплоемкость жидкости с, а измеренное повышение 
температуры жидкости составляет Д9, то введенное в жидкость коли
чество теплоты равно тсШ калорий. Теперь составим отношение
Mgh  ̂ „ л

'дасД&" ’ должно быть величиной постоянной и не должно зави
сеть от условий опыта, если теплота яатяется энергией. Измеряя энер
гию в кгм, а теплоту в кг-кал, Джоуль нашел из своих многочислен
ных опытов следующее среднее значение:

1 кал =  426 кгм.

Этот результат в дальнейшем был подтвержден многочисленными бо
лее новыми исследованиями. В настоящее время, вероятно, самым пра
вильным следует считать значение (для местности средней географиче
ской широты):

1 кг-кал =  427 кгм или 
1 г-кал =  427 гм.
При переводе граммометра в эрги надо число 427 умножить на 981-10®. 

В таком случае получается:
1 г-лга./г =  4,186-10'^ эргов, или кругло:
1 г-л:сл =  4,19-10’  эргов.
При этом под калорией подразумевается калория комнатной темпера

туры, между 14,5 и 15,5°С.
В § 22 мы увидим, что в термодинамике преимущественно рассма

тривается работа, производимая давлением, которое изменяет данный 
объем. Измеряя давление в атмосферах, а объем в литрах, получают как 
единицу работы так назьшаемые литро-атмосферы вместо эргов. Такой 
выбор единицы работы применяется в особенности в физической химии. 
Мы зчсажем здесь поэтому, как переводятся эрги в литро-атмосферы, 
и эти последние в граммкалории. Очевидно, между ними существуют- 
следующие соотношения:

1 [литр]-[атдюсфера] =  1000 [са(*]-76-13,6-981 =

=  1,01 • Ю® эргов,

а так как 1 кал равна 4,19-10’  эргов, то находим далее:

1 1,0Ы69 11 л-ат =  , ,  :и., кал —  24,1 кал,4,1&-10" ’ ’

откуда, наоборот, следует, что

1 кал л-ат =  0,0415 д-дщ. г24,1 ’

1 Так как давление одной атмосферы равно давлению ртутного столба высо
тою в 76 см (уд. вес =  13,6), следовательно, оно равно 76-13,6-9,81 , как указа
но выше.
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Множитель, на который надо умножить калории, чтобы получить ме
ханические единицы, например эрги, называется жханикеским экви~ 
валентом теплоты. Существование такого числа является необходи
мым следствием того, что теплота есть вид энергии.

Джоуль не был первым, кто предположил, что теплота может быть 
■видом энергии. Приоритет этой мысли принадлежит швабскому врачу 
Юлиусу Роберту М а й е р у  (Julius Robert Mayer), который высказал ее в 
совершенно ясной форме уже в 1842 г. Он же заключил, что в случае 
справедливости этого взгляда должно существовать постоянное соотно
шение между работой и теплотой, независимое от всех условий опыта, 
т. е. механический эквивалент теплоты. Он даже вычислил его из опы
тов Гей-Люссака (Gay-Lussac) по способу, безукоризненному в теорети
ческом отношении, который лишь потому привел к неточному значению 
механического эквивалента, что численные данные Гей-Люссака были не
достаточно точны. Только поэтому ему не принадлежит также приори
тет в численном установлении теплового эквивалента. О способе вычис
ления, который применил Майер, мы скажем позже.

Каково же значение открытия, что теплота есть форма энергии? Чтобы 
ответить на этот вопрос, рассмотрим прежде всего смысл закона сохра
нения энергии в применении к чистой механике. Там говорится, что 
нельзя увеличить количество энергии чисто механическим путем, при 
помощи машины, как бы она ни была искусно устроена. Таким образом 
невозможно построить такую машину, которая чисто механическим пу
тем доставляла бы больше энергии, чем ей было сообщено. Если бы 
такая машина была возможна, то мы могли бы использовать прирост 
энергии, снова вкладывая его в машину и т. д. Такую машину, которая 
могла бы непрерывно производить энергию или работу из ничего, на
звали (не совсем удачно) «perpetuum mobile». Подобная машина пред
ставляла бы для человека необычайную выгоду (в чисто материальном 
отношении), так как она производила бы работу без издержек. Покуда 
принцип сохранения энергии ограничивался одними только механическими 
процессами, могло казаться, что не исключена возможность устройства 
perpetuum mobile, основанного на иных, не механических, явлениях при
роды, например тепловых; выгода для человечества осталась бы, конечно, 
такой же. Но когда стало известно, что теплота представляет форму 
энергии, то тем самым выяснилось, что perpetuum mobile не моэтт 
быть ocyu^ecm8лeнo также никакими тепловыми машинами.

Возмо.жно 'ЛИ оно вообще? Опыт говорит против этого. Так посте
пенно сложилось убеждение, что никакими существующими на свете 
средствами невозможно ни создать энергию, ни уничтожить ее. В ясной 
форме первым это высказал Майер, и наконец, в своей работе «О со
хранении силы» в 1847 г. Г е л ь м г о л ь ц  систематически приложил закон 
сохранения энергии в этой наиболее обшей его формулировке ко всем 
видам явлений природы.

Итак, в самой общей трактовке закон сохранения энергии приводит 
к следующему выводу:

Пусть дана .замкнутая система, в которой могут происходить 
любые процессы {жханические, электрические, тепловые, химические'). 
Пусть не существует иного способа изменения полного количества
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энергии Е этой системы, кроме одного: введения работы или ее экви
валента извне. В таком случае приращение энергии равно сумме вве
денного извне количества работы или ее эквивалента', понятие экви
валента взято здесь в самом широком смысле, т. е. включает и вве
денную извне теплоту.

Как упомянуто, Гельмгольц применил это положение ко всем областям 
физики и показал, что оно не находится в противоречии ни с какими 
данными знания и дает много новых выводов.

20. Первое начало теории теплоты.

Приложим принцип сохранения энергии в общем виде к теории тепла. 
Для этого нам надо лишь выразить, что вводимая в систему извне теп
лота Q и производимая извне над системой работа А  идут на увеличе
ние полной энергии Е. Следовательно, если до введения теплоты и про
изводства работы энергия системы была Д , а после того Д , то по 
лринципу сохранения энергии должно существовать уравнение:

Д  —  Д  =  У- Q -{- Л, (10)

причем JQ представляет приведенное к эргам количество теплоты, т. е. 
J  является механическим эквивалентом теплоты. Отныне мы будем во
обще измерять количество теплоты непосредственно в механических еди
ницах, т. е. в эргах, и обозначать измеренное таким образом количе
ство теплоты буквою Q. В таком случае в нашем уравнении (10) отпа
дает множитель У и мы имеем более простое уравнение:

д - д  =  д - д  Л. (10а)

Если Q =  О, наше уравнение перейдет в обыкновенное уравнение энер
гии механики, как и должно быть.

В уравнении (10) или (10а) Е  означает полную энергию системы; 
следовательно, в Д  во всяком случае, помимо прочих видов энергии, 
содержится кинетическая энергия L системы, равно как и потенциальная 
энергия поступающая в систему вследствие действия внешних кон
сервативных сил, например силы тяжести. Индекс а должен как раз 
указывать на то, что в Е кроме может содержаться еще другая 
потенциальная энергия, например упругая потенциальная энергия, про
исходящая от внутреннего свойства системы и которую можно в случае 
надобности обозначить хотя бы через ф(*') (индекс i указывает на 
внутреннюю потенциальную энергию). Но нам этого сейчас не нужно, 
и мы лишь отметим, что в Е вообще непременно должны содержаться 
•слагаемые L и ф(®).

Работу Л, которая будет введена в систему извне, можно теперь раз
делить на три части, которые обозначим А ,̂ А  ̂ и А .̂ Под Л̂  будем 
подразумевать работу Ьнешних консервативных сил, изменяющих кине-

8 Те»рнв теплоты.
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тическую и внешнюю потенциальную энергию системы соответственно 
чисто механическому уравнению: г

■ А , =  (L, +  Ф,(“)) -  (L, - f  Ф ,^).

Под будем понимать работу возможных сил трения, которые со своей 
стороны также могут возбудг1ть количество теплоты Q:

A  =

Наконец, под мы будем понимать все остальные составные части внеш
ней работы А. Таким образом получаем вместо (10а) более подробное 
уравнение: _  _  _  _

E , - £ ,  =  Q - f  Л .- f  (10Ь>

Подставив сюда значения А  ̂ и А^, будем иметь:

=  (Q +  ̂ )  +  (L, +  Ф,/“)) -  (L, +  Ф,(“)) - f  Аз.

Иначе это уравнение можно переписать так, если принять Q ^  Q =  Q,

[E —  L —  ф(“)]2 — [E —  L —  ФМ]^ =  Q +  Л; (1 1>
Лз =  Л:

Q означает, таким образом, общее доставляемое количество теплоты не
зависимо от того, будет ли оно поступать из запасов теплоты или вслед
ствие действия силы трения.

Если теперь ввести обозначение

£ _ А _ ф М = г у , ( 12)

то [/ представит часть полной энергии, зависящую только от внут
реннего состояния системы, т. е. от ее координат. Пользуясь удач
ной терминологией В. Томсона, будем называть поэтому U внутренней 
энергией системы; как видно, U представляет непосредственное обобше- 
ние понятия внутренней потенциальной энергии Ф® механики, примером 
чего Является упомянутая уже выше упругая потенциальная энергия.

При этом совершенно безразлично, из каких отдельных составных ча
стей состоит в данном случае внутренняя энергия, или энергия U, как 
мы будем кратко ее обозначать там, где это не вызовет недоразумения. 
Достаточно знать, что U есть функция, зависящая только от состояния 
системы в данное мгновение и которая, следовательно, может изменяться 
только от введения в систему извне теплоты Q и работы Л. Пользуясь 
обозначением (12),^ получим из уравнения (11):

U . —  U ,  =  Q A - A . (1 3 )
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Мы можем выразить это уравнение (13) и для бесконечно .малого 
изменения состояния. Если введем в систему, обладающую внутренней 
энергией {/, бесконечно малое количество теплоты d'Q и бесконечно 
малое количество работы d'A, то из уравнения (13) следует:

d U = d 'Q -^ d 'A . (14)

При этом dU, изменение внутренней энергии, происшедшее от введения 
теплоты и работы, полный диференциал функции U, которая— еще 
раз подчеркиваем —  зависит только от состояния системы в данный мо
мент, но не от способа или пути, каким система приведена в данное 
состояние. Знаки диференциала в d'Q и d'A написаны со штрихом у 
буквы d для обозначения, что ни d!Q, ни d'A сам по себе не есть пол
ный диференциал. Это значит, что количество теплоты Q, требуемое 
для приведения системы из одного состояния (1) в другое (2), не есть 
какая-то определенная величина, зависящая только от начала и конца 
процесса, но что это количество зависит от способа, каким этот про
цесс совершается или, короче, от пути, проходимого системой. Точно 
так же обстоит с работой; вообще она также не определяется одно
значно началом и концом процесса, но зависит от специального способа, 
которым из состояния (1) образовалось состояние (2). Чтобы выразить 
это достаточно ясно, мы пишем d'Q и d'A, а не cfQ и dA. Напротив, 
сумма Q -\-A  согласно уравнению (13) есть величина, зависящаяiтолько 
от конца (2) и начала (1) процесса, так как Q -j-Л  равно —  У},т. е. 
изменению однозначной функции U координат; или, другими словами, 
в то время как d'Q и d'A в отдельности отнюдь не являются пол
ными диференпралами, их сумма d'Q-\-d'A равна шзлному даферен- 
циалу от U, однозначной функции координат системы. При этом по
нятие «координата» надо понимать в смысле «общей координаты» ме
ханики: всякая величина, могущая однозначно с̂араКтеризовать-сйстояние 
системы, нрывается координатой. Таким образом мы можем по примеру ‘ 
Рудольфа Клаузиуса сказать: Первое начало теории тепла —  так 
мы называем принцип сохранения энергии, формулированный в уравнениях
(13) и (1 4 )— учит, что сумма бесконечно малой работы и бесконечно 
малой теплоты представляет полный диференциал некоторой функ
ции, именно внутренней энергии U. На математических критериях, позво
ляющих отличать полные диференци'алы от неполных диференциалов, 
основана возможность применять анализ к первому началу теории тепла.

Для большей ясности допустим, что состояние рассматриваемой системы 
определяется кроме температуры &, которую мы будем выделять, еще
и п координатами, которые назовем х^, х.,, х^,. 
ренциал U (&, х^,. . . , х „ ) ,  очевидно, равен

,х „ . Полный дифе-

\ , \ ди , I , ди
= (?Э' -̂̂ 2 +  • • • +  ̂

1, п

-  дЬ 2ddx;^^'"

ах..

(15)
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и при этом должны существовать соотношения: 

дЮ дЩ
дЬдх\

дЩ
дххдЬ '

дЮ
dx\dx\f. дх^дхх ’

а = 1 ,  2 , . . . д ) ;  j

(X ^  щ X, ц =  1, 2, . , . ,  и). J
( 1 6 )

Эти условия выражают то, что диференциальное выражение (15) с (л-|-1) 
переменными есть полный диференциал.

d'Q и d'A можно равным образом представить как линейные одно
родные функции от d^, d x^ ,, .  . ,d x „ ; у d'A имеется та особенность, что 
вследствие чисто механической природы его не появляется члена с db. 
Если обозначим Х-, общую составляющую силы, стремящуюся изменить 
координаты х^, то согласно общим положениям механики можно на
писать:

1,П

d'A =  — '^ X x ix ,.

При этом мы выбрали знак, обратный тому, какой принят в механике. 
Величины Д, в этом обозначении выражают силы, которые стремятся 
уменьшить соответствующие координаты х-,, тогда как в механике 
обычно рассматриваются силы, увеличивающие координату. Но это раз
личие во всех отношениях несущественно, и такой способ написания 
лучше подходит, чем обратный, к тому наиболее важному и наиболее 
частому случаю в термодинамике, когда единственной силой является 
внешнее давление р. Следовательно, мы можем во всяком случае писать 
d'Q и d'A так:

d'Q--
d'A:

: -}- Q^dx^ Q^dx^ - j-  Q^dx„, 1
: — X^dx^ —  X^dx^ —  . . .  — X^dx^. /

Ho так как оба они не полные диференциалы, то не могут быть спра
ведливы такие равенства:

dQx 
дхх

dQv. дХх
И dXv .

’  (?xii дх\ “  дхх ’

напротив того, в общем случае имеют место неравенства:

^Qo , dQ\ ^Q\ / dQy, дХ\ .
' г\  ̂ /9 V*  ̂ ' fir. *дх. дЬ ’ дх„ дх-,

Подставляя в уравнение (14) диференциальные выражения (15) и (17), 
получим:

ди , ди  , , , ди .

=  (Q i —  Д ) d X i- \-  (Q „  —  X J d x ^ ,

V



П ервое начало теории теплоты 85

а так как db, dx^, dx^ ,. . dx^ совершенно произвольны и независимы 
друг от друга, то это уравнение, формулирующее первое начало, рас
падается на (л - f - l )  частных уравнений:

(18)

Теперь согласно соотношениям (16), выражающим, что dU есть пол
ный диференциал, мы можем вывести из уравнений (18) следующие ра
венства:

дх. “ дЬ
d {Q x -X x )  _  d(Q^.~X^) .

дх„ дх\ , (X ^  р., X, р —  1, 2, . •., л). J
(19)

Таким образом здесь даны соотношения между {2п-\-\) коэфи-
циентами; это —  следствие из первого начала] экспериментальное под
тверждение или неподтверждение этого следствия решает вопрос пра
вильности первого начала.

При применении первого качала мы, как уже упомянуто, будем мно
гократно иметь дело с системой, состояние которой определяется двумя 
переменными (&, x^); поэтому последние формулы можно для такой си
стемы еще специализировать. Полный диференциал U в этом случае 
таков:

dU —  axj.

и существует соотношение:
&ги

дхх

д^и
dxxd^~dbdxi’

(15а)

(16а)

Диференциалы работы и количество теплоты можно написать здесь так̂

d Q =, . . 2xdx^,\
d 'A =  — X ^ d x J  

так.что, подставляя в уравнение (14), имеем:

(17а)

Ж = ^ « > (18а)
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после чего из уравнения (1ба) вытекает следующее соотношение между 
тремя коэфициентами Q ,̂ Q^,

d Q ^ _d {Q ^ -X i ) . 
dxi дЬ ’ (19а)

оно выражает как раз первое начало и должно подвергнуться экспери
ментальной проверке.

Чтобы проверить первое начало только что описанным способом, 
должны быть известны d'Q и d'A как функции диференциалов 
dx^, . . .  ,dx^, что представляет чисто экспериментальную работу.

Наряду с только что описанной возможностью применения первого 
начала имеется еще другое применение его. Оно,_ конечно, также осно
вано на том, что значение энергии U зависит только от состояния в дан
ный момент; следовательно, это значение энергии бывает тем же самым 
всякий раз, когда данное вещество снова возвращается в свое началь
ное состояние. Будем сообщать телу при начальном состоянии (1) и 
энергии в нем Û  теплоту и работу таким образом, чтобы тело через 
произвольное число промежуточных состояний пришло, наконец, снова 
в состояние (1). В таком случае его энергия опять U ,̂ следовательно, 
из уравнения (13) непосредственно вытекает равенство:

о =  д -1 -л . (2 0)

Это значит, что при подобном процессе, который называют круговым 
процессом, сумма сообщенной работы и теплоты равна нулю. Но так 
как отдаваемую теплоту можно рассматривать как отрицательную или 
произведенную наружу работу, то можно сказать, что при круговом 
процессе вся сообш,енная теплота обращается в работу или вся 
сообщенная работа обращается в теплоту.

Эти круговые процессы имеют величайшее значение для практики, 
потому что, хотя с их помощью нельзя получить работу из ничего (это 
запрещено именно первым началом), но можно получить работу из теп
ловой энергии, как это имеет место в паровых машинах и моторах. Кру
говые процессы имеют также величайшее значение и для теории, так 
как энергия не входит более в результат и, следовательно, о ней нет 
необходимости заботиться.

При применении первого начала мы во многих случаях сможем огра
ничиваться рассмотрением единицы массы исследуемого вещества, так 
как внутренняя энергия U зависит от всей массы М, очевидно, только 
в том отношений, что она пропорциональна последней. Мы можем на

' ■ и   ̂ „звать частное, ^  удельной энергией, которая совершенно независима
от всей массы и зависит только от внутреннего состояния веще
ства. Поэтому мьц^ведем для удельной энергии особую букву, обозна
чая ее через к; мы вообще выбираем для «удельных» величин, отно
сящихся к единице массы, маленькие буквы, для обозначения же вели



Уравнение состояния; идеальные газы 87

чин, относящихся к массе М, те же большие буквы. Таким образом 
уравнения (14) и (20) перепишутся:

du =  d'q - }-  d'a,
0 = ^ 4 - а,

(14а)
(20а)

«если q та а означают сообщенные единице массы ■ количества теплоты и 
работы. При простом умножении на всю массу М  эти уравнения пере
ходят, как и должно быть, в уравнения (14) и (20).

21. Уравнение состояния; идеальные газы.

Прежде всего мы должны установить координаты, от которых зави
сит внутреннее состояние рассматриваемого тела. В большинстве случаев 
мы можем предполагать, что все тела подвергаются равномерному да
влению р, действующему на их поверхность. В этом случае, как 
известно из теории упругости, составляющие напряжения Х^, Х^,

У ,̂ Zj. в состоянии равновесия выразятся следующим образом:

Z  =  y. =  z . X.. y  =  z  = 0 .

т. е. внутреннее состояние тела зависит вместо обычных шести величин 
только от одной, именно от внутреннего давления, которое при состоя
нии равновесия равно внешнему давлению. Внутреннее давление р  зави
сит, очевидно, от внутренних свойств вещества, следовательно, от его 
химической природы и от температуры &, но не от массы М  и объема V 
в отдельности. Действительно, при одновременном удвоении массы и 
объема внутреннее состояние не изменяется; следовательно, давление мо-

массажет зависеть только от отношения — ■, т. е. от плотности s. В.место. объем ’
последней мы введем величину, обратную плотности, именно:

которую называют удельным объемом (объем единицы массы). Если V  
означает объем массы УИ, то, очевидно,

V — Mv,

Таким образом для одного и того же вещества, т. е. при неизменяю
щемся химическом и физическом строении, давление может зависеть 
только от температуры й и удельного объема v\ следовательно, для 
каждого вещества должно существовать уравнение вида:

пли
p = f { v ,  &) )

F{p, V, Ь) =  0- /

( 2 1 )
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Это уравнение называют уравнением состояния, и его необходимо 
в каждом случае определять экспериментально, если не удае'^ся вывеет» 
его теоретически из особых гипотез о строении данного вещества, что 
вообще не имеет места.

Таким образом, по нашему предположению, мы имеем дело вообще- 
только с двумя переменными, о чем как о наиболее частом случае упо
минали еще ранее. В качестве переменных мы можем выбрать наряду 
с температурой О удельный объем v или давление р; от практических 
соображений зависит, что именно мы выберем в каждом отдельном 
случае.

Наиболее простые вещества, для которых уравнение состояния удалось 
найти экспериментально (а при известных предположениях и теоретиче
ски, о чем скажем дальше), это —  газы, стоящие далеко от точки ожи
жения и находящиеся под малым давлением. Типичными представителями 
таких газов являются водород, азот, кислород, воздух, благородные газь*: 
и из них прежде всего гелий.

Бойль (Boyle) и Мариотт (Mariotte) установили, что при постоянной тем
пературе & произведение из давления на удельный объем постоянно: ,

pv  =  const, (22>

причем р VI V означают два взаимно связанных значения давления и 
удельного объема при той же температуре {1. Это уравнение, названное 
законом Бойля-Мариотта, справедливо для всех температур, поскольку 
они не лежат слищком близко к температуре ожижения.

Следующий закон установил Гей-Люссак; он относится к зависимости 
удельного объема v при постоянном давлении р  от температуры S. Гей- 
Люссак нашел, что

, =  (23>

где V означает удельный объем при давлении р  и температуре О, а —  
удельный объем при том же давлении р  и температуре 0°; а —  константа, 
называемая коэфициенто м объемного расширения’, этот коэфициенг 
имеет приблизительно одно и то же значение для всех газов, а именно:

'273’ (24>

Оба закона (22) и (23) можно объединить, пользуясь следующим рас
суждением. Пусть, как выше, будет объем единицы массы при да
влении р  ̂ и температуре 0°; пусть последняя повысится до & при по
стоянном давлении р^, причем объем пс^рейдет в v'. В таком случае 
согласно закону Гей-Люссака, с одной стороны, имеем равенство:

'̂ '' =  ̂ ’,(1  +  23),

так как ti и относятся к тому же давлению р ,, но при разных тем
пературах; а затем, по закону Бойля-Мариотта, имеем также:

pv =  p,p\
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так как р, v, р^, v' все относятся к температуре й; таким образом, со
единяя эти равенства, получим:

или
(25)

Если обозначить через С, а величину - - - [-й  через Т, то при
веденное равенство напишется следующим образом:

pv  =  СТ. (26)

Величина 7’ = 2 7 3 - ( - й  есть температура в градусах Цельсия, увеличен
ная на 273°; точка й== —  273°, при которой, как видно из уравне
ния (25), давление газа исчезало бы (если бы уравнение до тех пор еще 
было действительным), называется точкой абсолютного нуля) отсчиты
ваемая от этой нулевой точки температура +  й называется абсо
лютной температурой, точнее, абсолютной эмпирической темпера
турой.

Ясно, что из-за крайнего однообразия в поведении газов рекомен
дуется применять вместо термометров с ртутью (или другой жидкостью), 
какими пользуются до сих пор, термометр с газовым наполнением. Та
ким путем мы получим способ определения температур, практически го
раздо более точный и захватывающий значительно большую область, 
чем мы имели до сих пор. Определять температуру по этому способу 
окажется невозможным лишь в том случае, если мы перейдем в область, 
в которой установленные общие законы более не действительны и про
являются индивидуальные отклонения различных газов. Способ определе
ния температуры, в полной мере независимый от вещества, мы найдем 
только в третьей главе при помощи второго начала термодинамики. Пока 
мы будем определять температуру посредством газового термометра.

Константа С в уравнении (26) изменяется при различных газах; в этом 
выражается зависимость уравнения состояния от химической природы- 
газа. Сейчас мы это установим. До сего времени мы ничего не предпо
лагали о природе газа; более того, уравнение (26) есть закон, получен
ный чисто экспериментальным путем.

Мы примкнем к гипотезе, которую позднее рассмотрим подробно, 
именно, что газы, как все тела, состоят из мелких однородных частиц, 
называемых молекулами. Массу молекулы мы -обозначим через р;. 
обычно эту величину неточно называют абсолютным молекулярным 
весом, тогда как ее следовало бы называть абсолютной массой моле
кулы. Эти величины р здесь (и в чистой химии) не имеют никакого 
значения, но зато имеют значение некоторые величины т, так называе
мые относительные массы молекул, обычно совершенно неточно на
зываемые просто молекулярными весами. Величины т пропорцио
нальны действительным массам молекул, причем из практических сообра
жений множитель пропорциональности определяют так, чтобы для обык-
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яовенного кислорода 0.̂  молекулярный вес т был равен 32,00. Заметим, 
что величины т, т. е. величины, называемые химиками вообще молеку
лярным весом, можно определять химическим путем, тогда как абсолют- 
шые массы молекул [л можно получить только физическими методами.

Чтобы перейти к дальнейшему, рассмотрим некоторое количество газа т 
граммов, т. е. столько граммов, сколько единиц имеет так называемый 
(относительный) молекулярный вес. Массу в т граммов называют грам- 
молекулой или мюлем данного вещества. Следовательно, моль 
«сть 32,00 г 0.2- Пусть объем моля будет V —  mv. В таком случае со
гласно уравнению (26), очевидно:

=  (27)

Теперь привлечем следующую гипотезу Авогадро (Avogadro), глася- 
'шую: равные объемы любых газов содержат при одинаковом давлении 
<и одинаковой температуре одинаковое число молекул. Но граммоле- 
•кула любого газа имеет постоянно одно и то же число молекул, как 
показывает следующее соображение.

Пусть, например, (Jtoj, Рне будут истинные массы молекул трех 
газов —  H.j, Og, Не. В таком случае химические «молекулярные веса» 
атих газов равны:

лгна =  *Р-н./, mo2 =  k\i.02, /кне =  *№е,

■причем множитель пропорциональности k определяется так, чтобы
.iKo.2 =  32, т. е. к —  .

!̂ 02
Молекулярные веса названных газов поэтому равны:

' 1̂ 0,
яго, =  32; т-̂ ., ■■

’ 1̂ 0, ‘

Рассмотрим теперь каждый' из трех газов. Если A/kjj, Л̂ о̂ , ЛГне есть 
■число молекул в моле, то, очевидно, Ищ • р(н2 —  есть масса одного 
моля Н.2 и т. д. Следовательно,

А(н2}Ан2 =  А̂ о.2?̂ 02 == ягоа! ЛГне^о =  ягне!

таким образом

_32
н-н. No,

32
Л̂ Не

ягне 32
Î Os

т. е. Nh2 =  Л/оз =  Л/не, что и требовалось доказать.
Согласно этому, по гипотезе Авогадро объем V граммолекулы раз

личных газов при том же давлении и той же температуре имеет 
■одно и то же значение. Другими словами: объем граммолекулы раз
личных газов есть универсальная функция давления и температуры.

Таким образом из уравнения (27), представляющего именно V как
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-функцию Т ш р, должны выпасть все индивидуальные константы веще
ства, т, е. должно быть:

m C = R ,  (28)

где R есть общая всем газам универсальная константа. При этом 
тазовое уравнение принимает вид;

R Т
Р =  - (29)

«ли, еще проще, отнесенное к молю:

RT
P - - V ' (30)

R  называется «абсолютная газовая константа»; определить ее значение 
и размерность легко.

Так как давление есть сила на единицу поверхности, следовательно, 
размерности MLT̂  Т~ ,̂ а  ̂=  е есть масса на единицу объема, следова
тельно, размерности ML~ ,̂ то получим такую размерность для R:

следовательно.

г _1  г -2 1  _  Ш1 J -  i^f] [£3] >

(31)

Для определения значения R нам надо только взять для любого газа, 
например кислорода (О .Д  три взаимно связанные значения р, Т, V, и 
тогда сразу получается R согласно уравнению (29) при /ко2=  32,00. 
Выбираем р  равным нормальному давлению одной атмосферы, т. е. 
равным давлению ртутного столба в 7Q см высотою; 7 = 2 7 3 °  по 
абсолютной шкале. Давление одной атмосферы составляет в абсолютных 
единицах, т. е, в динах на кв. сантиметр, величину:

1 а ш = 7 6  • 981 • 13,596 ^  =  1 013 2 5 0 .  (32)

Далее, для кислорода при этом давлении при 273° абс.

1 ==£„ =  0,0014291 г/сл«,

так что получаем для О.̂  следующие взаимно связанные значения р, v, Т- 

р  =  1,013250 duHfcM ,̂ I

i  = 0 ,00 14 2 91  г/с.«®,

Т = 2 П ° .

^35)
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Согласно уравнению (29) для R  получается следующее значение:

(3 4 )

Само собою разумеется, что значение R зависит от выбранной системы 
единиц, так как R имеет размерность.

Мы воспользовались тем обстоятельством, вытекающим из правила 
Аеогадро, что объем моля любого газа имеет одно и то же значе
ние, если давление и температура те же самые. Определим это значение, 
выбрав Г д = 2 7 3 °  и /> =  1 am. В таком случае для V получаются сле
дующие числа в абсолютной системе единиц: '

В о д о р о д .................................................  22418,7 см^
Кислород.................................................-22 414,0 »
Окись углерода.....................................  22 408,4 »
Углекислота..............................................  22 414,6 »
Ацетилен.................. .... . 22410,9 »

Среднее значение составляет 22*412^ сж®, что равно 22,412 л', таким 
образом это общий всем газам объем одного моля при 0° С и атмосфер- 
нрм давлении. •

До сих пор мы говорили только о химически однородных газах, но 
уравнение состояния, по данным опыта, справедливо также для газовых 
смесей; только в этом случае надо брать вместо молекулярного веса 
вычисленное особым образом среднее значение молекулярных весов. 
Пусть, например, в газовой смеси содержится граммов компонента с 
молекулярным весом т ,̂ граммов —  с молекулярным весом и т. д.; 
в таком случае среднее значение т получается следующим образом:

+  3̂ +  • • Ьо. ь.
т̂  гп2 (35)

Это уравнение допускает простое объяснение, так как величины 
-4-, очевидно, означают число молей первого, второго и т. д. ком-OTi «2
понентов, содержащихся в газовой смеси. Таким образом уравнение 
выражает, что газовая смесь ведет себя так, как химически однород
ный^ газ с таким же числом молей, какое содержится во всех ком
понентах вместе.

Обозначим числа молей отдельных компонентов я,, л.. , т. е. положим

— п.
«Ч

и обозначим, далее, общий объем

' (^1 +  ^ 2+ • • • ) "0 =  V,

т
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где «  есть удельный объем газовой смеси; тогда уравнение состояния 
газовой смеси примет вид:

V

Это уравнение относится, конечно, не к единице массы, но к общей 
массе, равной можем разложить его следующим
образом:

где
рГ1 у  У

р

RrinT
Яз =  - Г .

Величины pj, Pg, . . .  —  это те давления, которые производили бы 
первый, второй и так далее компоненты, если бы они существовали в 
отдельности и занимали бы общий объем V\ поэтому их называют 
«парциальными давлениями». Отсюда имеем два положения:

Общее давление газовой смеси равно сумме парциальных давлений 
[закон Дальтона (Dalton)].

В газовой смеси каждый газ наполняет весь объем смеси, как если 
бы остальных газов не существовало.

Уравнение состояния (29), как показали точные измерения, справед
ливо лишь приблизительно; чем выше давление и чем ниже темпера
тура, т. е. чем ..более газ приближается к условиям, при которых на
ступает ожижение, тем сильнее отклонение. Представляя себе идеаль
ное вещество, строго подчиняющееся уравнению (29), называют его 
идеальным газом. Конечно, этого определения недостаточно, и в 
дальнейшем мы припишем идеальному газу больше свойств. Реальные 
газы подчиняются уравнению состояния (29) лишь с большим или мень
шим приближением; конечно, закон Дальтона о парциальном давлении 
для них также не остается вполне справедливым. Вблизи точки ожи
жения это отклонение становится значительным, о чем позднее (§ 26) 
будем говорить подробнее.

22. Работа внешних сил, в частности давления; 
квазистатические процессы.

В предыдущем мы принимали как единственный вид внешних сил, 
действующих на нашу систему, давление р, действующее перпендику
лярно к поверхности (рис. ,12); теперь придадим ему временно индекс
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а для обозначения, что мы подразумеваем внешнее давление р^, кото
рое вообще надо отличать от внутреннего давления p .̂ Оба значени® 
становятся равными только в случае равновесия.

Пусть на рис. 12 О —  замкнутая поверхность рассматриваемой системы;. 
л:ы рассматриваем массу М; поверхность О окружает объем V. Возьмем 
элемент поверхности dO\ тогда внешняя сила, действующая на этот 
элемент, равна p^dO. Вследствие этой силы вообще произойдет дефор
мация поверхности, причем каждый элемент поверхности dO  будет 
сдвинут в направлении внутренней нормали п на отрезок dn. При этом 
бесконечно малая работа, производимая силой р^ dO, очевидно, равна 
p^dOdn. Все силы, действующие на тело, производят, следовательно,, 
внешнюю работу d'A =  'Lp^dOdn или d 'A = p J d O d n , причем интеграл 
должен быть распространен на всю поверхность О. Таким образом

вследствие сдвига каждого элемента по
верхности dO в направлении dn сама 
поверхность перейдет в положение, по
казанное на рис. 12 пунктиром, и
легко видеть, что ^dOdn=\dV\, т. е. 
равен абсолютному изменению объема V  
системы. Так как dO но своей природе 
существенно положительно, а при по
ложительном dn, как видно из ри
сунка, dV  всегда меньше нуля, то 
справа нужно прибавить еще знак ми
нус: ■

^dOdn = — dV.

При этом бесконечно малая работа d'A принимает следующее зна
чение:

d'A =  —  p J V .  (36)

Если дело идет о единице массы, то бесконечно малая работа d'A на 
единицу массы равна

d'a =  —  Padv. (36а)

Таким образрм.д, общий объем V  заменяется частным объемом Если
смещение не бесконечно малое, но конечное, приводящее, например, 
систему из объема в объе.м 1/^, то примененная для этого работа 
Л,2 или на единицу массы равна ■

А,

или

‘ 12 ■

(37)

(37а)

Здесь уже видно, что выражение работы укладывается в общую 
форму'—SX'/dXi, о которой упоминалось в § 20, и что выбранный там
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знак у внешних сил оказывается правильным. Давление есть как pas 
сила (в механическом смысле), стремящаяся ужньшитъ координату.

Вообще не равно внутреннему давлению p^, которое в уравнении 
состояния связано с V  (или v )  и Т. Равенство внутреннего и внешнего 
давлений наступает только в состоянии равновесия; вообще внешнее 
давление может быть больше внутреннего, равным ему или меньше его. 
Если, например, то вся сила (внутренняя и внешняя), действую
щая на элемент поверхности dO, равна —  р^) dO, и она сообщит oQ 
конечное ускорение и скорость в том или другом направлении. Наоборот, 
если упомянутый процесс работы протекает с конечной скоростью, то 
разность (̂ 7̂  —  Р;) должна, разумеется, иметь конечное значение, кото
рое в остальном может быть вполне произвольным. Во всяком случае
внешняя работа, т. е. та, которая входит в уравнение (14) первого 
начала, зависит только от р„, а последнее может быть задано произ
вольно. Лишь в том случае, когда р ^ = р^ , можно внешнюю работу по
ставить в связь с pj, т. е. внутренним давлением. Что это является 
большим преимуществом, станет ясным, если вспомнить, что р̂  дано 
уравнением состояния, как функция г» и Г. Правда, тогда полная сила, 
действующая на dO, именно (р^— р д^ О , очевидно, равна нулю, т. е. 
процесс не происходит вовсе, или, иначе говоря, он происходит с 
нулевой скоростью. Таким образом приравнять точно р^ =  р. было бы 
равносильно отказу вообще рассматривать процесс. Но мы можем, по 
крайней мере, сделать р„ и р  ̂ настолько близкими по значению, что их 
разность станет сколь угодно малой величиной. В таком случае данный 
процесс совершается произвольно медленно, в пределе бесконечно мед
ленно, т. е. с бесконечно малой скоростью. Но это ничему не может по
мешать в отношении первого начала, так как время не играет здесь 
никакой роли. Первое начало представляет отношение «вневременное»,, 
справедливое для каждого мо.чента времени, и большая или меньшая 
продолжительность процесса не имеет при этом никакого значения.

Происходящий таким образом процесс сколь угодно мало, в пределе 
бесконечно мало, отличен от состояния равновесия, и потому такой 
процесс называют квазистатическим процессом. Позже мы встретим 
для температуры положение, аналогичное тому, какое мы установили 
здесь для давления и которое можно назвать «механическим условием 
для квазистатического процесса». Выравнивание температур между двумя 
веществами происходит тем быстрее, чем больше разность ■ температур 
между ними. Если допустить, что обе температуры отличаются друг от 
друга лишь бесконечно мало, то и этот процесс, например процесс 
теплопроводности, происходит бесконечно медленно или «квазистати
чески». Следовательно, равенство обе'их температур есть термическое 
условие для квазистатического процесса, чем мы, впрочем, сейчас не 
будем заниматься. Вообш,^ же мы понимаем под квазистатическим 
процессом, при котором происходя'т механические и термические из
менения, такой процесс, когда внутреннее давление отличается от. 
внешнего давления на бесконечно малую величину и когда встречаю
щиеся в системе разности температур также бесконечно малы.

В нашем случае уравнение (37) переходит для квазистатического про
цесса в следующее:



также в уравнении. (37а) для единицы массы:

Cjjj =   ̂ Pid^t

или, если теперь опустить индекс i как излишний
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или (38)

при этом следует принимать во внимание уравнение состояния, p — f ( v ,  Т). 
В случае идеального газа обе формулы для работы, отнесенной к еди
нице массы, на основании уравнения (29) примут вид:

1̂2 — 

d'a =

^  Г'г Tdv
~  т 3 „ 1 Г

RTdv
mv

. (39)

из которых посредством умножения на общую массу М  получаются 
соответствующие формулы для любой массы.

По этим частным выражениям видно также, что d'A вообще не есть 
полный диференциал функции переменных состояний, например г» и Г, 
т. е. что отнюдь не зависит только от начального и конечного со
стояний системы. Действительно, второе выражение (39) не интегри
руется, поскольку Т не дана как функция v, т. е. поскольку не указан 
специальный вид перехода объема г», в объем Если, например, пе
реход предписан так, чтобы Т =  (v), то в (39) надо вставить следую
щее значение:

R ?(р) 
т Vd 'a ^ - ■ dv.

Это выражение имеет определенное значение, которое, естественно, за
висит от tf (v), т. е. от вида и способа перехода, или, как мы будем 
впредь говорить кратко, от пути, а не только от начального и конеч
ного состояний.

В предыдущем предполагалось, что система зависит только от двух 
переменных; это вообще бывает лишь в том случае, если внешнее 
давление действует нормально к поверхности системы. Однако возможны 
такие же соображения, если мы воспользуемся общим выражением ра
боты, которое уже употребляли в § 20:

1,П



У равнение энергии идеальных газов 97

Здесь величины Х-, также внешние силы, которые равны внутренним 
только при равновесии системы. Следовательно, и здесь нужно перейти 
к квазистатическим процессам; тогда мы сможем решить следующую за
дачу, аналогичную задаче определения уравнения состояния: именно, 
представить внутренние силы Х-, как функции переменных состояния; 
эта проблема вполне относится к области упругости.

г23. Уравнение энергии идеальных газов.
Опыты Гей-Люссака и Джоуля-Томсона.

Дело идет о том, чтобы выразить внутреннюю энергию U идеального 
газа как функцию координат, в качестве которых возьмем v  vi Т. Это 
естественно, возможно выполнить только при помощи опыта; такой опыт 
был поставлен сначала Гей-Люссаком и позже Джоулем следующим 
образом (рис. 13).

А VI В означают два сосуда с твердыми стенками, разделенные краном- 
пусть в начале опыта в А  содержится газ; удельный объем его v  абсо
лютная температура Т̂ , кран закрыт, ’
сосуд В эвакуирован. Весь прибор 
находится в сосуде с водой, в ко
торой помещены термометры. Затем 
открывают кран, так что газ рас
пределяется по обоим сосудам А  и В, 
причем удельный объем его увели
чивается до V./, спрашивается, изме
нится ли первоначальная температу
ра Т,. Изменение температуры должно 
быть заметно (по крайней мере,в прин
ципе) по показаниям термометров, -
погруженных в окружающую прибор воду, так как тогда образовался 
бы тепловой поток от сосудов к воде (или обратно). Опыт показал,

не отметили никакого изменения 
никакого изменения 

было заключение Гей-

Рис. 13.

что находящиеся в воде термометры 
температуры; следовательно, не могло произойти 
температуры газа. По крайней мере, таково 
Люссака. Применим к этому процессу первое начало согласно урав
нению (13):

—  Uj =  Q - j - Д-

Количество теплоты Q ни прибавляется к газу, ни отнимается от него; 
следовательно, Q =  0. Далее, так как газ остается заключенным в твер
дых стенках, то внешнее давление не может произвести никакой работы; 
следовательно, А  также равно О (отметим попутно в этом процессе 
пример того, что внутреннее и внешнее давления вовсе не равны, для 
вычисления внешней работы можно вставить только внешнее давление, 
что здесь, как упомянуто, дает в результате 0). Первое начало дает в 
этом случае соотношение ,

7 Теория теплогы.
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т. е. энергия газа остается в обоих состояниях той же самой. Если 
написать U подробно с введением аргументов, то последнее уравнение 
оказывается таким:

U {v ^ ,T , ) ^ U { v „ T , ) ,  (40)

ибо температура остается неизменной, а наоборот, переходит в v.̂ . 
Так как энергия U остается неизменной, несмотря на изменение одной 
переменной состояния v, то U, вообще не может зависеть от v, если

опыт Гей-Люссака правилен; та
ким образом по Гей-Люссаку для 
газа, вообще, должно было быть:

1
U ^ f ( T ) .

(41)

Следовательно, энергия газа бы
ла бы только функцией абсолют
ной температуры, а не удель
ного объема.

Однако опыт Гей-Люссака не
достаточноточен; вследствие очень 
больщой теплоемкости воды тре
буется довольно значительное из
менение температуры газа, чтобы 
термометры смогли отметить не
которое изменение температуры 
воды. Таким образом небольшие

изменения температуры газа могут скрываться в ошибках наблюдения. 
Поэтому В. Томсон и Дж. П. Джоуль* повторили, вернее —  остроумным 
образом видоизменили опыт Гей-Люссака, сообщив об этом в ряде бле
стящих статей в 1852— 1854 гг. и в 1862 г. (рис. 14).

На рисунке R  означает трубку из материала с плохой теплопровод
ностью; в упомянутых опытах она была изготовлена из букового дерева. 
В трубке находится пористая ватная пробка w, слева и справа от 
трубки находится по подвижному поршню, поперечник /  которых пол
ностью закрывает просвет трубки.

В начале опыта (верхний рисунок) правый поршень находится непо
средственно около ватной пробки, а левый, например, в положении, 
какое видно на верхнем рис. 14; между обоими поршнями находится 
исследуемый газ, который при этих условиях имеет давление р, и 
объем V .̂ Если теперь на левый поршень будет оказано давление извне, 
немного большее, чем p ,̂ то поршень медленно придет в движение вправо, 
проталкивая газ (все время при постоянном давлении р^) через пористую 
пробку; газ, со своей стороны, сдвигает правый поршень, на который

1 W. T h o ms o n ,  Math, and phys, papers, т. I, стр. 333; J. P. Joul e ,  Scientific 
papers, T. II, стр. 215 и след.
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давит внешнее давление вправо. В конце процесса (нижний рисунок) 
левый поршень стоит вплотную у ватной пробки, а правый занимает 
такое положение, что внутреннее давление газа до бесконечно малой 
величины приближается к давлению р̂ -, объем газа пусть будет 
Для бесконечно малого сдвигания газа как целого не применяется ко
нечной работы; следовательно, вся внешняя работа состоит в том, чтобы 
перевести газ из давления и объема к давлению р^ и объ 
ему V'j.

Работа распадается на две части; мы можем представить себе изме
нение объема происходящим так, что передвижение первого поршня 
под постоянным давлением р  ̂ вызвало уменьшение объема Vj, а затем 
передвижение второго поршня при постоянном давлении р,̂ . вызвало 
увеличение объема V ,̂ следовательно, имеем:

количество теплоты Q не вводится в систему. При этом первое начало 
принимает вид

Ц  — t/j =  Pi Kj — А, (42)

Точное измерение температур, производимое при помощи термоэлементов 
Th перед пробкой и за нею, действительно, дШо изменение темпе
ратуры у  всех исследованных газов. Это изменение составляет на раз
ность давления в 1 am для воздуха, кислорода и азота при комнатной
температуре почти ^°С для углекислоты при таких же условиях 

около  ̂° С; для водорода изменение было гораздо меньшим, почти

и в обратном смысле. С повышением температуры наблюдавшие
ся разности сильно уменьшались. Замечено прежде всего, что газы 
вообще обнаруживают тем меньщий эффект, чем дальше они удалены от 
точки ожижения; особенно замечательны в этом отношении крайние 
газы: водород и углекислота. С повышением температуры газ вообще 
приближается к поведению идеального газа, так как удаляется от точки 
конденсации; этому соответствует уменьшение эффекта. При дальнейшем 
экстраполировании этого результата приходим к представлению, что 
при идеальных газах изменение температуры, действительно, равня
лось бы нулю. Отныне мы делаем это предположение и включаем 
это условие в характеристику идеального газа.

В таком случае в уравнении (42) отпадает внешняя работа р, —  р^ 
вследствие уравнения состояния, так как температура для идеального 
газа остается постоянной; и получается как у Гей-Люссака, но с огра
ничением, что это только для идеального газа:

т. е.

1 На искусном использовании этого ничтожного эффекта охлаждения основаны 
машины для ожижения воздуха Линде и Гампсона (С. Linde к Hampson).

7»
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В соответствии с этим заключаем:
Энергия идеального газа есть функция только абсолютной тем

пературы.

24. Применение первого начала к идеальному газу.

Найти более точную форму этой функции позволяет первое начало. 
Оно принимает для единицы массы идеального газа следующий вид, 
если принять во внимание вышеупомянутое положение:

=  d'q —p d v  =  d 'q — — ~ d v .  dT ' i f  ‘  m V (43)

При помощи этого уравнения мы исследуем некоторые частные процессы, 
чтобы установить физическое значение получающихся величин.

а) Рассмотрим прежде всего процесс, при котором удерживаем 
удельный объем v постоянным [«изохорический процесс»), В таком слу
чае количество теплоты d’q можно принять равным c^dT, где с, означает 
удельную теплоемкость нашего идеального газа при постоянном объеж. 
Тогда: '

f^ d T = c^ d T ,
следовательно,

da (44)

daэтим определяется физическое значение При интегрировании это 
уравнение дает

и =  J dT-j-const. ■

Удельная теплоемкость идеального газа, очевидно, не может за
висеть от V, так как в противном случае от v  зависело бы также и и, 
что противоречило бы опыту Джоуля-Томсона; следовательно, может 
быть только функцией Т. Однако опыт в очень широких пределах по
казывает, что не зависит йот температуры. Примем поэтому, продолжая 
идеализацию, что с„ есть абсолютная константа для идеального газа. 
При этом энергия единицы массы, или «удельная энергия», согласно пос
леднему уравнению примет вид:

к =  c„T -j- const. (45)

К уравнению (45) следует также присоединить уравнение состояния 
RTр  =  и тогда вместо уравнения (45) получается эквивалентная фор

мула:
и == ^  pv  -]- const. (45а)
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которая удобна, если в качестве независимой переменной вместо Т 
будет выбрана р  наряду с v. .

Уравнение первого начала принимает поэтому согласно уравнению (45) 
для единицы массы идеального газа следующий вид:

c ^ d T ^ d ’q —  p d v  ■■ ■ d 'q —■ —  dv.  ̂ mv (46)

b) применим теперь это уравнение к процессу с постоянным дав
лением {«изобарный процесс»), т. е. сообщим единице массы газа ко
личество теплоты d'q =  Cj,dT, где с  ̂ озшчзет удельную теплоемкость 
при постоянном давлении. В таком случае согласно уравнению (46) 
окажется:

{Cp —  c ,)d T  =  p d v . (47)

При этом изменения dT  и dv  представляют два соответствующих изме
нения при добавочном условии постоянного давления. Они, конечно, 
не независимы друг от друга, но связаны между собой уравнением со
стояния. Для этого случая имеем из уравнения состояния:

dp =  Q = ^ ^  [ ’̂  — L d v ]^ т \ V )
или

- -  \dv)p V
(48)

Подставляя равенство (48) в уравнение (47), получим:

Т RT

или, наконец.

, . f d T \  , . Т  RT
^!)) \ d v j p  V mv ^

R
~  т (49)

Это исключительно важный результат. Отсюда прежде всего следует, 
что для идеального газа так как -  существенно положительна;
в общем виде это можно будет показать только в четвертой главе 
§ 43. Затем, разность (с^— c j  обратно пропорциональна молекулярному 
весу данного идеального газа. Величины тс^, тс  ̂ называют соответст
венно молекулярной теплоемкостью при постоянном давлении (С^) или 
объеме (С^), а положение (49) можно выразить так: разность молеку
лярных теплоемкостей при постоянном давлении и постоянном объ
еме равна абсолютной газовой постоянной. Далее, из уравнения (49) 
следует, что для идеального газа с  ̂ или также есть абсолютная 
константа.

Это уравнение представляет, как всякое конкретное применение пер
вого начала, способ определения механического эквивалента теплоты 
В нашем обозначении количества теплоты и измеряются в меха 
нических единицах, в эргах. Но если мы захотим измерить их в кало'
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риях, то должны умножить (с^ —  с^) еще на переводный множитель J, 
именно на искомый механический эквивалент тепла. Тогда уравнение 
(49) переходит в следующее:

A s — 0  =  (49а)

При этом мы поставили черту над удельными теплоемкостями, чтобы 
отметить переход к другой системе мер. Следовательно,

т{Ср— с„) ’
(50)

и нам остается только определить и для любого идеального газа. 
Для воздуха, например, по Реньо (Regnault):

с =  0,2375 ^г град'

%  =  1,40;

следовательно.
с — с = 0 , 0 6 8 5 - ^ ;  Р '  ’ г град'

далее, «средний молекулярный вес» воздуха в смысле § 21 ,[ср. уравне
ние (35)]:

, 32-28 „ о
0,21-28 +  0,79-32 ~

следовательно, для J получается, наконец, значение: 

, 8,313-10''
28,9-0,0685 =  4,22-10 ’  эргов.

что очень хорошо согласуется со значением, даваемым уравнением (11). 
Заметим, что этот способ вычисления механического эквивалента теп
лоты в принципе совпадает с вышеупомянутым способом Ю. Р. Майера. 
Ясно, что он в сущности основан на опытах Гей-Люссака и Джоуля- 
Томсона; первый из них в то время был уже произведен, но, как уже 
сказано, не с достаточной точностью, чтобы можно было основывать 
на нем столь важный вывод.

Это можно формулировать еще несколько иначе, подчеркнув, что 
уравнение (49) содержит больше, чем может дать одно первое начало 
само по себе; именно здесь содержится кроме уравнения состояния еще 
уравнение энергии, которое получено только из опыта Гей-Люссака и 
Джоуля-Томсона (в связи с первым началом). Существенно выяснить, 
что дает первое начало в связи с одним только уравнением состояния. 
Прежде всего имеем уравнение:

Idu' dv -\ -c „ d t =  d ’q —  p dv,

C
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где согласно равенству (44) принято:

(44а)

Далее, для опыта с постоянным давлением (dp =  0, d'q =  c^dT) находим: 

fda\
dv)f d v -\ -c^ d T — c d T — p dv,

причем, как и раньше, соответствующие друг другу изменения dv и dT
RTдолжны быть взяты из уравнения pv  =  —  при р  =  const.

Таким образом получим:
dv ■■

следовательно,
рт

( ¥ ]  =  
\dvjf тр ' *

dT,

т (47а)

Последнее уравнение, очевидно, соответствует уравнению (49), вытекаю
щему из него, если на основании опыта Джоуля-Томсона полагать

^  z=0. Диференцируя уравнение (44а) по v  при постоянном Т и
уравнение (47а) по Т при постоянном v  и соединяя их, получим окон
чательно:

§  +  Ч ж ’) , - Ч ^ ) . +  ’ '(я=’).-Ср —  С.

Это есть обобщение уравнения (49) и содержит все, что может 
быть выражено с помощью первого начала и одного лишь уравнения 
состояния для идеального газа.

с) В-третьих, применим уравнение (46) nepsozo начала для иде
ального газа к случаю, характеризующемуся тем, что не вводится 
(или не выводится) никакой теплоты d'q: следовательно, по нашему 
прежнему выражению газ адиабатически изолирован и рассматриваемый 
процесс называется поэтому кратко адиабатическим. Для него согласно 
уравнению (46) справедливо равенство:

, , c ,d T  =  —  - - - d v .

В этом диференциальном уравнении можно разделить переменные, раз
делив обе части равенства на 7; проинтегрировав, получим:

^ Ig T /^ co n s t . (51)

Левая сторона этого уравнения есть функция переменных состояния v  
и Т, которую обозначим через s (v, Т). Следовательно, имеем:

s(T/,7) =  c, Ig T '- f  IgT» =  const. (51а)

С
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Это уравнение можно назвать «адиабатическим. условием идеального 
газа». Следоват!ельно, для адиабатического квазистатического про
цесса в идеальном газе существует функция, зависящая только от 
состояния системы в данный момент, постоянство которой есть 
условие для адиабатического процесса. Позднее мы увидим, что такую 
функцию переменных состояния можно найти для всякого адиабати
ческого процесса при любом веществе, но первого начала для этого 
недостаточно и потребуется помощь тал называемого второго на
чала терлюдинамики. На этом вопросе мы остановимся подробно в 
третьей главе.

Из уравнения (51) непосредственно следует, что адиабатическое сжа
тие связано с повышением температуры, и наоборот, адиабатическое 
расширение связано с охлаждением работающего газа. Это ясно не
посредственно; так как извне теплота не доставляется, то вся произво
димая работа происходит за счет внутренней энергии и =  c^r-j-const, 
т. е. обнаруживается по изменениям температуры.

Здесь также важно уяснить себе, что нельзя получить адиабатическое 
условие на основании одного первого начала, но опять необходимо вы
ражение для внутренней энергии U. Например, при реальных газах, о 
которых речь будет позднее, и для которых опыт Джоуля-Томсона не 
дает выражения для внутренней энегии, это условие нельзя будет найти, 
не прибегая к помощи второго начала термодинамики. Это теснейшим 
образом связано с тем, что, как было упомянуто, функцию переменных 
состояния, дающую адиабатическое условие для любого вещества, можно 
установить только с помощью этого второго начала.

Посредством- уравнения (49) можно привести уравнение (51) в другой 
вид, если одновременно перейти от логарифмов к числам. Прежде всего 
имеем:

7® =  const, (52)
RTа здесь можно при помощи уравнения состояния p v =  —  выразить тем

пературу . Т посредством давления р. Тогда адиабатический закон пред
ставит соотношение между р я v н, следовательно, будет аналогичным за
кону Бойля-Мариотта, справедливому для постоянной температуры. Это 
тотчас дает уравнение: -

Ср
=  const. (53)pv

Для — большей частью вводят сокращение х, причем х больше единицы, 
как мы выяснили раньше; следовательно,

' /7»"̂  =  const. (53 а)

Звуковые колебания представляют пример такого адиабатического про
цесса, и таким образом выясняется появление множителя х в формуле 

"для скорости звука.
' В системе координат, где р  выбрана ординатой, а v  абсциссой, кри
вые Бойля-Мариотта pv =  const, очевидно, представляют равносторонние
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гиперболы (изображенные на рис. 15); адиабатические кривые, пред
ставленные на рис. 15 пунктирными линиями, убывают сильнее мари- 
оттовых кривых.

Каждая из изображенных кривых pv =  const соответствует другому 
значению константы, следовательно, согласно уравнению состояния, дру
гому значению Г. Поэтому они называются по смыслу изотермами. 
Такое графическое представление очень целесообразно и будет встре
чаться нам во всей термодинамике.

d) В-четвертых, мы применяем уравнение (46) первого начала для 
идеального газа к процессу, при котором температура остается по
стоянной {при помощи соответствующей доставки или отвода теп
лоты)-, это изотермический процесс. При таком процессе внутренняя 
энергия й =  с „ Г =  const, очевидно, не из
меняется, и мы получаем из уравнения (46):

d 'q = p  dv -. ^ d jo  
' т V =  —  d'a, (54)

Рис. 15.

т. е. вся доставленная теплота d'q пол
ностью обращается на производство ра
боты d'a. Если количество теплоты d'q по
ложительно, то внешняя работа d'a будет 
отрицательной; так как d!a =  —  р dv, то 
это бывает, если dv')y>0, следовательно, 
если процесс направлен так, что объем 
З'величивается; в таком случае газ произво
дит работу против внешнего давления,
как говорят, теплота превращается в работу. Если, наоборот, 
dv<^0, то d 'a =  —  р dv есть положительная величина, следователь
но, d'q отрицательна, т. е. при изотермическом сжатии внешнее 
давление производит положительную работу, и теплота будет отдаваться 
от газа вовне; здесь работа превращается в теплоту. Притом в 
обоих случаях превращение происходит нацело: вся теплота превра
щается в работу или вся работа превращается в теплоту.

Уравнение (54) интегрируется непосредственно; 
написать так:

d'a =  —  d'q =  — ^ d { \ g  V),

очевидно, его можно

что при интегрировании между двумя пределами v  ̂ и (при постоянной 
температуре) дает:

«12 =  — 1̂2 =  — ( 54а>

Это уравнение можно еще изменить, если вспомнить, что и v.̂ , про
исходят один из другого путем изотермического процесса, для которого
справедлив закон Бойля; следовательно, В таком случае по

’ Vi Р2
следнее уравнение будет:

=  (51Ь )
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Следует отметить, что работа (на единицу массы) зависит только от 
отношения начального давления к конечному, а не от самого давле
ния. Следовательно, сжатие от 1 до 2 am требует такой же работы, как 
сжатие от 25 am до 50 am.

Умножая затем уравнение (54Ь) на т, получим изотермическую ра
боту сжатия на моль идеального газа, которая в соответствии с этим 
имеет простое значение

.Рл-RT\g Pi
(54с)

25. Применение первого начала к любому 
однородному веществу.

До сих пор наши выводы носили во многих отношениях частный 
характер, с одной стороны, вследствие того, что мы выбрали идеальный 
газ, с другой —  вследствие выбора и Г в качестве переменных. Теперь 
мы исследуем единицу массы любого однородного вещества, которое 
может быть характеризовано двумя переменными, например реального 
газа, и не будем заранее устанавливать переменных. Мы знаем, что 
достаточно двух из трех переменных р, V, 7, и следовательно, полу
чаются три группы переменных:

1. V и Т; II. р, Т; III. р, v.

Последней комбинацией пользуются редко, но мы обсудим ее здесь 
для полноты.

1) V, Т в з я т ы  к а к  н е з а в и с и м ы е  п е р е м е н н ы е .
При таком выборе мы можем написать первое начало для квазистати

ческих процессов так:

(55)

и это уравнение применим к тем же частным процессам, которые рас
смотрели выше, а именно к изохорическому, изобарному, адиабатичес
кому и изотермическому.

а) В о з ь м е м  п р е ж д е  в с е г о  п р о ц е с с  пр и  п о с т о я н н о м  
о б ъ е м е  ( «и 3 о х о  р и ч е с к и  й п р о ц е с с » ) :  при этом dv =  Q, 
d’q =  c^dT, так что уравнение (55) переходит в знакомое уже нам по 
идеальному газу уравнение (44):

С
да \

(56)

таким образом справедливость его не ограничивается идеальными га
зами, но оно определяет физическое значение в совершенно об- i
.щем виде.

i
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Ь) И з о б а р н ы й  п р о ц е с с  {dp =  (i) дает для </'17 значение c^ d T ;a ie- 
.довательно, на основании уравнения (55) получается:

. ^ 1  =  c ^ d T - p  dv. (57)

Н о при этом уравнении, как и при соответствующем уравнении (47) в 
§ 24, надо заметить, что изменения dT  и dv не независимы друг от друга, 
« о  связаны уравнением состояния вследствие требования постов) нства 
давления. Поэтому коэфициенты при dJ  или dv нельзя в отдельности 
приравнивать нулю. Соотношение между dT ш dv  здесь может быть 
найдено, как раньше в аналогичном случае, из условия, что в уравнении 
•состояния p — p(v,T) изменение давления dp должно быть равным нулю. 
■Следовательно,

или

пли, наконец.

0 =

dv =  -
dv Jf

dT,

1

dv Jf
dj\ 
dvjp

(58)

Это значение следует использовать в уравнении (57) или в тождествен 
ном ему следующем уравнении:

(ди \ , fda\ (dv \ (dv \

или, замечая, что согласно уравнению (56)

(
du \

Уравнения (56) и (59) определяют физическое значение и ,
т . е. выражают его через величины, доступные экспериментальному 
определению, но оба уравнения вообще недоступны проверке, так как ни

>ни заранее не известны; первое начало дает лишь определение
этих величин. Величина, доступная экспериментальной проверке, получа
ется отсюда лишь через исключение и, т. е. необходимо воспользоваться
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утверждением первого начала, что : du есть полный’
диференциал, иначе говоря, что существует равенство:

ти
dT\dvJfS^ dvdT'

Применим теперь это уравнение к равенствам (56) и (59). Из равенства 
(56) получим:

dvdT \ d vjf'

из уравнения (59), учитывая уравнение (56), находим:

Тдср dc,d̂ u _. „
Wrdv ~ \ d f ~  d f д Т ) -

a отсюда путем вычитания (причем как раз исключатся члены, относяг- 
шиеся к внутренней энергии и) найдем окончательно:

Это —  уравнение, в котором встречаются исключительно величины, про
веряемые экспериментально: и с̂ , зависимость их от температуры и
объема, затем вытекающие из уравнения состояния коэфициенты 

( 44)  ’ [ ^ ( ^ )  ]  идеального газа легко подтвердить это-

уравнение, потому что прежде всего TaKKaK
удельные теплоемкости идеального газа постоянны. Затем, из уравне- 

RTния состояния p z=  —  следует поочередно:

'дТЛ _ т р _ Г . г 5 fd]^\ "1___^
dv) l47 Ut» LХ ~  <?r'p  .V w ------ !p

При таких величинах из уравнения (60) следует;

ср — с̂  R 
V mv ’

! •  (^рЛ
V ’ \ д Т mv'

0-

а это дает уже знакомое соотношение (49) для идеального газа^

R- с„ =  ■

То же можно было бы вывести из уравнения (59), если предположить, 
известной и для идеального газа, следовательно, принять = 0 ;  дла 
произвольного вещества, однако, и вообще нельзя считать известной.
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с) В - т р е т ь и х ,  р а с с м о т р и м  и з о т е р м и ч е с к и й  п р о ц е с с  
( dT =  0). При этом из уравнения (55) получается;

или
(61)

Это уравнение существенно отличается от соответствующего (54) для 
идеального газа; там, согласно Джоулю-Томсону, О, следователь
но, d'q =  pdv =  — d'a. Таким образом в то время как при квазистати
ческом изотермическом процессе удельная энергия и в случае идеального 
газа не изменяется, а вся вводимая теплота d'q превращается в ра
боту (и наоборот), в случае произвольного вещества в работу превра
щается только часть теплоты, а остальная используется для уве
личения внутренней энергии {или наоборот).

d) Н а к о н е ц ,  р а с с м о т р и м  а д и а б а т и ч е с к и й  п р о ц е с с  
(d ‘q =  0), причем уравнение (55) переходит в следующее:

Гди\ ' или, так как =

dv -{ - [ -g f jdT^  —  pdv,

(Щad
(62)

причем индекс ad должен указывать, что dv и dT  не произволь
ные изменения, но связаны условием адиабатности. Учитывая, что 
fdv\ __ 1 -, можно последнее уравнение написать так:

dvJai
■\ди/т

'дТ\ 
да Jad

(62а)

а если его соединить с уравнением (56) и продиференцировать первое 
по Т при постоянном V, а последнее по v при постоянной Т, то имеем;

д̂ и 
дТ dv

д̂ и
дТду

и при вычитании получается тотчас: 

(дс,

\dv )т

Это —  уравнение, которое опять содержит исключительно величины, опре
делимые экспериментальным путем, и следовательно, может служить для
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проверки первого начала. Для идеального газа его легко проверить^, 
оба первых члена отпадают; третий член согласно уравнению состояния 

R Rбудет р а в е н ------четвертый,наоборот, 4 - — ; следовательно, для иде
ального газа уравнение (63), действительно, удовлетворяется тожде
ственно.

2) р  и Т  в з я т ы  к а к  н е з а в и с и м ы е  п е р е м е н н ы е .  

При этом выборе можно написать первое начало так:

( I ) \dTj^ др)т (б4>
Теперь опять рассмотрим четыре процесса, как в случае I.

а) П р о ц е с с  п р о т е к а е т  п р и  п о с т о я н н о м  о б ъ е м е  {dv =  0; 
d'q =  cjdT). В таком случае из уравнения (64) следует:

( ! ) / "  +

Разделив это равенство на dT  и написав частную производную
с индексом V, чтобы подчеркнуть, что dp и dT  не независимы одна от 
другой, но связаны между собой уравнением состояния вследствие посто
янства V,  получим для с„:

(65)

Это уравнение должно, конечно, совпадать по содержанию с уравнением 
(56), так как оно отличается лишь подстановкой других переменных. 
Действительно, согласно основам диференциального исчисления существует 
соотношение:

служащее для перехода от уравнения (65) к уравнению (56). Вообще 
ясно, что переход к другим переменным не может повести к новому 
физическому выводу; лишь некоторые формулы становятся более удоб
ными в зависимости от выбора переменных. Поэтому приводим все фор
мулы, чтобы приучить учащихся к точному различию встречающихся 
здесь различных диференциальных символов.

Ь) П р о ц е с с  п р о т е к а е т  п р и  п о с т о я н н о м  д а в л е н и и  
(dp =  0, d 'q— c^dT). В таком случае уравнение (64) будет:

или

дт) ;
(6 6 )
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Уравнения (65) и (66) определяют опять физическое значение частных
/ди\ fdu\ производных и

Используя в уравн,рии (66) то обстоятельство, что на основании 
уравнения (65)

получим непосредственно равенство:

_  (ди\ (др
др.Ш ) + ^ (67)

имеющее то же самое содержание, что и уравнение (59) и легко к 
нему приводимое.

Находя из уравнений (65) и (67) значения и , диферен-
цируя первое по Т при постоянном р, а второе по р  при постоянной Т, 
и вычитая, получаем соотношение, аналогичное уравнению (60) и того 
же содержания.

c) П р и  и з о т е р м и ч е с к о м  п р о ц е с с е  {dT  = 0 )  получим из ура
внения (64):

■ © / ' ’“ ''■«-'’(I)/'’
ИЛИ

выражающее то же, что и уравнение (61).
d) Бе ря ,  н а к о н е ц ,  а д и а б а т и ч е с к и й  п р о ц е с с  (c f '^ = 0 ), по

лучим из уравненил (64):

или, вводя символ

из которого можно с помощью уравнений (65) и (66), определяющих с,
idu\ /'ди\ и исключить и

(69)

это уравнение содержит исключительно величины, определимые экспе
риментально, и для идеального газа легко может быть проверено.
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Здесь уравнение первого начала гласит:
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(70)

а) Р а с с м о т р е н и е  и з о х о р и ч е с к о г о  п р о ц е с с а  (dv —  0,
d'’q =  c^dT) дает

или одну из двух форм:
: C^dT,

‘ Н Ш ) ,  I (71)

1где — /^7~ч можно вычислить из уравнения состояния.
\др)п

Очевидно, согласуется по существу с уравне
ниями (56) или (65), как и должно быть. Уравнение (71) определяет 
физическое значение .

Ь) В о - в т о р ы х ,  р а с с м о т р и м  и з о б а р н ы й  п р о ц е с с  (d p = 0 , 
.d’q =  c^dT).

Здесь уравнение (70) дает:

•откуда следует:

или (72)

f  dv\ 1где \ ^ jj =  - -g y ... надо опять взять из уравнения состояния при посто-
ydv )р

'V / _
1с ^

•янном р\ уравнение (72) дает физическое значение . Диференцируя
второе уравнение (71) по v  при постоянном р ,  и второе уравнение (72) 
■ПО р  при постоянном V, получим:

д'̂ и

и

(^1\ . с ^
dvdp \dvjp\dpj^ ' Р dvdp

_  (dcp\ fdT\ . д̂ Т 
dv dp ( ф  ) ,  \dv Jp ' dpdv



У райнениё с о с то я н и я  .ВАН-ДЕР-Ва АЛЬС}\ ре а л ьн ы х  га зо в  И з 
*

и, вычитая, опять получим уравнение, могущее служить для эксперимен
тальной проверки первого начала:

а тж  +  ( S ') .  ( S ) ,  -  ( S ') ,  ( f ) . - 1 =  «■ (73)

Встречающуюся здесь величину следует отличать от встречаю

щейся в уравнении ("60) величины . В последнем уравнении рас
сматривается как (|)ункция к и Г, а в нашем уравнении (73), наоборот, 
как (})ункция V VI р\ между ними, конечно, существует простая зависи
мость, на которой мы остановимся в заключении § 26.

Очевидно уравнение (73) дает то же самое, что и уравнение (60), 
только в другом обозначении. Желая перейти от уравнения (73) к ура
внению (60), надо обратить особенное внимание на только что упомя
нутое различие между и . В заключении § 26 мы непосред
ственно докажем тождество обоих уравнений.

с ) ' Р а с с м о т р е н и е  и з о т е р м и ч е с к о г о  п р о ц е с с а  (d T = 0 )  
дает здесь уравнение:

‘' ■ ^ = { ( | ) . ( a + ( S ) + ) ' } ^ ” ;

это уравнение выражает то же, что уравнения (61) и (68).
d ) Б e p я ,  н а к о н е ц ,  а д и а б а т и ч е с к и й  п р о ц е с с  (d’q = 0 ) ,  

имеем согласно уравнению (70): . ■

или, лучше,
ди

(7 )

/ди\ fdu\в котором величины и молшо выразить через и с,̂ , со
гласно уравнениям (71) и (72), откуда опять получим экспериментально 
поверяемое уравнение:

по содержанию тождественное уравнениям (63) и (66).
Все установленные соотношения можно легко проверить для идеаль

ного газа.

26. Уравнение состояния ван-дер-Ваальса для реальных газов 
Применение первого начала к реальному газу.

Для применения уравнений, которые только что были приведены, не
обходимо знать уравнения состояния; поэтому изучим сначала уравнение 
состояния для реальных газов. В а н-д е р-В а а л ь с у (van der Waals) удалось

б Теория теплоты.
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получить уравнение, которое по крайней мере приблизительно соответ
ствует поведению очень многих газов и сохраняет значение даже для 
жидкого состояния. При этом он основывался на представлениях мо
лекулярной теории.

Уравнение ван-дер-Ваальса гласит;

(76)

где а и р  определенные константы, характерные для каждого газа. При 
очень разреженных газах, т. е. когда и уравнение (7б)пере-
ходит в уравнение для идеального газа, как и должно быть. Уравне
ние (76) третьей степени относительно v, если его расположить по степеням 
V, оно примет следующий вид: ^

-----------------V^-\- — V ----------
р ' р р

:0. (77)

Отсюда следует, что в общем при данной температуре Т одному зна
чению р соответствует три значения v, т. е, три удельных объема. 
Впрочем, два из них могут при известных условиях принять комплексные 
значения и лишиться в таком случае физического смысла. Рассуждая фи
зически, можно сказать, что этот последний случай должен наступить, 
когда газы очень разрежены и имеют высокие температуры; так как 
тогда уравнение (76) приближается к уравнению для идеального газа, 
которое линейно относительно v  и при котором каждому давленею со
ответствует тсалько один объем. В этой области значений переменных 
отпадают два удельных обьема, комплексных и сопряженных между со
бой, и выходят из нашего рассмотрения. ^

По опытам Э н д р ы о с а  (Andrews) с углекислотой, подтвержденным и 
расширенным позднее многими другими исследователями, углекислота 
обнаруживает такое поведение только при темцсратурах выше 31° С, 
следовательно, при абсолютной температуре 304°. Ниже этой темпера
туры мы должны согласно уравнению ван-дер-Ваальса иметь для каждого 
давления три реальных удельных объема. На рис. 16 нанесены в виде 
абсцисс и ординат значения q vi р для ряда температур (10, 15, 20, 
31, 40, 50° C)̂  аналогично тому, как изображено на рис. 13 для 
идеального газа. Рис. 16 представляет изотермы углекислоты согласно 
уравнению ван-дер-Ваальса; при этом давление измеряется в атмосферах, 
удельный объем в CM̂ jz. Проводя параллели к оси абцисс, т. е. линии 
постоянного давления, видим из рисунка, что изотермы выше 31°, дей
ствительно пересекаются каждой такой линией только один раз, т. е. 
что к каждому зндчению р  относится одно и только одно значение v 
(рис. 16).

Обратим теперь внимание, например, на изотерму при 15° С и нач
нем с больших удельных объемов v  и малых давлений р, т. е. с обла
сти, находящейся на рис. 16 справа внизу. Там, в сущности, дейсгвй-
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тельны еще простые соотношения для идеальных газов, так как при 
этих условиях величинами ^  и  ̂ практически можно пренебречь. ‘При
медленном повышении давления мы постепенно подвигаемся по изотерме 
при 15° влево, пока не достигнем определенного давления ру  Начиная 
с этого места, теоретическая кривая отличается от действительного по
ведения вещества. Проведенная горизонтальная линия р — р^ рассекает 
рассматриваемую изотерму в трех точках, соответствующих удельным 
объемам: v '  v " , v'". К точке v^) мы как раз подошли, идя справа. 
Теоретическая кривая, все время сохраняя свою непрерывность, сначала 
поднимается ещЬ выше с возрастанием р, проходит через максимум, 
далее, опускаясь с уменьшением р, достигает при значении второго 
удельного объема v^', затем с дальнейшим уменьшением р переходит к 
еще меньшим значениям v, наконец, про
ходит через минимум, чтобы, затем, снова 
быстро подняться с нарастанием давле
ния р, проходя, наконец, при давлении р  ̂
через третий удельный объем v^". В дей
ствительности же экспериментальная 
изотерма испытывает в точке (pyV i) 
разрыв и продолжается уж е с точки 
{Ру’о^"). Одновременно с газом проис
ходит видимое изменение: он частью 
ожижается: газообразной части соот
ветствует удельный объем жидкой 
же-— T/j'". Следовательно, вещество ста
новится физически неоднородным. В этом 
состоянии поведение вещества характери
зуется двумя точками {ру v '̂) и (р ,,г » /" ) ; 
так продолжается до тех пор, пока 
вообще существует газообразное веще
ство. Действительно, если мы попытаемся повысить давление, уменьшив 
с этой целью объем, то это оказывается безуспешным; единственным 
результатом уменьшения является то, что конденсируется еще некоторая 
часть газа. Дальнейшее повышение давления становится возможным 
только, когда конденсирован весь газ, т. е. когда состояние опять ха
рактеризуется лишь одной точкой (ру  (потому что вещесто опять 
однородно и является уже однородной жидкостью)', после этого процесс 
идет уже в соответствии с теоретической кривой. Промежуточные со
стояния, отмеченные теоретической кривой, в нормальных случаях не 
осуществляются. '

Следовательно, первый и третий объемы находят физическое объясне
ние; однако, средний объем, соответствующий промежуточному состоя
нию, объяснения не имеет. Чтобы выяснить это, поставим вопрос в са
мом общем виде: можно ли реализовать промежуточное состояние? 
Исходим опять из точки (ру  t/j'), на которой начинается ожижение в 
нормальных случаях. Возможно, однако, пройти еще несколько дальше 
по кривой по направлению к ее максимуму; в таком случае в точке 
{Ру ^i') ожижение не наступает, но вещество остается еще газообраз-

8* '
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ньш;’перед нами так называемое переохлаждение пара. Но это состоя
ние в высшей степени неустойчиво, и реализация его зависит от слу
чайностей; и даже если удалось перейти за точку {p^, v^') теоретиче
ской кривой, малейшее случайное изменение условий, например, сотря
сение сосуда, примесь загрязнения, пыли и т. д., тотчас вызывает скач
кообразную конденсацию, т. е. скачкообразный переход к обеим точкам 
состояния {р^, ■ц/) и (pj, v^"). Все же мыслимо при тщательной работе 
дойти до максимума теоретической кривой. Но следующая часть до ми
нимума теоретической кривой представляется принципиально неосуще
ствимой, так как на ней уменьшающемуся объему соответапвует 
одновременно уменьшающееся давление: По другую сторону минимума 
уменьшающемуся объему соответствует опять увеличивающееся давление, 
так что эта часть опять принципиально реализуема. Чтобы достичь

этого, исходят из точки (pj, т '/" ) , т- е- 
от жидкого однородного состояния, и пы
таются понижать давление. Это, действи
тельно, удается при совершенно чистых, 
веществах, которые прежде всего должны 
быть свободны от воздуха и газов Ма
ленькое сотрясение, наоборот, тотчас вы
зывает скачкообразный переход к точкам 
состояния (pj, v^"') и (Pj, следователь
но, и это состояние также очень неустой
чиво, оно соответствует так называемому 
перегреву жидкости.

Если возьмем другую изотерму, напри
мер при 0°, следовательно, расположен
ную ниже, то на ней все происходит точно 
так же; только вследствие более низкой 
температуры давление конденсации оказы
вается ниже; соответственно этому ожи- 
лсение наступает уже при большем удель

ном объеме Vy , а соответствующий удельный объем жидкости мень
ше, чем в предыдущем случае. Следовательно, мы можем сказать: чем 
ниже температура Т, тем ниже давление, при котором происходит 
ожижение, и тем дальше друг от друга лежат обе характеризую
щие вещество точки состояния (р,, п,') и (pj, v " ') .  На рис. 17 еще 
раз изображено поведение углекислоты (а так же ведет себя всякий 
реальный газ), но вычерчены только части, экспериментально реализу
емые в нормальных условиях; поэтому на каждой изотерме ниже 31° С 
можно отчетливо распознать точки (Pj, Vy) или (Pj, v " ' )  и таким об
разом найти доказательство нашего утверждения. Можно соединить точки 
(Pj, Vy), соответствующие различным изотермам, а также точки {ру, Vy'"). 
В таком случае получаются две изображенные на рис. 17 пунктирные 
кривые, которые (в случае углекислоты) переходят одна в другую на

1-Ср. 3. Meyer ,  Zur Kenntniss des negativen Druckes in Fliissigkeiten; Abhdlgn 
d. deutschen Bunsen-Qesellschaft № 6. 1911.



Уравнение состояния ван- дер-В аальса для реальных газов 117

изотерме при 31° С: для этой изотермы удельный объем Vj' становится 
равным удельному объему v^'".

Образованная таким путем кривая (изображенная на рис. 17 пункти
ром) называется пограничной кривой, потому что она из поверхности 
pv вырезает область, точки которой вообще не имеют физического 
смысла. Вне пограничной кривой состояние справа газообразное, слева 
жидкое; каждой точке пограничной кривой соответствует другая, отно
сящаяся к одинаковому давлению, так как жидкое и газообразное со
стояния могут существовать одновременно.

Таким образом изотерма 31° С существенно отличается от нижележа
щих изотерм; на ней исчезает разрыв в поведении реального газа, так 
как оба удельных объема пара и v " ’ жидкости (и, наконец, также 
не реализуемый физически v^') совпадают в одной точке Р. Пар и 
жидкость имеют в точке Р  на изотерме 31° С одинаковую плот
ность и потому более не различимы друг от друга. Следовательно, 
словами обыденной речи мы должны сказать: при 81° (и выше) угле
кислоту нельзя превратить в жидкость.

Математически дело обстоит так: для углекислоты ниже 31° уравне
ние состояния ван-дер-Ваальса имеет для каждой температуры три ре
альных корня т»,', v " ,  при 31° эти корни совпадают. Вьше 31° 
два значения v  комплексны и сопряжены, и существует только один 
реальный объем V. Следовательно, выше 31° изотермы нельзя разо
рвать, неоднородность вещества не может наступить; ожижение, следо
вательно, невозможно. Точка Р  определяется тремя данными: господ
ствующим там давлением р ,̂ удельным объемом и температурой 7),. 
Изотермой при 31° разделяются два различных случая (с одной сто
роны, три реальных удельных объема и наступающая конденсация, с 
другой стороны, реальный удельный объем и отсутствие конденсации); 
поэтому изотерма при 31° называется критической изотермой и соот
ветственно —  критическим давлением, —  критическим удельным 
объемом, — критической абсолютной температурой.

Вышесказанное можно выразить следующим образом: выше крити
ческой температуры нельзя никаким повышением давления прев
ратить газы в жидкость. Ниже критической температуры суще
ствует для каждой температуры совершенно определенное конденса
ционное давление, тем более низкое, чем ниже самая температура. 
При этом конденсационном давлении жидкость и газ могут суще
ствовать рядом в равновесии', каждая часть имеет свой определенный 
удельный объем v' или ц"'; конденсационное давление уже зависит не 
от удельного объема, но только от температуры. Давление для жидкости 
и газа одно и то же; газ, соприкасающийся со своей жидкостью, назы
вается насьщенным паром. Следовательно, можем сказать: давление 
насыщенного пара есть функция только температуры.

Величину конденсационного давления, относящегося к определенной 
температуре, нельзя получить из уравнения состояния; на этот вопрос 
дает определенный ответ лишь второе начало термодинамики (глава 
пятая, § 50).

В следующей таблице сопоставлены критические данные для некото
рых веществ.
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Абс. Крит, 

температура

Крит, давле

ние в am
Крит, плот

ность в ZjCAfi

Водород ..................................... 33,8 14,0
А з о т .............................................. 127,0 35,0 0,44
К ислород.................................... 155,0 50,0 0,60
Углекислота ............................. 304,4 72,9 0,464
В ода............................................. 637,3 194,6. 0,2088

Для упомянутых веществ константы а и  ̂ формулы ван-дер-Ваальса 
имеют следующие значения (давления измерены в атмосферах, объемы 
в см ,̂ все отнесено к граммолекуле):

В одород ..................... 0,19-10в 23,0
А з о т ............................ 1.3Ы0в 37,3
К и сл о р о д ................ 1,36-10® 31,6 ■
Углекислота . . . . 3,61-10® 42,8
В од а ............................ 5,87-10® 33,2

Наблюдения Эндрьюса и последующих наблюдателей ведут к своеобраз
ному следствию, а именно к уничтожению различия между жидким и газо
образным состояниями. Действительно, можно двумя различными путями 
осуществить .любое состояние вещества, работая или ниже критической 
температуры, или выше ее. Пусть, например, нам нужно каким-либо 
путем достичь точки Q на рис. 17, лежащей на изотерме 15° С. Это 
можно сделать прежде всего так, что мы, например, постепенно сжимаем 
газ, имеющий температуру 15°, пока при соответствующем конденсаци
онном давлении не наступит ожижение; когда все вещество конденсиро
вано, повыщаем давления дальше, пока не достигнем точки Q\ пусть 
вещество обладает там давлением р. Если мы поведем процесс таким 
образом, т. е. пройдем через состояние неоднородности, по которой только 
и можно узнать о наступлении-ожижения, то словами обыденной речи 
скажем, что точка состояния Q относится к жидкому состоянию. Но 
можно сделать и иначе. Например, исходим от изотермы 40°, лежащей 
выше критической температуры, и повышаем давление до тех пор, пока 
не достигнем давления р, т. е. пока не будем находиться на горизон
тальной прямой р — р, изображенной на рис. 17, на которой согласно 
вышесказанному лежит точка Q. Так как мы находимся выше критиче
ской температуры, то никакого разрыва в состоянии вещества не проис
ходит. Очевидно поэтому, что при 40° и давлении р вещество еще га
зообразно. Теперь идем по горизонтальной прямой р = р  влево, пока
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не достигнем Q; этого мы добьемся, понижая температуру до 15° и 
одновременно сжимая газ так, чтобы давление все время сохраняло ве
личину р. Здесь мы также нигде не пересекаем ту область плоскости 
pv, выделенную пограничной кривой, только внутри которой наступает 
разрыв; мы везде находимся далеко выше этой области, как можно 
ясно видеть на рис. 17. Следовательно, при таком переходе к точке Q 
мы ■ не замечаем никакой конденсации, никакой прерывности в пове
дении вещества и, следовательно, должны считать вещество в точке ия 
газообразным. С этой точки зрения нет принципиального. pasAunQ 
между газообразным и жидким состояниями.

Легко можно вычислить критические данные, если дано уравнение 
состояния, т. е. известны константы а и При это.м надо только за
метить, что изотерма обладает в критической точке, во-первых, гори
зонтальной касательной и, во-вторых, точкой перегиба, что дает усло
вия;

до)т ’ \до̂ )т (78)

Эти условия вместе с уравнением состояния (76) вполне определяют три 
величины Pî , v^, 7j. Производя вычисление, получим;

___LiL- 7.  •зР’ т  —Рк ‘УТ гг ' ^к —  <\>> ‘ к —  <27 D о >
8 /га а

■ 27 ра > '̂к 27 R (79)

что согласно приведенным выше данным дает для углекислоты;

7-̂  =  305° =  273°-4-32° С,- 
р^ =  62,5 am, .
T/j =  2,913 сч^/г,

тогда как наблюдение дает согласно А м а г а (Amagat);

(80)

- р =  273°-1 -31 ,35°С; р , =  72,9п/га; п, =  ^ ^  =  2,155сл7г.

Мы видим, что все же имеются значительные отклонения; устранить их 
пытались путем составления более сложных уравнений состояния с 
большим числом констант, находящихся в нашем распоряжении. Нет 
необходимости останавливаться на этом подробнее; заметим только, что 
еще ни для одного вещества не найдено универсального уравнения со
стояния.

Упомянем еще о замечательном результате ван-дер-Ваальса. Вместо 
того чтобы измерять давление в атмосферах или в dunjcM, темпера
туры в градусах Цельсия и удельные объемы в cM^jz, можно измерять 
их е кратных числах соответствующих критических величин. Сле
довательно, мы принимаем за единицу давления р ,̂ температуры Г ,̂ 
удельного объема Заменим, таким образом, переменные р, V, Т, 
следующими;

____ Р_. ____ L
Рк ^к ‘ к
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которые введем в уравнение состояния ван-дер-Ваальса (76). Таким обра
зом получим;,

а при подстановке сюда значения р,., v ,̂ согласно уравнению (79).

1г +  т ) ( 3 'Р —  1) =  8т. (81)

Это уравнение —  так называемое «приведенное уравнение состояния» не 
содержит более констант, зависящих от вещества, и таким обра
зом, позволяет утверждать следующее: все вещества имеют одинако
вое приведенное уравнение состояния. Это, действительно, подтвержда
ется на многих веществах.

В § 25 мы составили ряд уравнений, позволяющих проверить первое 
начало термодинамики; уравнения эти следующие:

Из этих уравнений (60) и (73), равно как (63), (69) и (75), выражают 
одно и то же. Все встречающиеся в них величины определимы, —  по 
крайней мере, принципиально — экспериментальным путем. Некоторые 
из них выводятся непосредственно из уравнения состояния, а именно 
величины:

(дТ\ д -1 гд^\ дЧ  1дТ\
\ d v j ’ (?Г L'vlw/р1„’ \дТ Jy dpdv  ’ Id\dpj;

Эти величины можно найти прямо из уравнения состояния, и в таком 
случае получить простые соотношения между удельными теплоемко
стями и константами а и Р уравнения ван-дер-Ваальса. Однако те вели- 
личины, которые снабжены индексом ad нельзя вывести из уравнения 
состояния, так как для их получения необходимо знать не только 
уравнения состояния, но, кроме того, знать особые условия адиаба
тического процесса; а это возможно только, если известно уравне
ние энергии U = f { v ,  Т), как мы уже видели при выводе адиабати
ческих условий для идеального газа. Правда, уравнение энергии можно 
вычислить из уравнения состояния, но лишь с помощью второго начала 
термодинамики, о котором речь будет позже. Следовательно, если мы 
не хотим определять величины, снабженные индексом ad, непосредствен-



ным экспериментальным путем, то должны отказаться здесь от проверки 
соотношений (63), (69), (75). Напротив того, составим уравнения (60) 
и (73) в различных формах, выражающие одни и те же соотношения 
для вещества, подчиняющегося уравнению ван-дер-Ваальса. Из уравнения 
ван-дер-Ваальса (76) после диференцирования следует:
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£ ) .
 ̂ 4 - ^  Л-^ г,2 +  г>з ^

RT

R R
т m
г  ̂ (дГ \ i  ... I
[.дТ \dv,

f^P] _ R
\dTj,- яг (ц — P) ’

ni {v — P)
R ’

• 3 fdT\ 11 Г  ̂ 1
^dpXdvJpi

т{у — f)

Тогда упомянутые уравнения примут следующий вид:

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

\ду)т~\дГ дт).

Ср ,
R
т

др )'

[ m{v  —  P) гг2

\  m /

RT 2a 2orp
m(v  —  P) w2 1 ^3

т

+
С;? __ ' R
г» — р /я (у — р) ’

dvj^ R

(60а)

(73а)

т

Здесь особенно ясно видно, что нельзя смешивать различные производ
ные от Ср и покажем здесь связь между ними, чтобы непосредственно 
доказать тождество уравнений (60а) и (73а). В уравнении (60а) неза
висимыми переменными взяты Г и с/, в (73а) р к v. Рассмотрим и 
в уравнении (73а) как функции Г и ■и и построим с этими функциями
встречающиеся в уравнении (60а) выражения: ( f r X ’ ®
ком случае, очевидно, получим:

{ дс„{р, у) \ _ {д с Л  fdp \ _ [д сЛ
V дТ Л \dpj„\df/v \др),
fdc,(p,v) \
V дТ ) ~ \ д р

R
\дТ)  ̂ \dp},m {v—, f ) ’

'дс,(р,у) \ idp_\ _ [д с л  R
1а.,/ ' дТ \др /« яг (W — Р)'

1

8) • i
(87)

Далее, если считать один раз функцией Т я V, а другой раз функ
цией р я V, имеем: .

л..(,,г)=(^(.)уг+(^ЙЛ=®-)Л+(^).[(1)Л+(1)/Д
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откуда следует важное для нас соотношение:

Idt; Л  “  и г'Л  ^  W  Л ~  Wt' Jp Ldv/p'
Г2а RT
Lw3 m{v — Pj2.J -  (88)

При подстановке равенств (87) и (88) в уравнение (60а), последнее 
переходит непосредственно в уравнение (73а). Таким образом в нем 
нужно определить только величины и как функции р  и v; все
остальное получается из уравнения состояния. Для идеального газа с,
и с„ V.р : константы, и уравнение (73а) сводится к известному уравнению, 
справедливому для идеальных газов:

Д
т

27. Круговые процессы; круговой процесс Карно.

Рассмотрим теперь любое вещество, состояние которого определяется
полностью двумя переменными, 
кости pv  каждое состояние

например р и v. Следовательно, в плос- 
соответствует точке и каждое измене

ние состояния соответствует после
довательности точек, т. е. кривой. 
При выборе V абсциссой, а р орди- 

,  иатой кривая АВС (рис. 18) пред
ставит картину изменения состояния. 
Выясним прежде всего геометрически 
величину работы, производимой в 
свлзи с указанным изменением со
стояния. На кривой, представляющей 
изменение состояния, рассмотрим точ
ку С, которой соответствуют ко
ординаты р я V, VI соседнюю точ
ку С , с координатами p-\-dp, 
v-\-du. Если П;!Овести че;'ез С и С

две прямые, параллельные оси ординат, то они отсекут от оси абсцисс 
часть D D '= d v \  длина О С  есть р, следовательно, площадь четыренх 
угольника D C C D ' равна р ft® с точностью до бесконечно малых величин 
высшего порядка. Но работа, произведенная п:и бесконечно малом из
менении состояния от С до С', есть — р dv; следовательно, площадь 
CC'D'D  равна абсолютной величине работы. Точно так же площадь 
фигуры, ограниченной линиями АСВ, BF, F'F, FA, очеви.дно, по своей 
абсолютной величине равна Jpdv, т. е. работе, произведенной во вред я 
полного изменения состояния от А  до В.

Рассмотрим теперь изменение состояния, при котором вещество точно 
так же переходит т  А в В, но другим способом, так что ему соответ
ствует кривая ЛЕЕВ: мы ведем вещество от Л к fi другим путем. В 
этом случае работа по абсолютной величине будет измеряться площадью 
фигуры AEE'BFFA. Здесь яснее всего видно, что работа зависит не 
только от начального и конечного состояний А я В, но существенно
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и от способа перехода между этими обеими точками, т. е. от пути. 
Это —  геометрическая интерпретация того факта, что а'А не есть полный 
диференциал функции переменных состояния. Обозначим работу на пер
вом пути АСС'В  через А^, на втором пути АЕЕ'В через А^, при этом 
предполагается, что оба пути проходят, в направлении от А к В. Но 
если обратить направление второго процесса так, чтобы он шел по на
правлению от S  к Л, как обозначено стрелкой на рис. 18, то работа 
на этом пути станет равной — Л .̂ Теперь соединим пути АСС'В и 
ВЕ'ЕА в один и дадим ему направление АСС'ВЕ’ЕА-, эта замкнутая 
кривая представляет в таком случае изменение состояния, которое опять 
приводит тело обратно в начальное состояние Л, представляя, как 
говорят, круговой процесс. Вся произведенная при этом работа скла
дывается из произведенных на путях АСС'В  и ВЕ'ЕА отдельных 
работ, следовательно, равна Л^— Л .̂ Опять таки, она равна площади 
той части плоскости pv, которая окружена замкнутой кривой состояния 
АСС'ВЕ'ЕА. Следовательно, если замкнутая 
кривая на рис. 19 означает некоторый кру-. 
говой процесс, то окруженная ею поверхность, 
заштрихованная на рисунке, по абсолютной ве
личине равна работе, которая больше нуля, 
если процесс протекает в одном направлении, и ■ 
меньше нуля, если он протекает в обратном 
направлении.

Легко уяснить себе, что если процесс п р о -' 
исходит так, как указывает стрелка на рис. 19, 
то работа положительна; в противном случае
она отрицательна. Поэтому можно установить следующее правило: обойдем 
замкнутую часть поверхности в указанном направлении; если эта 
часть поверхности остается слева от нас, то сообщегшая работа по
ложительна, в противном случае она отрицательна. Конечно, это пра
вило приложимо лишь к диаграмме pv, т. е. когда пользуются р 
и V как независимыми переменными. Так называемый индикатор Уатта 
в паровых машинах и газовых двигателях использует это физическое 
значение замкнутого контура с координатами р а v\ он автоматически 
вычерчивает кривую состояния на соответствующей координатной бу
маге; в таком случае окруженная поверхность позволяет вычислить ра
боту за один период машины путем несложного расчета или механиче
ского интегрирования.

Сейчас мы рассмотрим специальный круговой процесс, введенный в 
науку в 1824 г. французским инженером и физиком С а д и  К а р н о  (Sadi 
Carnot) —  и названный по его имени круговым процессом Карно. Чтобы 
иметь возможность производить подсчеты, возьмем в качестве работаю
щего вещества идеальный газ, относительно которого нам известны как 
уравнение энергии, так и уравнение состояния, или, что то же самое', 
относительно которого мы знаем кроме уравнения состояния также и 
адиабатическое условие. .

Процесс Карно состоит из стедующих четырех частей (ср. рис. 20)-

Рис. 19.

1 Ср. изложенное в § 24 этой главы.
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1. Единица массы упомянутого идеального газа имеет сначала удель
ный объем давление р^, температуру (начальное состояние в 
точке 1. Расширяем газ изотермически до тех пор, пока давление и 
удельный объем не примут значений р.̂ , (точка 2).

2. Из состояния р^, ^2, Tj переводим газ путем адиабатического рас
ширения, связанного с понижением температуры, в состояние 5,- харак
теризующееся данными Цд, Т̂ .

3. Начиная от точки 3 изотермически сжимаем газ при температуре 
до давления р^ и удельного объема (состояние 4), которые выби

раются так, чтобы
4. от р^, t/j, вещество путем адиабатического сжатия снова было 

, приведено в начальное состояние р^, v ,̂ Ту
! Далее, поведем весь процесс так, чтобы он протекал квазистатически, 
1 т. е. положим внутреннее давление, с точностью до бесконечно малой 
\ величины, равным внешнему, и затем в изотермических частях процесса 

э сделаем разность температур бесконечно ма
лой, что соответствует данному в § 22 опре
делению квазистатического процесса.

(IJ Части кривых ( / ,  2) и (5, 4) являются
равносторонними гиперболами как изотермы; 
линии (2 ,3) и (4, 1), наоборот, представляют 
адиабатические кривые, которые, как рань
ше было установлено, идут круче изотерм. 
Поэтому всегда возможно так выбрать 
и чтобы путем адибатического процесса 
снова притти к точке 1, так как через 
точку 1 проходит адиабата, которая пере
секает изотерму Т„. В соответствии с нашим 
изложением стрелки на рис. 20 указывают

___________  У направление, в котором протекает процесс,
Pjjg 20 знаем, что заштрихованная часть

' поверхности представляет всю работу, которая
в нашем случае отрицательна, так как при выбранном направлении об
хода контура эта поверхность остается вправо от нас. Так как согласно 
первому началу для крзч-ового процесса q-\-a =  Q, то, следовательно, 
должно быть введено извне положительное количество теплоты, сум
ма которой, измеренная в эргах, точно так же равна заштрихованной 
части поверхности. Это, конечно, может произойти только на изотер
мах, так как адиабаты характеризуются как раз отсутствием доставки 
теплоты. Работа а складывается из четырех частей: а,, а.̂ , а ,̂ ко
торые соответствуют отрезкам ( / ,  2), (2, 5), (5, 4), {4, 1) и которые 
можно вычислить при помощи первого начала. Согласно уравнению
(46) оно для идеальных газов выражается так:

с А Т  =  d 'q — р dv — d'q —  —  dv;1) ^ ^  mv ’ (46)

применим это уравнение сначала к отрезку ( / ,  2), на котором Т =  Т̂  
и, следовательно, dT =  0, Таким образом уравнение (46) примет вид; .

d'q^ =  р  dv,



или после интеграции от 1 до 2:

‘  2

откуда для работы получается

Круговые процессы; круговой процесс 'К арно.

1 у  \gZl
т } i  V т ® ’

а. ~ — \ p d v  =  — - Ig — . * j  1 ̂  т  °  V2
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(89)

(90)

есть количество теплоты, введенное извне; на этом отрезке поло
жительно, так как можно представить себе, что д̂  берется
из теплового резервуара /?,, с которым находится в соприкосновении 
идеальный газ в продолжение этой части процесса и из которого он 
получает теплоту путем теплопроводности; следовательно, температура 
резервуара должна быть выше Ту Но так как мы допускаем, что 
весь процесс протекает квазистатически, то можем принять, что тем
пература резервуара выше только на бесконечно малую величину, 
т. е. что она практически равна Ту для простоты сделаем резервуар 
таким большим, чтобы его температура при отдаче тепла нашему газу 
оставалась все время Ту В дальнейшем мы будет называть для крат
кости такой резервуар бесконечно большим. Так как ^j =  —  с^, то a ,̂ 
введенная извне работа, отрицательна, т. е. тело производит работу 
наружу; «теплота превращается в работу».

На втором отрезке (2, 3), который принадлежит адиабате, d'g =  0; 
следовательно, согласно уравнению (46):

Г’  3 .-гг
dT =  (Т  ̂—  7j). (91)

Работа, которая здесь также отрицательна, совершается за счет внут
ренней энергии газа, уменьшающейся по мере отдачи работы .наружу.

Третий отрезок {3, 4) есть изотерма Ту Здесь, очевидно, имеем урав
нения, аналогичные (89) и (90):

' JJI ' - W ® Т’».. '

р dv .
J 3 ^ т

(921

(93)

Здесь <72 отрицательна и, следовательно, положительна. Следовательно, 
отрицательная теплота получается из второго резервуара или, 
лучше говоря, положительная теплота отдается от работающего газа 
резервуару Ry так как процесс квазистатический, примем, что тем
пература резервуара R  ̂ на бесконечно малую величину ниже далее, 
пусть будет также бесконечно больщим, так что его температуру 
точно так же можно считать все время постоянной. В этой части про
цесса «работа превращается в теплоту».

и
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Наконец, последний отрезок есть опять адиабата; опять, как в случае 
равенства (91), находим работу: ,

4 =  —  {'р  dv ^  c^ d T =  (7 j —  Га);4 O’2*2 (94)

работа положительна, и на величину этой работы повышается внут- 
реняя удельная энергия газа, которая теперь^ достигает своего началь
ного значения cj'^, как и должно быть при круговом процессе.

Заметим, что работы а.̂  и на адиабатах равны и противоположны 
и, следовательно, взаимно исключаются из всей работы. Значит, вся ра
бота будет равна: ;

«  =  =  +  +  (95)

Это выражение можно еще упростить, если учесть, что состояния 2 и 
3 или 4 Vi 1 получаются одно из другого посредством адиабатиче
ского процесса, уравнение которого для идеального газа согласно урав
нению (52) выражается так:

— C'd
Tv =  const. (52)

Применение его к состояниям 2 и 5, равно как к ^ и 7, дает

С р С р  —

С>р С р  —

=  7’л  ;

1
(96)

разделив их почленно, получим отношение между четырьмя удельными 
объемами;

■

Тогда уравнение (95) можно написать так:

R
«1 + ^ 3

(97)

(98)

Это вычисление можно применить к любому работающему веществу 
в том случае, если известно не только его уравнение состояния (как, 
например, у газа, подчиняющегося уравнению ван-дер-Ваалься), но и за
ранее известны адиабатические условия, или, что то же, уравнение 
энергии. Как уж‘е неоднократно указывалось, для этого необходимо при
влечь новое положение, так называемое второе начало термодинамики. 
Умсе здесь можно предположить, что только оно придает процессу Карно 
его более общее значение.

Процесс Карно есть идеализация процесса, протекающего в паровой 
машине; на практике, конечно, нельзя произвести ни строго изотерми-
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веских ни строго адиабатических процессов, так же как и работающее 
вещество не есть идеальный газ; все же бросается в глаза сходство 
между процессом Карно и реальным процессом, если представить себе 
последовательность процессов в паровой машине.

В термодинамических машинах дело обстоит так, что для человече
ства представляет экономический интерес дробь потому что есть
энергия, притекающая от котла, которая должна оплачиваться, а а —  
полученная работа, произведенная машиной; поэтому ^ называют

«термодинамическим коэфициентом полезного действия» машины. Эту 
величину мы вычислим для процесса Карно,_ что, конечно, возможно 
пока только для идеального газа. Так как а =  —  —  то
можем написать;

X —  3̂
‘ ■

Таким образом согласно уравнению (93) и (89) находим;

(99)

1̂ ( 100)

т. е. он равен разности абсолютных температур, между которыми 
протекает процесс, деленной на абсолютную температуру более на
гретого резервуара. Следовательно, коэфициент полезного действия 
во всяком случае не зависит от специальной природы выбранного иде
ального газа, например от его молекулярного веса, удельной теплоем
кости и т, д.; он зависит только от абсолютных температур, между 
которыми работает газ. Позже мы увидим, что этот результат вообще 
не зависит от вещества, участвующего в процессе Карно; однако это 
выяснится лишь на основании так называемого второго начала. Уравне
ния (99) и (100) можно соединить, причем устраняется Т]. Таким образом 
получается;

<h +  ?2__Тх — Т\
Я1 Ti

или в симметричной форме;
I ^ __d

7 ' Т (101)
или

=  0.

Из вышесказанного понятно, что и это уравнение можно с помощью 
второго начала обобщить описанным образом.

Каков же результат процесса Карно? Газ в конце процесса снова 
находится в таком же точно состоянии, как раньше, так как описал 
круговой процесс. Напротив, из теплового резервуара R абсолютной темпе-
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ратуры Tj взято положительное количество теплоты а резервуару 
имеющему более низкую температуру придано также положитель
ное количество теплоты —  Я 1 =  4%'̂  одновременно на систему воздей
ствовала извне отрицательная внешняя работа а =  —  (^i Яд —  Яг ~  Я\ 
или отдана наружу положительная работа а '=  —  a = q ^ — q' .̂ Следо
вательно, количество теплоты q^— q.̂  при температуре Г, превращено 
в работу а', а количество теплоты q\ при температуре Г, перешло к более 
низкой температуре Следовательно, в процессе Карно —  на это опять 
указывает выше отмеченная аналогия его с термодинамическими маши
нами—  мы имеем средство отнимать теплоту от нагретых тел (резер
вуаров) и превращать ее (по крайней мере, отчасти) в работу. "

Но процесс может протекать и в обратном направлении, так как он 
ведется квазистатически; для этого необходимы лишь бесконечно малые 
изменения давления и температуры. В таком случае q ,̂ q.̂  и а меняют 
свои знаки и в результате положительная работа а будет внедрена 
в систему извне и исчезнет как работа; из резервуара с более низкой
температурой отнимется положительное количество теплоты
а в резервуар с более высокой температурой передастся положительное 
количество теплоты q^ =  ■— q{, оно равно работе, сообщенной системе, 
т. е. равно а —  —  {qi-\- q.̂ ) ~  q l  —  q.{i газ в конце процесса находится 
снова в начальном состоянии.

Если, наконец, мы заставим процесс пройти один раз в прямом, 
а затем в обратном направлении, то полный эффект будет равен нулю; 
работа не производится и не получается; резервуары остаются без из:- 
менений, газ тоже. Произведенные первым процессом изменения в при
роде, которые мы только что перечислили, полностью компенсируются 
обратным процессом.

В круговом процессе Карно мы имеем пример процесса, называемого 
обратимым, потому что посредством соответствующих приспособлений 
его можно полностью заставить итти в обратном направлении, причем 
в природе не остается ни малейшего изменения. Такими процессами 
мы займемся ближе в следующей главе. .

§28. Политропические процессы; обобщенный процесс Карно.

В § 24 и 25 мы применили первое начало к следующим четырем спе
циальным процессам: изохорическому [dv ~ 0 ) ,  изобарному (dp —  Q), 
изотермическому { d T = 0 )  и адиабатическому {d'q =  Q). Теперь рас
смотрим более общий процесс, аналитическую формулировку которого 
составим следующим образом. В каждом из названных случаев мы можем 
придать удельной теплоемкости работающего вещества, например идеаль
ного газа, такое значение, какое характерно как раз для рассматри
ваемого процесса. При изохорическом процессе упомянутая удельная 
теплоемкость есть с,„ т. е. теплоемкость при постоянном объеме; при
изобарном она соответственно есть с (удельная теплоемкость при по
стоянном давлении); при изотермическом процессе газ ведет себя так, 
как будто бы имеет бесконечно большую удельную теплоемкость; на
конец, в случае адиабатического процесса газу придается удельная
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теплоемкость О, так как температура изменяется без притока теплоты. 
Следовательно, мы знаем уже четыре специальных значения удельной 
теплоемкости:

: СХ>.

Между тем, с одной стороны; существует еще бесконечно большое 
число положительных значений теплоемкости, которые мы назовем у> 
а с другой стороны, легко понять,, что физически допустимы также все 
отрицательные значения у от —  оо'до О, потому что можно ввести в ве
щество полонштельную теплоту и одновременно так его расширить, что 
температура его понизится. Каждому значению у между —  оои -| -оо  
соответствует определенный вид изменения состояния, производимого 
9 веществе. Такие процессы, при которых работающе.чу веществу при
дается любая постоянная удельная теплоемкость у> называются вообще 
политроптескими процессами, а представляющие их кривые на по
верхности p v  —  соответственно политропическими кривыми, или, короче, 
политропами.

Следовательно, изобары р  —  const, изохоры v =  const, изотермы 
p v  =  const и адиабаты pv'  ̂—  const представляют частные случаи по
литроп.

Через каждую точку поверхности pv  можно провести изотерму и ади
абату, наклон которых к оси абсцисс мы определим. Из уравнения 
изотермы получается значение

тогда как для адиабаты
Сd vjuaom  V

(dp _____f£
\dVJai V ‘

( 1 0 2 )

(103)

Так как*/. =  -7̂ > 1, то адиабата наклонена к оси абсцисс сильнее
'-и

изотермы, как мы установили раньше.
Произведем аналогичное исследование для любой политропы. Согласно 

определению ее, работающему веществу придается во время политро
пического изменения состояния постоянная удельная теплоемкость 
величина которой может, впрочем, иметь любое значение между —  оо и 
-)-  оо. В случае единицы массы идеального газа первое начало дает 
равенство

c^ d T = :d ’q — p d v  — ' { d T — p d v , (Ю 4)

или после подстановки значения р:

(‘!a — l ) d T - ^ § ^ d v  =  Q, (105)

уравнение, которое после деления на Т можно интегрировать:

R .(е, — — const,

9 Твери» теилеты.
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RЕсли принять во внимание, что -  =  с  ̂—  с„ и перейти от логариф
мов к числам, то последнее уравнение принимает вид

р«-т D 'р— =  const,

— ̂ -9
=  const.

или также:

(106)

Это уравнение представляет, таким образом, политропу на поверх
ности Отсюда вместе с уравнением состояния получается уравнение 
политропы на поверхности pv:

«р-Т
/JT/'B-T =  c6nst, (107)

которое при частных значениях у, рассмотренных выше, переходит 
в изобару, изохору, изотерму и ли адиабату, как и должно быть. На
клонение общей политропы к оси абсцисс получается согласно уравне
нию (107):

Р_
\dvj политр ^ *

а о 8)

а коэфициент — -  может иметь любое значение между —  оо и -|- оо.

Следующая таблица показывает, как изменяется ^ — -  , когда у про
ходит весь промежуток от —  оо до -[- оо:

t = — со 0 с. Ср оо

— Т _
« « — т . + 1 £ ^ > 1 ±  оо 0 +  1

На рис. 21 эта зависимость показана графически.
Если рассматривать круговой процесс, представленный в виде окруж

ности на поверхности pv, то каждый линейный элемент окружности на 
поверхности будет соответствовать другому значению у, следовательно,
также и другому значению - . Читателю предоставляется провести

Ср Y ■' '
ЭТОТ простой пример самому.

Уравнение политропы (106) или (107) или также диференциальное 
уравнение (105), очевидно, имеет большое сходство с уравнением ади
абаты. Просматривая вывод этих уравнений, легко заметить, что урав
нение политропы, как и уравнение адиабаты были получены только 
потому, что мы смогли использовать кроме уравнения состояния также 
известное уравнение энергии идеального газа и =  с„Т-f- const. Для ве
щества же, для которого и не дана как функция переменных состояния,
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уравнение политропы можно получить при помощи второго начала, 
так как второе начало позволяет вывести уравнение энергии, если из
вестно уравнение состояния.

Рассмотрим круговой процесс, состоящий из двух изотерм и двух 
политроп с той же постоянной у. Разница с процессом Карно состоит, 
следовательно, в том, что адиабаты заменены подобными политропами 
(рис. 22). Идеальный газ (именно единица массы его) расширяется 
изотермически от точки 1 [p^,v^,T^ до точки 2 одноврем'енно
принимается из бесконечно большого резервуара с температурой ко
личество теплоты следовательно, эта часть совпадает с процессом 
Карно, и вследствие этого и имеют значения, которые даны урав
нениями (89) и (90):

—  а =  - j-  д- =  ig ̂ .1 1 ‘̂ 1 т

От точки 2 доходим путем политропического расширения до точки 3, 
которая определяется' значением [р ,̂ v^, TJ. Согласно диференциальном)г 
уравнению политропы здесь оказывается:

следовательно,
— Y) d T = — pdv,

=  — Т)

в то время как согласно определению политропы количество теплоты 
<7, оказывается равным .

Так как Т^<С,Ту, то для того, чтобы было что мы примем,
надо выбрать р  с^О . Это положительное количество теплоты q  ̂ должно 
быть доставлено идеальному газу, совершающему круговой процесс, из 
резервуара квазистатическим образом. Для этого температура резервуара

э*
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во время политропического расширения газа должна соответствующим 
образом понижаться от до Т̂ . Проще всего этого можно достичь, 
беря в качестве резервуара также идеальный газ и заботясь о том 
(адиабатически изменяя объем этого газа), чтобы его температура всегда 
лишь бесконечно мало превышала температуру «рабочего газа».

От состояния 3 достигаем состояния 4 v^, опять по изотерме
и, как при процессе Карно, имеем согласно уравнениям (92) и (93);

—  —  — - Ig — .3 '33 от ®

Наконец, снова возвращаемся к состоянию 1 по политропе при тех же 
постоянных Y> после чего круговой процесс закончен. Здесь работа, 
очевидно, равна

—  Т) (^1
тогда как

Это количество теплоты при допущенных предположениях оказывается
отрицательным и, следовательно, отдается резервуару. Здесь можно опять
использовать тот же резервуар, который доставил количество теплоты
<7jj, причем опять необходимо заботиться о том, чтобы были выполнены
условия квазистатического перехода. Так как сверх того, очевидно,
ĝ  =  —  то этот резервуар получит в точке 1 снова всю свою теплоту
и в остальных отношениях также придет в свое начальное состояние.

Полная работа оказывается;
I 1 г RT,. г», , RT2 , V, ,a =  aj +  a2 +  a3- f - a j _  — l g -  +  — I g -  +

+  -  Y) ( Т ,  -  Т О  +  (с, -  Y) ( Т , -  Т О .

Два последних члена уничтожаются, как при работе, производимой на 
адиабатах при процессе Карно. Если, далее, представить, что, с одной 
стороны, 2̂ и г»з, с другой стороны,, г;, и v  ̂ получаются один из дру
гого политропическим образом, то согласно уравнению (106) оказывается;

T'lT'a'-'-T =  7’а'Пз

и после деления получается
»2
V

Тогда выражение для работы а примет следующий вид;

e  =  — Та).

—  С е е.

с
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Для всей (положительной и отрицательной) сообщенной теплоты оказы
вается, так как =  —  q ,̂

7 4 "  Уг +  +  9'4 =  +  9'з =

т  ^ г'з  ̂ ^

т  ^ ' т  ^ t̂ 2

- Т , ) ,

следовательно, а -}-  ̂  =  О, как и должно быть при всяком круговом про
цессе.

Термодинамический коэфициент полезного действия, т. е. отношение 
между произведенной работой и положительной доставленной теплотой 
можем по смыслу выразить так:

>1 = ?1+  ?2 I ’

так как здесь теплота будет доставляться не только на первой изотерме, 
но также и на первой политропе. Таким образом для коэфициента по
лезного действия получается:

— {Ti— Гз) I g bда V 1 2 /

да 1 6 1 I >. 3 ■Ti)
(109)

Эта величина меньше, чем при процессе Карно. Правда, можно 
было бы определить здесь коэфициент полезного действия иначе, по
тому что количество теплоты принятое на первой политропе, будет 
отдано снова на второй политропе, и можно даже допустить, что отдача 
происходит в тот же резервуар, который раньше доставил теплоту q̂ . 
В таком случае этот резервуар находится по окончании одного цикла 
машины опять в начальном состоянии, и при вычислении коэфициента 
полезного действия можно пренебречь количеством теплоты q .̂ В таком 
случае оказалось бы, что

1^
1 - Ъ1 7-̂ . (109а)

а эта величина как раз равна коэфициенту полезного действия процесса 
Карно. Таким образом, смотря по тому, какое определение мы дадим 
коэфициенту полезного действия, мы придем к положению, что обобщен
ный процесс Карно обладает меньшим или таким же коэфициентом по
лезного действия, как самый процесс Карно.

В литературе юзиикали споры относительно этого, но в основном они 
сводятся к тому, что смешиваются по существу разные определения. Мы 
придерживаемся прежнего одределения, выраженного уравнением (109^, 
и, следовательно, утверждаем, что коэфициент полезного действия «обоб
щенного процесса Карно» меньше коэфициента полезного действия обык
новенного процесса Карно. Позже мы докажем (§ 38), что не суще
ствует процесса, обладающего большим коэфициентом полезного дей
ствия, чем процесс_;^Карно; что, напротив, все процессы, отклоняющиеся
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от процесса Карно, обладают меньшим коэфициентом полезного действия, 
чем этот последний. Вышеприведенный случай представляет пример этого 
общего положения. .

29. Химические реакции без изменений объема.

Особенно важную область применения первого начала представляют 
химические реакции. Из них мы прежде всего рассмотрим те, которые 
протекают без изменений объема, т. е. без производства внешней ра
боты. К этому близко подходят реакции между твердыми и жидкими 
веществами, так как при них изменения объема ничтожны. Наоборот, 
отсюда, вообще говоря, исключены реакции, в которых принимают уча
стие газы, потому что происходящие при этом изменения объема, т. е. 
внешние работы, обычно бывают значительными. Поэтому здесь мы 
рассмотрим лишь газовые реакции, которые протекают в закрытых со
судах; остальные мы будем исследовать в следующем параграфе.

Первое начало принимает здесь вследствие отсутствия внешней работы 
простую форму;

U , - U ,  =  Q. ( 110)

означает внутреннюю (химическую) энергию вещества перед реак
цией, Ц  —  ее же после реакции, Q — сообщенную извне теплоту. 
Можно видеть также, что и в этом частном случае введенное извне ко
личество теплоты зависит только от начального и конечного состояний 
системы, но не от пути, пройденного системой.

Химические процессы можно разделить на два больших класса: на 
такие, при которых необходим приток внешней теплоты, и такие, ко
торые, наоборот, отдают теплоту наружу. В термохимии первые назы
вают андотермичестми, а последние, значительно более частые, 
экзотермическими процессами. Далее, в противоположность нашему 
способу написания, отдаваемые системой количества теплоты там счи
таются положительными, поэтому экзотермические процессы^ т. е. 
такие, в которых при нашем способе выражения вводится отрицатель
ная теплота, называются процессами с положительным тепловым эффек
том, а эндотермические —  процессами с отрицательным тепловым эффек
том. В дальнейщем мы будем придерживаться нашего способа обозна
чения

Вместе с тем необходимо ввести целесообразную символику. Химик 
пишет реакцию, допускающую образование молекулы PbS из атома РЬ 
и атома S, следующим образом:

, P b - fS  =  PbS.

1 Тем не менее, наши термохимические уравнения совпадают с уравнениями 
химиков; это, очевидно, зависит от того, что при обеих формулировках дело идет 
о  том же самом (принцип сохранения энергии), только химики пишут вместо 
уравнения (110):

=  =  . (110а;
и относят знаки к  величине O'. ■ ' ■ ' ■
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Это, действительно, правильно указывает начальные и конечный про
дукты и их относительные количества, но ничего не говорит об энерге
тических соотношениях. Напротив, мы будем впредь обозначать хими
ческим символом, например РЬ, не только вещество, но вместе с тем 
и внутреннюю энергию грамматома или граммолекулы этого вещества. 
Следовательно, мы понимаем под РЬ (внутреннюю) энергию грамм- 
атома РЬ, под S энергию грамматома S, под PbS энергию граммоле
кулы PbS. Чтобы быть еще точнее, мы будем придерживаться следую
щего условия: твердые вещества мы означаем прямыми скобками [], жид
кие круглыми О ,  газообразные извилистыми { }  скобками. Следовательно, 
например [Н^О] означает энергию граммолекулы (моля) льда, (Н^О) —  
энергию моля жидкой воды, {Н.^О}— энергию моля водяного пара.

Чтобы написать таким способом вышеупомянутую термохимическую 
реакцию, мы должны ввести следующие обозначения:

и , =  [РЪ] +  [5], 
£/, =  [PbS].

( I l l )

Этим мы говорим, что энергия начального состояния есть энергия грамм- 
атома РЬ и грамматома S; энергия конечного состояния равна энергии 
моля сернистого свинца (той же температуры). Измерение Г е с с а  (Hess) 
показало, что реакция дает положительный тепловой эффект, равный 
18 400/fa;^; следовательно, Q надо полагать равным — 18 400 мал, а 
полное термохимическое уравнение поэтому гласит;

[PbS] —  [РЬ] _  [S] — 18 400 кал. ( 112)

Понятно само собой, что Ц  и измеряются здесь не в эргах, но 
в калориях.

В виде следующего примера рассмотрим таяние граммолекулы льда 
при 0 °С . Здесь имеем:

t/̂  =  [H,0], f/, =  (H,0);

теплота плавления на грамм составляет 80 кал, следовательно, 
Q =  18-80 мал, так как 18 есть молекулярный вес воды. Следовательно, 
термохимическое уравнение для этого процесса гласит;

(Н ,0 ) —  [Н р ]  == 18 .80  кал; (113)

значит, это процесс с отрицательным тепловым эффектом, или эндо
термическая реакция.

Такие примеры можно приводить неограниченно, для чего читатель 
должен быть отослан к специальным работам по термохимии.

Проверку первого начала можно предпринять следующим образом: 
так как энергия U  зависит только от состояния, в данный момент, то 
должно быть безразлично, каким образом происходит, переход от на
чального состояния к конечному. Если одна и та же реакция приводит 
разными путями от того же начального состояния к тому же конечному 
состоянию, то в соответствии с этим тепловой эффект должен^ыть,
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как мы уже упоминали выше, в обоих случаях одинаковым (при условии, 
кроме того, что возможно пренебречь внешней работой). Это следствие 
из первого начала, действительно, оправдывается; замечательно, что оно 
было экспериментально найдено Гессом уже в 1840 г. еще до того, 
как был установлен закон сохранения энергии в общем виде, и названо 
им законом постоянства тепловых сумм. Следующий пример Гесса 
может пояснить вышесказанное.

Возьмем в виде исходного вещества одну граммолекулу и две
граммолекулы NH, в бесконечно разбавленном водном растворе, что 
напишем так: (2ПНз*а5'). Следовательно,

t/i =  (H3S O , ) - f ( 2NH3.fl^).

Из этого образуется сернокислый аммоний (NHj).^SOj в водном растворе, 
также в бесконечном разведении; следовательно.

При реакции возникает положительный тепловой эффект, равный 
50166 «алС ледовательно, термохимическое уравнение имеет вид;

(NHjX^SOj-ag') — (H^SO^) — (2МНз.а9) =  — 50 Ш к а л .  (114)

Вместо того чтобы исходить из концентрированной серной кислоты, 
которую соединяем с бесконечно разведенным (NH3), можно, например, 
сначала прибавить один моль (Н.^О) к молю (H^SO^) и лишь затем 
ввести (2ННз-а^). В таком случае получаем следующее уравнение;

(H^SOi- IH3O) —  (HjS0 j ) - ( H 20) =  —  6450 кал, (115)

т.. е. при растворении 1 моля в 1 моле воды освобождается
6450 «ал . Далее получается:

((NHj)2 SOj-a^) — HjSOj-lR^O)—(2КНз.а9') =  — 43 691кал, (116)

т. е. если к этой растворенной в 1 моле воды серной кислоте приба
вить бесконечно разведенный NH,, то освободятся 43 691 «ал. Складывая 
уравнения ,(115) и (116), получим:

• ад) -  (H.3SO3) -  (2NH3. ад) -  
[ =  —  (43 691 -ф- 6450) кал —  —  50 141 «ал; (117)

следовательно, получаем величину, почти вполне совпадающую с урав
нением (114). Один моль воды в уравнении (117) включен, конечно, 
в обозначение ад. '

Гесс ировел этот пример еще дальше, причем он сначала разводил 
H^SO, в 2 молях воды и только тогда соединял ее с (2ПНз-ау). Он"л «

1 У самого Гесса числа другие; здесь они цересчиганы на граммолекулу HjSО,, 
что. конечно, не меняет существа дела.
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таким же образом повторял опыт, разводя H^SOj 5 молями воды и т, д, 
При этом он нашел следующее:

(К ,S O ,. 2НгО) —  (H^SO,) —  гСН^О) =  —  9826 кал,
((NH,),SO, • а?) —  (H^SO,. 2Н ,0) —  (2NH3 •aq) =  —  40 458 кал.

При сложении этих уравнений получается:

((NH,),SO,.a9) — (Ы,50,) -  (2ПНз.а^) = 
== —  50 2%  ̂кал.

Соответственно было получено:

■ (40 4 58 + 9 8 2 6 ) кал ==
(118)

(H,SO, -SH.O) — (H,SO,) —  5 (Н ,0 ) =  —  13 120 кал,
((NHjl^SO, • aq) —  (H^SO, • 5Н ,0) —  (2NH3 • aq) == —  37 600 кал,

и сложение дает опять:

((NH,)^SO, • aq) —  (H.,SO,) —  (2NH, .0-7) == —  (37 600 +  13 120) кал =
=  —  50 720 лгал. (119)

При сравнении тепловых эффектов в уравнениях (114), (117), (118)* 
и (119), они оказываются тождественными в пределах погрешности опыта, 
как этого требует первое начало.

Мы упомянули выше, что при реакциях, в которых принимают уча
стие газообразные составные части, следует вообще принимать во вни
мание производимую работу. Но если такие реакции производить в так 
называемой бомбе Бертло, т. е. в закрытом сосуде, чем вынуждается 
постоянство объема, то они также подпадают под действие закона по
стоянства тепловых сумм. Сюда относится пример образования серно
кислого свинца следующими двумя путями. С одной стороны, найдено:

[PbSO,] — [РЬ] —  [S] — 2{0.,} = — 216 210«ал.

Но, с другой стороны, . .

{SOj} —  [S] — {О5,} =  ~  71 080 кал 
и

[PbSO,] — [РЬ] —  {SO.,} —  {О ,} =  —  145 130 «ал.

(120)

и сложение дает:

[P b S O ,]^ [P b ] - [S ] 2 { 0 , }  =  — (145 130 +  7 1 0 8 0 )«а л = : .
= —  216 210 «ал, (121)

следовательно, результат совершенно совладает с числом, полученным 
первым путем.

Можно, наоборот, использовать первое начало для определения кос
венным п}ггем теплового эффекта реакций, которые непосредственно
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или совсем не происходят при существующих условиях или не могут 
быть измерены. Пусть это относится, например, к реакциям, которые 
мы обозначим символически:

(Л5) =  (Л) +  (5 ). ,

Требуемые величины можно найти следующим образом, если Л и 5  
вступают в реакцию с другими веществами С п D:

!(Л С )— :( Л ) - (С )  =  а, '

Далее, вещества С п D  могут вступить в следующее соединение:

 ̂ ( C D ) - ( C ) - ( D )  =  y .

и, наконец, может произойти еще следующая реакция:

(АВ)  4 -  (CD) —  (АС) —  (BD) =  S.

(a)
(b)

(с)

(d)

Вычитая уравнение (с) из уравнения (d) и складывая (а) и (Ь) с (d), 
получим:

( Л В ) - ( Л ) - ( Д )  =  а +  р +  8 - у .

Но это не что иное, как термохими«^еское уравнение искомой реакции. 
Вот пример: требуется найти теплоту соединения углерода и кислорода 
в окись углерода, что недоступно экспериментальному определению. 
Напротив, известны следующие реакции:

{СО^}— [С] — {О.,} =  —  97 000 мал, 

{С 0 4  —  {СО} {Oij} =  —  68 000 лгал.

( 122)

(123)

Одно представляет образование двуокиси углерода из углерода и ки
слорода, другое —  из окиси углерода и кислорода. Вычитая, получаем 
искомое уравнение:

I(СО) —  [С] —  у  {О^! =  —  29 000 кал.
i —

(124)

Наконец, первое начало позволяет сделать общее заключение отно
сительно зависимости теплового эффекта любой реакции от температуры 
реакции. Пусть происходит химический процесс по схеме:

Щ (Л) - f  т^(В) — т^(С) - f  m^(D),

т. е. OTj грамм вещества А соединяется с граммами вещества S, 
образуя /и,' грамм вещества С  и m j грамм вещества D. Тепловой эффект 
реакции обозначим, как всегда, через —  Q, причем, теперь прибавим 
аргумент: — Q(T’), чтобы выразить зависимость Q от Т. Удельные, тепло*
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емкости участвующих в реакции веществ пусть будут q , 
Рассмотрим следующий процесс:

1. Искомая реакция происходит (слева направо) при температуре Г;
она дает тепловой эффект —  Q(7); затем мы нагреваем образующиеся 
продукты реакции от температуры 7  ю  T-\-dT, что требует доставки 
теплоты Следовательно, всего введено извне следуюпХее
количество теплоты:

(2(7) +  ( / и / с , ' 4 - < О й 7 .  .

2. То же самое конечное состояние получаем следующим образом.
Нагреваем начальные продукты Л и S  до температуры T-\-dT, для чего 
требуется доставка теплоты dT  калорий. Затем предоста
вляем реакции итти при температуре T-i^dT, что дает тепловой эффект 
—  Q{T-\-dT). Следовательно, при этом втором пути вся доставленная 
извне теплота равна

Q(T-{-dT)-\-(m^c^-\-m^c.^dT.

Согласно первому началу оба уравнения должны быть равны между 
собой; следовательно,

Q{T) +  (т^с'  +  dT == Q { Т dT)  ^  {т,с, +  щс^) dT;

применяя теорему Тейлора и ограничиваясь линейными членами, находим:

О ( 7 + ^ 7 )  ^ Q ( 7 )  +  ̂ ( / 7 ;  

тогда окончательно следует:

^  =  m /c j'-j-  т '̂с '̂ —  (т,с^ - f

или, распространяя на реакцию с любым числом компонентов:

- =  2 /Д , 'с /   ^  ЩуС,. -dQ
dT (125)

Ъпи!с-! есть «полная теплоемкость» системы после реакции, а то
V

же перед реакцией. Следовательно, температурный коэфициент те
плового эффекта равен разности теплоемкостей реагирующих веществ 
после реакции и перед нею.

Простейший пример представляет таяние льда при 0°. 1 г льда пре
вращается в 1 г воды посредством прибавления 80 кал. Следовательно, 
т  ̂—  т ^ = \ ;  все остальные т равны нулю. Далее, удельная тепло
емкость воды равна с ^ = \ ,  льда с, =  0,501; следовательно,

dQ .

V V
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С другой стороны, непосредственное определение теплоты плавления при
dQ ■■ о,5о:различных температурах дает согласно Петтерсону значение ^

следовательно, действительно, оказывается полное совпадение.
При многих соединениях с большею степенью точности справедливо 

равенство: 2 /«vC, == 2 (так называемое правило Д ж о у л я - К о п п а ) ;  
следовательно, в этом случае тепловой эффект реакции совершенно не 
зависит от температуры.

30. Химические реакции с изменением объема.

Если в реакции участвуют газообразные вещества и она происходит 
не в замкнутом сосуде, например, не в бомбе Бертло, то следует при
нимать во внимание внешнюю работу, в большинстве случаев —  работу 
постоянного внешнего давления воздуха ро. В таком случае справедливо 
первое начало в своей общей форме:

U ^ - U ,  =  Q - [ % , d V ^ Q ^ p , i V , - V ^ \  
1

(126)

если и К, обозначают объемы газообразных составных частей до и 
после реакции; изменениями объема твердых и жидких составных частей 
можно пренебречь. Внешней работе можно дать при
ближенное выражение, если рассматривать все газообразные составные 
части как идеальные газы, что допустимо в известных границах. Если 
имеем до реакции Afj граммов газообразных составных частей, а после 
реакции их оказывается граммов, то получим, умножая уравнение 
состояния на и Жз и замечая, что Лl̂ v̂  =  V'j и M̂ v.̂  — V̂ , сле
дующие равенства:

Р»У,- . R T ^ = R T n „

щ

1
■ RTn,. )

(127)

При этом Шу и означают химические молекулярцые веса или средние 
молекулярные веса газов до и после реакции, если, как часто бывает, 
дело идет о газовой смеси. Соответственно этому, числа

М.=  я, и —^1 W,

выражают количество граммолекул газа до и после прои,есса. При 
этом первое начало можно написать так:

RTU , - U ,  =  Q - \ -^ i n . , - n ^ ) (128)

При’ этом последний член правой стороны разделен на механический 
эквивалент теплоты J, чтобы выразить его в калориях, как и остальные

я
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члены. В абсолютной системе единиц /? -=  8,313-10’  эрг/град; его можно 
перевести в «калории на градус», разделив на механический эквивалент 
тепла / =  4,19-10'^. Таким образом получим из уравнения (128) следую
щее равенство, где все величины выражены в калориях:

и „ ~ и . 8,313-Г — « 2)
■ 4,19 ' д  +  1 ,9 8 5 Г (л ^ -/г ,) . (129)

Возьмем сначала для примера реакцию, происходящую в соответствии 
с уравнением (123), если она производится в бомбе Бертло.

После реакции имеем 1 моль двуокиси углерода {СО.^}, следовательно,
до реакции мы имели V -2 моля кислорода Ya {О^}, следовательно, и, = Y a ‘> 
отсюда находим —  n..̂  —  —  Y-2> и стало быть, если реакция происходит 
при атмосферном давлении и 0° С, на правой стороне надо бы было 
согласно уравнению (129) добавить выражение— 1,985-Ya’ 273, что со
ставляет почти 27Q кал. Следовательно, в этом случае тепловой эффект 
реакции был бы на 270 кал больше.

Другой пример представляет сожжение 1 моля Н.̂  в Ya 0.̂  с об
разованием жидкой воды, при 20° С и все время при атмосферном да
влении. Если эта реакция дает в бомбе Бертло тепловой эффект —  
то теперь она дает отличную от нее величину— Q, которая вычисляется 
следующим образом: п. — О, так как после процесса газ более не суще
ствует; я, =  “Y, так как перед процессом имели 1 моль Hj и Ya моля 
О.,, следовательно, всего моля газа. Так как Т =  293°, то, следо
вательно, согласно уравнению (129) термохимическое уравнение имеет вид: 

(Н О ) — {Н^}— Ya. jO.,} = Q  +  1,985-Va-293 =  Q +  880A:a^ =  ^  
Следовательно, теперь тепловой эффект реакции на ЪЪОкал меньше, 
чем раньше при опыте в бомбе Бертло.

К рассматриваемым здесь реакциям при постоянном внешнем давлении 
можно подойти также несколько иначе. Первое начало, формулированное 
уравнением (126), можно написать так:

=  (126a)

Согласно Д ж и б б с у, величину

u + p , v ^ j  - (130)

называют тепловой функцией при постоянном давлении, или короче, 
тепловой функцией. Тогда уравнение (Т.:6а) примет следующий ввд

Л — -А =  Q - (131)

Это значит, что в процессах при постоянном внешнем давлении тепловой 
эффект также зависит только от начального и конечного состояний 
системы, аналогично тому, как при отсутствии внешней работы; только 
там [в уравнении (ПО)] слева стоит внутренняя энергия U, здесь же 
тепловая функция J. Поэтому часто относят символы [X], {X),  {.ЛГ) не к С/, 
но непосредственно к J. Величина J играет теперь в технике значи
тельную роль и называется «теплосодержанием»; это обозначение по
нятно из уравнения (131). К этому мы еще вернемся в пятой главе.
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31. Общая характеристика значения второго начала.

Как показывает первое начало термодинамики, энергия замкнутой сис» 
темы в конце процесса равна энергии в его начальном состоянии; 
следовательно, в смысле энергии начальное и конечное состояния сис
темы не отличаются друг от друга ,̂ В этом заключается причина того, 
что закон сохранения энергии не может указать направления, в котором 
совершается процесс. Поясним это простым примером. Камень массы М, 
поднятый на высоту А, обладает потенциальной энергией Mgh; при па
дении камня потенциальная энергия его уменьшается, а кинетическая 
увеличивается, пока не достигнет в момент удара наибольшего своего 
значения, равного Mgh. В это мгновение кинетическая энергия исчезает, 
но зато в камне и в среде, непосредственно его окружающей, развива
ется эквивалентное количество теплоты. Закон сохранения энергии оста
ется в силе, как и должно быть. Но этому закону, очевидно, не проти
воречил бы также обратный процесс: если б »  камень, лежащий на 
поверхности земли, отнял от окружающей среды известное количество 
тепла и поднялся бы до такой высоты, чтобы приобретенная им потен
циальная энергия равнялась полученному количеству тепла. Очевидно, 
при таком процессе закон сохранения энергии удовлетворялся бы так 
же, как и при прямом процессе. Однако мы не только не наблюдаем 
в природе этого обратного процесса, но на основании повседневного опыта 
нам кажется нелепым представить себе даже самую возможность его 

Следовательно, кроме закона сохраненйя энергии должна существовать 
какая-то другая причина, почему в природе один процесс предпочитается 
другому, обратному. Эту же мысль можно выразить в более общей форме: 
если рассматривать два различных состояния системы, то должно суще
ствовать какое-то основание, почему одно состояние возможно только 
в виде начального состояния, а другое только в виде конечного, но не 
наоборот. Здесь мы сталкиваемся со вторым началом теории теплоты, как 
совершенно новым принципом, независимым от первого начала. Второе 
начало отвечает как раз на вопрос, которое из двух данных состояний 
возможно в природе только как конечное состояние, а одновременно 
с этим и на следующий связанный с ним вопрос: в каком направлении 
может происходить процесс от данного начального состояния. Наконец, 
оно указывает также на тот случай (по существу это, очевидно, та 
же самая проблема), когда невозможен никакой процесс, начинающийся

4 Ср. изложенное в § 113— 116 главы десятой.
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от определенного состояния, т. е. когда это данное состояние есть со> 
стояние равновесия.

Можно уже здесь спросить, в какой аналитической форме должно 
выразиться подобное положение. Мы знаем, что оно должно дать нам 
критерий, позволяющий различать начальное состояние от конечного. 
Следовательно, оно не может состоять в указании такого свойства про
цесса, которое одинаковым образом встречается в обоих состояниях, 
как, например, это было бы с энергией. Напротив, мы должны указать 
R обоих состояниях такое свойство, которое позволяет отличать конечное 
состояние от начального. Это можно, например, сделать так (и на самом 
деле так и делается): указать такую функцию 5  состояния в данный 
момент, которая при конечном состоянии естественного процесса всегда 
имеет другое значение, чем в начальном состоянии, например, всегда 
больше в конечном состоянии, чем в начальном.

Ясно, что если мы будем знать такую функцию состояния в данный 
момент, то наше требование, действительно, будет выполнено; потому 
что, если будут даны два состояния ( / )  и (2), то придется только опреде
лить значение этой функции в обоих состояниях, следовательно, соста
вить выражения S {1) и S (2). Если бы оказалось, что 5  (2) |> S (I), то ко
нечным состоянием могло бы являться лишь состояние {2): система стре
милась бы от состояния ( / )  к состоянию (2). Но если S ( I ) ^ S ( 2 ) ,  то пере
ход от ( / )  к (2) был бы невозможен, а возможен был бы лишь переход 
от (2) как начального состояния к ( / )  как конечному состоянию.

Далее, пусть состояние ( / )  таково, что при всяком ином бесконечно 
близком к нему состоянии величина функции S оказывается меньшей. 
Это означает, что если система находится в состоянии (7), невозможно 
никакое изменение ее, так как вообще возможны только такие процессы, 
которым соответствует нарастание S; следовательно, при данном со~ 
стоянии система находится в равновесии.

Этого краткого предварительного пояснения достаточно, чтобы дать 
понятие о значении так называемого второго начала термодинамики.

Заметим, что исторически второе начало впервые было выяснено благо
даря исследованиям Сади Карно, Они были изложены в его статье 
«Rdflexions sur la puissance motrice du feu» («Рассуждение о движущей 
силе огня») в 1824 г., причем Карно первоначально исходил из вопроса 
о коэфициенте полезного действия термодинамической машйны. Однако 
часть объяснений Карно оказывается несостоятельной, так как он исхо
дил из материальной теории теплоты и, следовательно, должен был ко 
всему круговому процессу предъявлять требование: HQ == О, которое, как 
мы знаем, несовместимо с первым началом/ Рудольфу Клаузиусу при
надлежит заслуга извлечения верного зерна из рассуждений Карно; он 
привел идеи Карно в соответствие с представлением о теплоте как 
форме энергии. От него же произошло и название «второе начало».

32. Доказательство вспомогательного положения.
Прежде чем перейти к доказательсту второго начала, установим вспо

могательное положение, которое получается из рассмотрения соответ
ствующего кругового процесса Карно при идеальном газе. Пусть будут,
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как и раньше, Г, и две температуры, между которыми газ должен 
работать, причем Т, >  Т̂ . С зтой целью мы пользуемся, как и прежде, 
двумя бесконечно большими резервуарами, которые обладают этими тем
пературами и могут отдать любые конечные количества теплоты, не из
меняя свою температуру на какую-либо конечную величину,

В таком случае, как мы выяснили в § 27, полный эффект процесса 
Карно состоит в том, что резервуар R^{T^) отдает (положительное) 
количество теплоты резервуар отдает (отрицательное) количе
ство теплоты Q.J и производится внешняя работа А —  —  (Q^ -|- Q )̂. При 
этом оба количества теплоты подчиняются еще следующему условию;

“*1 2̂ ( 1)

Если заставить процесс итти п раз в прямом смысле, то отданные 
количества теплоты будут и а произведенная работа

■ nA =  — n{Q^-\- Q^.

Следовательно, мы можем изменять отдаваемые резервуарами количества 
теплоты одним лишь изменением числа п] правда, это изменение не будет 
непрерывном, если не изменять характер самого кругового процесса, так 
как п по существу должно быть целым чнс.то.ч. Но если мы оставим 
себе, кроме того, возможность изменять обе адиабатические части про
цесса при одних и тех же изотермах 7\ и (причем мы, выражаясь 
геометрически, то сдвигаем, то раздвигаем обе адиабаты на плоскости 
pv), мы сможем произвольно варьировать величины nQ  ̂ и nQ .̂ Если для 
краткости обозначить:  ̂ ' - -

w^
W.

то w^, следовательно, может принимать любое заданное положительное 
значение; в таком случае определяется соотнощением:

W,
•'1 '2 (2)

Если заставить процесс Карно итти п раз в обратном смысле, то таким 
же способом можно доказать, что величина w  ̂ может принимать любое 
отрицательное значение, причем w.̂  опять определяется посредством 
еоотношения (2),

Это можно выразить также следующим образом. Мы можем заста
вить идеальный газ п раз совершать прямой или обратный процесс 
Карно между данными температурами T̂  и таким образом, что 
при этом и w.̂  смогут принимать любые заданные значения, 
которые должны подчиняться только лишь условию (2).

Соответственно этому величины и w.̂  еще не вполне определяются 
наложенным на ..них условием (2); для полного их определения необхо
димо (и возможно) ввести еще некоторое произвольное уравнение.

Этой свободой мы воспользуемся в дальнейшем.
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33. Perpetuum mobile второго рода.

Второе начало, к доказательству которого мы переходим, так же как 
и первое, есть результат опыта. В первом начале это с особенной 
ясностью проявляется в том, что мы исходим из невозможности perpe
tuum mobile, т. е. из факта, тысячи раз удостоверенного на опыте. Со
вершенно аналогичным образом мы ставим во главу доказательства 
второго начала также положение, добытое из опыта. Если оно правильно, 
как и вывод, который мы из него делаем, то правильно также и выте
кающее из него второе начало; если последнее будет отвергнуто каким- 
либо экспериментом, то и вышеупомянутое основное положение должно 
быть признано ошибочным.

Различными физиками было выставлено несколько таких положений, 
которые, конечно, должны стоять в известной связи друг с другом.

Остановимся на нашем примере в § 31, где мы рассмотрели следую
щий процесс: тело с массой М  должно было отнять от окружающего 
его пространства определенное количество теплоты и соответственно 
этому подняться вверх.

Хотя по закону сохранения энергии это было бы вполне возможно, 
но мы такого процесса никогда не наблюдаем. Попытаемся установить 
характерные особенности этого процесса. Они оказываются следующими: 
в задуманном опыте мы имеем процесс, полный эффект которого 
(т. е. эффект, включающий все вызванные процессом изменения в при
роде) состоит в том, что тепловой резервуар (в нашем примере земля 
или же самое тело) отдает теплоту, и производится соответствующая 
этой теплоте работа (в нашем примере тело поднимается на определен
ную высоту). ^

Вильям Томсон обобщил этот результат следующим образом: " "
В природе невозможен процесс, полный эффект которого состоит 

в охлаждении теплового резервуара и_в. элвивалентном подъеме ^руза.
Оовершенно'сходн'ым' положением пользуется ' также'' Планк при своем 

доказательстве второго начала. Для краткости будем называть такой 
процесс (признанный невозможным) процессом Томсона-Планка.

Несколько другую формулировку дал (раньше Томсона) Рудольф Клау
зиус; его основное положение гласит:

Теплота никогда не может переходить сама собой от более низкой 
температуры к более высокой.

Это положение кажется с первого взгляда гораздо-яснее, чем положение 
Томсона-Планка. Это в значительной мере зависит от того, что невольно 
приходит мысль о теплопроводности, при которой, действительно, теплота 
всегда переходит от более высокой температуры к более низкой, т. е. в 
смысле выравнивания. Однако если бы положение Клаузиуса утверждало 
только то, что при чистой теплопроводности теплота не может пере
ходить в направлении, противоположном выравниванию, то оно было бы 
тривиальным и излишним; тривиальным, потому что указанное поведение 
теплоты при простой теплопроводности понятно само собой и вытекает 
уже из определения температуры; излишним, потому что из него нельзя 
вывести никаких новых физических заключений. Но в действительности 
положение Клаузиуса говорит гораздо больше. Именно оно утверждает

16 Теория темлоты.
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что во всей природе не может существовать такого процесса, каки
ми бы способами мы ни пытались его воспроизвести, который отни
мал бы положительное количество тепла от более холодного тепло
вого резервуара и вводил бы это самое количество тепла в более 
нагретый резервуар, причем этот процесс происходил бы «сам по 
себе», т. е. не оставляя одноврежнно каких-либо других изменений 
в n m v ^ e~ Эштптуе&сс, который признан здесь неосуществимым, мы 
назовем процессом Клаузиуса.

Уже при обратном процессе Карно от более холодного резервуара 
отнимается положительное количество теплоты — —  Q-i вводится 
другое количество теплоты в более нагретый резервуар. Но при
этом, во-первых, резервуару с более высокой температурой отдается 
большее количество теплоты, чем теплота, отнимаемая от резервуара 
с более низкой температурой; а во-вторых, извне производится работа, 
эквивалентная этой разности =  —  (Qi +  Qa) — Следова
тельно, при обратном процессе Карно в природе происходят, кроме 
того, чего требует процесс Клаузиуса, еще следующие изменения: 
производится положительная работа и тепловой резервуар получает 
эквивалентное ей количество теплоты. Для того чтобы уничтожить 
эти изменения, чтобы в природе опять не осталось никаких добавочных 
следов процесса, потребовалось бы новое приспособление, которое про
изводило бы только охлаждение теплового резервуара и (эквивалентное) 
поднятие груза, т, е. возвращало бы произведенную работу. Но такое 
приспособление выполняло бы тогда процесс Томсона, невозможность 
которого мы уж е выяснили.

Отсюда ясен, с одной стороны, подлинный смысл положения Клаузиуса, 
а с другой стороны, видна связь его с положением Томсона-Планка. 
Положение Томсона, очевидно, вытекает из соединения процесса Клау
зиуса с соответствующим процессом Карно, Это заключение мы впослед
ствии подтвердим аналитически.

Чтобы иметь возможность выражаться кратко, мы будем пользоваться 
символикой, очень удачно установленной Карлом Нейманом. Если тепло
вой резервуар т. е. бесконечно большой резервуар, обладающий
постоянной температурой Т „  отдает количество теплоты Qj, то его обо
значают знаками:

' , или кратко .

Что касается произведенной работы А, то она должна получаться от 
какой-нибудь механической системы, которую назовем 2; соответственно 
этому знак

означает в последующем, что данная система произвела работу А.
Пользуясь таким символическим обозначением, можем написать резуль

тат кругового процесса Карно (прямого или обратного) следующим об
разом. '

"  „91 - - ( 9 .  +  9J
Процесс К а р н о :  (7 'j) '^  ^ (3)
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причем согласно уравнению (1) одновременно справедливо равенство

Q i , Q2
+  т (4)

В конечном результате нет надобности упоминать об идеальном газе, 
с которым производится процесс, так как он опять приходит в перво
начальное состояние, следовательно, не претерпевает никаких стойких 
изменений.

Точно таким же образом можно формулировать процесс Томсона- 
Планка.

ПроцессТомсона- Пл а н к а : / ? ( Т ) '  2 ^ '  ; Q ] > 0, I (5)

и, наконец, процесс Клаузиуса, если и означают более холодный 
и более нагретый резервуары.

Процесс К л а у з и у с а :  R,̂ /  r / - Q > 0 .  , (б)

Выше указано, что процессы, определяемые символами (5) и (6), невоз
можны.

Покажем теперь непосредственным вычислением, что невозможность 
процесса Клаузиуса влечет за собой невозможность процесса Томсона, 
и наоборот, так что при доказательстве второго начала положение 
Клаузиуса и положение Томсона должны считаться равноценными.

С этой целью воспользуемся двумя резервуарами R,,{T^) и R^(T^), 
где которые необходимы при процессе Клаузиуса и которые
мы ввели в выражение (6); привлечем затем соответствующую механиче
скую систему 2, чтобы, кроме того, провести еще процесс Карно с лю
бым идеальным газом. При этом процессе от более нагретого резервуара 
Rĵ  будет отнято количество теплоты w^, от более холодного резервуара 

отнято количество теплоты w.̂ , а системой 2 произведена работа 
— при этом и связаны соотношением, (2) и мы еще
вольны ввести любое уравнение для определения и w.̂ . Таким обра 
зом имеем: во-первых, процесс Клаузиуса согласно обозначению (6)

r / ^  R f -  2^  , Q > 0;

во-вторых, процесс Карно согласно обозначению (3):

Полный эффект обоих процессов можно представить формулой;

Кл а у з ' иу  с -| -К а р н о ; Ru{T^ 

то»

- ? + W l

Л (7)
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и можем еще предписать для следующее уравнение:

—  Q -{- TWj =  О,

вследствие чего выражение (7) переходит в следующее:
О

Если теперь вычислим и w.  ̂ из уравнений (2) и (8):

W, QTtQ; J ,

(8)

(9)

( 1 0 )

то для объединенного процесса Клаузиуса-Карно получим выражение:

(И)

При этом Q > 0 ,  так как было предположено, что Q положи
тельно, а Т^<^Ту Но в таком случае согласно уравнению (5) процесс, 
определяемый уравнением (И ), есть процесс Томсона-Планка. Следова
тельно, получается вывод: если процесс Клаузиуса возможен {или не
возможен), то возможен (или невозможен) также и процесс Томсона- 
Планка, Точно таким же образом можно показать обратное: если воз
можен (или невозможен) процесс Тожона-Планка, то это же отно
сится и к процессу Клаузиуса. Следовательно, безразлично, какое из 
этих двух положений мы используем для доказательства второго начала.

Процесс Томсона, как мы неоднократно отмечали выше, очевидно, 
находится в полном согласии с законом сохранения энергии; он отнюдь 
не представляет perpetuum mobile. Однако же человечество получило бы 
от машины, которая могла бы выполнять процесс Томсона, такую же 
выгоду, как от perpetuum mobile, потому что с помощью такой машины 
можно было бы извлечь из моря или суши или атмосферы огромную 
присущую им тепловую энергию и превратить ее в работу, Т. е. получить 
работу даром. Поэтому Оствальд метко назвал процесс Томсона регре- 
tHum mobile второго рода; в таком случае, собственно, perpetuum mo
bile следует отличать прибавлением для большей ясности слов «первого 
рода». В соответствии с этим мы поставим во главе нашего доказа
тельства следующее положение: perpetuum mobile второго рода невоз
можно.
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Произведем теперь круговой процесс с любым веществом, состояние 
которого зависит от конечного, но произвольного числа общих коорди
нат, при помощи п резервуаров / ? „ . . .  ,R^, имеющих температуры 
jTj, Т^,. . .,Т„, и механической системы 2 . Этот круговой процесс отнюдь 
не пр едполагается квазистатическим, который можно было бы повести 
в обратном направлении; в таком случае температуры резервуаров от 
7!, до 7„ должны были бы, между прочим, быть всегда равны темпера
туре тела в данный момент с точностью до бесконечно малой величины. 
Напротив, круговой процесс должен быть вполне произвольным, следова
тельно, например, может протекать с любой скоростью.

Во всяком случае можем написать его конечный результат так:

-Si -«8 ^^Я_1 ^ -(?1  +  «2+...+ ?я)
R {  2-^  . ( 12)

Теперь спрашивается, существуют ли какие-нибудь соотношения между 
количествами теплоты Q,. (Согласно материальной теории теплоты такое 
соотношение необходимо и состоит, очевидно, в соблюдении равенства 
(2Q„ =  0). Чтобы найти это предполагаемое соотношение, воспользуемся 
по примеру Г. Кирхгофа рядом квазистатических процессов Карно, 
которые сочетаем с нашим общим круговым процессом ( 12) (совершенно 
так же, так в предыдущем параграфе). Важно уяснить себе, что поль
зование квазистатическим процессом отнюдь не означает ограничения 
процесса (12). Последний, как уж е отмечено, вполне произволен и 
применение квазистатических процессов есть пюлько теоретический 
искусственный прием, посредством которого должны (и могут) быть 
найдены некоторые соотношения, справедливые при любом круговом 
процессе (12).

Соединяем (п — 1) круговых процессов Карно с нашим процессом (12), 
причем пользуемся в качестве двух резервуаров, необходимых для ведения 
процесса Карно, поочередно резервуарами R̂  и R,̂ , R  ̂ и /?,, наконец, 

и механической системой служит постоянно система 2 , при
менявшаяся при процессе (12). Следовательно, схема (л —  1) процессов 
Карно гласит:

-(»/•>+»/*>) (13)

с , :
щ

r / 2 ^

С ,:

„ .л

в /
<«) №

С ,: r /  r / 2 ^

С .■n-i*

(и -1 )

К-пгЛ Rn ■’

(n-I)
И

/  (я—1) (я—1)4
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Соединение общего кругового процесса ( 12) с этими процессами 
Карно, формулированными в  уравнении (1.3), дает, таким образом, сле
дующий общий результат:

R (  r /^ ‘ r /^- . . .

. . .  Rn—i Rn '
,,-l9i+9s4-...4-9n+W ^4-«’s^^0+(n’s^^^+w/^^)+...+ •

(U)

При этом согласно нашему вспомогательному положению § 32, 
являются вполне произвольными величинами, удовлетворяющими лишь 
следующим уравнениям:

_  Q

T i T  Ti ~

= 0.

к»:п—1

^я—1
W,,(я-1)

:0.

(15)

Как мы неоднократно отмечали и уже использовали в § 33, мы можем 
ввести для полного определения еще (п —  1) соотношений и выби
раем их так, что исчезают все количества теплоты, полученные согласно 
уравнению (14) от первых ( « — 1) резервуаров, т. е, напишем:

Qi +  == о,
Qj -1-  =  о.

(16)

Располагая несколько иначе суммы, представляющие всю работу, про
изведенную согласно уравнению (14) системой 2, и принимая во внима
ние уравнение (16), получим, применяя еще раз уравнение (16), простую 
схему:

у  у  у
—1 (17)

Это —  полный эффект общего кругового процесса (12) и (п — 1) кваза- 
статических вспомогательных процессов Карно согласно уравнению (13).

Но уравнение (17) при сравнении с уравнением (5) показывает, что 
вышеприведенное соединение процессов оказалось бы процессом Тожона,
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т. е, perpetuum mobile второго рода, если бы было - f - ^  0. 
Так как последний мы признали невозможным, то, следовательно, по
лучаем неравенство:

(18)

Остается выразить при помощи уравнений (15) и (16) в величи
нах Qv и Тч. Находим поочередно:

< 5 ->=-7„,(^;+a+...+fe);

Согласно последнему уравнению (19) из уравнения (18) следует:

« . + ^ . ( T ; + 7 ; + - - - + t e ) « > .

или после деления на положительную величину Г„:

(19)

Qi 1 Q2 1 Оз I I Qn ■ 
Т„- (20)

Это неравенство— назовем его неравенством }1лгугщсг-~-пргдставляет 
искомое соотношение ж ж ду количествами теплоты Q, и темпера
турами резервуаров Тч.

Оно пригодно для произвольного кругового процесса даже в том слу
чае, когда число п резервуаров возрастает до бесконечности; при этом 
количества теплоты Q-, переходят в ди(|)еренциалы d'Q, а сумма стано
вится интегралом и согласно уравнению (20) будет:

( 2 1 )

интеграл распространяется на всю совокупность резервуаров.
Надо помнить при этом, что температуры Тч в уравнении (20) или Г 

в уравнении (21) вообще не являются температурами работающего тела, 
но представляют температуры резервуаров. В общем случае между обоими 
видами температуры не существует никакой связи, так как круговой 
процесс ( 12) совершенно произволен и отнюдь не предполагается два-
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зистатическим. Величины Q, или d'Q могут также относиться к резер
вуарам: это— количества теплоты, отдаваемые последними. Следовательно, 
при вполне произвольном процессе все величины уравнений (20) или (21) 
относятся исключительно к резервуарам, а не к веш,еству, произво- 
дяш,ему процесс.

Температуры в уравнении (20) и Г .в уравнении (21) только в том 
случае должны всегда совпадать с температурами работающего вещества, 
если цикл ( 12) есть цикл квазистатический; тогда этими же величинами 
можно обозначить температуру работающего тела, при которых это тело 
получает количества теплоты Q, или d'Q. Подобным образом, обозначая 
через Q, или d'Q количества теплоты, получаемые работаюш,им ве
ществом, можно в случае квазистатического процесса относить все 
величины уравнений (20) и (21) к работающему веществу и более не 
рассматривать резервуаров. На этом основано большое значение квази
статических процессов в теории второго начала, и отсюда же вытекает 
плодотворность последнего для1 изучения таких процессов.

Но квазистатический процесс всегда может протекать и в обратном 
направлении, причем изменя1йтея лишь знаки количеств теплоты и работы. 
Если допустить, что цикл (Д2), который мы предположим квазистатиче
ским, идет в обратном направлении, то то же самое доказательство при
водит к следующему соотношению для количеств теплоты Q или d'Q:

-S
d'Q <  о или т (22)

Так как в то же время должны удовлетворяться уравнения (21) и (22), 
то для квазистатического процесса может быть пригодным только знак 
равенства. Следовательно, имеем положение:

Для произвольного квазистатического процесса удовлетворяется со
отношение: ,

(23)4 '

где интеграл распространен на весь процесс.
Для большей ясности мы ввели при d'Q индекс стат.
Представляя себе круговой процесс, протекающий от состояния ( /)  

через состояние А  к состоянию (2) и отсюда через состояние В опять 
к состоянию ( /) ,  можем написать подробнее;

(А)
 ̂ - (1) т

(5 )  =-'(2)
или, меняя пределы второго интеграла;

<стлт
т > (24)

т. е. интеграл, простирающийся от ( / )  к (2), имеет на обоих путях 
одинаковое значение и, следовательно, не зависит озп пути, а зависит 
только от состояния работающего вещества в ( / )  и (2). Следовательно,
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если 5  означает функцию состояния в данный момент, то мы можем на
писать;

(1)
или же

(25)

(26)

Оба уравнения выражают следующее:
Существует некоторая функция S мгновенного состояния вещества 

(т. е. такая функция, которая зависит только от переменных пара
метров состояния системы), полный диференциал которой равен бес
конечно малому количеству теплоты /̂'<Зcдав„,, получаемому при квази
статическом изменении системы, деленному на температуру Т, при 
которой эта теплота сообщается. ■

Или в другой формулировке;
В то время как, согласно первому положению, сообщаемое квази

статически количество теплоты вообще не есть полный ди-
d̂ Oференциал— таковым является лишь сумма d'Q и d ’А ,—величина -  f ”"”*

есть полный диференциал чистой функции состояния. ■
Уравнения (25) и (26) выражают второе начало теории теплоты. 
Согласно Клаузиусу мы называем функцию -S функцией энтропии, 

а ее значение для данного тела в определенном состоянии— энтропией 
этого тела при данном состоянии.

(d\ Qcmam\Клаузиус назвал выражение ——- j  приведенным количествоЛ те
плоты-, поэтому второе начало можно выразить также следующим об
разом: сумма приведенных количеств теплоты при квазистатическом 
круговом процессе равна нулю вместо суммы самых количеств теплоты, 
как должно было бы быть по материальной теории тепла.

35. Вычисление энтропии; применение к процессу Гей-Люссака 
и к.диффузии идеальных газов.

Из .уравнений (25) и (26) ясно, что энтропия какого-либо вещества 
в данном состоянии определяется лишь с точностью до некоторой по
стоянной величины, или, что то же самое, мы всегда имеем дело лишь 
с разностью энтропий двух состояний, точно так же как в случае энер
гетической функции. Поэтому можно энтропию при любом выбранном 
состоянии тела принять равной постоянной величине и отмечать раз
ности энтропии при всех других состояниях по отношению к этому 
«нормальному состоянию».

Для вычисления энтропии любого состояния следует согласно опре
делению (25) или (26) перевести вещество квазистатическим путем —  без
различно, каким именно —  из нормального состояния в такое, для кото
рого надо произвести вычисление. Крайне существенно и, более того.
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необходимо, чтобы такой переход произожл квазистатически, потому 
что уравнение

перестает быть справедливым, если в нем d'Q  означает количество теплоты, 
воспринятое на неквазистатическом пути,— а действительный путь является, 
вообще, именно таковым. Например, в действительности вполне возможно, 
что вещество, находящееся в нормальном состоянии, переходит в другое 
состояние без всякого восприятия теплоты, и в таком случае, если бы 
последнее уравнение вообще было правильным, следовало бы заключить, 
что не произошло никакого изменения энтропии. Это имеет место, на
пример, в опыте Гей-Люссака, рассмотренном в § 23, где газ расширяется, 
не производя внешней работы и без притока теплоты. В действитель
ности здесь происходит изменение энтропии, и его .можно вычислить, 
если перевести газ квазистатически из его начального состояния в 
конечное, что мы потом и сделаем. При этом, действительно, будет 
введена теплота и ее-то и следует положить в основу вычис
ления, согласно уравнению (26), а не ту теплоту, которая сообщается 
на действительном пути и которая здесь равна нулю.

Соверщенно аналогичный пример представляет взаимная диффузия двух 
идеальных газов. Она также происходит в природе без всякого действи- 
тельнного введения теплоты, следовательно, для всех состояний диффу- 
зионого процесса d'Q =  0. Но для вычисления изменения энтропии перед 
диффузией и после нее нельзя пользоваться этой (исчезающей) d'Q, 
так как в этом случае мы опять нашли бы, что диффузия происходит 
без изменения энтропии; следует повести процесс диффузии опять-таки 
квазистатически, а для этого системе потребуется сообщить отличные 
от нуля количества теплоты

Из изложенного видно, что условие S =  const тождественно с условием 
адиабатического квазистатического процесса. Поэтому адиабатические 
процессы часто называют также «изэнтропическими». Далее, ясно, что 
найденное нами раньше для идеального газа [глава вторая, уравнения
(51) и (51а)] условие адиабатичности должно быть эквивалентно условию 
постоянства энтропии идеального газа, вычислением которой мы сейчас 
займемся.

Мы можем согласно первому началу придать определенное
значение. Оно составляет

(27)

тогда как для не квазистатически 
ведливо другое равенство:

введенного количества теплоты спра-

d'Q =  dU— d'A.

В уравнении (27) р  есть внутреннее давление рассматриваемого вещества, 
равное внешнему давлению, Следовательно, мы можем соединить уран-
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нения (26) и (27) и находим следующую формулировку, вообще спра
ведливую и вполне эквивалентную прежнему определению;

Oj O j---  ^ ■ «*̂1

1
>
j

2

В уравнениях (28) предполагается, конечно, что работа вся обуслов
лена только внешним давлением; между тем, легко распространить эти 
уравнения на тот случай, когда состояние тела зависит кроме Т еще от 
п координат ... х„. В таком случае, как выяснено в §§ 20 и 22, всегда 
справедливо равенство:

1 ,п

d'A =  — ' ^ X , d x , ,

где величины обозначают (обобщенные) компоненты сил. Это поло
жение отличается, как уже упомянуто выше, от применяемого в меха
нике только знаком, который мы выбрали так, чтобы оставаться в со
гласии с частным уравнением —  — p d V .  Поэтому под следует по
нимать силы, стремящиеся уменьшить координаты дг, (а не увеличить 
их, как принято в механике).

Таким образом получим теперь как общее определение dS или
Sy

2  dx^
dS--

 ̂dU+2X^dx^
(28a)

Хотя мы вообще ограничиваемся исследованием простого случая, фор
мулированного в уравнении (28), но заметим категорически раз навсегда, 
что в последующем всегда возможно обобщение.

Следовательно, мы можем вычислить dS, если знаем р  (или Х^) и U 
как функции переменных состояния, т. е. если даны уравнение состоя
ния и уравнение энергии.

Это имеет место пока только для идеального газа, для него мы 
сейчас займемся вычислением энтропии. Известно, что

^  т  V  '
и  =  Мс^ Т const.

если М  означает массу, т —  молекулярный вес, Г —  абсолютную темпе
ратуру , ®— ^ —  удельный объем газа. В таком случае согласно пер
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вому уравнению (28) находим:

d S =

I fiMT^̂ ‘= v d T -{ -^ d V

что после интегрирования дает

5 =  M I c„lg r - f - ^ l g  1/|  4 -const.

Полагая V = M v ,  можем отделить от Ig V — l g ® 4 - l ? ^ f  постоянную 
величину IgAf и соединить ее с другими постоянными, так что в за
ключение для энтропии идеального газа получается в переменных Г и г »  
следующее выражение:

5  =  М I c„lg Г 4 - ^ Igг» I 4 - const. (29)

Если принять 5 =  const, то это, действительно, есть условие адиабатно- 
сти для идеального газа, которое мы нашли в уравнении (51) главы 
второй, если пренебречь постоянной величиной.

Затем, ясно видно, что 5  (v, Т) есть чистая функция состояния, как 
и должно быть согласно общей теории. Видно вмесге с тем, что энтро
пия пропорциональна массе М, т. е. может быть представлена как про
изведение энтропии единицы массы на массу тела, чго, впрочем, можно 
вообще заключить из уравнения (28). Значение

5 (30)

т. е. энтропию единицы массы мы называем удельной энтропией. Сле
довательно, мы можем вообще сказать, что п̂  лная энтропия равномерно 
нагретого тела получается сложением энтропий единиц массы, которые 
оно содержит; точно так же полная энтропия системы тел равна сумме 
энтропий отдельных тел системы. Другими словами, энтропия., как и 
энергия, есть аддитивное свойство. Правда, это утверждение нуждается 
в ограничении. Бывают случаи, наблюдаемые в оптике при явлениях 
интерференции, когда энтропия системы не равна сумме отдельных энтро
пий. От чего это зависит, можно выяснить только с помощью кинетиче
ской теории материи, которая приводит в связь понятие энтропии с ве
роятностью состояния. Здесь, где приходится ограничиться этими краткими 
пояснениями, мы постоянно предполагаем только такие случаи, при кото
рых обеспечена аддитивность энтропии.

Вычислим теперь согласно уравнению (29) изменение энтропии, про
исходящее при расширении газа с массою М, начальной температурой Г, 
начальным объемом К, =  до объема =  Mv.  ̂ без введения теп
лоты и без производства внешней работы. При этом температура остается 
постоянной, так как мы имеем дело с идеальным газом. Следовательно, 
начальное состояние определяется значениями независимых переменных
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(Т, v )̂, а конечное состояние значениями (Г, Согласно уравнению 
(29;, энтропия в начальном состоянии равна

=  Ж I с, Ig Г+ ^  Ig }  +  const. 

В конечном состоянии соответственно

== Ж I с„ Ig Г-1- ̂  Ig I -{- const,

(31)

(32)

следовательно, изменение энтропии при процессе Гей-Люссака равно:

5 , — =  — l g ^  =  /? « lg iS , i 1 /и ® г/, ® ' (33)

мгде -  =  ” есть число граммолекул, содержащихся в массе Ж.
Т.:к как v.̂  )>  v^, то при процессе Гей-Люссака происходит увеличе

ние энтропии.
Здесь мы могли пользоваться готовой формулой (29) для энтропии, 

полученной путем частного применения уравнения (28) к идеальным га
зам, которая заранее пр дполагает квазистатический процесс. Этим мы 
избавились от необходимости воображать специальный квазистатический 
процесс, переводящий газ из его начального состояния в конечное, й 
вычислять его во всех подробностях. Однако будет полезно показать, 
что при действительном вычислении квазистатического перехода от на
чального состояния к конечному всегда получается в точности резуль
тат (33), как того требует общая теория.

Мы можем, например, вести газ квазистатически изотермическим пу
тем от состояния (Г, т/,) в состояние причем заставляем его рабо
тать против внешнего давления, всегда равного внутреннему давлению. 
В т.ком случае имеем согласно первому началу следующее равенство:

Мс dT=^d'Q. RMT
mv dv)

следовательно, в частном случае, так как d T — Q,

таким образом 

и, следовательно,

a ’Q dv;

Т ~  V  ’

— 5.■ .= 5 1  ̂Rn Ig (34)

что вполне совпадает с уравнением (35).
Мы можем, конечно, поступить и иначе. Можно сначала расширять 

гав из состояния (Г, Oj) до объема адиабатически и квазистатически,
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причем температура упадет до Г'; после этого сообщим ему теплоту 
при постоянном объеме F„, пока снова не наступит температура Г.

" й'П
В таком случае сумма всех величин — должна дать прежнее зна
чение. Адиабатическое расширение ничего не прибавляет к упомянутой 
сумме, так как при нем =  0; следовательно, вопрос идет лишь
об изохорическом введении теплоты. Это последнее, очевидно, равно

d U = ^ M cJ T ^ d 'Q ,^ ,^ ,
'“ч

так как теперь p d V ~ ^  следовательно, должно быть
. '• \

-5 ,: d‘0\ “  Wcm
'  J  Т ■■ Ig J'/ ♦

Т  можно определить кз условия, что состояния (Г, и (Г', v.^ по
лучаются одно из другого путем адиабатического изменения; следова
тельно, ' '

отсюда ^
1 Ьо (с~ \

а так как R ,
т

5 , _ 5 , = ? " i g a = R » i g a , (34а)

опять в полном соответствии с уравнениями (33) и (34),
Совершенно аналогично обстоит дело с диффузией двух различных 

идеальных газов. Пусть будут, например, и —  массы, п —  
молекулярные веса, —  удельные объемы, Т— общая температура
обоих газов; каждый газ занимает объем V, так что

-пл = 'V , , — ̂ М2 “
(35)

Согласно уравнениям (29) и (35) общая энтропия обоих разделенных 
газов в этом состоянии ( / )  равна

■= м . {  «„ 'S г  + 1  Ig ^ J  +  « .  {  Ig г  + 1  ig +  const,

ИЛИ, если включить в общую константу постоянные члены ( — Ig — Ig М .^ ) ,

+  Ig 7 -+  R {^1 +  ̂ )  Ig V - f  const, (36)

M, „ Moили, так как —4 — я, есть число молей первого газа, а. —  число

молей второго газа,

5 /  =  (Ж^с.. +  M ,cJ  Ig r - f -  /? in, +  Я2) Ig +  const. (37)

c , TOc
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При смешении обоих газов каждый газ занимает общий объем смеси 
2 V ,  вследствие чего удельные объемы становятся v^' '  и г»,":

Ml'' ■■V •2V
1 ’ М2

(35а)

температура, как показывает опыт, остается неизмененной. Образовав
шаяся газовая смесь ведет себя, согласно § 21, как химически однород^ 
ный идеальный газ; лишь молекулярный вес, согласно уравнению (35) 
главы второй, принимает значение так называемого среднего молекуляр
ного веса р, который определяется уравнением:

Ml +  М2 
V- ' ’ m-i т.2,'

следовательно,
1 _  Я1 +  Д2 

Ml +  М2 (38)

Далее, общая масса смеси есть удельный объем ее равен
2V■jT— XT) наконец, ее средняя удельная теплоемкость при постоянном+  М2

объеме равна . Соответственно этому, согласно уравнению
(29) и принимая во внимание уравнение (38), находим значение энтро
пии смеси по окончании диффузии:

о  I /
Sn =  (Л !^ ! +  Ж^С.,) Ig ^  («1 +  «я) Ig Mi +  Щ  +

или, если опять соединить все постоянные члены,

{MiC^'i-\- I g T r f /? (« ! +  «,() Ig 21^+сопзФ (39)

Вычитая из уравнения (37) уравнение (39), находим увеличение энтро
пии, вызванное диффузией, причем каждый газ расширился на двойной 
объем:

Sji —  S j = R  ( r t ^ 4 - n J I g 2 V — ( « i - { - « j ) l g  1 7 = / ? ( « ! - [ - n 2 )lg2, (40)

есть увеличение энтроции, как и при процессе Гей-Люссака.
Прежде чем показать подробно, что это же самое значение получается, 

если диффузию проводить квазистатически, исследуем результат (40) 
с физической точки зрения. Согласно уравнению (40) мы можем напи
сать увеличение энтропии, вызванное диффузией, следующим образом;

^11  —  ^1  —  ^ « 1  Ig 2 +  Ig 2. (40а)

т. е. разделить его на две части, из которых первая зависит только от 
одного газа, другая только от второго газа. Это как раз соответствует 
тому факту, что при смешении идеальных газов каждый газ заполняет

2 >
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бсе пространство, т. е. ведет себя так, как если бы другого газа не су
ществовало (закон Дальтона). В нашем частном случае диффузии каж
дый газ расширяется, удваивая свой объем; так как это расширение про
исходит для каждого газа так, как если бы другого газа не существо
вало, то его можно рассматривать, как адиабатическое расширение 
в вакууме, т. е. как расширение без производства работы, следова
тельно, в конце концов как процесс Гей-Люссака. В самом деле, согла
сно уравнению (34) при опыте Гей-Лю:сака энтропия первого газа при 
удвоении объема составила бы lg2, а второго газа Rn  ̂ lg2 .

Следовательно, мы можем рассматривать диффузию двух газов, 
действительно, как двойной одновременный процесс Гей-Люссака\ та
ким образом увеличение энтропии происходит только вследствие 
того, что оба газа принимают больший объем, но не вследствие са
мого смешения. Виллард Джиббс формулировал это в положении (кото
рое, очевидно, распространяет сказанное на любое число газов): энтро
пия идеальной газовой с.ягси равна сумме тех энтропий, которые 
имел бы каждый газ, если бы он занимал объем смеси.

Это положение называется «парадоксом Джиббса» на следующем 
основании: из данного представления вытекает, что при взаимной диф
фузии двух различных газов всегда происходит увеличение энтропии, 
которо; мы ранее вычислили в уравнении (40) для частного случая. Оно 
независимо от химической природы данных идеальных газов, что выте
кает также из уравнения (40); следовательно, оно остается постоянно 
тем же самым, независимо от того, будут ли газы отличаться друг от 
друга сильно или мало, если только числа молей п̂  и я.̂  диффунди
рующих газов и внешние условия остаются неизменными. Но различие 
между газами нельзя доводить до нуля, хотя оно и может быть сколь 
угодно малым, т. е. нельзя брать два одинаковых газа. Действительно, 
в таком случае, очевидно, ничего не произойдет, если устранить пере
городку, первоначально разделявшую газы. Парадокс состоит именно 
в том, что различие газов может быть произвольно малым, но не строго 
равным нулю. Он свидетельствует о том, что химические свойства ве
щества изменяются прерывно, как видно, например, по молекулярному 
весу, который не есть непрерывно изменяющаяся величина.

После этого замечания приведем специальное вычисление определен
ного диффузионного процесса, протекающего квазистатически, и покажем, 
что в результате его, действительно, опять получается значение уравне
ния (40), как этого требует общая теория. Квазистатичность процесса 
можно обеспечить при помощи так называемой «полупроницаемой пере
городки». Под этим понимают стенку, обладающую свойством быть 
вполне проницаемой для одного газа и совершенно непроницаемой для 
другого газа. Такие перегородки, действительно, существуют в природе. 
Например, сильно нагретый палладий проницаем для водорода и непро
ницаем для других газов; впрочем, в обоих случаях не в абсолютно 
полной мере. Но во всяком случае идеальная полупроницаемая стенка 
есть понятие, лишенное внутреннего противоречия, и мы смело можем 
пользоваться им в качестве теоретического вспомогательного орудия.

На рис. 23 изображен сосуд, объем которого равен 2V. Контур 
ABCD  означает сечение сосуда, лежащее в плоскости чертежа; сосуд
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разделен на две равные части, объем которых равен V; слева находится 
газ 1, справа газ 2. Разделяющую перегородку ЕЕ' представляем себе 
двойной, т. е. состоящей из двух стенок и W .̂ Находящаяся слева 
стенка IFj проницаема для газа 1 и непроницаема для газа 2; стенка W ,̂ 
наоборот, проницаема для второго газа и непроницаема для пер
вого. Ясно, что сочетание стенок и непроницаемо для обоих 
газов и потому может служить для разобщения газов друг от друга.

Если мы подвигаем сгенку вправо, пока она не совпадет со стен
кой сосуда СВ, то во время этого процесса состояние газа 2 совер
шенно не изменяется; газ 2 все время 
остается ограниченным правым объ- ^  
емом V, так как стенка вполне 
проницаема для газа 2 и свободно 
продвигается через него. Напротив, газ 
1 проходит через стенку 1F, и непре
рывно заполняет пространство между 
АО  и W^, так что когда дойдет, 
наконец, до стенки сосуда СВ, газ 1

t
!; ,

•2
11
11 > 1

V

займет весь объем 2V. При этом пере-  ̂
движении на стенку воздействует 
только давление p̂  газа слева, тогда 
как газ 2 не может приложить никакой силы к стенке W^. Поэтому, 
если уравновешивать давление газа 1 посредством равного проти
водавления, можно произвести описанное продвижение совершенно квз- 
зистатически и изотермически. Так как давление

_  RTM̂  ̂__RTni 
rUiV ~  V ’

то сообщаемая при бесконечно малом продвижении теплота 
очевидно, равна

— B h lid V—  у  a v ,d'Q,
следовательно, происходящее при этом бесконечно малое иаменэнне 
энтропии газа 1 равно

Следовательно, все ивменение энтропии равно

lg2.с г Н
При совершенно таком же квазистатическом изотермическом продвиже
нии стенки^ 15̂ 1 влево до стенки сосуда АО  аналогично окажется

. ^S^z:=Rn^ lg2 .
Но в таком случае диффузия закончена, притом вполне квазистатичвски, 
и для изменения энтропии в результате получим, как в уравнении С'̂ О) 
или (40а), следующее выражение:

Sjj —  — R п..̂  Ig 2,
что и требовалось доказать.

U Теория теплоты. '
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36. Обратимые и необратимые процессы.

Введем теперь два новых понятия, позволяющие формулировать нера
венство Клаузиуса и второе начало в еще более общем виде.

Процесс называют «необратимым», если его нельзя никоим обра
зом, какие бы при этом ни применялись средства и аппараты, пове
сти обратно так, чтобы в природе не осталось никаких изменений.

Наоборот, «обратимыми» называют такие процессы, которые каким- 
нибудь способом можно повести обратно так, что в природе не 
остается никакого изменения.

Бывают ли вообще необратимые процессы, можно решить только на 
основании опыта, причем в каждом конкретном случае нам это позво
ляет решить принцип Томсона-Планка (или Клаузиуса), который является 
результатом тысячекратного опыта.

Мы утверждаем, что, например, возбуждение теплоты посредством 
трения необратимо.

Заставим поднятый груз, обладающий, следовательно, определенным 
количеством потенциальной энергии, падать бесконечно медленно в вяз
кой жидкости; в заключение вся энергия превратится в теплоту трения, 
воспринятую жидкостью. Весь этот процесс можно было бы полностью 
провести в обратном направлении, не оставив в природе ни малейшего 
изменения, если бы мы обладали машиной, которая могла бы охлаждать 
жидкость и поднимать упавший груз. Но согласно положению Томсона- 
Планка это невозможно. Следовательно, процесс возбуждения теплоты 
посредством трения, действительно, необратим. При желании это можно 
проследить во всех подробностях. Например, можно было бы извлечь 
образовавшуюся в жидкости теплоту, приведя жидкость в соприкосно
вение с идеальным газом, который, совершая работу, расширялся бы 
изотермически до тех пор, пока не поглотил бы всю теплоту трения. 
Производимую газом работу можно было бы использовать для поднятия 
упавшего груза как раз на его первоначальную высоту. Хотя теперь, 
действительно, груз находится на своей прежней высоте, а жидкость 
имеет снова свою прежнюю температуру, но одно изменение в природе 
остается: идеальный газ обладает большим объемом, чем прежде. Этот 
объем можно привести опять к прежнему объему посредством адиаба
тического сжатия, но при этом повышается температура газа, а для 
производства работы сжатия должен опуститься некоторый груз. Следо
вательно, нужно бы было иметь еще машину, которая снова охлаждает 
газ и поднимает упавший груз, т. е. опять машину Томсона-Планка, 
которой не бывает. Так можно продолжить это рассмотрение сколько 
угодно, и всегда опять для удаления последних изменений»в природе 
требуется perpetuum mobile второго рода.

Следовательно, мы можем сказать: из невозможности perpetuum mo
bile второго рода следует необратимость возбуждения тепла посред
ством трения.

Совершенно так же обстоит дело с идеальным газом, который расши
ряется в .вакууме адиабатически соответственно процессу Гей-Люссака, 
Здесь все изменение состоит в том, что газ занимает больший объем.
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При этом опять приходим к тому же положению, как в случае, только 
что рассмотренном, и поэтому следует, что:

Адиабатическое расширение в вакууме есть необратимый процесс.
То же самое справедливо для диффузии нескольких газов, которую, 

согласно представлению, изложенному в § 35, можно рассматривать как 
многократный процесс Гей-Люссака; затем это же справедливо для вы
равнивания температур путем чистой теплопроводности или лучеиспу
скания, как легко видеть с помощью подобного доказательства.

Напротив, круговой процесс Карно есть вполне обратимый процесс, 
потому что после того, как он совершился в прямом направлении, един
ственным изменением в природе является то, чтс^ резервуар с более 
высокой температурой отдал количество теплоты Qj, второй резервуар 
с более низкой температурой воспринял количество теплоты 
а также то, что наружу отдано определенное количество работы 
А' =  (Q j -|- Q2); самый газ находится в своем начальном состоянии, следо
вательно, не изменился. Если провести процесс Карно в обратном на
правлении, то в заключение газ опять окажется неизменным; «более 
низкий» резервуар отдаст полученное раньше количество теплоты 
Q ^'=  —  Qjj, «более высокий» резервуар снова получит ранее отданное ко
личество теплоты Qj, и будет произведена внешняя работа А —  — +  Q^. 
Короче: все изменения, оставшиеся в природе вследствие прямого про
цесса, исчезают снова при обратном процессе.

Вообще ясно, что все квазистатические, т. е. непрерывно проходя- 
ш,ие через состояния равновесия процессы обратимы, так как каждое 
бесконечно малое изменение может происходить и в прямо противопо
ложном направлении. Однако не всякий обратимый процесс есть, на
оборот, процесс квазистатический. Например, процессы чистой меха
ники, протекающие без трения, очевидно, все обратимы, не будучи 
квазистатическими, так как они вообще протекают с конечными скоро
стями. Отклонение маятника в одном направлении вполне уничтожается 
следующим за ним отклонением в противоположном направлении. Про
цессы чистой электродинамики и чистой оптики, при которых не обра
зуется джоулевого теплового потока, также вполне обратимы. Это спра
ведливо, конечно, лишь в предельных случаях, в идее, так как на прак
тике невозможно вполне исключить трение или процессы, подобные 
трению, как образование теплового потока и т. д. Поскольку, таким 
образом, при всяком естественном процессе существует трение, можем 
сказать:

Все естественные процессы необратимы, обратимые процессы пред
ставляют лишь идеальный предельный случай, чем не уменьшается их 
величайшее теоретическое значение как вспомогательного средства ана-  ̂
лиза явлений природы.

t /37. Принцип увеличения энтропии.

Понятие об обратимых процессах, как было выяснено выше, шире 
понятия о квазистатических процессах. Это позволяет вложить гораздо 
более общее содержание в то определение энтропии, которое заклю-

11»



164 III, Второе начало теории теплоты

чено в уравнениях (26) и (28). До сих пор мы всегда требовали, чтобы 
изменение энтропии происходило квазистатическим путем, т. е. чтобы 
оправдывалось выражение — dU-\-.рdV. Теперь мы можем ска
зать в более общей форме, что от  должно происходить обратимым 
путем. Именно, поскольку обратимый процесс квазистатичен, новая фор
мулировка покрывается прежней; если же он не квазистатичен, т. е. 
содержит в себе процесс, относящийся к чистой механике или электро
динамике, то вообще не может произойти изменения энтропии, так как 
при этом не вводится и не выводится никаких количеств теплоты или 
так как при этом dU и d V   ̂ уравнении (28) всегда равны нулю. По
этому заменим теперь у  d'Q индекс стат индексом г (reversibel— обра
тимый) и напишем:

(41)

или же
(42)

где интеграл, как указывает кружок, должен распространяться на кру
говой процесс. ■

При необратимом круговом процесса справедливо, как после него, так 
и перед ним, неравенство Клаузиуса:

(43)

Переведем какое-нибудь вещество из состояния ( / )  в состояние (2), при
том двумя различными путями: пусть один из них, который произойдет 
в природе сам собою, необратим (путь А), а другой, напротив, обра
тим (В). Если последний будет итти в обратном направлении, то он 
вместе с необратимым путем А  образует необратимый круговой про
цесс, приводящий вещество сначала необратимо в состояние (2) и затем 
обратимо в состояние ( /) .  Мы можем применить к этому круговому про
цессу неравен ;тво (43), Клаузиуса:

 ̂ ^ ^ ( Л )  J ^  +  ( 5 ) ^ ‘ ^ ’- < 0 .
4<0'* *.'2*

(44)

При этом согласно второму уравнению (41), т. е. согласно определению 
энтропии, последний член равен разИости энтропий в состоянии (7) и (2), 
следовательно, равен S, —  5 ;̂ поэтому имеем:

Г2

или же

• •; ■*
(45)
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причем d'Q обозначают количества теплоты, полученные необратимым 
путем. Из этого уравнения опять видно прежде всего, что мы уже 
знаем: что вычисление разности энтропий двух состояний совершенно 
не зависит от действительно введенных количеств теплоты d'Q, так как
вообще dS Ф ^  ■

Особенно важен случай, когда рассматриваемая система совершенно 
замкнута. В таком случае, очевидно, d'Q =  О, и уравнение (45) пере
ходит в следующее:

5 , — 5 i > 0 ,  (46)

т. е. в замкнутой системе энтропия в конечном состоянии всегда 
больше, чем в начальном состоянии.

Или: процессы в замкнутой системе всегда связаны с увеличением 
энтропии. ■

Если система не замкнута, ее все же всегда можно сделать замкнутой, 
включив в нее те тела из окружающей среды, с которыми система обме
нивается энергией. Вышеупомянутое положение приобретает поэтому 
огромное значение, так как его можно применять в самых общих слу
чаях для определения направления процесса или условия равновесия. 
Если рассматривать вселенную как замкнутую систему, хотя допусти
мость такого взгляда весьма сомнительна, мы сможем вместе с Клаузиу
сом высказать следующее положение:

Энтропия мира стремится к макси чуму. Л 
'  Однако" это б?гестящее сг первого взгляда по.ложение, носомнительное 
) по существу, не имеет для физики большого значения, так как на 
> практике приходится всегда иметь дело не со всей вселенной, но с ма- 
\ ленькими замкнутыми системами, для которых принцип увеличения 
 ̂ энтропии, приведенный в уравнении (46), строго справедлив.
^ Рассмотренные в § 35 отдельные случаи увеличения энтропии при 

■опыте Гей-Люссака, при диффузии, теплопроводности и лучеиспускании 
подчиняются, таким образом, общему принципу (46). Можно прямо ска
зать: диффузия и т. д. происходит потому, что при этом возрастает 
энтропия. Конечное состояние всех естественных процессов отличается 
от их начального состояния именно по увеличившемуся значению энтро
пии. Критерий для различения обоих состояний, который мы искали 
в § 31 и который невозможно получить из закона сохранения энергии, 
есть именно величина энтропии.

.38. Общие выводы относительно коэфициента полезного 
действия термодинамических машин.

Прежде всего применим второе начало для вычисления коэфициента 
полезного действия любой термодинамической машины.

Напомним, что й  второй главе мы уже вычислили коэфициент полез
: кого действия кругового процесса Карно для того случая, когда в каче
стве работающего вещества был взят идеальный газ. Вычислить его для 
друп^х веществ 6w.vj тогда невозможкд, иртдму что ни для какого дру.
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того вещества не было известно уравнение энергии. Рассмотрим сначала 
обратимый круговой процесс Карно с любым работающим веш,еством. 
При этом процессе двумя тепловыми резервуарами будут отданы два 
количества теплоты Qj и Q ,̂ первое при температуре Т̂ , второе при 
температуре Т̂ . При этом — ^  работа цикла.
Согласно уравнению (42) сумма так называемых «приведенных количеств 
теплоты» при обратимом круговом процессе равна нулю; следовательно

Cl I % __ л
Ту Гг ’

откуда для коэфициента полезного действия tj получается непосред
ственно:

т, =  1 - (47)

т. е. коэфициент полезного дей
ствии обратимого процесса Кар
но совершенно независим от ма
териала работающего вещества 
и зависит только от темпера
тур Pj и Гг обоих резервуаров.

Но если процесс необратим, 
как всегда случается на практи
ке, то неравенство Клаузиуса го
ворит, что должно быть

откуда опять непосредственно сле
дует, что коэфициент полез

ного действия необратимого процесса Карно удовлетворяет неравен
ству:

(^8)

т. е. коэфициент полезного действия необратилюго процесса Карно 
всегда меньше соответствующего обратимого процесса между теми 
же самыми температурами.

Возьмем теперь вообще обратимый круговой процесс, произвольно 
отклоняющийся от процесса Карно, диаграммой которого пусть будет 
замкнутая овальная кривая на поверхности pv  рис. 24. В таком случае 
проводим две изотермы и две адиабаты, касательные к диаграмме со
стояния нашего процесса, как показано на рисунке; обе изотермы со
ответствуют температурам Г̂  и Tg; это самая высокая (Г ,) и самая 
низкая (Гг) температуры, наблюдаемые во время процесса. Пусть 
будут а, р, Y>  ̂ точки соприкосновения наших четырех кривых. 
В таком случае можем разделить цикл на две части: на части ару 
работающее вещество будет воспринимать теплоту, а на части у5а
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отдавать ее. Следовательно, согласно уравнению (46) второго начала 
имеем:

или:

-  «Зт Т ‘fba Т

Переменная температура Т во время пути ару  ̂ среднем меньше Г,, а 
на пути у8а, наоборот, больше Т̂ . Поэтому при замене в стоящем слева 
интеграле температуры Т бблыиим значением интеграл становится 
меньше; интеграл же, стоящий справа, при подстановке вместо Т 
становится больше, так что последнее уравнение переходит в следую
щее неравенство:

d'Q „/iJaBY ^
или, полагая

находим;

аРТ Т'г J

QlI ^  ^
7i ^  Гг ’ (49).

откуда вытекает, что коэфициент полезного действия нашего общего 
обратимого кругового процесса есть:

1̂ < 1  —  Y^’

т. е. меньше, чем коэфициент полезного действия обратимого кругового 
процесса Карно между крайними температурами и Т̂ . Следова
тельно, процесс Карно имеет наибольший коэфициент полезного дей
ствия из всех круговых процессов, протекающих между теми же са--: 
мыми температурами.

Коэфициент полезного действия процесса, отклоняющегося от про
цесса Карно, будет, конечно, еще меньше, если процесс необратим. , '

39. Точное определение температуры.

В § 1 мы определили температуру посредством изменения объема 
ртути или любого другого вещества. Такое определение имеет, как там 
подробно показано, тот недостаток, что оно зависит от выбора термо
метрического вещества.

В § 21 это определение было улучшено практически, но не теоре
тически, введением в качестве термометрического вещества идеальных 
газов. Вследствие теоретических недостатков той температуры, какою 
мы до сих пор пользовались, мы вообще называли ее «эмпирической 
|(шри случае, абсолютной) температурой».

Второе начало позволяет дать точное определение температуры, со
вершенно независимое Of .^свойств термометрического вещества.
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Чтобы отличать теоретическую температуру, которой мы сейчас дадим 
строгое определение, от эмпирической, мы придадим им различные обо
значения. Теоретическую температуру мы будем обозначать через Т, 
чтобы оставить без изменения наши прежние формулы; а применяв
шуюся до сего времени эмпирическую абсолютную температуру мы бу
дем обозначать через т. Если теперь проведем обратимый круговой про
цесс Карно с любым веществом между эмпирическими температурами т, 
и Tj, то согласно уравнению (42) будет справедливо равенство;

ч  ч

и полагая —  Q^, где означает количество теплоты, воспри
нятое от более низкого резервуара, .

Я} —
Ti — Tjj

или также
Ч — Ъ
■'а Qi'

(50)

т. е. абсолютные эмпирические температуры двух резервуаров отно
сятся между собой, как количества теплоты, отдаваемые или полу
чаемые ими при обратимом процессе Карно.

; Это положение может быть проверено, лишь постольку, поскольку мы мо
жем определить эмпирическую температуру посредством газового термо
метра ,т. е. поскольку существует соответствие между газовыми термометрами 

! различного наполнения. С переходом в область, где этого соответствия 
больше нет, определение температуры становится невозможным. Оно 
вообще было бы неосуществимым при абсолютно точных измерениях.

Поэтому Вильям Тожон предложил считать уравнение {50) абсо
лютно справедливым и пользоваться им как основанием для опреде
ления температуры. Так как коэфициент полезного действия процесса 
Карно не зависит от вещества, то такой способ определения темпера
туры также от него не зависит и потому заслуживает названия «абсо
лютной температурной шкалы». Если, кроме того, установить, что один 
из резервуаров есть тающий лед при атмосферном давлении, и придать 
ему значение 273°, то новая шкала практически совпадет с теоретической 
газовой, которой мы пользовались до сих пор.

Следовательно, с нашей теперешней тонки зрения уравнение (50) 
и более общее уравнение (42), выражающее второе начало, справедливо 
только для точной температуры Т, но не для т. Следовательно, при 
измерении температуры т по эмпирической шкале, как на практике все 
же; неизбежно, нужно ожидать отклонений от уравнения (42); этими 
отклонениями можно пользоваться для определения Т как функции t, 
т. е. для отнесения применяемой эмпирической шкалы к точной шкале. 
Для этого может, по крайней мере теоретически, служить любое термо
динамическое соотношение, при котором было использовано второе на
чало. Например, в следующей главе мы выведем соотношен le между 
теплотою т щ о щ т '.L, температурой кипения Г, удельным объемом
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насыщенного пара v ,̂ удельным объемом жидкости г»., и давлением
пара р\

(51)

В действительности, при пользовании, например, водородным термомет
ром, измеряют не но и уравнение (51) должно быть поэтому
написано так:

(52)

Но отсюда непосредственно следует:

а г
fifx. (53)

где все стоящие справа величины можно считать функциями темпера
турной шкалы т. Таким образом из уравнения (53) получается:

или, наконец,
f

= /( t ) ,

которое в правой стороне содержит величины, определяемые исключи
тельно экспериментальным путем как функции любой эмпирической 
шкалы т; поэтому, как утверждалось выше, точную температуру Т можно 
определить, производя измерения любым термометром.

40. Изотермические процессы; свободная и связанная энергия; 
адиабатический и изотермический потенциал.

Мы уже неоднократно указывали на то, что все процессы, происхо
дящие в природе сами собою, связаны с увеличениехм энтропии, если 
система замкнута. Так как этого всегда можно достичь, вовлекая в 
систему все тела, каким-либо образом участвующие в процессе, то мы 
имеем здесь самое общее выражение, какое можно сделать относительно 
течения процесса; из него должны вытекать все другие, справедливые 
при специальных условиях. Для выражения этого обозначим энтропию 
самой системы через S, а энтропию участвующей при этом окружающей 
среды через 5д. В таком случае имеем, следовательно.

(54)

причем зн к равенства относится к случаю обратимости, в природе, 
впрочем, никогда строго не реализуемому.
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Это выражение можно использовать при условии, что возможно 
найти значение dS .̂ Именно в общем случае

dU^-\-pdVf) аод — J. ,

где V',, Т означают энергию, объем и температуру окружающей 
среды. Если происходят какие-нибудь квазистатические изменения объема 
окружающей среды, то

- J ,d S ,^ -

где d'Q означает количество теплоты, отдаваемое системе окруждащей', 
средой. Таким образом вместо уравнения (54) получим:

d S — ^ > 0 )

НО, с другой стороны, согласно первому началу, примененному к системе^ 
имеем:

d'Q =  dU — d'A,

где и  означает внутреннюю энергию системы, d'A — введенную в си
стему извне работу. Подставляя это значение d'Q, получим:

dS- dU—d'A
> 0 ,

а это уравнение можно, HaKOHejj, цаписать еще так:

' d U — TdS<d'A. (55)

Мы применяем его к различным случаям.
Случай,, когда система адиабатически изолирована, конечно, не может 

представить для нас ничего нового, так как мы уже знаем, что в этом 
случае энтропия возрастает. Действительно, если в уравнение (55) ввести 
условие адиабатности d'Q =  0 или dU =  d'A, то при сокращении на Г 
получается:

r f 5>0 ,  (56)

причем знак равенства, как всегда, справедлив для случая обрати
мости.

Гораздо важнее случай, когда во время процесса остается постоянной 
температура Т. Это имеет место при большинстве химических процессов, 
например при всех реакциях, рассматриваемых в §§ 29 и 30; предпо
лагается, что система удерживается при постоянной температуре (по
средством погружения в соответствующую ванну). В этом случае левая 
сторона уравнения (55) будет полным диференциалом функции

F ^ U — TS, (57)
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зависящей, как (7 и 5, только от мгновенного состояния системы. Эту 
функцию называют согласно Гельмгольцу «свободной энергией» системы; 
сейчас мы рассмотрим основание для этого названия. В указанном слу
чае уравнение (55) можно написать так:

d ^ F ^ d 'A , (58)

и после интеграции для конечного изменения получим: 

f 2 —  f  1 <  /4 ( Г =  const). (58а)

В уравнении (58) в знак диференциала введен индекс Т, чтобы отметить, 
что здесь Г должно считать константой. ,

Оба последних уравнения можно выразить следующим образом:
При изотермическом процессе увеличение свободной энергии меньше 

произведенной извне работы, а в предельном случае обратимости равно 
этой работе. Рассмотрим еще несколько подробнее случай обратимости, 
при котором удовлетворяет знак равенства. Так как при этом спра
ведливо

F , - F ,  =  7 1 „ ( r - c o n s t ) ,  (59)

то ясно, что в этом частном случае произведенная внешняя работа 
также зависит только от начального и от конечного состояний системы 
и не зависит более от пути. Представим себе, что начальное и конечное 
состояния точно даны. В таком случае из уравнений (59) и (58а) вы
текает, что в случае обратимости для определенного приращения F  
потребуется минимум внешней работы) во всяком другом случае для 
такого же увеличения F требуется большая работа. Поэтому мы 
снабдили в уравнении (59) этот минимум работы индексом т, чтобы 
отличать его от работы, которую следует производить при необратимых - 
процессах.

Это же можно формулировать иначе. Если в уравнениях (58а) и (59) 
снабдим обе стороны знаком минус, то слева будет стоять убыль сво
бодной энергии; справа стоит —  А = А '  или— A„, =  A J ,  произведенная 
системой, т. е. полученная работа; знак неравенства при этом меняется на 
противоположный. Таким образом имеем следующие выражения: при 
естественном (необратимом) процессе

при обратимом процессе ,

—  7=2 == А ^  (Т =  const).

(60)

(60а)

Остановимся сначала на последнем равенстве; опять ясно, что A J  за
висит только от начального и конечного состояний системы. Считая 
эти состояни! установленными, находим, что

при изотермическо.ч процессе в случае обратимого проведения его 
уменьшение свободной энергии равно отданной наружу работе^ при
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необратимом ходе процесеа, напротив, отдаваемая наружу работа 
всегда меньше этого максимального значения работы.

Следовательно, произведенная работа Л „' есть максимум работы, 
какую вообще можно получить при изотермическом процессе, именно 
в том случае, когда он ведется обратимым путем; если он происходит 
необратимо, то полученная работа А' всегда меньше А ^. Особенно 
легко может случиться, что при естественном (необратимом) процессе А' 
равна нулю, так что условие (58) для наступления процесса гласит:

(58b)

В этом случае процесс совершается в таком направлении, что сво
бодная энергия убывает.

Это, например, имеет место при изотермически протекающем опыте 
Гей-Люссака с идеальным газом, а также при диффузии двух идеальных 
газов, которую мы свели к процессу Гей-Люссака. При этом в обоих
случаях отданная наружу, т. е. полученная работа была равна нулю, и
потому свободная энергия в конечном состоянии должна быть меньше,
чем в начальном состоянии. Вычислим свободную энергию для идеаль
ного газа. Из известных значений энергии и энтропии идеального газа 
легко найти следующее равенство:

или
F ^ U ~ T S  =  M c J - d ^ a -  Ig Ig v)-\-bT,

F ^ M [ c J - c J J g T ^ \ g v ] A ^ a -^ b T . (61)

Применив его к начальному состоянию {Tv^  и к конечному состоянию 
(T't'.j) при цроцессе Гей-Люссака, получим:

а 1 от ® г»! ^  ’

что и требовалось доказать. Совершенно аналогично обстоит дело при 
диффузии.

Заметим —  и это, очевидно, справедливо в самом общем случае, —  что 
в выражении свободной энергии оказывается неопределенной линейная 
функция температуры {а-\-ЬТ) вследствие неопределенности аддитивных 
постоянных в выражении энергии и энтропии.

Соединим выражение (59) с первым началом, которое напищем теперь 
с обратными знаками [следовательно, Q' будет означать отданное ко
личество теплоты (тепловой эффект), A J — полученную работу]:

и , ~ и , :

Вычитая из последней формулы уравнение (59), получим:

T { S ^ ~ S , )  =  Q̂ .
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Таким образом первое начало, которое можно выразить так, что убыль 
энергии и  равна отданной теплоте Q' и полученной работе A J ,  рас
падается на два выражения; одно из них относится к отданной теплоте, 
а другое —  к полученной работе. Их можно формулировать так: убыль 
свободной энергии ^  равна максимальной работе, которая может 
быть получена', уменьшение величины TS равно выделенной теплоте 
(тепловому эффекту).

Это значит, что из общей энергии U при изотермическом процессе 
можно получить максимальную работу А^, а остальная часть энергии 
проявляется в виде теплового эффекта. Поэтому свободной энергией на
зывают только F, г TS —  Q называют «связанной», энергией так как ее 
нельзя превратить в работу.

Если в природе совершился изотермический процесс необратимым 
путем, без производства работы или с производством работы, кото
рая во всяком случае меньше максимальной (как, было, например, при 
реакциях, рассмотренных в § 29), то эт у несовершенную работу сле
дует рассматривать как безвозвратно ьотерянную] пол\>чить ее 
уж е не удается никогда, так как система не может быть восста- 
нов лент, в своем первоначальном состоянии, поскольку пр цесс был 
необратим^

В изотермических процессах функция F, очевидно, играет ту же роль, 
как общая энергия U в адиабатических процессах. Первое начало в 
адиабатических процессах имеет вид, совершенно аналогичный уравне
нию (59), так как Q равно нулю.

Эта аналогия проявляется также и в другом. Согласно первому и вто
рому началам при обратимо.м изменении вообще

d U r = T d S — p d V .  (62)

Следовательно, рассматривая U как функцию переменных S viV, получим
два равенства:

(63)

Первым из них можно пользоваться как определением температуры, 
если даны U и S, тогда как второе представляет совершенную аналогию 
с уравнением механики:

йФ 
' дх^ ■X,, (64)

причем отрицательная производная U  по координате V  дает действую
щую на нее силу р.  При этом величина 5  должна оставаться постоян
ной, в чем и заключается условие адиабатности. Поэтому Джиббс на
зывает общую энергию также адиабатическим потенциалом,^

Совершенно аналогичную роль играет при изотермическом процессе 
свободная энергия F. Чтобы показать это, мы можем распространить 
вышеприведенное уравнение (62) следующим образом:

d U = T d S - ^ S d T — p d V  —  SdT,  

d { U — T S ) ^ d F =  —  S d T — pdV,  (65)
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откуда, предполагая Т к V независимыми переменными, получим два, 
уравнения:

(66)

Первое дает соотношение между F, Т к S, справедливое вообще, кото
рое мы сейчас используем; а второе опять является аналогом механи
ческого уравнения (64) при условии, что величина Т удерживается по
стоянной; этим объясняется и название для F: изотермический потен
циал.

С помощью первого уравнения (66) можно написать выражение сво
бодной энергии следующим образом: •

F =  и —  TS : дТ}, (67)

именно такой (})ормой пользовался Гельмгольц. Составляя уравнение (67) 
для двух состояний (7) и (2) при той же самой температуре Т и вычитая 
одно из другого, получим:

(d{F^-F^)\
дТ ]у  .■ Г/, 4 - Г

или, так как F̂  —  F̂  =  A J  есть- максимальная работа, которую мы 
опять обозначим просто через А':

( 68)

Это есть дИференциальное уравнение для А', часто называемое уравне
нием Гельмгольца, которое имеет основное значение в современной фи
зической химии. Мы еще вернемся к нему.

В предыдущем изложении подразумевалось, что состояние рассматри
ваемого тела зависит только от двух переменных (5, V) или (Г, V'). 
Между тем, легко распространить уравнение (62) и вытекающие из него 
уравнения на любое число переменных х^, . . . ,  л*„. В таком случае урав
нение (62) принимает следующий вид:

1, я

d U =  TdS —  ' ^ X , d x „ (62а)

т. е. бесконечно малая работа имеет вид— хорошо известный 
нам, правда, с обратным знаком, из механики. Отсюда непосредственно 
следует, если считать и л:, независимыми переменными, что

т . г ^ ’ ( а — (63а)

из которых первое не представляет ничего нового по сравнению с 
уравнением (63), а второе, наоборот, обобщает соответствующее урав-
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некие (63) так, как мы хотели. Под величинами как уже неоднократно 
отмечалось, здесь следует понимать, обратно тому как в механике, общие 
компоненты сил, которые стремятся уменьшить соответствующие общие 
координаты л:,; поэтому и выражение работы имеет знак, обратный тому, 
какой оно имеет в механике.

Из уравнения (62а) получим,^прибавляя и вычитая SdT,  на правой 
стороне:

1, И

d F ^ d { U — JS) =  —  S dT — ^ X , d x ' „  (65а)

откуда непосредственно получается:

(66а)

чем уравнение (66) опять обобщается.
Если кро.ме Т постоянно еще давление р  {изотермически-изобарный. 

процесс), то можно получить третью форму условия наступления есте
ственного процесса, пользуясь уравнением (55), общим источником всех 
этих условий. Именно в таком случае можно принять, что работа равна

и, следовательно: 

или же, принимая

найдем условие:

d 'A ^  —  p d V  =  —  d{pV) ,  

d { U — T S ^ p V ) < ,  0;

df,p^ =  dr,p 0;

(69)

(70)

индексы при знаках диференциала указывают величины, которые сле
дует удерживать при диференцировании постоянными. Функция Ф назы
вается изотермически-изобарным потенциалом.

Уравнение (70) можно выразить следующим образом: при изотерми~ 
чески^изобарном процессе потенциал Ф возрастает', в предельном слу' 
чае обратимости он остается постоянным.

Здесь мы можем вывести такие же уравнения, какие получили выше 
между величинами U, Т к р, с одной стороны, к F, Т и р, с другой 
стороны. Именно, выбрав Т и р  независимыми переменными, имеем:

или, так как

ФФ =  — ^  d T ,

откуда тотчас получаются равенства:
/'дФ\ V /дФ\V /дФ\
д р ' т "  Т> \дТ//

U +  p V  
та •

(71)

-  (72)

V
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Эти уравнения равным образом можно распространить на случай со 
многими переменными х~,.

Если термодинамические потенциалы F  или Ф известны как фун.чции 
переменных состояния (Г, V) или (Т, ^  ограничиваемся здесь важ
нейшим случаем двух независимых переменных, — то из них можно с 
помощью только что выведенных уравнений получить все существенные 
термодинамические величины. Например, согласно уравнению (66) и по 
определению функции F  имеем: .

Р- (73)

Точно так же из уравнений (69) и (72) следует:

Следовательно, остается только определить F и Ф путем измерения; в 
таком случае окажутся установленными все термодинамические соотно
шения для данного тела.

41. Условия равновесия.

В предыдущем параграфе были рассмотрены условия наступления 
процесса или направление, в котором он протекает в адиабатическом, 
изотермическом и изотермически-изобарном случаях; наряду с этим 
рассмотрим соответствующее условия равновесия в упомянутых трех 
случаях.

Если в адиабатической системе d S > 0  есть условие для наступления 
процесса, то, для того чтобы было равновесие при произвольном пере- 
'Афшении, которое мы, как в механике, обозначим через 8, должно 
быть:

85 <  О, (75)

Действительно, в таком случае невозможен никакой процесс, так как 
энтропия не может уменьшаться. При задачах равновесия, как в меха
нике, вообще бывают даны еще определенные уравнения для условий, ко
торым, как и там, должны подчиняться возможные перемещения. Если 
осуществимо определенное возможное перемещение^ то вообще осуще
ствимо таюке и противоположное перемещение, по крайней мере, во всех'* 
тех случаях, когда соответствующие условия не выражены неравенст
вами. Следовательно, если бы для перемещения было справедливо урав
нение (75), то для противоположного перемещения должно было бы быть 
8 5 > 0 . В соединении с уравнением (75) отсюда получается, что в 
уравнении (75) возможен только знак равенства, следовательно:

8 5 = 0 . (76J

Это можно выразить словами: адиабатически изолированная система 
находится в равновесии, если энтропия максимальна.
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Совершенно так же получается согласно уравнению (58) условие рав
новесия в изотермическом случае:

Ь^Р^Ь'А, (77)

и если опять имеются дополнительные условия, выраженные равенствами, 
т. е. когда возможны также противоположные изменения, то имеем:

b j ,F = b 'A , (78)

т. е. при постоянной температуре равновесие характеризуется тем, 
что возможное изменение свободной энергии равно возможной внешней 
работе. ■

В частном случае, когда объем постоянен (бомба Бертло) или изме
нения объема исчезающе малы (твердые или жидкие тела), Ь'А =  О, и 
условие равновесия (78) переходит в следующее:

b j . F = 0 , (78а)

т. е. при постоянной температуре и при отсутствии внешней ра
боты свободная энергия в состоянии равновесия минимальна.

Наконец, в изотермически-изобарном случае получается согласно урав
нению (70):

или, если опять существуют лишь условия, выраженные равенствами 
(и нет неравенств), то:

§У,^Ф =  0, (80)

т. е. изотермически-изобарный потенциал должен быть при равно
весии максимальным.

Выясненные здесь условия мы применим в следующих глдвад к част
ным случаям равновесия.

12 Теория теплота.



г ЛАВА IV.

Физически однородные системы.

42, Общая формулировка.

Мы рассматриваем в этой главе исключительно физически однородные 
системы, причем химическая однородность их нас не интересует. Так, 
например, любая смесь газов для нас однородна, также и сплав и 
т. д. Рассмотрим опять единицу массы избранного вещества и применим 
к ней оба начала термодинамики.

Мы получили определение удельной энтропии s:

ds: d'qr
Г (1)

и затем нашли следующее равенство, согласно первому началу, при усло
вии, что состояние системы определяется кроме Т еще п координа
тами jCj до х^.

1, П

d ’q̂ . — da-\-^^X~, dx-, (2)

в частном случае двух переменных Т я v оно принимает такой вид:

d'q  ̂—  du-\-p dv. (3)

В соответствии с этим имеем в общем случае следующее определение 
удельной энтропии в подробной форме согласно уравнениям (J) и (2):

1 ,П

ds- (4)

или в частном случае двух переменных Т я v, которыми мы почти ис
ключительно пользовались в предыдущей главе:

ds — (5)

Возможность применеТ1ия анализа ко второму началу термодинамики 
основана на том, что ds есть полный диференциал чистой функции
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состояния, т. е. на том, что для полного диференциала существуют не
которые условия, отличающие его от общих диференциальных выраже
ний. Совершенно так же обстояло дело во второй главе по отношению 
к первому началу.

Применим это начало к случаю любого числа переменных. В таком 
случае из уравнения (4) следует:

"  2  =■ т  2  ( } + -г (w )

а эта формула распадается на следующие (л-|-1) уравнения, так как 
величины dx^ и dT совершенно независимы друг от друга:

.....»)• I

т \ d f j '
( 6)

Отсюда посредством перекрестного диференцирования получается, если 
означает одну из координат x^ до х^, отличную от х. ,̂ следующее 

уравнение:

d^s 1 f д^и I f  д^и дХ^-,

также посредством соответствующего комбинирования одного из первых 
уравнений (6) со вторым уравнением (6) получим:

f  _  1 ( д^и дХ^^ 1 f /  А , 1 N
\д х ,д Т  ~  Т X дх.,дТ д т ] ~ ~ П \  V&T, “  |

1 д̂ и ,
Т д х д Т  ( ' ■ ' =  1 .  2 , .  . . , « ) ■ j

(8)

Решение э"0"^ уравнения дает следующее выражение второго начала в 
общем случае;

дХ,, _  дХ̂ ^ /V, р. 1, 2 , . . . ,  /z\
Ь ф р .  г~  дх^

дХ^ 1 , /  ди-. , л
Г" ’■> 2.-••,«)•

(9)

( 10)

„  л (л-1-1} „dro — 2------соотношений, позволяющих экспериментальную проверку
второго начала.

В частном случае двух переменных, который получается из общего, 
когда полагаем, например, X , = /з, л:, =  г», а все остальные A , =  x:v =  0, 
общие уравнения (6) переходят в следующие:

( Ш . = т ( ^ т ) ,
( 11)

12»
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а отсюда при перекрестном диференцировании следует:

d̂ s 
dv дТ=и dvdT^KdTj

1 д̂ и
Т dvdT’

откуда, далее, получается:

(12)

Это соотношение есть частный вид уравнения (10), как можно видеть 
из непосредственного сравнения; уравнения (9) в случае двух перемен
ных не имеют аналогов; в таком случае они тождественно равны 
нулю. -

Уравнение (11) есть выражение второго начала при двух переменных 
Т я v; в последующем мы будем иметь дело главным образо.ч с ним.

43. Состояние системы определяется двумя переменными.

Прежде всего, соединяя уравнение (12) с первым уравнением .(11 )i 
выясним физическое значение  ̂ вспомнить затем, что

есть удельная теплоемкость при постоянном объеме, то
* /ds \ ■станет ясным также смысл величины

Мы имеем теперь две простые формулы:
f ^ \  _ / Ф \
\dvJr~\dTK’

KdTj^ Т • )

(13)

В справедливости последнего уравнения можно убедиться и не произ
водя вычислений, обратившись к определению ds, содержащемуся в урав
нении (1).

Если сообщить системе количество теплоты, d'q , поддерживая постоян-
,c,dT_ от-ный объем, то d !q=c^  dT\ следовательно, можно написать: ds== - ~

куда, деля на dT  ̂ получим второе уравнение (13).
Поэтому, если известно как функция переменных состояния Т и v, 

а также уравнение состояния p =  p {v ,T ) ,  то это уравнение (13) мо
жет служить для вычисления энтропии. Именно находим:

(14)

f  др\ R 1При идеальном газе, для которого это уравнение приводит
к давно уже известному нам значению:

s^ c^ \ g T -\ -~ \ g v -\ p  const.
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Но уравнение (14), кроме того, очень полезно и в других отноше
ниях; в пределах малых объемов и малых изменений температуры можно

1'др''в каждом случае считать величины j и приближенно постоян
ными; тогда из уравнения (14) получим приближенные выражения для 
энтропии, например, твердых и жидких тел; такие выражения иногда 
бывают нужны, и мы действительно воспользуемся этой возможностью.

Диференцируя перекрестно оба уравнения (13), получим, впрочем, 
соотношение, позволяющее экспериментально проверить второе начало:

dv т ( ^ )\дп)„ (15)

Из этого уравнения следует, например, что независимо от v, если р 
зависит от температуры Т только линейно, как у идеальных газов, а 
также у таких реальных газов, которые подчиняются уравнению ван- 
дер-Ваальса.

Уравнение (12) можно упростить, привлекая уравнение (59) второй 
главы, которое напишем здесь еще раз:

оно представляет простое следствие первого начала. Соединяя его с 
уравнением (12), получим:

'(др \ {dv '
чбГ (16)

с  помощью уравнения состояния можно это уравнение привести в не
сколько иную, иногда более удобную форму. Согласно уравнению со
стояния имеем;

или при dp =  0:
( ^ \    (др\ ( ^ \
\дт), \dvJr\dTjp

Подставляя вытекающее отсюда значение в уравнение (16), по
лучим в высшей степени наглядное уравнение:

' . =  - Ч 1 1 (ггХ- (17)

В этом уравнении , очевидно, пропорционально коэфидиенту объ
емного расширения а вещества, означающему, по определению, измене
ние объема на градус р  ]»  деленное на объем при 0 °С ; следо
вательно, а дано уравнением:

с
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величину ( ^  1 можно вычислить из уравнения состояния и можно не

посредственно сказать, что величина (предполагается стабильное
состояние) по необходимости должна быть отрицательной, так как 
в таком случае повышение давления сопровождается уменьшением объ
ема. Но тогда из уравнения (17) следует, что у  любого вещества 
больше что до сих пор мы могли доказать только для идеального 
газа.

Но д р \ можно определить также в том случае, если полное урав
нение состояния неизвестно. При этом дело идет о задаче из области 
теории упругости, именно об определении уменьшения объема, связан
ного с определенным повышением давления. Выражение:

V V'ф  V
dvт. е. относительное уменьшение объема  ̂— — j , деленное на повыше

ние давления др, называется коэфициентом объемного сжатия-, 
обратная величина его есть так называемый модуль сжатия К, для 
которого, следовательно, справедливо:

(19)

Подставляя уравнения (18) и (19) в уравнение (17), получим в резуль
тате:

ТК . . .—  —  vJa\р V X/  ̂ ^

или, так как у твердых и жидких тел можно приближенно полагать

с — с „ =  TKv, а\ (2 0)

По этому уравнению можно вычислить разность обоих удельных тепло
емкостей для каждого тела, для которого известны упругие данные 
(модуль упругости Е и модуль кручения р), равно как и коэфициент 
расширения.

Например, для алюминия:

модуль упругости Е =  7320 кг/жл*, 
модуль кручения р =  2737кг/лж*.

Отсюда вычисляем модуль сжатия: К  —  13 860 кг/мм ;̂ далее, известен 
коэфициент объемного расширения а = 0 ,00 00 6 9  и удельный объем при

1
0° С:

По этим данным для алюминия вычисляем:

(s - o a . = 0 .0 1 6 ^ -^ ;-^ ,

Vо
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следовательно, получаем очень малую величину. У газа эта разность 
значительно больше вследствие большого коэфициента расширения; для
идеального газа она, как известно, равна как это следует также из
уравнения (20). ___

• Иногда целесообразно в качестве независимых переменных выбирать 
Т и р, так как их легко можно удерживать постоянными при экспери
ментальных исследованиях. В таком случае имеем формулу:

(21)
Т ’ j

или, так как dp м dT  совершенно независимы друг от друга:

(1 Х=7 ((1 1 + к а } ' (22).

Для получения выражения, доступного проверке, исключаем отсюда s пе
рекрестным диференцированием, так что имеем:

дЧ 1 ( д̂ и . /dv \ I d̂ v ) _
У  \ d fW ^ \ d T ) ;^ P  ~

или:

дрдТ'
1 (■ д̂ а I  ̂ d̂ v ) 1 ifdu\ ,

(23)

Принимая затем во внимание, что согласно уравнению (66) второй 
главы: ,

(24)

находим, что вследствие уравнений (23) и (24) оба уравнения (22) пе« 
реходят в следующие:

*  Л _ £ е ]дт) — !f^J ') _ £ е 
\дт )р- Т

(25)

которые устанавливают физическое значение частных производных s. 
Впрочем первое легко получается и без вычислений; так как, согласно 

d'qопределению (1), =  а при постоянном р величина d'q  ̂— c^dT,
имеем;

CpdTd S p ^ - ^  ,

откуда при делении ш  dT  тотчас получается указанное значение.
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Уравнение (25) может, как и аналогичное уравнение (13), служить 
для вычисления s. .
Непосредственно имеем:

■ (26)

откуда получается, например, известное значение для идеальных газов. 
Далее можно использовать уравнение (26) также для получения прибли
женного значения (функции энтропии, если считать и коэ(|)ициент 
расширения постоянными. К этому мы также еще вернемся.

Наконец, из уравнения (25), посредством перекрестного дисреренциро- 
вания для исключения s, получаем следующее соотношение, которое, 
опять-таки, может служить для проверки второго начала:

Т \ д р  Jr (27)

и которое совершенно аналогично уравнению (15). Отсюда следует, 
например, что когда v  зависит от температуры только линейно, т. е. 
когда коэфициент объемного расширения независим от Т, величина 
не зависит от давления. Это имеет место у идеальных газов, но этого 
уже нет, например, у таких реальных газов, которые подчиняются урав
нению ван-дер-Ваальса. При этом получается более сложная зависи
мость, к которой мы подойдем в следующем параграфе с несколько иной 
стороны.

44. Энергия, энтропия, свободная энергия реальных газов.

Перейдем теперь к определению термодинамических свойств газа, 
подчиняющегося уравнению ван-дер-Ваальса:

(28)

Уже во второй главе неоднократно указывалось, что мы располагаем 
всеми термодинамическими соотношениями вешества лишь в том случае, 
когда кроме уравнения состояния известно еще уравнение энергии. 
Действительно, в таком случае можно установить адиабатическое условие, 
провести с этим веществом круговой процесс Карно, определить пове
дение удельной теплоемкости, вычислить процесс Гей-Люссака и т. д.

Таким образом задача сводится к определению уравнения энергии 
реального газа. При этом мы можем исходить, например, из уравнения 
(12), выведенного в § 42 с помощью второго начала; напишем это

fduSуравнение, решая его относительно

(11= (29)
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Правая сторона дана уравнением состояния (28) ван-дер-Ваальса. Соста
вляя прежде всего > получим:

\ д г ), m {v — )̂’

следовательно, из уравнения (29) получается:

RT RT , а а
\ду/у m{v — р) /и (о — Р) v"̂  

откуда, интегрируя при постоянной Т, получим:

г»з> (30>

(31)

где ( Т) означает еще неизвестную функцию Г, так как интегрирова
ние было выполнено при постоянной Т. Для определения ее можем 
привлечь уравнение энергии идеальных газов и — с̂  Т const, так как 
при очень больших значениях v  поведение реального газа должно не
ограниченно приближаться к поведению идеального газа. В нашем частном 
случае, при бесконечно большом v, уравнение (31) должно перейти в 
только что упомянутое уравнение энергии идеальных газов. Следова
тельно, имеем условие:

^̂v = <Х1 — 'Р '— ^«оо const. (32)

где с,оо есть удельная теплоемкость при постоянном объеме того идеаль
ного газа, в который при бесконечном разрежении переходит реаль-. 
ный газ.

Этим определяется <р(Г), и отсюда для удельной энергии реального 
газа, подчиняющегося уравнению ван-дер-Ваальса, тотчас получается:

Т --------- L const. (33).

Но соответственно определению, с, 
(33), получим:

/ди
\дТ,) ■ применяя это к уравнению

-- - Г̂{

т. е. с, есть также абсолютная константа для газа, подчиняющегося 
уравнению ван-дер-Ваальса; поэтому индекс оо можно опустить.

Если бы мы положили в основу другое уравнение состояния, то нашли 
бы соответственно другое выражение для и. Принципиально важно 
уяснить себе, что пользуясь уравнением ван-дер-Ваальса, мы в силу не
обходимости приходим к уравнению энергии (33). В таком случае это 
уравнение является единственным, какое можно применить, так как вто
рое начало необходимо требует его.

Теперь легко определить значение удельной энтропии s для реального 
газа, так как мы имеем определение:

, du4-pdv
ds =  — -7^ .

и
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а это, в применении к нашему случаю, дает следующее:

RT

ds —
c,dT dv'  ' г/2 I /л (0 _  р)

Т
dv------^dv
-------- ^l—  =  ^-±dT- R

m (о — P) dv, (34)

что при интегрировании дает:

s =  Ig Г +  ^  Ig (г» — Р) +  const. (35)

т. е. значение, отличающееся от соответствующего выражения для иде
альных газов только появлением величины Вместе с тем имеем не
посредственно условие адиабаты; оно заключается в требовании а =  const, 
следовательно:

Ig ^  Ig (^ —  Р) =  const.
или:

T (v  —  р)™'® =  const. (36)

чем характеризуется адиабатическая кривая на поверхности Tv. С по
мощью уравнения состояния (28) находим для уравнения этой кривой 
на поверхности pv:

Л-\-тс̂
=  const; (37)

оба эти уравнения являются прямым обобщением уравнений для идеаль
ных газов Tv̂ ~̂  =  const и pv^ =  const.

Что касается удельных теплоемкостей и г„, то уже в предыдущих 
параграфах было замечено, что по уравнению (15) для нашего реал1- 

де„ного газа ( ) =  О, т. е. что с„ не зависит от v. Но теперь мы мо
жем сказать в еще более общей форме, что согласно уравнению (33) с 
есть существенно постоянная величина, которая приложима к упомя
нутому идеальному газу, как уже замечено выше. Следовательно, от 
того, что мы ввели уравнение состояния ван-дер-Ваальса вместо уравне
ния идеального газа, с„ не изменилось. Напротив, для с̂  уравнение (17) 
дает следующее значение:

' с  = с  —  Г— Y

что в нашем случае дает:

I R̂ T с =  с ч-------------р '  ‘ m2 fi; _
I

m2(t; — р) RT 2а(п — Р)' (33)
m (г> — Р) vi

причем Ср вполне определяется как функция ц и Г. При а =  р =  О это 
З'равнение, естественно, переходит в знакомое уравнение для идеальных



газов Ср —  с ^ = —. Различие между уравнением (38) и этим простым 
уравнением вообще крайне мало.

Теперь не представляет ни малейшего затруднения провести полностью 
процесс Карно, вычисленный во всех подробностях. При этом легко 
убедиться также, что коэфициент полезного действия, действительно, 
такой же самый, как при идеальном газе, что и должно быть согласно 
второму началу.

Наконец, определим еще удельную свободную энергию / = а — Ts, 
Согласно уравнениям (33) и (35) находим:
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f = c T — - -  J V о (39)

При этом, как всегда, остается неопределенной линейная функция тем
пературы {А-\-ВТ).

45. Опыт Гей-Люссака м Джоуля-Томсона с реальным газом.

Можно также полностью вычислить описанный в § 23 опыт Гей-Люс
сака с реальным газом. Здесь не вводится внешней теплоты ^ и не 
производится внешняя работа а. Соответственно этому первое начало 
дает равенство:

« 4 = « 1 .  (40)

Это уравнение мы, конечно, могли составить уже раньше и в самом 
деле составили его. Но только теперь мы можем раскрыть полное его 
содержание, введя в него выражение удельной внутренней энергии ре
ального газа, которое мы уже знаем из уравнения (33), В таком слу
чае получим:

с, 7а
или:

или также:

я -
а а

гЧ’

® ( 1 а (V2 — »i)
сЛ »2 v j

Д7 oAv (41)

которое при бесконечно малых изменениях переходит в следующее вы
ражение:

=  (42)

Из этого уравнения узнаем, прежде всего, что Д7 всегда меньше нуля, 
так как величины а, Д®, ,v^, все положительны. Следовательно при.
процессе Гей-Люссака всегда происходит охлаждение. При числовом 
значении а, приведенном в § 26, можно определить понижение темпе
ратуры, которое наступает, когда первоначальный объем газа увеличи

1
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вается вдвое, причем плотность газа уменьшается до половины перво
начальной величины. Приводим это понижение температуры для сле
дующих газов:

СО ,. . .Д7’ =  — 0,3° С 
О , . . .ДГ =  — 0,15° » 
Н.......Д 7 =  — 0,025° »

(43>

Это еще раз подтверждает наше прежнее заключение, что пониженна 
температуры тей меньше, чем ближе газ к идеальному состоянию, о 
также, что у идеальных газов понижение температуры было бы равна 
нулю. Но с другой стороны, видим также, насколько неудачна было
экспериментальная установка Гей-Люссака: требовались исключительне 
точные измерения температуры, чтобы констатировать такое ничтожное 
охлаждение в его условиях опыта —  подумать только, что весь прибор 
был окружен водой! Поэтому уточнение метода было безусловно не
обходимо.

Перейдем теперь к опыту Джоуля-Томсона, который отнесем к еди
нице массы газа, как и опыт Гей-Люссака. Согласно уравнению (42) 
второй главы, имеем равенство:

/
(44)

Уже отсюда видно, что процесс Джоуля-Томсона теоретически менее 
прост] при этом экспериментальный метод несравненно улучшен, как 
уже было сказано.

Подставляя наше значение энергии (33) в уравнение (44), получим:

(45)

где правую сторону нужно составить соответственно уравнению состо
яния (28).

Находим: __R ^  ® Л. i
/ 'Л  — +  •

R т “ I о I “Р
д л =

Вычитая, получим:

P l^ l— / ' Л  =  "I ^ ) +  ^

если опустить член с ар, как малую величину высшего порядка. Под
ставляя это в уравнение (45), получим, далее:

[ с , +  1 У т ._ -Т ,У (46)

1 Здесь можно видеть, впрочем, что при опыте Джоуля-Томсона остается по
стоянной именно величина J — U +  pV  (или относя к единице массы, г = : «  -}-pv), 
введенная в § 30 в уравнении (130), т. е. так называемое «теплосодержание», по
тому что уравнение (44), очевидно, можно написать так:

4  —  4  =  0
В основном это справедливо для всех так называемых «процессов дросселиро
вания». -

и2
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Положим здесь для -  приближенное значение (для идеального газа) 
•Сд—-с ,̂ что вполне допустимо, как было замечено по поводу уравне
ния (38). Заменяя в нем, далее, множитель  ̂ приближенным значением
тр получим;

( Г , - Л )  =  - М
ИЛИ

(Г , -  П ) =  + р { р , - р , ) .

Наконец, так как разность очень мала, можно написать при
ближенно:

(7’я -  T-i) =  W  - Лг) +  Р ( Я г - М
или, наконец:

RT

Д Г__ 1 (2ат
Р}. (47)

указывающее изменение температуры на единицу разности давлений.
По этой формуле также можно видеть, что теория процесса Джоуля- 

Томсона сложнее, чем Гей-Люссака. Здесь изменение температуры, про
исходящее при понижении давления, может быть положительным, ну
левым или отрицательным, в зависимости от того, какое значение имеет 
неравенство:

2ат р >
RT < 0.

Это определяется тем, при какой температуре поставлен опыт, а также 
т:онстантами а и р  уравнения ван-дер-Ваальса. Во всяком случае видно, 
что для каждого вещества имеется некоторая температура, так называ
емая температура инверсии Т̂ , при которой

2а/и
W i'' (48)

При более высоких температурах (Г ]>  Т̂ ) понижение давления вызывает 
повышение температуры, а при более низких температурах (Т<С Я̂ ), 
наоборот, понижение температуры. Определим температуры инверсии 
для газов С0.2, О ,̂ Н.,, для которых мы вычислили опыт Гей-Люссака 
Находим следующие значения.

для СОа. . .  Г; =  2050° абс., 
для O.J. . . 7 9 0 °  абс., 
для Н,а. . .  Г, —  200° абс.

(49)

Согласно этим результатам следует ожидать, что водород при обык
новенной температуре будет вести себя противоположно тому, как

с
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ведут себя СО.̂  и О .̂ Действительно, Томсон и Джоуль наблюдали у 
водорода, как уже сообщалось в § 26, небольшое повышение темпера
туры при понижении давления; а затем Ольшевскому удалось показать, 
что водород, охлажденный д о — 80° С., т. е. ниже температуры инверсии, 
испытывает понижение температуры, какое у СО.̂  и обнаруживается 
уже при обыкновенной температуре. Таким образом уравнение ван-дер- 
Ваальса качественно оказывается вполне пригодным, но в количествен
ном отношении имеются отклонения, причем инверсия наступает при 
более низких температурах, чем вычисленные выше. Во всяком случае 
существенно, что обратное поведение водорода при обычных темпе
ратурах основано не на особом свойстве водорода, которого нет у 
других газов, но что это есть общее свойство всех газов, только про
являющееся при очень различных температурах. Это осложнение опыта 
•Гей-Люссака основано, очевидно, исключительно на том, что при теоре
тическом выводе внешняя работа предполагалась строго равной нулю, 
тогда как при процессе Джоуля-Томсона происходит работа {p^v^ — ЛЛ)» 
впрочем, в общем малая.

Надо заметить, что эффект Джоуля-Томсона практически применяется 
в машинах для ожижения газов, например, воздуха и водорода, кон
струированных Линде и Гампсоном. При этом у водорода получается та 
особенность, что вследствие низкой точки инверсии он при нормальной 
температуре оставляет машину,) более нагретым, чем был вначале. 
Поэтому для конденсации он нуждается в предварительном охлаждении 
ниже— 80° С, т. е. ниже точки инверсии. Совершенно так же веде? 
себя, впрочем, и гелий, конденсация которого именно поэтому пред
ставляет такие затруднения, так как его точка инверсии лежит чрез- 

"вычайно низко.

46. Диффз^зия реальных газов.

Интересно выяснить вопрос, как происходит диффузия двух реальных 
газов, подчиняющихся уравнению ван-дер-Ваальса, в частности, про
исходит ли при этом изменение температуры и в какой мере. На этот 
вопрос можно было бы сразу ответить, если бы мы могли составить для 
смеси реальных газов уравнение состояния (и уравнение энергии) по 
уравнениям состояния (и энергии) составных частей смеси. У идеальных 
газов это возможно: в уравнении состояния истинный молекулярный вес 
просто заменяется средним молекулярным весом, а в уравнение энергии 
входит средняя удельная теплоемкость смеси вместо истинной удель
ной теплоемкости с„. У реальных же газов нужно найти зависимость 
констант ван-дер Ваальса ар смеси от констант a,pj и а.̂ р.̂  компо
нентов.

Общее решение этой задачи не найдено. Но если мы допустим, что она 
решена для одного частного случая, то можем исчерпывающим образом 
ответить на вопрос о процессе диффузии.

Пусть будут М^, массы, т^,т^ молекулярные веса, упель-
ные теплоемкости при постоянном объеме, и объемы обоих ком-
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понентов при общем давлении и общей температуре Т̂ . В таком 
случае уравнения энергии перед смешением гласят:

т , - т .  }
у (50>

После смешения газовая смесь массы заполняет объем
при температуре Т̂ ; средняя удельная теплоемкость есть

с.. = УИ1+ М 2 •

Следовательно, после смешения энергия U равна:

M i+M ^  2 K i + 1/2 /• (51)

Так как процесс диффузии происходит в замкнутом сосуде, т. е. без 
введения теплоты и без производства работы, то должно быть:

й = и , ^ и , .

Следовательно, согласно уравнениям (50) и (51), оказывается:

(Ж  ̂+  М^) I ------ -̂-------- 2 а(М ,+  М,)^ _  < ______
+

откуда для изменения температуры получается уравнение:

1 Га (Ml +  АГ2)2 aiAfi2т __т  —■*2 •* 1 +  Ж2С, 1̂1+ 1̂2 V, Vo (52)

Чтобы получить представление о величине — Т̂ , произведем хотя 
бы приблизительный подсчет; именно пусть 21 г кислорода и 79 г азота 
образуют путем диффузии 100 г атмосферного воздуха; давление обоих 
газов составляет одну атмосферу, общая температура их:

Tj =  300° абс. =  27° С.

В литературе приведены по измерениям Ольшевского следующие зна
чения для критического давления р  ̂ и критической температуры 
атмосферного воздуха:

=  133° абс. =  —  140°; р^ =  39,0 am. (53)
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По этим данным можем вычислить для воздуха по формулам (79) вто
рой главы константы а и р  формулы ван-дер-Ваальса;

__ I d  __8 т я (54)

где следует полагать яг =  28,9, среднему молекулярному весу воздуха. 
Находим следующие значения в абсолютных мерах (соответствующие 
■значения для 0  ̂ и приведены для сравнения):

а

Воздух. . . . . . . 1570-ю» 1,23
О а................................ 1330-10» 0,994
Na . ............................. 1650-10» 1,32

Тогда получим, согласно уравнению (52), следующее уравнение для раз
ности температур

а002.1570 21^-1330 ГЭз-ШбОЗ 1Q12
f-n 79 
V32'^28,

8,31-300.100-104 »2̂1) П1\
 ̂ V32/ V28)

где следует полагать =  0 ,17 ‘ 4 ,19• 10’  При этом объемы Vj
V.ĵ  вычисляются по формуле, удовлетвор.пощей идеальным газам:

.
‘  Pi m i ’ -

т/   RT l̂ 7^2
~  Pi m2 ’

mm, так как здесь Г̂  =  300, p  ̂—  l  аяг«?10®:
, ,  8,31-104.300 21

3 2 ’10»
8,ЗМ04-300 79 
, 100 28’

Подсчет дает значение:

7  ̂—  Ti =  — 0,0003° С. (55)

Это число, конечно, отнюдь не достоверно, так как вычисление а и р  
по крит-ическим данным очень неточно. Уравнение ван-дер-Ваальса спра
ведливо лишь приблизительно и отказывается служить по большей части 
именно при критических состояниях. Все же этот расчет показывает, 
что диффузия происходит очень близко к тому, как если бы газы были 
идеальны-ми.

и
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Другая возможность вычисления вытекает из эффекта Джоуля-Томсона 
для воздуха, кислорода и азота. Составляя для каждого из них эмпи
рическую формулу, применимую, разумеется, лишь в очень ограничен
ной области, можем получить из нее приближенное уравнение состояния; 
как поступать с ним дальше, уже было изложено. Такое вычисление 
должно было бы, собственно говоря, дать лучшие результаты, так как 
диффузию можно производить при тех же температурах, что и опыт Джо
уля-Томсона. Однако, к сожалению, для и было проделано слишком 
мало опытов Джоуля-Томсона, чтобы составить по ним желаемое 
эмпирическое уравнение. '

47. Несжимаемые (твердые или жидкие) тела 
при всестороннем давлении.

Твердые и жидкие тела, к исследованию которых мы теперь 
можно в первом приближении считать несжимаемыми, т. е. 
что плотность их или удельный объем совершенно не зависят 
ния. Эта оговорка облегчает нам составление приближенного 
состояния, так как теперь удельный объем v  зависит только 
ратуры Т. Именно, как известно, существует приближенное

перейдем, 
полагать, 
от давле- 

уравнения 
от темпе- 

равенство:

(56)

Следовательно, это уже есть приближенное уравнение состояния несжи
маемого вещества, во всяком случае справедливое в пределах достаточно 
малой температурной области при постоянной а.

Составим теперь соответствующее уравнение энергии. Для этого избе
рем несколько иной путь, так как здесь, очевидно, целесообразно при
нять Т VL р  независимыми переменными. Прежде всего, легче найти вы
ражение для удельной энтропии, исходя из уравнений (26), на серьез
ное значение которого мы указывали. Следовательно, имеем:

fdv\ Cj4T ,
d s =  ----- (57)

откуда, полагая и a постоянными, получим:

s =  Cp Ig Г —  av„p - f  ĉ . (58)

Дальше используем изотермически-изобарный потенциал Ф, который 
для единицы массы можно обозначить через <р. Именно, согласно урав
нениям (70) и (72) третьей главы имеем следующие уравнения, отнесен
ные к единице массы:

13 Теория теплоты.
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Из уравнения (60) явствует, что необходимо найти 'f как функцию Т 
и р. Это можно сделать следующим путем: согласно уравнению (59) и 
уравнению состояния имеем:

\dpjp Т
t,,[l + а (Г -Г р ) ]

Т (62)

Интегрируя это уравнение при постоянной Т, получим следующее зна
чение <f, содержащее, конечно, неизвестную функцию Т, так как интег
рирование произведено при постоянной Т:

<р =  _  р (63)

Теперь можно определить эту функцию /  (Г) таким путем: с помощью 
уравнения (63) найдем значение s, составив правую часть уравнения (61), 
и сравним это значение с уже известным, значением 5 из уравнения (58), 
Так получим уравнение:

+ М 1 +  “ (Т -Г о )]
Р-

p — v^ap +  T f{T ).
I  (64)

Отсюда для определения неизвестной функции получим диференциаль- 
ное уравнение:

Ig = f ( T )  +  77' (Т) =  [77(77],

дающее в квадратурах:

/ ( 7 ’) =  CplgT’ — +
‘ о ‘ ‘

Следовательно, далее, имеем: ‘ ‘ ■

/ ' ( Т ’) = 7 - ^ ' .

(65)

( 66)

Соответственно этому, изотермически-изобарный потенциал единицы 
массы будет, согласно уравнениям (63) и (65):

Т =  Ср Ig 7 - -  ^  [1 +  а ( Г - Г „ ) ]  +  ( q  -  с^) С2 (67)

Линейная функция остается при этом неопределенной, как и должно 
быть по сути дела. Этим определяется как функция Т н р, и т
уравнения (67) получим значение „:

IT
Ct, VnP ,

■ T ' Г2- ( 68)
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Теперь можно по уравнениям (62) и (68) составить выражение (60) для 
искомой удельной энергии и:

и т. Т[с^ 4 -  ̂  [ 1 4 -  а ( Г —  Го)] —  v,ap  -  - М  _  Щ ,

что по вычислении дает:

и =  с T — v^apT— ĉ . (69)-

Это уравнение представляет и как функцию переменных состояний Т и р , 
чего мы и хотели. Уравнение состояния (56) и уравнение энергии 
(69) определяют термодинамическое поведение нашего вещества, конечно, 
лишь в пределах приближения их.

Теперь мы можем, например, выполнить с этим веществом круговой 
процесс Карно и вычислить его во всех подробностях, и в особенности 
установить, что коэфициент полезного действия его такой же самый, 
как при идеальном газе, как этого требует общая теория. Однако здесь 
мы этого не будем делать, а отложим до следующего параграфа, где 
исследуем сжимаемое вещество. Здесь же проведем лишь бесконечно 
малый адиабатический процесс. При этом энтропия постоянна, или ds=^Q. 
Согласно уравнению (58), это дает следующее уравнение:

ds =  0 =  y d T - ■ аг», dp,

откуда для изменения температуры dT при изменении давления на dp 
получим:

dT-- av^Tdp. (70)

При этом dT и dp имеют одинаковые или противоположные знаки, 
смотря по тому, положителен или отрицателен коэфициент объем
ного расширения) изменение давления не вызывает никаких измене
ний температуры при а =  0. Все три случая осуществлены у воды 
выше 4° С, при этой температуре и ниже ее. Выше 4° С коэфициент 
расширения положителен, при 4° С равен нулю, ниже 4° С отрицателен. 
Соответственно этому адиабатическое сжатие воды выше 4° С вызы
вает нагревание, ниже 4° С охлаждение, при 4° С не происходит ни
какого изменения.

Для воды при 4° С, выражение (70) особенно просто, так как с = 1
и V 1; следовательно:

d T = a  Tdp.

При 2® и при 6° С вода имеет следующие коэфициенты расширения:

2° . .  .а  =  — 0,000016,
6° . .  .а  = - f  0,000016.

Соответственно этому при изменении давления на 100 am изменение 
температуры Д Г = = р  0,01° С, т. е. чрезвычайно мало. Уравнение (70) 
подтверждено опытом Г а г а  (Haga) и В а с м у т а  (Waszmutb).

р
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Впрочем, его можно вывести непосредственно из общего выражения 
для ds, которое дает уравнение (26), При адиабатическом изменении 
произвольного вещества

-dT -
( dv\ .

это уравнение, если учесть определение коэфициента объемного расши
рения, вполне тождественно с уравнением (70). Качественно можно вы
разить содержание уравнения (70), иногда называемого «формулой Том
сона», следующим образом:

Тела, расширяющиеся при нагревании, нагреваются при адиабати
ческом сжатии, и наоборот.

Можно привести простой численный пример изменения энтропии 
твердого тела. Согласно уравнению (26) получим для энтропии следующее 
приближенное значение:

 ̂—  4" const. (71)

Прилагая его к двум состояниям, обозначенным индексами (1) и (2), 
имеем:

Возьмем, например, 1 г меди, первый раз при 0° С при атмосферном 
давлении, а второй раз при 100° С при давлении 2 am. Необходимые 
данные таковы:

S  г град ’ ■
=  273° абс,, 7  ̂=  373° абс.,

1 1 
~  So “  8.9 ’ 

а =  0,00001753.

Получим разность энтропии в обоих состояниях:

Впрочем, второй член в уравнении (71) при данных условиях имеет 
очень малое влияние.

48. Сжимаемые (твердые или жидкие) тела 
при всестороннем давлении.

Чтобы обобщить вышеприведенные положения, рассмотрим теперь сжи
маемое тело; это означает, что его удельный объем v должен быть 
функцией Г и /?. В таком случае имеем общее уравнение:

dT. (72)

С
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Но ^  ^оэф^^Циенту объемного расширения; далее, что мы

использовали уже в § 4 3 ,—  Р^^но обратному значе
нию модуля сжатия /С. Следовательно, вводя а п К, можем написать:

dv =  —  ̂ d p-\ -v^ a d T , (73)

где мы заменили в первом члене v через постоянную -у,, что допустимо, 
так как v  лишь очень мало зависит от давления. Интегрирование дает 
следующее уравнение состояния:

v =  —  ̂ p -{ -v ^ a T -{ -  const =  [ l  —  4 -  а_(Т—  Г „ )] , (74)

если константа определена так, что при р =  0 и Т удельный объ
ем v =  v .̂ Уравнение (74) есть прямое обобщение уравнения (56) для 
несжимаемых тел. '

Таким же путем, как и в предыдущем , параграфе, получим прибли
женное уравнение энергии:

u =  c J — v,(ip T -\ - 2̂К (75)

которое отличается от соответствующего уравнения (69) третьим членом, 
а при К = о о  переходит в него, как и должно быть.

Точно так же находим для изотермически - изобарного потенциала 
на единицу массы:

lg7 ’ - ^ [ l 4 - a ( r - 7 ’„ ) H - g 4 - { ( ^ r , - c ^ )  +  f } .  (76)

Вычислим теперь для этого тела круговой процесс Карно. Пусть оба 
резервуара имеют температуры 7  ̂ и Т .̂ Вообще, согласно первому 
началу, имеем равенство: du — d'q-\-d'a", следовательно, здесь:

CpdT— v^apdT — v ^ a T d p -{-^  p dp  =  d ’q -\ -d ’a —  1

=  d'q -\-"^pdp —  v^ap dT.
\ (77)
}

Применим это уравнение прежде всего к изотермической части процесса, 
приводящей тело из состояния {T^p^) в состояние (Т̂ р̂.̂ - При этом 
вследствие того, что d T — 0, имеем:

или
—  v^aT^dp-{-^pdp=^d'q^~{-d'a^ =  d 'q^-\-^pdp, 

d'qi =  — v^a T^dp,

с



следовательно:

198 IV. Физически однородные системы

9i =  — а ); ]
соот.етс,,енно: | (7 8 )

Присоединяя адиабатическое расширение, приводим тело в состояние 
{^чРз)> здесь d 'q ~ 0 ,  следовательно:

й!'й.̂  =  du .

и, согласно уравнению (75), имеем:

«а =  «3 (Т'аТ̂ з) -  «а (^ Л ) =  ̂  (^8 — ^0  ~  г-оЯ +  ]
(79)

Теперь следует изотермическое сжатие до точки (Т,^р{), во время ко
торого воспринимается теплота и производится работа а .̂ Аналогично 
уравнению (78) получим:

9а—  Ps)>
] (80)

Наконец, следует адиабатическое сжатие, возвращающее тело в началь
ное состояние . без восприятия теплоты, но с производством работы а^:

== «1  (  T iP d  —  «4  (  ( ^ t  —  ^a) —  O i  T’l  —  P i Z ,)  +  )
г'о ■ (81)

Легко убедиться, что 9, - [ - 9.2== —  («i-}-^!.2- j - a 3- ] - e 4), как и должно 
быть при круговом процессе. Далее, для коэфициента полезного дей
ствия находим: ,

_  9 1 + 9 2 , ^  [Tiip2~Pi) +  T2(Pi— P3)] ^  1 I T2Pi— Pi 
 ̂ v̂ aTt(Ttr, —  пЛ Т< п„— п. ’»0«Ti (/72—А ) Z\.Pi—Pl '

Это выражение можно еще преобразовать, пользуясь тем обстоятель
ством, что состояния {Т^р.^ и {Т^Р^ с одной стороны, и (r^pj) и (T’jPj), 
с другой, получаются одно из другого адиабатическим путем. При 
этом, по обще,му принципу сохранения энергии (77), оказывается:

dT —-v^a 7dp - 0.

или, после делгния т  Т ц интегрирования:

Ig Г — Vf̂ ap —  const. (82)

Левая сторона, впрочем, как того требует общая теория и как легко 
убедиться непосредственным вычислением, есть удельная энтропия s

а3
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нашего тела, которая при адиабатическом процессе постоянна. Если это 
требование приложить к нашему выражению, то получим следующие 
соотношения:

CplgT'i — =
‘S 1̂ — 'Ре aPi =  Ру Ig Т'а —  а Pv

откуда следует:

{pi — Pi) =  Ру Ig (Pi — Pi),
следовательно:

или
Ps— Pi =  P i— Pu

Pi—Pi   j
P i— Pi

При этом коэфициент полезного действия равен:

Г,Г] =  1- Ti> (83)

как того требует общая теория.
Подобным способом легко можно также рассчитать случай, когда ци

линдр, например металлическая проволока, подвергается продольному 
растяжению; в таком случае вместо модуля сжатия К  появляется модуль 
упругости Е, а вместо объема длина /д проволоки. Более подроб
ный расчет предоставляем читателю.
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Физически неоднородные системы.

49. Формулировка основных уравнений.

В этой главе мы займемся системами, которые физически более не 
однородны. Сюда относятся как химически однородные вещества, напр мер 
HjO в различных агрегатных состояниях (лед, жидкая вода, водяной пар), 
так и химически различные вещества, вступающие в реакцию между 
собой; они также могут быть в трех агрегатных состояниях, и нужно 
выяснить, при каких условиях они могут существовать в • равновесии 
рядом друг с другом. Только что упомянутые случаи испарения, плав
ления, возгонки можно также рассматривать как явления равновесия; 
можно, например, поставить вопрос так: когда находятся в равновесии 
между собой вода и водяной пар? Когда находятся в равновесии между 
собою все три агрегатных состояния? и т. д. Ясно, что при таких во
просах условия равновесия, формулированные в § 41, будут играть 
решающую роль.

Однако прежде чем так ставить решение задачи, т. е. опираться 
только на общие условия равновесия, мы исследуем процессы, происхо
дящие при изменении агрегатнсо состояния, по несколько иному спо
собу, исходящему от Клаузиуса. При этом больший упор делается на 
изменение агрегатных состояний, чем на равновесие между ними.

Прежде всего придадим обоим началам такую форму, которая по
зволила бы непосредственно применить их к нашей задаче. При беско
нечно малом обратимом изменении— отнесенном к единице массы —  имеем 
два выражения:

du — d'q^ — pdv, ( 1)

(2)

где d'q означает количество теплоты, введенное обратимым путем. Уже 
раньше, в § 20 и 42 было указано, как надо применять выражения 
обоих начал: d'q,., и d'a —  —  p d v  должны быть выражены, как линейные 
функции диференциалов координат состояния. В таком случае du и ds 
являются полными диференциалами, т. е. между коэфициентами при 
диференциалах координат существуют известные соотношения, и в этом 
именно и состоит выражение обоих начал.

Мы сузим здесь общую формулировку, выбрав в качестве одной из
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Ьвух переменных абсолютную температуру; вторую оставим сначала 
неопределенной и назовем ее пока $. В таком случае имеем:

d'a = . - p d v ^ - p  ( ^ ^ )^ d T -p

(3)
(4)
(5)

(6)

Подставляя эти выражения в уравнения (1) и (2), получим следующие 
соотношения:

/’ди\ fdv\

£о
Т>(#)

/*N _ q i

(7)
(8) 

(9)
( 1 0 )

Перекрестно диференцируя уравнения (7) и ( 8) и вычитая одно из 
другого, получим соотношение, выражающее, первое начало;

di дТ ~  \д̂  Jr\дт)  ̂ {dTJi\дОг ( И )

Производя аналогичную операцию с уравнениями (9) и (10), получим 
соотношение, выражающее второе начало в форме:

д^\т) a r U /

После диференцирования последнее уравнение примет вид;

дТ Т ‘

( 1 2 )

(13)

Соединяя это уравнение с уравнением (11), получим как выражение 
обоих начал следующее соотношение:

q i__др dv dp dv (14)

Рассмотрим подробнее значение величин i?# и определенных урав
нением (4).

Обозначая индексами 7  и что эти переменные следует удерживать 
постоянными, можно разложить уравнение (4) на следующие два:

d'q  ̂=  q„dT, 
d ’qr =  q^d’-.

(4а)
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Отсюда сразу видно, что 5', имеет размерность и характер удельной 
теплоемкости: Мы уже раньше отметили, что возможно для каждого ве
щества определить бесконечно много удельных теплоемкостей, в зави
симости от процесса, какой проводится с этим телом. Очевидно, есть 
удельная теплоемкость при постоянной 5; выражаясь таким образом, 
мы обобщаем понятия с  ̂ и а также удельной теплоемкости при 
общем политропическом процессе.

Напротив, ду есть величина совершенно иного рода. В то время как 
телу сообщается количество теплоты д ,̂ температура его Т по опреде
лению не изменяется. Такие явления наблюдаются как раз при измене
ниях агрегатного состояния, например при плавлении или испарении: 
если льду сообщать теплоту при 273° абс., то температура остается 
постоянной, а определенное количество льда переходит в воду той же 
самой температуры. Этот вид теплоты раньше называли «скрытой теп
лотой»— обозначение происходит еще из времен материальной теории 
теплоты; это название как бы давало выход, позволявший примирить 
исчезновение теплоты с материальной теорией. С современной точки 
зрения это выражение неудачно, так как совершенно изменена основная 
установка; но оно укоренилось, и мы также удержим его.

Таким образом в результате нашего рассмотрения находим, что 9, 
имеет характер удельной теплоемкости, а д̂  характер скрытой теп
лоты или, точнее, скрытой теплоты превращения. Для того чтобы 
выявить физическую природу обоих этих величин также и в их обозначе
нии, обозначим величину д  ̂ уже применявшейся при политропических 
процессах буквой у, а д̂  буквой I. Первая буква указывает на удельную 
теплоемкость, которую мы вообще обозначаем третьей буквой латинского 
алфавита (с), вторая указывает на слово «latent» (скрытый). При таком 
способе написания имеем следующие уравнения:

дч д1_др dv др ^
Щ ~Ш ~^Ж'дТ'~дТд'^  >
dt д1 1
д% дТ Т ’
1 dpdv др dv
т ~ di дТ dTdi

(15)

(16) 

(17)

50. Применение к процессу испарения.

Прежде чем перейти к применению этих уравнений к процессу испа
рения, введем следующие обозначения: верхние шрихи отличают агре
гатные состояния друг от друга, именно: один верхний штрих означает 
твердое агрегатное состояние, два штриха жидкое, три штриха газообраз
ное. С другой стороны, нижние двойные индексы (1,2), (2,3), (1,3) или 
(2,1) и 7. д. обозначают такие величины, которые относятся к переходу 
из одного агрегатного состояния в другое. По смыслу здесь больше 
подходили бы также верхние индексы, но такой способ написания был 
бы неудобен.
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Будем подвергать газ (единицу массы) возрастающему давлению при 
температуре ниже критический. В § 26 было показано, что наступит 
давление, при котором в состоянии однородной до тех пор системы 
произойдет разрыв и она разделится на две части, жидкую и парооб
разную. Обозначая средний удельный объем неоднородного вещества, 
состоящего из жидкости и пара, через г», газообразный компонент через 
v'", жидкий через v", массу газообразной составной части через 5, а 
массу жидкости через (1— ?), получим следующее соотнощение;

: V " (18)

Величину ; мы введем как вторую переменную наряду с Т в уравне
ния предыдущего параграфа. Прежде всего нужно выяснить, допустимо ли 
это, т. е. может ли Г изменяться произвольно, не вызывая изменения ?. 
Но это, действительно, имеет место. Возьмем неоднородную систему, 
состоящую из пара и жидкости, и представим себе, что мы выбрали 
такие условия давления и температуры, что как раз часть ? газообразна, 
а часть (1 -— S) жидкая. Теперь изменим температуру, например, повы
сим ее; в таком случае при постоянном давлении  ̂ будет изменяться, 
именно увеличиваться, но мы вольны повысить давление и этим опять 
уменьшить следовательно, можно соответствующим давлением удер
живать % постоянным, несмотря на изменение температуры. Также, 
наоборот, можно произвольно изменять $ (изменяя объем), причем Т 
остается постоянной. Именно такой процесс мы имеем, переходя по 
изотерме ниже критической температуры от больших объемов к малым 
и конденсируя газ в большей или меньшей степени. Короче, мы дей
ствительно можем пользоваться величиной 5 наряду с Т, как независи
мой переменной. При этом следует так выбирать давление, чтобы 
оно всегда было равно давлению насыщенного пара при соответствую
щей температуре. Другими словами, это означает, что давление насы
щенного пара есть вполне определенная функция только одной тем
пературы Т и не зависит от В уравнении (18) удельные объемы 
жидкости и пара v ” и v'" также Являются только функциями Г; при 
постоянной температуре Т они не зависят от давления, так как изме
нение давления лишь передвигает количества 5 и (1— $).

Введем теперь эти положения в уравнение (17). Очевидно:

(| ),=  о " © гдТП~
dp

(19)

причем мы здесь написали знак полного диференциала, так как р  за
висит только от Т. Далее, согласно уравнению (18) имеем:

dv\ ,
■V . ( 2 0 )

Соответственно это.му уравнение (17) переходит с уравнениями (19) и 
(20) в следующее:

1 -- (21 )

V
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Теперь нужно выяснить точный характер величины I. Согласно урав
нению (4а) l =  q̂  определяется >чосредством равенства:

d'qj. =  l d l

Как установлено выше, Id^ есть теплота, которую следует ввести в 
неоднородное вещество для увеличения части $ до т. е. для
превращения количества dl из жидкого агрегатного состояния в газо
образное. Величина I или, как будем теперь писать, есть то коли
чество теплоты, которое .следует ввести в систему для испарения 1 г 
жидкости, т. е. есть теплота испарения. Напишем теперь вместо 
р соответственно или чтобы показать, что p.̂ g =  Pg., есть да
вление испарения, т. е. общее гидростатическое давление, < при котором 
жидкость и пар находятся в равновесии между собой; положим также 

в таком случае уравнение (21) перейдет в следующее;

I — Г iis
( 22)

Уравнение (22) прежде всего было выведено из теории Карно Кла
пейроном (Clapeyron), но строго доказано было впервые Клаузиусом, и 
поэтому его обычно называют уравнением Клаузиуса-Клапейрона.

Это соотношение выражает теплоту испарения Ẑg посредством темпера
туры испарения (кипения) Т'.з. температурного градиента давчениз
пара и удельных объемов v ’" и v ” после испарения и до него. 
Если известно из таблиц или формулы, а также известны v"' и v",

я у 23
то соотношение (22) может служить также для вычисления теплоты 
испарения при любой температуре. Наоборот, можно определить

, если Z.J3, v'" и v"  известны как функции температуры.
я у 23 '

Важнейшее применение уравнение (22) (что, конечно, является про
веркой второго начала) имеет в случае испарения воды при различ
ных температурах. Мы соединяем результаты измерений Z.̂ , Р е н ь о
(Regnault) с результатами измерений и (г/'" — v") К н о б л а у х а
(Knoblauch), Л и н д е  (Linde) и К л е б е  (ЮеЬе) *. В следующей таблице, 
взятой из работы упомянутых авторов, помещены в первом столбце 
абсолютные температуры, во втором (Ẑ j иаб.тй по Реньо, в третьем 
(•»'" наблюд)- В четвертом столбце находятся значения {1.̂  ̂ вычым). по
лученные с помощью значений по измерениям Кноблауха, Линде 

; яУгз
и Клебе.

Заметим, — что легко подтвердить на таблице, —■ что v'" значительно 
больше v", так что для последнего, во-первых, всегда пользуются при-

1 Kn o b l a u c h ,  L i nde  und Kl ebe :  Die thermischenEigenschaften des gesSt- 
tigten und Uberhitzten Wasserdampfes zvischen 100° und 180° C. (Mitteilungen iiber 
Forschungsaibeiten, herausgeg. v. Verein Deutscher Ingenieure, Heft 21, Berlin 1905, 
особ. стр. 38).
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ближенным значением 1 и, во-вторых, им часто можно даже пренебречь, 
рядом с v"\

Г23
2̂з набЛ10д

В кал
... см̂V’* в ------г

вичисл
в нал М в о/о

373 абс. 536,50 1674,0 538,7 —  0,41
383 529,41 1211,0 532,0 —  0,49
393 522,29 892,2 525,5 —  0,61
403 515,15 699,0 518,7 —  0,70
413 507,98 509,1 511,5 —  0,68
423 > 500,79 392,1 504,2 — 0,60
433 493,56 307,3 497,0 —  0,68
443 486,30 243,0 482,3 +  0,82

Как видно из последнего столбца таблицы, максимальные отклонения 
остаются ниже 1% , что следует считать полнейшим подтверждением 
уравнения (22) Клаузиуса, так как в измерениях Реньо средняя погреш
ность составляла 1"/о- Г е н н и н г  (Henning) ‘  в 1906 г. довел точность из
мерения /.J3 до О,!"/,; его значение для 373° абс. есть 538,25 кауг, что 
блестяще согласуется с вычислением (538,7 кал).

Б е р т р а н  (Bertrand) подверг уравнение (22) проверке другим способом. 
Как уже замечено выше, в этом уравнении можно пренебречь v" по 
сравнению с v'". Следовательно, проще здесь же разделить величину 
^23 на р.^У":

^ 2 3 ___-Г  ^^23t --- * С
Р23̂ *̂/'23̂ 2̂3 ’

или
(23)

Если стоящее справа выражение можно представить эмпирически как 
функцию Г з̂, то посредством квадратуры получим формулу для давле
ния пара /7,̂ 3 как функцию температуры, которую, с своей стороны, 
можно сравнить с измерениями.

Согласно Геннингу, для пригодна следующая приближенная фор
мула:

/зз =  5 3 8 ,8 6 +  0,5994 (373 —  Т:,з),

т. е. уравнение вида
28 • ■̂ Т-,3.

Далее, согласно измерениям Реньо для водяного пара можно в не 
слишком широких пределах полагать:

A23^''' =  '^(^-3 +  !a),

* F. H e n n i n g ,  Ann. d. Phys., 2 /, стр. 849; 1906.
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где /? и JJL постоянные величины. При этом уравнение (23) будет:

/< \ 01 --  Р̂*>3
'23 •''^23 (.'23 '

ИЛИ, если ТО же самое мы напишем иначе, введя новые константы у и 5:

d Т 8
Тгз +  Н’

откуда, наконец, для давления пара как функции получается 
следующая формула:

Лз =  ,-Т— (24)(7’2з +  н)“

Бертран нашел, что это уравнение удовлетворительно соответствует 
измерениям Реньо. Это уравнение имеет, конечно, лишь ограниченное 
значение; здесь оно приведено лишь с целью показать, как можно с 
помощью формулы Клаузиуса-Клапейрона получать в практических слу
чаях приближенные уравнения. Приведем здесь одно иногда употреб
ляемое приближение. Для низких температур, т. е. для низких да
влений пара, можно приближенно принять, что v'" подчиняется уравне-

RTнию состояния идеальных газов: —  при этом уравнение (22)
тр2з

переходит в следующее:
/ __dPa ^►ОЙ ““  _ '̂Г/ ’23 dT23 т ’

где опять пренебрегаем v" рядом с v'". Отсюда следует, далее:

ĝP,23 ■
— f 2̂3 f]TD \^ ► i “23

(24a)

Для очень малых интервалов можно даже считать постоянной, 
для больших пользоваться соответствующей эмпирической формулой.

Применим теперь к водяному пару второе из уравнений, полученных 
нами из обоих начал, именно уравнение (16). Мы уже установили в пре- 
дылущем параграфе, что у есть (средняя) удельная теплоемкость неод
нородной системы при постоянной 5. Выясним подробно, что это 
означает.

Наша система состоит и з ( 1 — $) граммов жидкости и $ граммов пара, 
который находится в равновесии с жидкостью при температуре 7 — 
Теперь сообщим системе теплоту, так что температура поднимется до 
^2з4 "^ ^ 2з> причем 2 остдется постоянной, т. е. количества пара и 
жидкости остаются неизменными. Если мы введем теплоту, не заботясь 
о том, чтобы S оставалась постоянной, и поднимем температуру Tg, до 

-j-cZT^g, то жидкость вообще будет испаряться, и следовательно, Z 
будет увеличиваться. Чтобы привести $ опять к прежнему значению, 
т. е. чтобы поддерживать ее все время постоянной, мы должны произ-

г
> с..
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вести в то же время адиабатическое сжатие, что, естественно, связано 
с дальнейшим повышением температуры. Следовательно, для того чтобы 
снова установить нашу температуру мы должны выводить
теплоту, и а priori нельзя видеть, будет ли это количество выведенной 
теплоты меньше или больше ранее введенного количества или равно 
ему. Все это количество теплоты (введенное и выведенное), деленное на 
йТ̂ ,̂ дает нам удельную теплоемкость у при постоянной Оно рас
пределяется между жидкостью и паром, потому что если обозначить через 
удельную теплоемкость жидкости при условии $ =  const, а через удель
ную теплоемкость пара, то, очевидно,

(25)

не отличается заметно от обыкновенной удельной теплоемкости (Ср).̂  
жидкости при постоянном давлении, которая, как известно, лишь очень 
мало зависит от давления. Относительно с ,̂ напротив, нельзя ничего 
сказать заранее. Величина названа Клаузиусом, который провел все 
это рассуждение, «удельной теплоемкостью насыщенного пара» и вообще 
обозначается по его примеру через h. Таким образом вместо уравнения 
(25) имеем:

Y =  ( l - S )  (Ср), +  ?й. (25а)

Зато, так как 
ношение:

— (Cp).j, уравнение (16) дает следующее соот-

^ 0 1 I 2S
(26)

Из этого уравнения видно, что, действительно, должно быть /г =  0. 
Для воды, согласно вышеприведенным данным Геннинга:

^23__762,43 0,5994;
'23  '23

далее, диференцируя, получаем отсюда:

: — 0,5994,din . 
dTn

При этом, согласно уравнению (26) для водяного пара, получается:
762,43

2̂3
(27)

или, так как лишь незначительно отличается от значения 1:

(28)

Отсюда по.дучается, например, для Т =  373° абс,, т. е. для точки кипе
ния воды при нормальном давлении:

h.323 ■ 1,04.
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С повышением температуры h увеличивается, при ^  762,43° абс. 
переходит через нуль, при еще более высокой температуре становится 
положительной.

Этим обусловливается следующее термодинамическое поведение водя
ного пара. Если сжимать адиабатически насыщенный водяной пар при 
100° С, то не происходит конденсации вследствие уменьшения объема 
(как прежде всего следовало бы ожидать), так как одновременное повы
шение температуры настолько сильно, что пар становится ненасыщенным, 
следовательно, наступает да^е «перегревание». Это объясняется тем, что 
так как А < ( О, для удержания пара в состоянии насыщения следует 
выводить теплоту. До выведения ее пар должен поэтому действительно 
быть ненасыщенным или перегретым. Наоборот, адиабатическое расши

рение вызывает, разумеется, конден
сацию. Выше 763° абс. поведение 
водяного пара становится обратным; 
при этой температуре водяной пар 
остается насыщенным при сжатии и 
при расширении. ,

Аналогичное поведение при более 
низких температурах обнаруживают, 
например, пар хлороформа и пар бен
зола, показывающие положительные 
значения h соответственно выше 
123,5° С и выше 100° С; этиловый 
эфир имеет положительную h уже при 
комнатной температуре. Ги р н (Him) 
и К а 3 и н (Gazin) констатировали в 
особенности, что у пара хлороформа 
при 123,5° ни сжатие ни расширение 
не изменяли состояния насыщения.

Теперь можем ответить на даль
нейший вопрос, который мы должны 

были оставить открытым при исследовании уравнения ван-дер-Ваальса 
в § 26.  ̂ . ,

На рис. 25 кривая означает изотерму | ниже-'к^тическ^бй температуры. 
Начиная от больших значений v  и мал^гр р, мы достигаем посредством 
изотермического повышения давления точки А, на которой наступает 
частичная конденсация. Теперь состояние вещества будет изображаться 
двумя точками состояния А (газ) и Е (жидкость) до тех пор, пока не кон
денсируется весь пар. Возникает такой вопрос: как велико давление 
конденсации данной температуре? Или, говоря практически, на
какой горизонтали лежат при данной изотерме обе точки состояния А 
и £? При помощи обоих начал можно высказать следующее положение: 
представим себе, что с единицей массы газа проводится изотермиче
ский обратимый круговой процесс, который ведет вещество сначала по 
пути ABCDE  (т. е. по теоретической изотерме) от Л к Д  затем по 
горизонтальной прямой ЕСА (т. е. по реальному пути, при постоянном 
давлении испарения pjjj) назад к Л, т. е. опять в начальное состоя
ние.
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Согласно второму началу, для этого кругового процесса имеем ра- 
аенство:

2 1  =  0;

следовательно, так как Т постоянна, 2^,. =  0. Но в таком случае из пер
вого начала следует, что 2а =  0, т. е. что израсходованная на пути к 
Е работа по абсолютной величине как ра'з равна работе а ,̂ отдан
ной на обратном пути. Или: идя первый раз по теоретической изотерме 
от Л. к а второй раз по реальному пути при постоянном давлении 
испарения мы затратим на обоих путях одинаковую работу, т. е.

=  « 2- В , уравнении это можно выразить следующим образом. Так 
как работа на единицу массы имеет вид ^ pdv , то произведенная на 
теоретической изотерме при переменном давлении р работа а, равна

р dv. Работа же а.̂  равна просто р.',̂  {v'" — v"). Следовательно, имеем 
уравнение: - /

Vfff

■ (29)

Геометрически а, представляет площадь поверхности, ограниченной 
на рис. 25 контуром ABCDEFG] а,,, напротив, —• площадь поверхности 
ACEFQ. Следовательно, это уравнение можно геометрически толковать, 
так, что обе площади должны быть равны. Это означает только то, 
что часть оо  —  образной петли, лежащая ниже прямой АСЕ, равна 
части ее, лежащей выше этой прямой. Обе эти части на рисунке 
заштрихованы. Следовательно, при данной изотерме нужно так провести 
прямую р =  Роз =  const, чтобы это условие было выполнено. Этот вы
вод принадлежит Максвеллу, по имени которого он назван правилом 
Максвелла. Клаузиус и Планк получили его независимым путе.м.

51. Теория закона насыщения.

В предыдущем параграфе мы вывели приближенную формулу для 
закона, связывающего давление, р̂ з насыщенного пара с температурой 
испарения и пользовались этой формулой.

Между тем важно заметить —  хотя дальше выяснится, что практиче
ски это мало принимается во, внимание, —  что точную зависимость ме
жду p.j3 и 7̂ 3 можно установить только, если известно уравнение со
стояния, охватывающее, кроме парообразного, также и жидкое состояние. 
Таким уравнением является уже многократно применявшееся нами урав
нение ван-дер-Ваальса: '

7.

Нам остается только выразить обстоятельство, ясно видное на рис. 25, 
что давление жидкости равно давлению насыщенного пара, находя'цег 
гося в равновесии с нею. Чтобы быть в состоянии различать оба эти

14 Теория теплоты.
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давления, которые мы до сих пор обозначали общей буквой (или Ру.̂ у,
обозначим через давление только пара, а через давление
только жидкости-, при этом, следовательно, последняя буква индекса 
всякий раз соответствует агрегатному состоянию. В таком случае имеем 
равенство:

/̂ 23 =  Р-п- ” (30)

Давлениям и /7, ,  следует придать значение, получающееся из 
уравнения вая-дер-Ваальса; при надо принять для v  значение г»"', т. е. 
значение удельного объема насыщенного пара; при z?,,, напротив, v", 
удельный объем жидкости. Соответственно этому, из уравнения (30) сле
дует соотношение:

RT.23 RT.,
т(р"'— р) , г|'"2 т(г>"— f) v

а .__ __
тГ''2 ( Р‘1Ъ P%v- (31)

тд • Iк  этому уравнению присоединяется второе, которое /получим, вводя 
в уравнение (29) уравнение ван-дер-Ваальса, причем надо иметь в виду, 
что стоящий слева интеграл следует вычислять изотермически. Получим 
прежде всего:

RT., г : dv ot
«  Л " » — ? ■' •’ / '

Выполнение левой стороны дает:

;?г,.
т iv'"— Р)

а

л^ас(— ____»И ® <Т> _̂ й I \ ft I
RT2i(v '"— v") v"'— v"
~ т  (o'"“ PP ' ~  “  г;"'2 •(32)

Из уравнения (31) следует:

RT^ о ( ( » " '- р ) ( » ' ' - р ) ( о " 4-о '" )

Из уравнения (32) определим Ig v"' —  ■ находим:

(33)

__am{v"'— v 'y  , v"'— v'
ft П Т  t r . / f r 9 „ , t f  I V ' ' '— p *

Заменяя здесь RT— ~ значением его из уравнения (33), вытекающим из
уравнения (31), получим:

(34)

Уравнения (33) и (34) представляют два соотношения, связывающие 
между собою три величины v", v'" и следовательно, мы можем 
выразить две из них посредством третьей, например v"  и v " ’ посред
ством Tjj.

т
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Наконей;, присоединим еще уравнение (31):

Р<а' — и "'2’

2 1 1

(35)

я выразим здесь v  через по только что вычисленному соотно
шению. Таким образом это последнее уравнение дает давление насы
щения как функцию температуры что мы как раз и хотели
получить.

Следовательно, таким путем можно найти точный закон давления пара, 
имея точное уравнение состояния. Уравнение ван-дер-Ваальса, конечно, 
не является таковым, и вычисление показывает значительные отклонения 
от опыта. Между тем мы совсем не свя
заны уравнением ван-дер-Ваальса. Напри
мер, Клаузиу: предложил более общее 
уравнение сос -.яния:

R Т
■а Г (г» -t- f)2 > (36)

которое со своими тремя константами а, Р, у 
значительно лучше отвечает наблюдениям.
Поэтому Планк  ̂ положил в основу урав
нение Клаузиуса, провел указанное вычи
сление для углекислоты, сравнил с наблю
дениями Эндрьюса и получил очень хоро
шее совпадение. Нам нет необходимости 
входить в подробности вычислений; просто 
покажем на рис. 26 согласованность их 
с экспериментом. Изображенная на нем кри
вая представляет теоретический закон насыщения, тогда как точки дают 
измеренные Эндрьюсом значения; в виде абсцисс нанесены температуры 
в обычных градусах Цельсия, в виде ординат— давления в атмосферах.

Рассматривая уравнения, видим, что вычисление взаимно связанных 
значений и совсем не просто; поэтому эти формулы на практике 
почти не имеют значения. Напротив, принципиально важно выяснить 
теоретические основания, вследствии чего мы и остановились на этом 
вопросе. '

Ясно, впрочем, что при этом теоретически определяется также значе
ние градиента давления для всех значений Г„,, и что, таким обра
зом, становятся известными все величины, которые требуются согласно 
уравнению Клаузиуса-Клапейрона для вычисления теплоты испарения 1^. 
Другими словами, мы получаем представление об как функции темпе
ратуры кипения Tjg. Сравним некоторые значения, вычисленные Планком

1 Р1 апск,  Wied. Ann., 13, стр. 535; 1881.
14»
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для углекислоты, с измерениями' К а й е т е  (Cailletet) 
(Mathias). Последние исследователи нашли:

при 25° С 
0° С 

6,5° » 
f  22(04° С 

29,85°

: 72,23 
56,25 
50,76 
31,80 
14,40 

3,72

кал
»
»
»
»
»30,82° »

Планк же нашел теоретически следующие значения:

М а т и а с а

при в— 19° с / ,3 ^ 8 4 ,4 т л
— 8,8° С 74,7 »
— 0,7° » 66,5 , »

5,8° » 59,3 »
10,9° » ' 52,8 »
21,7° » 36,0 »
29,8° » 12,8 »
30,9° » 4,2 »

Эти значения показывают удовлетворительное совпадение, по крайней 
мере в отношении порядка величин и их хода, но теоретические значе
ния вообще слишком велики сравнительно с наблюдавшимися. Откло
нения, если не приписывать их погрешностям наблюдения, следует от
нести на счет уравнения состояния, которое справедливо лишь прибли
женно и отказывается служить при очень низких температурах.

Принципиально этот способ пригоден также для определения зависи
мости давления плавления и давления возгонки от температуры, если 
найдено уравнение состояния, охватывающее все три агрегатных со
стояния.

52. Применение уравнения Клаузиуса-Клапейрона 
к плавлению и возгонке (сублимации).

Значение уравнения (22) Клаузиуса-Клапейрона не исчерпывается при
менением его к процессу испарения. Напротив, те же самые соображе
ния, очевидно, подходят также к плавлению и 'возгонке, причем на ме
сто /.J3 становится 1̂  ̂ или /jg, а на место Т̂ д, становится или 7,,. 
По смыслу можно назвать теплотой плавления, а Z„ теплотой воз
гонки. ■

Следовательно, уравнение (22) для теплоты испарения заменяется сле
дующими двумя:

.̂................ '  (37)(плавление).
'  12 

dpuI  —  т -  “ / ' I S  I -v') (возгонка). (38)

И
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Рассмотрим сначала уравнение (37). Важнейшее заключение, какое 
можно из него извлечь, это что точка плавления зависит от давле
ния; действительно, мы можем переписать уравнение (37) так:

d T i2 _ Ti2 
dpn hi

(37а)

Отсюда видно, что повышение давления вызывает повышение темпера
туры плавления, если v " '^ v '  и, напротив, понижение температуры, 
если v ” <C,'v'. Последнее, как известно, наблюдается у воды, которая 
испытывает при замерзании увеличение объема на 9̂ /̂ . Следовательно, 
для воды при 0° С следует полагать: " ,

v ” =  1 см̂

’ г

Далее, теплота плавления равна 80 кал, а в ’ абсолютных единицах 
30 • 4,19 • 10' —  , так что получим:

dT,2 
dPi2'

273-0,09 град см̂
80-4,19 ■10'! дин

Это уравнение дает понижение точки плавления воды на абсолютную 
единицу давления, т. е. на дину на см^. Чтобы перечислить его на 
атмосферу, следует умножить его на 1 013 250; следовательно, получим:

dT,12, 273-0,09-1013250
dPn 80-4,19-10’ -0,0075 ’ am '

таким образом при повышении давления на 1 am температура плав
ления понижается на 0,0075°, т. е. лед при температуре 0 °С  плавится 
от давления. Это подтверждено опытами Вильяма Томсона брат кото
рого Джемс Томсон  ̂ первый вывел это заключение (впрочем, восполь
зовавшись старой теорией Карно). При своих опытах Томсон нашел: 

при повышении давления на 8,1 am наступает понижение температуры 
плавления на 0,059° С, ”

при повышении давления на 16,8 am наступал понижение темпера
туры плавления на 0,126° С.

Первое измерение дает —  0,0073°, второе —  0,0075°, сле-
api2

довательно уравнение Клаузиуса-Клапейрона подтверждается блестящим 
образом. Позже М у с с о н  (Mousson) изящным качественным опытом по
казал, что при очень высоких давлениях лед становится жидким даже

1 W. T h o m s o n ,  Phil. Mag. 37, 1850; Poggend. Ann., 91, 1950; удобнее всего 
Papers, т. I, стр. 165 и след.

- J a m e s  T h o m s o n ,  Transactions of the Roy. Soc. of. Edinburgh, 2 Jan. 1849; 
n репечатано в W. Thomsons Papers, t. I, crp. 15S и след. .
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при нескольких градусах ниже нуля. Наоборот, если воду любой темпе
ратуры поместить в вакуум, т. е. посредством беспрерывного откачива
ния держать давление все время очень малым, то вода должна все больше 
охлаждаться вследствие постоянного испарения; как только будет дости
гнута температура-|-0,0075°, вода должна замерзнуть.

В противоположность воде у веществ, сжимающихся при отвердева
нии, точка плавления повышается с повышением давления. Это заклю
чение также подтверждено опытом. Например, Б у н з е н (Bunsen) нашел 
для парафина, который относится к этому классу, следующие величины;

Давление , Точка плавления
3 am в градусах Цельсия

I 46,3
85 48,9

100 49,9

Применим теперь уравнение (38) к процессу возгонки и вычислим опять
температурный градиент давления возгонки для льда при темпера-ai 13
туре 0°С. Для этого мы должны сначала знать теплоту возгонки льда 
при 0°С. Последняя, очевидно, слагается из теплоты плавления и 
теплоты испарения при 0°С , что следует из простого применения 
первого начала: если мы один раз возгоним вещество при 0°С , другой 
раз сначала расплавим его и затем испарим, то в обоих случаях до
стигнем того же самого конечного состояния. Так как начальное состоя
ние также было одинаковым, и в обоих случаях произведена' одинако
вая внешняя работа, то и введенное количество теплоты в обоих слу
чаях одно и то же. Это как раз и требовалось доказать. Теплота испа
рения при 0° С согласно приведенной в § 50 формуле Геининга, соста
вляет 599 кал', экспериментально найдено значение 604 кал, что согла
суется с теоретической величиной в пределах погрешности опыта 
(около 1®/„); в дальнейшем будем придерживаться экспериментального 
значения. Теплота плавления составляет 80 кал. Следовательно, теп
лота возгонки в абсолютных мерах равна 684 >4,19-10’  — . Удельный

■  ̂ . Z
объем насыщенного водяного пара при 0° составляет v"' =  206 000 cjn ĵr, 
это значение получается, если допустить, что водяной пар подчиняется 
уравнению идеального газа, о чем мы говорили выше.

Полагая при этом давление возгонки водяного пара при 0°С  равным 
4,58 мм Hg, получим указанное значение. Величиною г»' можно пре
небречь по сравнению с большим значением г/'". Итак, 
чательно:

. dPi3__684-4,19-Ю'  ̂ дия
206 Ш -Tib см̂  град'

или, перечисляя давление на мм Hg:

получим окон-

йГд,з 684-4,19. lO’J-ZeO 
7i3 ~  206 000 -1 013 250.273' ^0,382 м.ч Hg 

град '
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Для сравнения вычислим еще температурный градиент давления испа
рения для воды при 0° С. Как легко видеть, он составляет; 

ai 23
d-Pii __ 604-4,19-10'^-760
dfj^ ~  206 000-1 013250-273 —  “ 7 7 ^  >грш)

т. е. кривая давления возгонки при Т =  273° проходит на поверхно
сти рТ  более круто, чем кривая давления испарения р^ .̂ ■

Рис. 27.

53. Тройная точка.

Из предыдущих соображаний можно вывести важное заключение. 
Представим себе на диаграмме рТ  кривую плавления р^^{Т) и кривую 

некоторого вещества. Обе кривые должны пересечься на поверхности 
рТ  в точке, обладающей свойством, что в ней, т. е. при совершенно 
определенной температуре давление 
плавления равно давлению испаре
ния. На кривой плавления твер
дое агрегатное состояние находится 
в равновесии с жидким, на кривой 
испарения жидкое с парообразньпу.
Отсюда следует, что в упомянутой 
точке пересечения должны быть 
в равновесии также твердое агре
гатное состояние с парообразным, 
т. е. что кривая возгонки также 
проходит через точку пересечения .
двух других кривых, или, выражаясь иначе, что в этой точке, т. е. 
при единственной совершенно опоеделенной температуре, давление 
возгонки должно быть равно давлению плавления р̂  ̂ и давлению
испарения Если бы этого не было, например, если бы давление 
возгонки было для температуры точки пересечения меньше давления 
испарения и давления плавления, то мы могли бы встретиться с следую
щим случаем.

Пусть на рис. 27 зачерченный в клетку прямоугольник означает рас
сматриваемое вещество в твердом агрегатном состоянии, а горизонтально 
заштрихованный прямоугольник означает то же вещество в жидком со 
стоянии; оба находятся при температуре точки пересечения, так что 
давление плавления и давление пара равны., Находящееся над ними 
пространство пусть будет наполнено паром, давление р̂  ̂ которого, со
гласно предположению, равно р^̂ , но больше, чем р^̂ . Так как при та
ких ̂ условиях между паром и твердым веществом равновесие невозможно, 
то, очевидно, пар должен отвердеть, т. е. масса твердого вещества уве
личится; в то же время жидкость должна будет испаряться, чтобы под
держивать давление пара постоянно равным Очевидно, при этом не 
существовало бы равновесия между твердым и жидким агрегатными со
стояниями, что противоречит предположению, что мы находимся в точке
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кривой плавления. Следовательно, при температуре точки пересечения, 
действительно, должно быть р ц = Р - ц ~ Р и '

Итак, приходим к результату, что для каждого однородного вещества 
имеется вполне определенная температура и вполне определенное да
вление, при которых могут существовать в равновесии между собою 
все три агрегатных состояния. Эта точка, т. е. это значение 7  и а 
называется тройной точкой упомянутого вещества.

Тремя кривыми pi4J)> PisC^) поверхность рТ  разделяется
на три части, каждая из которых соответствует одному агрегатному 
состоянию. Выясним это при помощи рис. 28.

Пусть на рис. 28 Р  означает тройную точку; от нее исходит прежде 
всего кривая возгонки р^̂ , которая оканчивается в начале координат,, 
так как давление возгонки (согласно опыту) исчезает только при 7 ^ 0 .  
Каждой точке этой кривой соответствует состояние равновесия между

твердым и газообразным вещест
вом. Исходя из какой-нибудь точки 
этого «твердо-газообразного» рав
новесия, которая представлена на 
кривой возгонки буквой А, можем 
сообщить веществу теплоту и мо
жем сделать это при постоянном 
давлении. В таком случае весь 
процесс должен протекать на го
ризонтали, изо браже нно й на 
рис. 28 пунктиром и проходящей 
через точку А. Сначала состояние 
будет представлено точкой Л; 

так будет продолжаться до тех пор, пока все твердое вещество не ока
жется сублимированным; как только останется одно лишь газообразное 
вещество, температура его начнет повышаться, и точка, представляюща ч 
состояние, будет передвигаться по упомянутой горизонтали вправо. Со
ответственно этому, области справа от кривой возгонки следует припи
сать газообразное состояние, а слева от нее —  твердое состояние. Таким 
же образом можно показать, что область, лежащая между Pj.j и 
соответствует жидкому агрегатному состоянию. На рис. 28 сделаны 
соответствующие обозначения.

Кривая р2з только до критической точки, на которой жидкое
состояние непрерывно переходит в газообразное. Остается невыясненным, 
оканчивается ли кривая плавления также в некоторой критической точке, 
в которой твердое и жидкое состояния непрерывно переходят друг 
в друга; одни авторы принимают это (Планк), другие оспаривают (Там- 
ман). В последнем случае кривая р̂  ̂ продолжалась бы до бесконечности.

Кривая плавления на рис. 28 изобрансена так, что повышению давле
ния соответствует повышение температуры плавления, т. е. что 
как это имеет место у большинства веществ. Но у воды v" v', и для 
такого вещества диаграмма р Т  должна была бы принять следующий вид 
(рис. 29).

Оба случая, представленные на рис. 28 и 29, отличаются по некото
рым своим следствиям. Это станет ясным, если через тройную точку
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провести кривые р =  const и const, нанесенные на рис. 28 и 29 
пунктиром. Очевидно, что на рис. 28 значения Т и р ,  соответствую
щие тройной точке, являются самыми низкими значениями, при ко
торых жидкость вообще еще может существовать, потому что обе 
прямые проходят совершенно вне области жидкости, с которой имеют 
общую только тройную точку. Иначе обстоит дело на рис. 29. Здесь- 
температура, соответствуют,ая т ройной'т очкесамая высокая, при 
которой может существовать твердое вещество, так как соответствую
щая вертикальная прямая проходит совершенно вне области твердого 
состояния; с другой стороны, значение давления, соответствующего трой
ной точке, опять самое низкое, при каком жидкость еЩе может суще
ствовать. Этот случай имеет место у воды; мы можем, следовательно,, 
сказать, что самая высокая температура, при которой лед может суще
ствовать, это температура тройной точки.

Перейдем теперь к определе
нию температу^ры тройной точки 
воды по уже приведенным для 
воды числовым данным. С самого 
начала ясно, что температура 0° С 
не может быть температурой 
тройной точки, так как при этой 
температуре давление плавления p̂  ̂
составляет как раз 1 am, тогда как 
давление испарения р̂  ̂=  4,58 мм 
Hg; при температуре же тройной 
точки значения этих давлений 
должны совпадать между собой.
Принимая во внимание, что давление плавления уменынается с повыше
нием температуры, а именно на 760^ .«H g при повышении температуры 
на 0,0075° мы видим, что при температуре 0,0075°С значения р^  ̂ и- 

должны быть очень близкими друг к другу. Действительно, давле
ние плавления должно быть почти равным нулю, а давление испа
рения еще почти равно 4,58 мм, так как для него небольшое повыше
ние температуры на несколько тысячных долей градуса ничего не зна
чит. Так как температура плавления очень нечувствительна к изменению- 
давления, то ясно, что для полного совпадения обоих давлений не
обходимо лишь очень малое изменение температуры, которое можно 
исчислять десятитысячными долями градуса. Следовательно, мы можем‘ 
с достаточной точностью принять за температуру тройной точки 
для воды значение-];-о,QQ75°. Как уже было сказано, это самая высокая*, 
темцература, какую может принять лед. Значения v', v", v'", Т и р на 
тройной точке называются фундаментальными значениями вещества. 
Для воды они с достаточным приближением таковы;

1 , 0 9 ^ ,  v " = l ~ , v " ' = 2 0 e 0 0 0 — , ]/  л  7 О '  О '  £

P =  Pf  ̂=  P^B== l̂hz =
J — Г —  'Г —  х  •' ■‘ 12 ^13--- ■‘ 23

г ’ г
■■4,58 мм Hg,
= 273,0075'' абс.

I

I

(3 9 )
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Соответственно вычислению, сделанному в конце предыдущего пара- 
трафа, кривая давления возгонки проходит в тройной точке круче кри
вой давления испарения. •

В виде примера вещества, соответствующего рис. 28, возьмем угле
кислоту. По наблюдениям З е л е н о г о  (Zeleny) и С м и т а  (Smith) а 
также Таммана тройная точка углекислоты характеризуется следую
щими данными:

Г = 7,2 =  1̂3 =^23  =  216,6° а б с =  — 56,4°С  1 
7  = 7 i2 = 7 1 3 = 7 2 3 = 5 , 1 1  am. / (40)

Значения удел’ьных объемов v\ v", v'" для тройной точки точно не
известны. В следующей таблице приведены данные для кривой испаре
ния и кривой возгонки по Зеленому и Смиту и для кривой плавления 
т о  Тамману

Температура 
в градусах 

Цельсия

Давление 
пара р2з 

в атмосфе
рах

Давление
плавления
- 7 i2 

в атмосферах

Давление
возгонки

713
в атмосфе

рах

Примеча
ния

+  31° 77 Крит, точка

22,22 61,13
■18,92 53,77
11,45 47,04
10,50 4000
3,50 3500
0,0 35,04

—  4,0 3000
— 10,0 25,83
— 12,25 2500
— 20,00 19,52
— 20,50 2000
— 28,80 1500
— 30,00 14,21
— 38,00 1000
— 40,0 9,88
— 47,4 500
— 50,0 6,73
— 56,4 5,11 5,11 5,11 Тройк.хочка
— 60,0 (4,35) 3,92
—65,5 (3,30)
— 70,0 1,88
— 78,2 1,00
— 90,0 0,38

— 104,0 0,10

1 Z e l e n y  und S m i t h ,  Physik. Zeitschrift, 7, стр. 670; 1906.
2 T a m m a n n ,  Wied. Ann., 68, стр. 572; 1899.
3 Согласно Тамману, существует несколько видоизменений твердой СО2, каж

дому из которых принадлежит особая кривая плавления (и 1фивая возгонки). 
Делаемые в дальнейшем указания относятся к СО2 I.
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По этим данным построена следующая диаграмма рТ  для СО,̂  (рис. 30); 
она дает полный обзор термодинамического поведения этого вещества. 
•Проще всего проследить процессы при постоянном объеме и при по
стоянной температуре. Прежде всего констатируем, что так как трой- 
лая точка лежит при— 56,4° С и давлении в 5,11 am, то СО.̂  нельзя 
превратить в жидкость при атмосферном давлении никаким понижением 
температуры. Действительно, проведенная на рис. 30 горизонталь 
.р =  1 аяг проходит нацело в области твердого и газообразного состоя
ний; следовательно, при давлении в 1 am углекислота может быть лишь 
твердой или газообразной. Какое’ из этих двух состояний она примет, 
зависит от температуры. Этим объясняется, например, что из баллонов 
■с углекислотой, содержащих жидкую углекислоту при высоком давлении 
и комнатной температуре, получают при понижении давления до одной 
атмосферы сначала газообразную 
СО.^, которая затем отвердевает; она 
затвердевает, потому что охлажде
ние при расширении так велико, что 
углекислота попадает в область твер
дого состояния на диаграмме рТ.
Притом твердая СО.̂  при атмосфер- 
йом давлении принимает температу
р у —  78,2° С, так как при этой тем- 
гюратуре давление возгонки состав
ляет как раз 1 am.

Переходя при — 78,2° С к более 
яысоким давлениям, по,цдерживая тем
пературу постоянной, мы все время 
остаемся в области твердого состоя- 
.•ння и нам никогда не удастся войти 
в область жидкого состояния (у
воды это имело бы место, так как у нее точка плавления понижается 
с  давлением).

Это как раз соответствует положению, что ниже температуры трой
ной точки —  56,4° С углекислоту нельзя конденсировать ни при каком 
давлении. '

Таким образом, исходя из любого состояния СО^, можно указать ре
зультат любого процесса.

Впрочем, следует указать, что рис. 28 и 29 несовершенны в одном 
отношении: они содержат только стабильные состояния и все наши 
утверждения о возможности существования различных агрегатных 
состояний справедливы только с этой оговоркой.

В действительности, наряду с этими состояниями, могут осуществляться 
■еще другие, «лабильные» или «метастабильные». Например, известно, 
что жидкую воду можно при атмосферном давлении нагреть выше 100° 
(«перегревание»), например, до 102° С. Но эта точка (/) =  1 am, 
Т = 3 7 5 °а б с .)  находится на диаграмме рТ  воды в области пара-, и все- 
таки мы можем иметь там жидкую воду. Точно так же мы можем охла
дить воду при атмосферном давлении ниже 0° С без наступления замер
зания, при соответствующих условиях до — 10°. Эта точка (р =  1 am.
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Т =  263°) лежит вполне в области твердого состояния. В этом случае 
перед нами «переохлаждение».

Точно также можно продолжи 1ь кривую давления пара ниже трой
ной точки; например, в вышеприведенной таблице для С0.2 указаны да
вления пара при жидкой СО^ еще ниже— 56,4° С, на таблице они 
поставлены в скобках, чтобы отличить их от стабильных, не переохлажден
ных состояний. Эти состояния при небольших сотрясениях, при сопри
косновении переохлажденной жидкости с некоторым количеством веще
ства в твердом состоянии и т. д. тотчас переходят в стабильные состоя
ния, которые только и изображены на рис. 28 —  30. Но следует пом
нить, что это вполне возможные состояния, которые в смысле второго- 
начала должны отличаться от стабильных только меньшим значение.м. 
энтропии. Мы еще рассмотрим этот вопрос подробнее

54. Аллотропическое превращение.

Существуют вещества, которые могут образовать в твердом состоянии 
два или больше видоизменения. Согласно Тамману, сюда относятся 
также ^вода и углекислота, что мы простоты ради не принимали во вни
мание в предыдущем параграфе. Типичный пример таких веществ пред
ставляет сера, которая кристаллизуется в ромбической и моноклинической 
системах и соответственно этому называется «ромбической» или «моно
клинической» серой. Превращение происходит при данном давлении при 
совершенно определенной температуре, причем поглощается или осво
бождается определенное количество (скрытой) теплоты, так называемой 
теплоты превращения. Это превращение есть прерывное изменение 
одной модификации в другую; причем при температуре превращения 
обе модификации находятся между собой в равновесии. Короче говоря^ 
рассматриваемый здесь процесс совершенно аналогичен процессу плавле
ния или испарения. Поэтому к нему также применима формула Клау
зиуса-Клапейрона (21), причем только слова «жидкое» и «парообразное» 
здесь нужно заменить словами «моноклиническое» или «ромбическое» 
видоизменение. Таким образом для теплоты превращения 1̂ , образую
щейся при аллотропическом превращении серы при температуре превра
щения и давлении р^, имеем следующее уравнение:

i p  мок--- )• (41>

При давлении в 1 am точка превращения лежит при 95,5° С =  368,5° 
абс. При атмосферном давлении ромбическая сера стабильна ниже этой 
температуры, моноклиническая —  выше этой температуры. Температура 
превращения сдвигается — точно так же, как температура кипения —  при 
более высоком давлении к более высоким температурам; например. Р е й 
х е  р  ̂ (Reicher) и Тамман  ̂ нашли следующие числа;

1, R e i c h  ег,  Zeitschrift fiir Kristallographie, 8, стр. 593; 1884. 
2 T a r a m a n n ,  Wied. Ann., 68, стр. 635,- 1899.
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Давление превра
щения

в атмосферах

Темперах }фа пре
вращения 

7и в градусах 
абс.

Температура 
превращения 
в градусах 

Цельсия

1 368,5 95,5 ■
16 369,2 96,2

123 373,11 100,11
391 383,11 110,11
638 393,01 120,01
873 402,91 129,91

■ 1108 413.10 140.10
1350 423,10 150,10

Из эткт чисел получается, при Г =  368,5° абс. и точке превращения 
при атмосферном давлении, следующий градиент давления:

I I0I3250 дин
^dTjm,b град 0,049 ем^град’

а разность Vmoh —  имеет следующее значение

— ■Оро,«б =  0,014 CM̂ jz.

•Соответственно этому для теплоты превращения 1̂  серы получаем в кал[г:

J 368,0-1 013 250-0,014 / о со  /0,Ш9̂ 4;Гщ 10С-  хал1г=2,Ъ2кал1г.

Экспериментально Б р ё н с т е д т  (Bronstedt)^ нап1ел значение 2,41 кал/г, 
относящееся к 0° С; оно еще  ̂несколько повысится, если соответственно 
уравнению (125) главы второй учитывать изменение с температурой. 
Следовательно, совпадение настолько хорошо, как только можно ожидать, 
принимая во внимание трудность изменения.

Диаграмма рТ  для серы; т. е. вещества, обнаруживающего два твердых 
видоизменения, конечно, сложнее, чем диаграммы, которые мы рассматри
вали до сих пор и которые изображены на рис. 28 —  30; так как здесь 
мы имеем не три предельные кривые р^ ,̂ р^ ,̂ но шесть. Прежде
всего, каждое твердое видоизменение имеет свое собственное давление 
возгонки (p^g' и затем свое собственное давление плавления
(Pt2 и Pti")’ этому присоединяется обычная кривая испарения p^g, и 
наконец, кривая превращения р̂ .̂ Пусть величины с одним штрихом 
относятся к ромбической сере, а с двумя штрихами —  к моноклиниче
ской сере. '

С самого начала ясно, что здесь могут образоваться несколько трой-

1 T a r a ma n n ,  Ann. d. Phys., 5, стр. 178; 1900- 
~ B r o n s t e d t ,  Zeitschtift f. phys. Cliemie, 3d, стр. 371; 1906.
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НЫХ точек, так как в равкозесий могут
трех различных состояний:

р̂омб̂ •̂ газ > назовем
■ 2. f •̂ жадю *̂ газ>

'̂ ромбг *Я«он> •̂ жидгсг
*̂ pp̂ 6t •̂ жидК9 •̂ газг

»
»
»

Правда, не было сказано, что все четыре тройные точки соответствуют- 
стабильным состояниям; к этому мы еще вернемся.

При более низких температурах, напоимер, при комнатной темпера
туре имеем в качестве стабильной модификации ромбическую серу, да
вление пара которой измерили Р у ф ф  (Ruff) и Г р а ф (Graf) Из их ре
зультатов вытекает, что в точке превращения при 95,5° С давление воз
гонки ниже 0,01мм  Hg, следовательно, очень мало. С другой стороны, 
при этой температуре давление превращения равно 1 am, следова
тельно, указанная температура не может принадлежать тройной точке. 
Напротив, обратим внимание, что согласно приведенной таблице тем
пература превращения падает примерно на 0,05° при понижении давле
ния превращения на одну атмосферу; очевидно, при температуре 95,45° С 
оба давления становятся почти равными. Следовательно, мы можем 
с достаточным приближением определить тройную точку такими дан
ными:

P j. ..[Г ;= г (2 7 3 -1 -9 5 ,4 5 )°а бс ., р 0,01 лж Hg]. (42>

В этой точке пересекаются прежде всего кривые p^g' и затем че
рез нее должна проходить кривая р^^", т. е. кривая возгонки монокли
нической серы.

Идя по кривой возгонки моноклинической серы, мы должны придти 
к новой тройной точке Р^, в которой находятся в равновесии монокли
ническая, жидкая и газообразная сера. Эту точку пс/лучим, наблюдая 
кривую плавления и кривую возгонки р^^" моноклинической серы. 
При атмосферном давлении точка плавления моноклинической серы лежит 
при 119,25° С. С другой стороны, согласно Руффу и Графу, приточке 
плавления 119,25° С давление возгонки p,g" составляет 0,04 л л  Hg; сле
довательно, указанная температура 119,25° опять-таки не может быть 
температурой тройной точки Р̂ ., так как давление плавления со
ставляет там 1 am. Однако так как температуры плавления всегда 
очень мало изменяются от давления, то достаточно очень малого пони
жения температуры (например, на несколько сотых долей градуса), чтобы 
сравнять давление плавления р^ ”̂ с давлением возгонки р^^". Поэтому 
тройная точка Pjj приближенно характеризуется следующими данными:

P ^ ...[T f= ^  (273.-1-119,20) ° абс.; р  0,03 мм Hg]. (43)

Через точку кроме и проходит также кривая испарения р ,,. 
Третья возможная тройная точка Р , есть та, в которой находятся 

в равновесии ромбическая, моноклиническая и жидкая сера. Поэтому?

г R U i fund Graf,  Zeitschr. f. anorg. Chemie, 58, 1906.

»
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находим ее положение, продолжая до пересечения кривые и 
Последнюю кривую определил Тамман его наблюдения содержатся', 
в следующей таблице:

p 'i2 в am 7'i2 '- 2 7 3

(1) (114,5)° G
(199) (120,0)°»
(5.34) П29,9)° »
(914) (141,1)°»

1320 1 5 U °C
15.51 156,1°»
1838 163,1° »
2149 ' 170,1°»
2650 180,1°»
3143 190,1°»

*

К значениям, заключенным в скобки, мы сейчас вернемся. Сравиива» 
значения давлений и р^^ в обеих последних таблицах, видим, что 
они принимают очень близкое значение при температуре около 150° Ср 
более точные числа приводит Тамман.

Р з . . .  [ Т =  (273 + 1 5 1 )°  абс.; 1320 ат\. (44>
Через эту точку кроме р^ и проходит также еще p^^", кривая 
плавления моноклинической серы. '

Вследствие огромной разности давлений, получающихся на диаграмме, 
невозможно вычертить в небольшом масштабе верное изображение; этого 
можно бы достичь, взяв за ординаты логаримфы давления. Мы отказы
ваемся от этого и приводим схематическое изображение диаграммы рТ  
для серы (рис. 31).

Три тройных точки, таким образом, определены; спрашивается, где' 
находится четвертая, в которой встречаются ромбическая, жидкая и газо
образная сера. Эта точка должна лежать на вышеуказанной кривой пла
вления Pf ’̂ ромбической серы и на кривой возгонки серы р̂ '̂. Продолжим 
последнюю кривую р̂ '̂ за тройную точку P j к большим давлениям, 
и температурам; кривую же продолжим за Р , назад к более низким 
давлениям и температурам (с помоидью значений, поставленных на по
следней таблице в скобках). Пересечение этих двух прямых даст точку 
при 114,5° С и давлении около, 0,03'жл Hg; следовательно, она падает 
на область моноклинической серы и должна быть поэтому лабильна, 
как следовало заключить уже по тому обстоятельству, что кривые р ,̂  ̂
и р,з' пришлось продолжить за прежние тройные точки. Тем не менее 
эту четвертую тройную точку

P j . .  .[Гя=^ (273-1-114,5)° абс.; р 0,03 л л  Hg] (45>

1 T a m m a n n ,  Ann. d. Phys., 5, стр. 178; 1900.
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легко реализовать, так как, например, ромбическую серу нетрудно пе
регреть выше температуры превращения 95,5° С; точно так же возможно 
(так как продолжение в обратном направлении кривой также про
ходит через P j) охладить жидкую серу ниже температуры тройной точки 
Pg без того, чтобы она- затвердела.

Из диаграммы узнаем важное обстоятельство: не cyuiecmeyem точки 
(так называемой четверной точки), в которой находятся в равновесии 
между собою все четыре агрегатных состояния (ромбическое, моно- 
•клиническое, жидкое и газообразное). Спрашивается, есть ли это слу
чайная особенность серы или же это общая закономерность для всех хи
мически однородных веществ. Правило фаз Джиббса, которое будет 
обосновано ниже, решает вопрос в последнем смысле.
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55. Термическая диссоциация.

Этим не исчерпывается возможность применения уравнения Клаузиуса- 
Клапейрона, Напротив того, существуют, как впервые показал в 1867 г. 
Де б р е й (Debray), процессы термического разложения, при которых об 
разуется состояние равновесия, совершенно аналогичное состоянию между 
жидкостью и насыщенным паром.

Дебрей исследовал случай разложения СаСОд на СаО и СО^. Экспери
ментальные факты таковы. Если поместить СаСОд в эвакуированный 
сосуд и нагреть до определенной тепературы, то строго определенная 
часть углекислого кальция разлагается на твердую СаО и газообразную 
COj, Эта последняя развивает определенное давление, которое зависит 
только от температуры. Разложение продолжается до тех пор, пока не 
будет достигнуто это давление. Если пытаться понизить давление при 
постоянной температуре путем изотермического расширения, то просто 
разлагается больше СаСОд, пока давление не примет Снова прежнего 
значения. Если пытаться, наоборот, повысить давление путем изотерми
ческого сжатия, то процесс идет обратно, причем из СаО и СО^ снова 
образуется СаСОд; и так до тех пор, пока опять не установится давле
ние, соответствующее температуре. Следовательно, система ведет себя 
относительно состояния равновесия точно так, как, например, система 
жидкость-пар. Поэтому прямо говорят об «испарении» СаСОд. Устано
вившееся давление равновесия будем называть здесь давлением насьще- 
ния или давлением диссоциации или давлением реакции, а температуру, 
при которой имеет место равновесие, соответственно температурой, дис
социации и т. д.

Понятно без пояснения, что здесь должно быть применено уравнение 
Клаузиуса-Клапейрона: впервые это признал Г о р с т м а н  (Horstmann). Здесь 
целесообразно относить все к граммолекуле, так как разложение 1 моля 
СаСОд дает как раз 1 моль СаО и 1 моль СО^. Для отличия от теплоты 
превращения I, отнесенной к 1 г, мы будем вообще обозначать теплоту 
превращения, отнесенную к 1 молю, соответствующей большой ;уквой L.

Так как объемами молей твердых составных частей по сравнению 
с объемом моля газообразной углекислоты можно пренео^;ечь, то урав
нение (21) имеет здесь простой вид:

L = T с1Т

где v"' означает объем 1 моля СО^ при давлении р и абсолютной тем
пературе Т. Допустив затем, что к газообразной СО^ приложимо урав
нение для идеального газа, можем написать:

RT^dp 
' р dT‘ (46)

При этом L есть «теплота разложения» 1 моля СаСОд или «теплота 
образования» 1 моля CO.j. Она определена Ф о р к р а н о м  (de Forcrand) 
и Ю. Т о м с е н о м  (7. Thomsen) в 43 000 кал!моль,

15 Теория теплоты.
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Давление диссоциации р, как функция TCiMnepaxypH разложения Т 
определяется различно; в следующей таблице мы приведем наиболее точ
ные числа Р и з е н ф е л ь д - П о т т а  (Riesenfeld-Pott)

р в мм Hg
Температура 

в градусах Цель
сия

р в мм Hg
Температура 

в градусах Цель
сия

30 547 95 747
31 567 120 767
34 587 155 787
36 607 205 807
38 627 270 827
42 647 375 847
48 667 500 867
55 687 625 887
65 707 950 907
75 727 1400 927

При атмосферном давлении температура разложения в пределах погреш
ности, составляющей ±  5°, равна 900° С =  1173° абс. Затем графическим
путем получим с помощью вышеприведенных чисел градиент давления

_  1 1 , 4 ^ 2 .  '
,аТ 1т=ть град

Отсюда найдем теплоту диссоциации на моль, согласно уравнению (46), 
в калориях:

. - 8,ЗЫ 0-'.11732.Ц,4
4,19-10'^-760 : 41 300 кал 

моль ’

что хорошо согласуется с значением, найденным экспериментально.
Со времени исследования этого первого примера керамической диссо

циации стали известны многие другие случаи этого рода. Из них упо
мянем здесь лишь о поведении кристаллов, содержащих кристаллиза
ционную воду. Например, если поместить в вакуум кристалл (FeClj-бН^О), 
то он частично разлагается на РеСЦ и бН.^О, пока не образуется опре
деленное давление водяного пара, характерное для этого соединения. 
В случае непрерывного откачивания пара, разложение происходит до 
конца и кристалл «выветривается». Наоборот, выветренный кристалл 
можно заставить соединиться с водой, помещая его в атмосферу водя
ного пара. В таком случае опять образуется кристаллогидрат в таком 
количестве, пока не будет достигнуто давление насыщения, соответству
ющее данной температуре. Здесь также вполне оправдывается формула 
Клаузиуса-Клапейрона.

Наконец, упомянем, что можно с той же точки зрения рассматривать 
и вычислять также теплоту растворения, образующуюся при растворении 
соли или кислоты в растворителе. К этому мы вернемся ниже.

1 Pott ,  Diss. Freiburg, 1905. Цитировано по Landolt-BOmstein-Roth, 4 Aufl.
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56. Энергия, энтропия, изотермически-изобарный потенциал 
неоднородной системы.

Рассмотрев в предыдущих параграфах многосторонние применения урав
нения Клаузиуса-Клапейрона, снова вернемся к общему исследованию 
и установим общие выражения для энергии и энтропии.

Из уравнения (6) в связи с уравнениями (9) и (10) прежде всего по
лучим следующее значение для изменения удельной энтропии s:

ds-.

Но для мы уже раньше ввели обозначение у, а для обозначение /, 
чтобы этим напоминать об их характере, как особого рода удельной 
теплоемкости или скрытой теплоты превращения. Таким образом можем 
переписать последнее уравнение так:

/d s = ^ d T - \ - j ; d l (47)

Подобным же образом находим из уравнений (3), (7) и (8) для изме
нения удельной энергии и следующее уравнение:

d u ^ { i - p  ( ^ ) J  d l  +  {   ̂ ( I )  J (48)

При этом перемен1̂ ю  ? можно выбирать еще совершенно произвольно; 
определим ее теперь аналогично тому, как в § 50, только выбрав здесь 
более общее обозначение. Рассмотрим термодинамическое равновесие 
каких-нибудь двух состояний a w b , получаемых при испарении, плавлении, 
возгонке, при аллотропическом превращении, термической диссоциации 
и т. д., и придадим вообще величинам, относящимся к первому и вто
рому состояниям, верхние индексы а к Ь; двойные индексы будем при
давать, если понадобится, таким величинам, которые общи обоим со
стояниям или относятся к превращению одного состояния в другое; на
пример, давление превращения обозначим через температуру пре
вращения через теплоту превращения через и т. д.

При средне.̂ ?" удельном объеме неоднородного вещества V, удельном 
объеме в первом состоянии и во втором состоянии ц®, можем ана
логично уравнению (18) полагать:

w =  T)W(l— 5  +  (49)
следовательно, $ есть теперь вообще та часть единицы массы рассматри
ваемого вещества, которая находится в состояни Ь. Поэтому имеем:

и уравнение (48) переходит в следующее:

fd v '
Д''

du =  ( y — Раь (j t \ )  (L  — Раь ) d^ (50)
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отсюда, привлекая формулу Клаузиуса-Клапейрона, имеем: 

dti з Ь (т  — Раъ hb 1 1. d\.'р dp
йТ

(50а)

Чтобы не слишком загромождать уравнения, опустим пока двойной индекс 
при Т, от чего не может произойти ошибки.

Уравнения (47) и (50) могут служить для определения SHTporsHH s 
и энергии и. '

Вычислим прежде всего удельную энтропию или вернее ее прираще
ние по сравнению с ее значением 5, в произвольно выбраном нормаль
ном состоянии. Определим последнее так, чтобы при нем температура 
7 = 7 , ,  а рассматриваемое вещество было еще целиком в состоянии 
а, т. е. $ было бы равно нулю. Значение 5 должно быть указано для 
любого значения Г и В таком случае, интегрируя уравнение (47), имеем:

Интегрирование можно провести по любому обратимому пути. Представим 
себе, что вещество нагрето от до 7, причем все время поддерживалось 
S = 0 ;  в таком случае, во время этой части процесса второй интеграл 
постоянно равен нулю, у, удельная теплоемкость при постоянной  ̂ (или 
здесь точнее при Z =  0), как мы уже раньше отметили, для твердых 
и жидких тел практически совпадает с удельной теплоемкостью при по
стоянном давлении, которое мы обозначим здесь по смыслу (c^)„. После 
того как достигнута температура 7, мы можем повести превращение 
в другое состояние Ь изотермически обратимым путем; при этом множитель
Y  можно вынести за знак интеграла, который примет простое значение

Итак, для удельной энтропии 5 в состоянии (7 ,^  получаем следующее 
значение:

 ̂Т (г̂ ,) д , _  , /д; (51)

Значение  ̂=  0 дает энтропию для того случая, когда тело находится 
нацело в состоянии а; ^ = 1  дает равным образом энтропию тела, со
вершенно переведенного в состояние Ь. Обозначая оба эти значения через 
sW и получим из уравнения (51):

(52)

Следовательно, приращение энтропии при постоянной температуре вслед
ствие перехода 1 г вещества из состояния а в состояние Ь равно:

sW —  z= ^ , (53)



Впрочем, это уравнение также приемлемо, если исходить из определе
ния d s ^ ^ ~ ,  так как при данных условиях как раз d'q  ̂=  l̂ .̂ Посту
пая таким же образом при вычислении внутренней энергии, получим из 
уравнения (50) или (50а):

и (Т ,^ )-=  /7^5(г;(0_.г;(«)))?-|-Ив. (54)

Значение относится при этом опять к нормальному состоянию, опре
деляемому «координатами» Если вещество находится целиком
в состоянии а или в состоянии Ь, то имеем такие частные значения 
внутренней энергии:
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(55)

аЪ -РаЪ

следовательно, разность энергии на 1 г при переходе от состояния а 
в состояние Ъ равна:

т  _  „(а) (р{Ь) г,(«)). (56)

Это уравнение также легко понять.без вычисления, если исходить из 
уравнения энергии du — d'q —  p d v  и принять во внимание, что при 
описываемом процессе р  есть постоянное давление превращения 
Величина {v̂ P> —  г>^), очевидно, есть внешняя работа, которая должна 
быть, произведена для расширения удельного объема t/W до Будет 
целесообразно разделить теплоту превращения на два слагаемых: 
часть Хд5, которая расходуется на сопровождающую превращение внутргн- 
нюю работу против молекулярных сил, и вторую часть 
которая должна компенсировать внешнюю работу, характеризованную 
выше. Таким образом, полагая

Lb ==Kb +  Pab (T'W — ^(“'),

имеем так называемую внутреннюю теплоту превращения:

=  Раб (56а)

тогда как выражение (ц^ —  щ{«)) называется внешней теплотой пре
вращения-: Эта терминология употребляется именно при переходе из жид
кого агрегатного состояния в парообразное («внутренняя» и «внешняя» 
теплота испарения). При этом уравнение (56) принимает следующий 
простой вид:

«(*) _  а(«) == X,
■о6>

(56Ь)

т. е. разность энергии на 1 2 прц (переходе от п к 6 равна внутренней 
теплоте превращения. ” '
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Подставляя затем в уравнение (56) для значение Г —  st®)) из 
уравнения (53), получим соотношение, которое можем понимать как усло
вие существования состояний а к Ь ъ равновесии между собою; находим:

sib) __ 5(a) ̂  +  ^ (57)

где для ясности пишем вместо Т. В самом деле, мы можем получить 
из уравнения (57) все прежние наши результаты, преобразуя надлежащим 
образом левую сторону именно; исходя из определения энтропии;

du-\-pdvds =

получим разность —  ŝ “\ интегрируя это последнее уравнение между 
а Vi Ь:

при этом переход от а к Ь может быть произвольньш, если только он 
обратим. Выбирая изотермический переход при температуре Т — по
лучим из последнего уравнения:

sW —  sW: и'
■ аЪ * аЬ ^

,(Ь)

7"аЪ 1)*"̂ pdv. (58)

откуда, при соединении с уравнением (57), вытекает как условие равно
весия состояний а VI Ь следующее равенство:

)  (а) p d v  =  p^i^(v(’>)— v(“'>). (59)

При этом слева р надлежит считать функцией v соответственно уравнению 
равновесия, тогда как справа р̂  ̂ означает постоянное давление превра
щения. Но это уравнение нам знакомо: например, в применении к испа
рению, оно содержит так называемое правило Максвелла, формулирован
ное в уравнении (29) и вытекающее из уравнения (59), если индексы а vi Ь 
заменить двумя и тремя чертами. Далее, уравнение (59) содержит вместе 
с равенством р̂  ̂— Pî ,̂ выражающим, что при равновесии в обоих состоя
ниях а VI Ь давление одинаковое, еще теорию закона насыщения, изло
женную нами в § 51 для случая испарения.

Наконец, так как р п Т остаются при превращении постоянными, вы
разим условие равновесия (57) через изотермически-изобарный потенциал

u-\-pvдля единицы массы =  s - который определен в уравнении (69)
третьей главы. Можем написать уравнение для этого условия так:

5 (6) _

или (относя к любой массе):
ф(*) =  ф(«). (60)

а
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Это простейшая форма, к какой можно привести условие равновесия 
двух состояний а ж Ь\ если два состояния однородного вещества на
ходятся в равновесии ж ж ду собою, то оба имеют одинаковое значе
ние изотермически-изобарного потенциала.

Уравнение
ф ( » ) _ ф ( о )  =  0,

рассматриваемое как условие равновесия обоих состояний а ж Ь, оче
видно, определяет кривую давления превращения как функцию тем
пературы превращения на поверхности рТ. Применяя его к трем 
агрегатным состояниям однородного вещества, например Н^О, находим:

для кривой испарения • • • Ф" —  Ф " “
» » плавления 5, ••• Ф ' — Ф" =  О, ' '
»  » возгонки /7 ,3 .. .  Ф' —  Ф'" =  О,

Если какая-нибудь точка поверхности рТ  удовлетворяет двум уравнениям 
из этих трех (в точке пересечения двух кривых), то эта же точка удовле
творяет и третьему уравнению: это можно обнаруокить путем соответ
ствующего вычитания одного уравнения из другого; т. е. в этой точке на
ходятся в равновесии все три состояния, как мы это уже подробно из
лагали выше. ■

Итак, мы видим, что с помощью изотермически-изобарных потенциа
лов можно особенно просто формулировать или найти все прежние 
результаты.

Наконец, обратим внимание еще на следующее: соответственно урав
нению (60), Ф не изменяется при переходе вещества от аж Ь, например, 
при испарении жидкости. Это утверждение эквивалентно тому, что здесь 
для возможного перемещения равновесия должно быть §Ф =  0. Но это 
есть наше прежнее условие равновесия (80) главы третьей, которое мы 
вывели там в общем виде из принципа возрастания энтропии, тогда как 
здесь нашли его для частного случая взаимного превращения двух со
стояний.

57. Общий вывод условий равновесия.

До сих пор мы исследовали случаи, когда части химически однород
ного вещества, пространственно смежные, находились в равновесии между 
собою. Мы рассматривали, например, жидкость рядом с ее насыщенным 
паром, ромбическую серу рядом с моноклинической серой; далее, лед, 
воду, водяной пар в тройной .точке и т. д. Расширяя понятие «агрёрат- 
ное состояние», называют, согласно Джиббсу, эти пространственно раз
деленные части системы фазами ее. При этом выяснилось, что в каж
дой фазе вещества имеют одинаковое давление р, температуру Т ж термо
динамический потенциал <р на единицу массы.

Докажем теперь это положение для совершенно произвольр) соста
вленной химически однородной системы, состоящей, например, из  ̂
фаз с массами -

М ,



232 V. Ф и з и ч е с к и  н е о д н о р о д н ы е  с и с т е м ы

Притом положим, что система адиабатически изолирована и над ней 
нэ совершается внешняя работа. В T3K0.\f случае внутренняя энергия ее 
и  постоянна, так же как общий объем V  и общая масса Ж. Это вы
ражают следующие уравнения: ■

М  -\-М" . _j_ =  Л Г= const,
• .. - f  Ж®г;(3) =  V=:^ const, 

М'и’ +  M V  +  . . .  4 -  м») =  У =  const.
(61)

где v', v", . .  и u\ и", . . .  , обозначают удельные объемы и удель
ные энергии отдельных фаз системы.

Но для адиабатической системы, согласно уравнению (76) третьей главы, 
условием равновесия является равенство;

5 5 = 0 . (62)

Общая энтропия 5  составляется здесь, как и общая энергия U и общий 
объем V, из частных энтропий а® следующим образом:

■ 5 = :A lV  +  M 'V ' - f ____ (63)

Поэтому условие равновесия (62) можно подробно написать так:

1,3 1, 1?
2  7WW5sW-^ 2  0. (64)

При этом посредством 5 определяется возможное изменение системы, 
т. е. такое бесконечно малое перемещение, при котором на нарушаются 
условия равновесия,-именно уравнение (61). Следовательно, между вариа
циями 5Ж^, и 5м6'1 существуют еще следующие соотношения:

' ЬМ' -f-57 H ''-f . . . - f  5 л д е = 2  5Ж® =  0,
M'bv' -j- v'bM' - f  M'bv" +  . . . - ) -  Ж(Р)5ц(« - f

. =  2 (MW -|- T/W STHP-)) =  0,
M'bu' - f  и'Ш' +  . . .  4 -  ^  ■

s  2 -|-м^5Ж ^) =  0. ’ (65)

Присоединяя сюда общее определение энтропии, напишем вместо 5s<̂ > ее 
значение ------- —  и получим из уравнения (о 4) следующее уравнение:

Тх

л # ' ( 66)

где 5Ж®, 5м®, 5t»W связаны с только что указанными дополнительными 
условиями' (65). Умножаем nQpnepeAHO эти уравнения, как в механике,
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на множители Лагранжа Oj, Ojj, Дд и, складывая их с уравнением (66), 
получим: '

^  1 Т Г  ----- т—X
5г,(х) _j_ s(X) +  з,дЛ[И St; W - f

+  a ,v(»  S7W« 4 -  ЗдЛГ(̂ ) SnW +  ЗдиО SAJW }  =  0, 

или сгруппировав члены, имеем:

1.И о )
2  {  ^  +  аз )  S«0- )+  2  {  Г, +  1

3,!! (67)

+  2  +  ̂ 1+  1 Ш0-У= 0. J
Но это уравнение, как известно, распадается на следующие отдельные 
уравнения:

Ж « , _ „  ]. +  ЗзЖМ=:=0,

-з .зЖ О =0,
( ) ,=  1 , 2 , . . . , Р ) .

а О -]-З з4 'аз ‘г;О 4-ЗзМ ^')=0. ,

(6 8)

(69)

(70)

р — 1̂>

Из уравнения (68) оказывается, что =  Т̂  =  , . .  =  Т̂  =  Т, а из урав
нения (69) таким же образом, что р , — Р̂  =  . , .  — р ^ ~  р, т. е. для 
того чтобы могло существовать равновесие, давление и температура 
должны иметь одинаковые значения во всей системе.

Далее, так как согласно уравнению (68) Зд= — \р, а согласно уравне

нию (69) з.^= — J ,  то из уравнения (70) следует:

sW-

или так как s — “  - =  у, изотермически-изобарному потенциалу ® на
единицу массы, существует равенство:

Ш' =  Ср"= . . . = ! ( ) ( ? ) =  'f, _

т. е. для каждой фазы химически однородной системы, находящейся 
в равновесии, имеет место равенство изотерминески-изобарных по
тенциалов, отнесенных к единице массы каждой фазы.

Это именно те условия, какие мы уже раньше нашли в частных слу
чаях. Но обратим здесь внимание еще на следующее: предыдущими со
ображениями не установлено, как велико может быть число р фаз хи
мически однородной системы. Исследования следующего параграфа по
кажут, что должно быть ^ ^ 3 ,  поскольку система, как здесь предпола
гается, химически однородна.

X
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58. Правило фаз Джиббса.

Дж. У. Джиббс в своей знаменитой работе 1876— 1878 г. «Оп the 
equilibrium of heterogeneous substances» («О  равновесии неоднородных 
веществ»)  ̂ взял проблему равновесия в еще более общем виде. Впро
чем, эта работа в течение десятилетий не оказывала никакого влияния 
на науку, потому что была опубликована в малодоступном месте; по
этому ее результаты отчасти- были вновь независимо найдены другими 
исследователями, в особенности Планком. .

Джиббс вводит при вполне произвольной системе тел следующие два 
понятия: компоненты, или независимые составные части и фазы. К по
следнему понятию, Которое мы предварительно ввели уже раньше, при
водит следующий путь.

Неоднородная система вообще разделяется на ряд областей, простран
ственно ограниченных, соприкасающихся своими поверхностями друг с 
другом; каждая из этих областей физически однородна. Это именно те 
самые области, к которым относятся. соображения, изложенные в преды
дущем параграфе. Согласно Джиббсу, эти области называют «фазами» 
системы. Мы знаем, как уже было отмечано, что это понятие есть пря
мое обобщение понятия агрегатного состояния. Последнее оказывается 
уже недостаточным даже в случае двух твердых видоизменений вещества, 
как, например, серы; здесь мы говорим о ромбической и моноклинической 
«фазах» ее. Построение из фаз может быть у сложных систем очень 
разнообразным; могут, например, существовать рядом несколько твердых 
фаз, несколько жидких, например, растворы; но всегда существует только 
одна газообразная фаза, хотя бы она была составлена из столь же многих 
химически однородных газов, так как газовая смесь есть физически 
однородная область вплоть до мельчайших частей ее.

От понятия фазы следует отделять понятие о независимых составных 
частях, или компонентах.

Компонентом в широком смысле является, конечно, каждое вещество, 
находящееся в какой-либо фазе системы. Рассмотрим, например, систему, 
состоящую из воды (Н2О). Последняя может быть твердой, жидкой и 
газообразной, но встречается также диссоциированной на и О, осо
бенно при высоких температурах. В этом случае как Н, так и О также 
являются компонентами в самом широком смысле этого слова; но это не 
тот смысл, в каком здесь следует употреблять слово «компонент», так 
как количество О определяется вследствие стехиометрического закона, 
количеством Н (и наоборот), и потому мы имеем здесь в смысле Джиб
бса только одну независимую составную часть, или один компонент, 
именно, или Н или О. Напротив, если бы имелся в избытке или Н или 
О, так что на каждый атом О больше не приходилось бы двух атомов 
Н, следовало бы признать существование двух независимых компонентов.

Итак, под компонентами можно понимать вообще те химические 
элементы системы, которые необходимы и достаточны для опреде
ления остальных ее элементов.

1 G i b b s ,  Scientific Papers, т. I, стр. 55 и след. nepeniuaT из Transactions of the 
Connecticut Academy, т. Ill, crp. 198 —248; 1876 и стр. 345— 524; 1878.
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Для определения числа компонентов можно с успехом пользоваться 
следующим правилом: составим сумму всех химических элементов системы 
и вычтем из нее число уравнений реакций, происходящих в системе при 
смещении равновесия. Возьмем в виде примера разложение СаСОз, рас
смотренное нами в § 53. В этом случае сумма химических элементов 
системы равна 3, тогда как имеется только одно уравнение реакции:

СаСОз'= СаО - f  СО^;

поэтому эта система имеет 3 — 1 = 2  компонента в смысле Джиббса.
Безразлично, какие из имеющихся элементов считать независимыми со

ставными частями, т. е. компонентами в смысле Джиббса, и какие считать 
зависящими от них, так как дело идет лишь о числе независимых со
ставных частей.

Как фазы, так и компоненты мы представим себе нумерованными; 
пусть число первых равно число последних а. В общем случае любой 
компонент будет находиться во всех р фазах. Чтобы указать, что ве
личина относится к определенному компоненту, мы снабдим ее нижтм  
индексом, число которого соответствует номеру компонента; точно так же 
принадлежность к определенной фазе обозначим соответствующим верх
ним индексом; одновременная принадлежность к определенной фазе и 
к определенному компоненту будут обозначаться верхним и нижним 
ндексами.

Если обозначим массы а компонентов через =  2 , , . , , а), то̂
как уже отмечено, каждая масса будет вообще находиться во всех р 
фазах, т. е. разделяться на Р частей с массами ( р =  1, 2 , . .  .,р), каж
дая из которых, следовательно, принадлежит к Х-му компоненту и р-й 
фазе. Таким образом имеем следующие ураврния: -

1-я
фаза

2-я
фаза • • • •

р-я
фаза

Afi = м\ +  Mi" • 4- +  Mi(P) (1-й компонент)
Ж г--- Жф +  М2" •+ (2-й компонент)

ж , = ж , ' -1-Жа" • + +  Ж Л ?) (а-й компонент)

(71)

Находящиеся в каждом вертикальном ряду массы принадлежат все 
к одной и той же фазе, так как все они имеют тот же самый верхний 
индекс; поэтому эти фазы обозначены в верхней части таблицы. Обо
значая общую массу р-й фазы через имеем, согласно уравнению (71):

Ж<0_Ж^'^> +  Ж ^ ' ^ ^ + . . . - f  Ж“  ( р = 1 ,  2 , . . . , р ) ,  (71а)

или, разделив на Ж ^;

' (I")
м̂ '> Ж(|̂ )

( р = 1 , 2 , .
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Стоящие справа частные, составленные из массы отдельных компонентов 
в р-й фазе, деленной на общую массу этой фазы, называют кон
центрациями мадсы данных компонентов в р-й фазе. Обозначая их 
вообще буквой k с соответствующими верхними и нижними индексами, 
можно последнее уравнение переписать так:

( Р = 1 , 2 , . . . , р ) .  (71Ь)
/

Массы УИ),(Х= 1, 2 , . .  ,,а) компонентов мы представляем себе с самого 
начала твердо данными. Следовательно, изменение, происходящее при 
смещении равновесия, касается только распределения этих масс на отдель
ные фазы.

Рассмотрим нашу' систему при данном давлении и данной температуре, 
которые, как было выяснено раньше, одинаковы во всей системе; пусть 
они не изменяются и при рассматриваемом возможном смещении равно
весия. При таких изотермически-изобарных процессах предпочтительна 
та форма условия равновесия, которая опирается на изотермически- 
изобарный потенциал Ф. Потенциал Ф всей системы является суммой 
потенциалов отдельных фаз ее, так что можем написать:

1.Р
Ф =  Ф'+Ф" +  ...-1-Ф(Р)=2Ф'‘'’- (72)

Величина ф(l̂ \ потенциал pi-й фазы, вполне определяется переменными 
Т, р  и а массами содержащихся в ней компонентов. Относительно 
рода зависимости от последних можно дать следующее общее указание: 
при увеличении этих масс вдвое, втрое , • • •, в /г раз, ф(е) также увеличи
вается вдвое, втрое ,•••, в .л раз. При этом изменении всех масс в том 
же отношении изменяется только внешнее свойство системы, а именно —  
ее общая- масса; «внутренняя» же структура фаз не изменяется, так как 
отношения масс остаются неизменными. Следовательно, ФМ есть одно
родная функция первой-степени этих масс (которая не должна быть 
непременно линейной); это обстоятельство выражается, согласно теореме 
Эйлера об однородных функциях, следующим уравнением:

Встречающиеся здесь величины
дфМ =  cp(F). (74)

можем подходящим образом назвать удельными потенциалами 1-го ком
понента в |л-й фазе; в таком случае, пользуясь введенным в уравнении
(74) обозначением, выразим потенциал Ф<е) следующим образом:

1, -X

ф(е) =  2  (75)
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Из уравнения (74) видим, что удельные потенциалы совершенно не
зависимы от абсолютных значений так как увеличение всех масс фазы 
в одинаковом отношении изменяет и числитель и знаменатель выражения 
<5ф(р)

; следовательно, увеличивающий множитель просто исключается. По-

этому удельные потенциалы f  могут зависеть только от отношении масс, 
равно как от давления и Температуры; короче говоря, от внутреннего 
свойства вещества; общие массы фаз определяют, в противоположность 
этому, внешнее свойство. Так как в каждой фазе встречается а масс, 
принадлежащих независимым составным частям, следовательно (а —  1) от
ношений масс их, то имеем в общем (а —  1)^ отношений масс, опре
деляющих внутреннее состояние. Поэтому эти отношения масс, вместе 
с температурой Т и давлением р, называют внутренними переменными 
системы, которых, следовательно,' имеется (а — 1 )^ -]-2 . В виде внеш
них переменных к этому присоединяются  ̂ общих масс всех фаз, так 
что всего имеется переменных. Вместо рассмотренных здесь от
ношений масс удобнее ввести концентрации масс Их имеется ар, 
но они связаны р отношениями (71Ь), и поэтому остается (а— 1)р 
независимых концентраций масс. Таким образом с прибавлением давле
ния и температуры мы имеем опять ( а — l ) p - f - 2  внутренних перемен
ных, как и раньше.

Вышеизложенное можем записать, согласно уравнениям (72) и (75), 
следующим образом:

1, « 1, 3
k . w , k M , T , p \ .  (76)

Рассмотрим бесконечно малое изотермически-изрбарное изменение, 
которое обозначим символом dp, .̂ В таком случае имеем;

(77)

в этом выражении отброшен исчезающий сам по себе второй член, ко
торый появляется при формальном диференцировании функции :р*х'РИ̂ х*, а 
именно:

5ф(е)

Действительно, изменяя в этом члене последовательность диференциро- 
вания d и — г-,, можно этот член написать так:

При этом следует обратить внимание, что величина есть одно
родная функция нулевой степени относительно масс (сама Ф̂ '̂) есть
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однородная функция первой степени). Следовательно вторичное применение 
теоремы Эйлера дает для последнего выражения значение нуль.

Итак, справедливо равенство:

(78)

Для возможного перемещения равновесия при постоянной температуре 
Т и постоянном давлении р или, короче, при изотермически-изобарном 
возможном перемещении, которое обозначим через имеем, согласно 
уравнению (80) третьей главы, следующее условие равновесия:

(79)

из которого вытекают все дальнейшие следствия.
Принимая во внимание уравнение (78), получим из уравнений (76) и 

(79) следующее условие равновесия:

X
(80)

Однако перемещения не являются независимыми друг от друга,
но связаны вытекающими из уравнения (71) условиями, которые выра
жают, что масса каждого компонента остается неизменной. Таким образом 
для изменений имеем следующие а дополнительных условий, вы
текающих из уравнения (71):

+  =  ( i = l , 2 , . . . , a ) ,  (81)
.

Мы поступаем опять точно так же, как в механике, умножаем каждое - 
из этих дополнительных условий на множитель Лагранжа зх и складываем 
полученные выражения с уравнением (80). Таким образом получается;

X ^

и отсюда обычным способом получим следующую схему (а^) уравнений:

Из этих уравнений можно путем исключения неизвестных величин Зх по
лучить новые уравнения, именно числом, равным а ( Р— 1), так как при 
к = 1  получим, например:

+  Зг =  • • • =  «= о,
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и так для Всех значений Таким образом получаем, наконец, следую
щую систему условий равновесия:

(83)

Каждый горизонтальный ряд имеет тот же самый нижний индекс и по
этому относится к тому же самому компоненту, который проходит по 
всем фазам, так как в каждом горизонтальном ряду верхние индиксы 
возрастают от 1 до р. В таком случае каждый горизонтальный ряд вы
ражает, что при равновесии изотермически-изобарный удельный потен
циал каждого компонента имеет во всех фазах то же cam e значе
ние. Это прямое обобщение известного уже нам условия равновесия для 
одного компонента.

Каждый из горизонтальных рядов дает (р—  1) уравнений, следовательно, 
всего, как выше, а ( р — 1) условий равновесия.

Отсюда непосредственно вытекает чрезвычайно важное заключение о 
числе возможных при равновесии фаз.

Условия равновесия (83), число которых равно а(Р — 1), содержат 
только внутренние переменные, именно независимые концентрации 
число которых равно ( а — 1)Р, и две переменные Т а р ;  следовательно, 
общее число независимых переменных равно (а —  1)р-|-2. Чтобы число 
этих независимых переменных не было больше числа уравнений, что 
приводило бы к невозможности равновесия системы, необходимо, чтобы 
число условий равновесия (83) не превышало указанного числа перемен
ных. Итак, должно быть:

или
а ( Р _ 1) ^ ( а - 1) Р 4- 2,

р ^ а - ( -2 , (84)

т. е. при равновесии число р фаз не мооюет превышать число а ком
понентов более, че.ч на два.

Это положение называется правилом фаз Джиббса; с разнообразней
шими применениями его мы встретимся дальше.

59. Классификация систем по числу степеней свободы 
и числу компонентов; примеры приложения правила фаз.

Правило фаз мы можем выразить еще несколько нагляднее. Возьмем, 
прежде всего, случай, когда р =  а-|-2; тогда число условий равно
весия (83) совпадает с числом внутренних переменных; следовательно 
в этом случае последние вполне определены, т. е. система может быть 
в равновесии только при совершенно определенных температурах и
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давлениях, при максимальном числе своих фаз (а -[-2 ). Чтобы предста
вить состояние этой системы, зависящей от

(а _  1) р-1_ 2 =  (а — 1) ( а - f  2)-1-2

координат, именно от (а — 1) (а - j - 2) концентраций, равно как от Т и р ,  
можно воспользоваться [ ( а— 1) ( a - f - 2 ) 2]-мерньш пространством, ко
ординатами которого являются концентрации, а также Т и р .  Это про
странство, в котором мы изображаем систему, назовем кратко простран
ством состояния. Тогда состояние системы в нем в рассматриваемом 
случае будет представлено одной или несколькими дискретными точками. 
Мы говорим в таком случае, что система не имеет степеней свободы, 
или она инвариантна.

Если число фаз на единицу меньше, следовательно, равно то
число внутренних переменных превосходит число условий равновесия 
(83) на единицу; следовательно, можно, например, произвольно предписать 
температуру Т, так как система с (а 1) фазами может быть в равно
весии при всякой температуре (или также при всяком давлении). Если 
допустим, что Т непрерывно изменяется, то точка, представляющая сис
тему в пространстве состояния, опишет кривую, на которой возможно 
характеризуемое здесь состояние равновесия. Все концентрации, также 
как и давление, являются здесь функциями только температуры. В этом 
случае мы называем систему моновариантной, так как она обладает од
ной степенью свободы.

Далее, если число фаз равно а, т. е. равно числу компонентов, то 
давление и температура остаются произвольными, т. е. состояние равно
весия между а фазами возможно также при любых предписанных 
давлении и температуре. В этом случае совокупность точек, предста
вляющих в пространстве состояния возможные состояния равновесия, по
крывает часть двухмерной поверхности; система имеет две степени свободы, 
так как определяется посредством р и Т\ следовательно, она бивариантна.

Если число степеней свободы еще больше, а число фаз еще меньше, 
то такие системы называют просто многовариантными, в таком случае 
они занимают в пространстве состояния трех- или более мерную область.

Можно заметить, что число фаз, увеличенное на число степеней сво
боды, равно (а-|-2), т. е. числу компонентов, увеличенному на два. Вводя 
теперь несколько более наглядное обозначение и обозначая число фаз 
через Р, число степеней свободы через F, число компонентов через К, 
мы, очевидно, можем переписать правило фаз (84) так:

Р - { - Р = К - \ - 2 . (85)

В этой формулировке содержатся все разобранные в § 50 - 5 5  законо
мерности, как частные случаи.

Возьмем, например, случай воды. К = \ ,  так как имеем только одну 
независимую составную часть; следовательно, сумма фаз и степеней сво
боды всегда составляет 3 .. Следовательно, возможны рядо.и друг с дру
гом максимально три фазы, именно, в том случае, если система не
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обладает ни одной степенью свободы это имеет место в тройной точке 
воды. Если, напротив, система имеет одну степень свободы, то на не
которых кривых возможны в равновесии друг с другом все комбинации 
по две фазы; именно на кривой плавления твердое и жидкое агре
гатное состояние, на кривой испарения жидкое и газообразное, на 
кривой возгонки твердое и газообразное. Если, наконец, система 
имеет две степени свободы, то может существовать только одна фаза 
(твердая, жидкая или газообразная), и каждое из этих состояний зани
мает некоторую часть поверхности в пространстве состояния (которое 
здесь вырождается в поверхность рТ), следовательно, занимает некоторую 
часть поверхности рТ.

Совершенно аналогично обстоит дело у серы, у которой мы имеем 
также один компонент {К  =  1). Здесь также сумма фаз и степеней сво
боды всегда равна трем; следовательно, опять-таки, мог}гг существовать 
в равновесии между собой максимально три фазы в некоторых трой
ных точках, которых, в виду возможности четырех сочетаний по три 
фазы, здесь имеется четыре. Каждые две фазы могут встретиться шесть 
раз на известных линиях, подробно рассмотренных в § 54- Наконец, 
может четыре раза встретиться одна фаза, и эти последние состояния 
равновесия возможны на известных частях поверхности пространства со
стояния, которая здесь опять вырождается в поверхность рТ. В § 54 
при рассмотрении диаграммы серы был поставлен вопрос, не могут ли 
существовать рядом в равновесии четыре фазы; правило фаз, как видим, 
отвечает на это отрицательно.

Все рассмотренные до сих пор системы имели только один компонент, 
вследствие чего они называются кратко однокомпонентные системы. 
Примером дву компонентной системы {К  =  2) является уже неодно
кратно упомянутый СаСОд. Не вдаваясь в подробности, отметим, _что 
для двукомпонентной системы, если имеется одна степень свободы, как 
при разложении СаСО, на СаО и СО.̂ , согласно правилу фаз могут 
находиться в равновесии между собою три фазы (CaCOj твердая, СаО 
твердая, СО,̂  газообразная), причем состояние равновесия отвечает кри
вой разложения, описанной в § 55; в случае однокомпонентной системы 
равновесие может иметь место только в отдельных изолированных 
тройных точках.

Хорошо изучена двукомпонентная система, состоящая из CaCl^ и Н ,0 ; 
у нее экспериментально наблюдались следующие фазы:

1. Газовая фаза, практически состоящая из водяного пара, так как 
СаСЦ нелетуч.

2. Жидкая фаза, состоящая из водного раствора одной или несколь 
ких солей, приведенных ниже (п. 4 — 9).

3. Твердая Н^О (лед).
4. Твердый CaCl.̂ .
5. Твердый CaCljj.HjO.
6. Твердый CaClj.2HgO.
7. Твердый CaClj>4HjO, а- ' модификация.

 ̂ Ср. заключительные замечания § 57.
16 Творйя теплоты, '
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8. Твердый CaCl.̂  • 4Н.^О, ^— модификация.
9. Твердый CaC1.2*6HjO.
Пять последних фаз являются твердыми водными кристаллами, т. е. 

кристаллами, содержащими на молекулу CaCl.̂  совершенно определенное 
связанное число молекул Н^О, так называемую кристаллизационную воду.

Из этих девяти фаз могут существовать в равновесии между собою 
максимально четыре, именно в том случае, если система инвариантна. 
В самом деле, наблюдались следующие четверные точки:

Сосуществующие фазы
Температура 

в градусах 
Цельсия

Давление

— 55,0 Очень малое
+  29,8 6,80 лж  Hg
+  29,2 5,67 мм Hg

38,4 7,88 мм Hg
45,3 11,77 M M l i g

175,5 842 am
260,0 несколько

am

Лед! CaCl2’ 6H20| 
GaClj-eHjO; CaCl2-4H20<i 
CaCl2-6H20; Саа2-4Н20р; 
CaClj • 4H2O?; CaCl2 • 2H2O; 
CaCl2-4H20a; CaCl2-2H20; 
CaCl2 ' 2H2OJ CaCl2 • H2OJ 
CaClj-HaQ; CaClj

насыщенный раствор; пар

Встречающееся выражение «насыщенный раствор» должно в каждом 
случае обозначать, что раствор насыщен обоими твердыми кристаллами, 
указанными на первом и на втором месте.

Каждые три из указанных здесь фаз находятся в равновесии по не
которым кривым; в таком случае система моновариантна.

Мы не входим ближе в эти подробности, напротив, отсылаем читателя 
к обстоятельной работе Б а к у и с - Р о о ц е б о о м а  (Bakhuis-Roozeboom) 
посвященной исследованию и подтверждению правила фаз.

60. Зависимость равновесия от давления и температуры.

Вопрос о том, как термодинамическое равновесие зависит от давления 
и температуры — тот самый вопрос, который мы уже разбирали в част
ных случаях испарения, плавления, возгонки и т. д. —  мы можем также 
решать, исходя из выражения (76) для термодинамического потенциала Ф; 
тогда мы должны рассмотреть положение системы, бесконечно близ
кое к первоначальному положению равновесия, допуская переход Гв T-\-dT, 
р  в p-\-dp  и, наконец, в Вызванные этим из
менения потенциала Ф обозначим через dФ, и очевидно, что принимая во 
внимание уравнение (76), имеем:

^  ^  ^ //7 + 2  dMxM-^ 2
X. t*.  ̂ и-

1 Bakhui s - Roozeboora ,  Die heterogenen GleichgewLchte vora Standpunkte 
der Phasenlehre; Braunschweig, 1904.
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В последнем члене мы ввели более точное обозначение чтобы осо
бенно отметить, что эти диференцирования должны происходить при 
постоянных Г и Но согласно уравнению (78), этот последний член 
как раз равен нулю, поэтому мы 'имеем более простое уравнение:

( 86)

Следовательно, значение изотермически-изобарного потенциала в новом 
положении системы таково; .

аФ
(р). (87)

Производную по Т следует понимать, конечно, при постоянных р  и 
а производную по р  при постоянных значениях Т и Но,

согласно уравнению (72) третьей главы, имеем вообще равенства:

U±pV
’ ч ф  /г72

к ,
7 ’

следовательно, можем переписать уравнение (87) так:

X
Ф =  Ф 4 -  у  йГур+ 2 (88)

Так как это новое положение системы также должно представлять поло
жение равновесия, то соответственно должно быть:

Т̂.р (79)

где означает возможное смещение при постоянных Т и р ,  именно 
так, как мы рассматривали в § 58. Возможное перемещение должно 
только удовлетворять — подчеркнем это —  дополнительным условиям 
(81), как это значится в самом определении возможного перемещения-, 
в остальном же оно совершенно произвольно. Поэтому, например, 
когда Ф характеризует положение равновесия системы, Ф-|-§у,уФ 
не должно бить непременно положение^ равновесия. Это отнюдь не 
противоречит тому, что 5у,„Ф — О есть условие того, что Ф характе
ризует положение равновесия, так как равновесие определяется тем, что 
при всяком возможном перемещении должно быть §у,рФ — О, Потому 
не требуется, чтобы условия равновесия (83) вообще удовлетворялись 
при <^варьированном» положении Ф-|-§г,рФ; это может иметь место 
лишь в особых случаях, когда только что рассмотренное возмож
ное перемещение 5 ,̂̂  приводит опять к новому состоянию равно
весия.
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С помощью уравнения (88) получаем как условие того, что Фе=Ф-|-£?Ф 
также представляет положение равновесия, следующее уравнение:

Ьт, =  Ьт, рФ +  4 -  2  2  ® '
X I*.

+ 2 2  0.
(89)

Здесь мы просто опустили члены с bdT  и bdp, так как dT  и dp сле
дует считать тут постоянными. Далее, первый член Ф равен нулю, 
так как первоначальное положение Ф было положением равновесия. По
следний член этого уравнения также можно упростить, так как согласно 
уравнению (83) имеем равенство:

=  fx'®)= . . .  =  tf>x®s <fx;

т. e. <p равны независимо от верхнего индекса pi, так что можем этот 
член переписать так:

2  2  = 2  2®' ^  2  2  ®'
X р. X {X X н-

Но согласно уравнению (81), при всяком значении 1 сумма 2  ра-
р

вна нулю, так что последний член просто отпадает. При этом уравне
ние (89) получит вид:

5 2 ^  + 2  2  «П ‘' Л 1Й= 0.
X |Х

(90)

Здесь мы приняли для пригодность условий равновесия (83), и
это не противоречить тому, что мы сказали раньше о смысле операции 
8j,,p, потому что функции <р̂х̂ относятся к неизжненному положению Ф, 
которое, согласно предположению, есть положение равновесия. Напро
тив, величины вообще не удовлетворяли бы условию
равновесия (83).

Но, согласно общему определению энтропии S, имеем:

bu-\-pbv^ ns-,

следовательно, далее, умножая на П , имеем, согласно уравнению (90) 

TbSdT— JbV dp-{-n '^ '^bT ,p '^ )y-)>dM ,^v)^Q . (91)
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Но здесь T b S = b 'Q  есть количество теплоты, введенное (обратимо) во 
время процесса 8, т. е. во время предположенного возможного переме
щения равновесия. Следовательно, можем написать:

b 'Q d T —  TbVdp =  —  T̂  2 2  5г.р (92)

Это уравнение дает желаемый результат; из него узнаем, как влияет 
на равновесие изменение температуры Г, давления р  и, наконец, изме
нение масс Из структуры формулы ясно также сразу, что влияние 
температуры исчезает, когда исчезает S'Q, теплота превращения при 
предположенном возможном перемещении; точно также не существует 
влияния давления, когда 8 И = 0 ,  т. е. когда весь возможный процесс 
происходит без изменения объема. Наконец, наступает независимость от 
масс когда исчезают величины

Представляя себе уравнение (92) деленным на йТ:

~dT~ (92а)

получим формулу, которая,— по крайней мере, левая ее сторона —  сильно 
напоминает уравнение (21) Клаузиуса-Клапейрона. Действительно, мы уви
дим, что уравнение (92) или (92а) представляет дальнейшее обобщение 
последнего и включает его как частный случай.

Впрочем, уравнение (91) в этой форме представляет средство для вы
числения энтропии S при вышеупомянутом возможном процессе, что 
должно потом произойти в частном случае.

Применим уравнение (92) к случаю р =  а -| -1 , когда число фаз больше 
числа компонентов на единицу. Этот случай часто называют случаем 
полного неоднородного равновесия. Сюда относятся ранее разобранные 
нами процессы испарения, плавления, возгонки, аллотропического пре
вращения серы, термической диссоциации углекислого кальция. В этом 
случае, согласно правилу фаз, давление р и все концентрации зави
сят только от температуры Г; и возможное смещение при котором 
температура остается неизменной, ведет опять к новому состоянию рав
новесия; в общем же случае это не имеет места, как мы подробно изло
жили выше. В таком случае уравнение (92) значительно упрощается; в 
нем оказываются =  О, так как концентрации только от ко
торых зависит не изменяются, вследствие постоянства Т. Следова
тельно, правая сторона уравнения (92) выпадает, и мы получаем:

5'Q =  TbV d£
dT‘ (93)

Это уравнение в случае а =  1, т. е. в случае одного компонента, со
ответствует уравнению Клаузиуса-Клапейрона, так как в этом случае 
Р =  2, следовательно, дело идет о случае химически однородного вещества
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в двух фазах (например испарение и т. д.). Таким образом в нашем 
обозначении в систему входят две массы и М^", из которых первая 
относится к жидкой фазе, а вторая к газообразной. Общая сумма их 
постоянна; следовательно, имеем такое дополнительное условие:

Можем положить:
•Ш ,".

b'Q =  l,,bM ,", 
bV =  (v" —  v') 5Ж /',

где / 2̂ означает теплоту испарения и вообще теплоту превращения при 
процессе S, а v "  и v ' удельные объемы после и до превращения. При 
этом уравнение (93) переходит вполне в уравнение Клаузиуса-Клапейрона, 
написанное для единицы массы:

dp
Ш "

Совершенно так же обстоит дело с диссоциацией СаСОд, что нет необ
ходимости излагать здесь. Таким способом можно полностью исследовать 
всякое специальное состояние равновесия.

Подтвердим здесь только еще, что изменение энтропии, вычисленное 
из уравнения (91), имеет точно такое же значение, какое мы нашли для 
этого случая раньше в § 56. Можем, как раньше, полагать при я = 1 ,  § = 2 :

§ ,S = (s "  — 5 ')Ш / ',  
b V -= {v "  —  v')bM^',

следовательно, согласно уравнению (91) имеем:

а правая сторона, согласно уравнению Клаузиуса-Клапейрона, равна !р,так 
что для изменения удельной энтропии получим:

__haО 6 --- у. ,

что, несмотря на несколько измененный способ обозначения, в точности 
согласуется с уравнением (53),,.,.

61. Давление пара, повышение точки кипения, понижение 
точки замерзания раствора.

Проследим еще, по крайней мере, в одном определенном направлении 
случай а =  2,  ̂=  2, в виду большого значения его для физики и химии. 
Именно, рассмотрим раствор соли в жидком растворителе и исследуем
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равновесие между раствором и его насыщенным паром; здесь мы имеем 
дело с двумя фазами (р = : 2): жидкой, именно раствором, и фазой пара. 
Так как при рассматриваемом процессе не изменяется химический состав 
ни растворенного вещества, ни растворителя, то мы, очевидно, можем 
смотреть на каждое из них, как на компонент в смысле Джиббса, неза
висимо от их химического состава, как угодно сложного. Следовательно, 
а =  2.

Рассматривая этот случай в общем виде, мы должны исследовать 
четыре массы М '̂\ Ж^", так как каждый компонент вообще
встречается во всякой фазе. Однако, в очень многих случаях раство
ренная в жидкости соль не встречается в парообразной фазе\ строго 
говоря, теоретически это невозможно, но практически это имеет место 
с чрезвычайным приближением в очень многих случаях. В таком случае 
растворенную соль называют нелетучей. Если обозначим парообразную 
фазу двумя верхними черточками, жидкую фазу одной верхней чертой, 
растворитель (первый компонент) индексом 1, соль (второй компонент) 
индексом 2, то согласно только что сделанному предположению М " =  О 
и остается таковой все время, какие бы изменения ни происходили. 
Так как, далее, внешними условиями является постоянство масс обоих 
компонентов, то отсюда следует:

ж ; + ж / '  =  ж,,-> 
'V  = ж , . /ж . (94)

где Ж, и Ж.2 неизменные, данные условиями опыта и, разумеется, поло
жительные постоянные. Отсюда для каждого изменения (S или d) сле
дует равенство;

аж/
ьм„

' =  _§ж," и d M J = i— d M "  \ 
' =  5Ж /' =  0 и d M ^ ^ d M ”

Соответственно двум компонентам в двух фазах необходимо вообще 
различать также четыре удельных потенциала

?i'. Тг", ф.;. 'Ра".

так что уравнение равновесия (92), написанное в общем виде, будет 
таким: ’

b 'Q d T -  n V d p = = - T ^  |о> /^Ж / +  §ф/' ^ Ж / '+  1 ,
I ^ ил ' I " Н ЛЛ- 1-а ф /^ /ж /+ а ф ,"  dM ,"]. I

в выбранном нами частном случае, когда растворена нелетучая соль, 
т. е. соблюдаются условия (9-5),. это уравнение переходит в следующее:

b'Q dT—  TbVdp  =  — Г  { —  S (p /-f 8ф/') </Ж/'; (97)

здесь знак 8, как и раньше, означает бесконечно малое изменение при 
постоянной ф и /г, следовательно, точнее было бы написать 8j., .̂ Таким
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образом при операции изменяются только концентрации т. е. 
масси VMi'W. Поэтому можно написать далее в общем вид*;

, ^  5 ^  ' 4_ Л ж  '
dMi,' 1 ^  дМ^

c?Mi" ° ‘  ^  ̂ ЛГз" >

ЧТО опять-таки, вследствие условий (35), приводится к следующему виду

Щ ' Щ ' —  —  SЛ̂ "̂,
dfi" (98)

В таком случае условие равновесия (97) будет:

d ' Q d r -  T S V d p = = - r  ( ^ , + ^ j  Ш ,"  dM/'. (99)

Это уравнение также можно еще значительно упростить. Общий по
тенциал Ф" парообразной фазы определяется, согласно равенству (73), 
из масс TWj" и М^' и из удельных потенциалов и ({>," следующим 
образом

ф'' =  Л 4;'(р /'-}-Л 4,>Л

принимая во внимание уравнение (94), можем написать это уравнение так:

( 100)

Далее, согласно определению, выраженному уравнением (74), имеем:

дФ" .. „
‘ ‘  ■

Составляя частную производную уравнения (100) по 714/', получим:

=  "4-Л4dMi" ‘ 1 dMi">

а если принять во внимание уравнение (101), имеем:

(101)

0 : dMi" ( 102)

При этом условие равновесия (99) принимает, наконец, такую форму:

b 'Q d T —  T b V d p = ^  —  ’P ^ ^ , b M ^ '  d M ; \ (1 0 3 )
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В этом уравнении находящаяся справа величина (̂■5^ / )  зависит
только от внутреннего свойства жидкой фазы, т. е. от давления р, 
температуры Т и концентраций и k. ,̂ из которых, однако, незави
сима лишь одна. Так как в дальнейшем мы опять встретимся с этой 
величиной, и так как она тесно связана с важным понятием из теории 
растворов, с осмотическим давлением, то мы введем для нее особый 
знак. Напишем:

d ji_ _____^
дМу' ~~ Afi'3

'/о I
—  Ф- (104)

Эта форма выбрана, конечно, ради удобства, как сейчас станет ясно. 
Таким образом имеем, наконец, такое уравнение:

8'Q d T ~ T b V d p  =  7’  ̂^  ф ЬМ ” dM^’ (105)

М.Здесь выражение dM^' имеет простое физическое значение
 ̂ ЩИменно у растворов частное , т. е. отношение: 

масса растворенного вещества 
масса растворителя

обычно называют концентрацией раствора. Это обозначение особенно 
принято в физической химии; однако оно не совпадает с нашим прежним 
определением. Определенная таким образом концентрация, для которой 
мы будем пользоваться буквой /г без всякого индекса и черточки, нахо
дится в простом соотношении с величинами концентрации й/ и ко
торыми мы пользовались до сих пор. Принимая новое обозначение кон
центрации для растворов, имеем:

и, следовательно:
~  iW,' •

Ml'dM2'—M2'dMi'

(106)

a так как dAf^' =  0, то получим более простое уравнение:

dk-- М. MJ-  dM ' —  -4- -—2.  м  " (107)

При этом условие равновесия (105) будет таким: 

b Q d T — T b V d p ^ -\ -  ^ d k m , " . (108)

Здесь b'Q есть введенное извне количество теплоты при переходе 
массы bMi" из первой фазы во вторую; следовательно, величина

5'(?
h Ш 1'
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есть теплота, какую необходимо ввести для испарения 1 г растворителя, 
или так называемая теплота испарения раствора', индекс k должен 
указывать на раствор с концентрацией к.

Подобным образом
IV

~  &Mi"

есть изменение объема, происходящее при испарении 1 г растворителя 
(конечно, при постоянных Т и р). Вводя эти выражения в уравнение (108) 
и разделив на P‘ , получим в заключение следующее соотношение:

кр dT —  '^dp- i)dk =  0. (109)

Следовательно, если происходит какое-либо изменение равновесия, 
вследствие которого Т переходит в T-{-dT , pB p-\ -d p , k в k-\-dk, то 
диференциалы температуры, давления и концентрации связаны между 
собою вышеприведенным соотношением совершенно таким же образом, 
как dT, dp и dv связаны между собою уравнением состояния однород
ного вещества. Поэтому можно прямо назвать уравнение (109) дифе- 
ренциальной формой уравнения состояния раствора, соприкасающегося 
со своим насыщенным паром.

Теперь в уравнение (109) входят уже величины, все легко доступые 
измерению, на чем и основано значение этого уравнения. Исключение 
представляет величина ф, физическое значение и доступность для изме
рения которой мы выясним в следующем параграфе.

Составим значение dp, даваемое уравнением (109):

( 1 ) . 4 - ?dkh TVk Vk
dk. (ПО)

Вследствие независимости диференциалов dT м dk, это уравнение 
тотчас распадается на два следующих уравнения;

Л .
Tv.

\dk)f Vi, '

( 111)

( 1 1 2 )

которые разберем по очереди.
Первое уравнение (111) по форме соответствует уравнению (21) 

Клаузиуса-Клапейрона. Оно непосредственно переходит в последнее, 
когда k =  0, что соответствует предельному сл)гчаю чистого раствори
теля. Но в то время, как при испарении чистого растворителя (k = 0 )  
давление р  есть функция только температуры, у раствора {k ^  0) да
вление (которое, конечно, одно и то же в обеих фазах) зависит также 
еще от концентрации к, как это видно, например, из уравнения (ПО).
Поэтому у частной производной прибавлен индекс к, после чего
она только и получает определенное значение. В применимости урацне-
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ния Клаузиуса-Клапейрона к испарению раствора можно убедиться также 
следующим непосредственным соображением: если концентрация поддер
живается постоянной, то система (раствор —  пар) моновариантна, следо
вательно, должна вести себя при испарении (или в общей форме, при 
изменении агрегатного состояния) совершенно так же, как, например, 
система (вода —  пар). Величину можно с достаточной точностью пола
гать равной удельному объему пара, так как удельный объем раствора 
исчезающе мал по сравнению с ним. Допуская, кроме того, что для пара

(  RT\справедлив закон идеального газа - - j
ния ( 111) следующее соотношение:

\dTjji __
■"7 Ш '

. RT2^dlgp\ 
т \ дТ )ь

, получим из уравне-

или
(113)

Это уравнение принципиально позволяет определить зависимость давле
ния пара раствора от температуры посредством измерения величины /̂ , 
теплоты испарения раствора, отнесенной к 1 г. Следует только при изме
рении обратить внимание на то, чтобы концентрация k при испарении 
не изменялась; это, конечно, осуществимо лишь приближенно, именно, 
если взято такое большое количество раствора, что испарение 1 г рас
творителя практически не имеет значения.

Если у чистого растворителя обозначим соответствующие величины 
(/, р) индексом О, то уравнение Клаузиуса-Клапейрона, справедливое 
для него, примет такой вид: .

(»» )
Индекс k здесь, конечно, излишен, так как ясно, что =  0; мы ввели 

его для симметрии. Вычитая одно уравнение из другого, получим со
отношение: ПГ9 / д .» \

(115)

Эта разность вообще никоим образом не равна нулю, но имеет опре
деленное физическое значение, которое впервые разъяснил в своем зна
менитом труде Кирхгоф. С этой целью он провел следующее рассужде
ние. Если испарить 1 г растворителя при постоянной концентрации, 
т, е. из очень большого количества раствора, то для этого следует 
ввести количество теплоты 4  и работу —  pv^, последняя служит для при
ведения объема жидкости к соответствующему объему газа. Наоборот, 
конденсируя 1 г пара путем изотермического сжатия при температуре Т 
и при постоянном давлении пара раствора р, имеем сумму введеных 
извне теплоты и работы, т. е. приращение удельной внутренней энергии и, 
равное:

“ и —  «t —  —
RT 
т '
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Но этот же самый конечный результат можно получить также сле
дующим образом. Конденсируем сначала 1 г пара при постоянном давле
нии пара чистого растворителя р^, что требует доставки извне 

RT
—  /()-}- Ро' о̂ =  —  “Ь “от" работы; затем этот полученный 1 г
жидкого растворителя ргужно прибавить к раствору, количество кото
рого следует считать очень большим, так как концентрация должна 
оставаться постоянной. При этол» вообще приходится ввести еще неко
торое количество теплоты, так называемой по Кирхгофу «теплоты 
разведения». Так как здесь достигается то же самое конечное состояние 
из того же самого начального состояния, как в случае, рассмотренном 
раньше, то имеем такое же самое изменение энергии, выражаемое здесь 
так:

следовательно, сравнение дает:

К  h  — к (116)

Этим разъясняется физическое значение упомянутой разности, и урав
нение (115) переходит в уравнение Кирхгофа:

т \дТ (117)

Экспериментально теплоту разведения измеряют, прибавляя 1 г рас
творителя к очень большому количеству раствора; происходящий при 
этом тепловой эффект, взятый с обратным знаком, дает 1. Заметим по
путно, что в химии величина X, как всякий тепловой эффект, упо
требляется с знаком, противоположным тому, какой здесь; это надо 
иметь в виду при формулировке дальнейших положений.

На опыте подтвердился общий вывод из уравнения (117), что-> возра-
Ро

стает с повышением температуры, если X отрицательна и, напротив, 
убывает, если X положительна. Однако точной количественной проверки 
формулы еще нет, так как измерения очень трудны.

Ясно, что при все увеличивающемся разведении некоторого начального 
раствора, т. е. при все более уменьшающейся концентрации k, теплота 
разведения X, наконец, должна приблизиться к нулю, так как этим путем 
мы приближаемся, в конце концов, к предельному случаю чистого раство
рителя. Другими словами, у  очень разведенных растворов теплота раз
ведения Х =  0. Для этого предельного случая, согласно уравнению (117), 
справедливо равенство:

или также:
J- =  const, 
Рь

-Рь. ■■ const. (118)

Выражение Р —Рч называют относительным изменением упругости
пара; таким образом можно последнее уравнение выразить так: у  очень

и и3



Д а в л е н и е  п а р а 253

разведенных растворов относительное изменение упругости пара оди
наково при всех температурах. Этот закон, действительно, найден 
экспериментально Б а б о (ВаЬо), причем раньше, чем была дана теория. 
Бабо экспериментировал с очень разбавленными растворами, но считал 
свой вывод правильным также и при концентрированных растворах, что 
находится в противоречии с уравнением (117), Только термодинамиче
ская теория установила характер правила Бабо как «предельного закона».

Перейдем к рассмотрению уравнения (112); это уравнение также 
очень важно. Констатированное уже раньше различие давлений р  и р^, 
т. е. зависимость давления пара раствора от концентрации, получает 
здесь количественную формулировку. Именно, легко можно показать, 
что pc^Pff ,  т. е. что мы всегда имеем дело с понижением давления. 
Так как давление насыщенного пара над чистым растворителем, уже 
есть максимальное давление его, то р, действительно, должно быть 
меньше р^, так как в противном случае тртчас произошла бы конден
сация, т. е. не могло бы существовать равновесия. Отсюда согласно 
уравнению ( 112) следует, что величина ф всегда положительна; это 
важно для дальнейшего.

Уравнение (112) позволяет получить для очень разбавленных раство
ров приближенный интеграл следующим образом. Точно имеем;

P —  lh -о ■Vk ’

RTили, полагая, как мы пока допустили, v  ̂—  —  \

p ~ p ^  =  — ' ^ ^ p i ^ d h

Вследствие малой величины интервала интеграции (т. е. потому, что 
величина k очень мала) можем считать р и ф  независимыми от ft и 
вынести их за знак интеграла, причем получим:

р —Ра т , , (119)

т. е. при очень разведенных растворах относительное понижение 
упругости пара пропорционально концентрации. Этот предельный 
закон также найден экспериментально В ю л ь н е р о м  (Wullner).

Оба уравнения (111) и (112) соответствуют предельным случаям по
стоянной температуры и постоянной концентрации. Рассмотрим еще 
частный случай применения уравнения (109) при d p = Q ,  т. е. при по
стоянном давлении. В таком случае получим из уравнения (109) урав-
нение для т. е. для изменения точки кипения с изменением
концентрации раствора. Именно, получим:

\ д к  J,
( 1 2 0 )
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Так как то это уравнение означает, что при одинаковом да
влении точка кипения раствора выше точки кипения чистого раство
рителя. При очень малых концентрациях мы можем подобно тому, как 
раньше, выполнить приближенное интегрирование (обозначим точку ки
пения растворителя через Г,):

( 121)

т. е. при очень разбавленных растворах повышение точки кипения 
пропорционально концентрации.

До сих пор мы принимали, что раствор находится в равновесии с паро
образной фазой чистого растворителя, но те же формулы, очевидно, вполне 
приложимы и к тому случаю, когда раствор находится в равновесии 
с твердой фазой чистого растворителя. Только с жидкой фазой чистого 
растворителя состояние равновесия невозможно по крайней мере непо
средственно, так как давление в обеих фазах различно; этот случай 
мы рассмотрим подробно в следующем параграфе. Но во всяком случае 
можем сказать, что уравнения (111), (112) и (120) и следствия из них 
справедливы также для случая замерзания чистого растворителя. 
При этом Т означает температуру замерзания (или плавления); по 
абсолютной величине есть теплота плавления раствора при постоянной 
концентрации и т. д. Нас особенно интересует здесь очень важное 
в экспериментальном отношении уравнение (120) или (121), дающее 
нам выражение зависимости точки замерзания от концентрации. 
Именно, следует иметь в виду, что при замерзании 1 г растворителя 
теплота (— 1  ̂ есть теплота плавления, так как в таком случае поло
жительная теплота выделяется наружу (обратно тому, как при испа
рении). Так как теперь /^<^0, то из уравнения (120) вытекает:

Точка замерзания раствора лежит ниже точки замерзания рас
творителя и, в частности, из уравнения (121) следует: понижение 
точки замерзания очень разбавленных растворов пропорционально 
концентрации.

Последний закон найден экспериментально Р а у л е м  ^Raoult). Все вы
веденные здесь закономерности будут в следующей г̂  аве углублены и 
дополнены с несколько измененной точки зрения.

Здесь укажем лишь еще на то, что посредством уравнений (92) или 
(92а) можно, конечно, вполне рещить также общий случай а — 2, 
 ̂=  2, в котором оба компонента действительно встречаются в обеих 

фазах (так называемые бинарные смеси). Отошлем читателя к термо
динамике Планка. \ /

/X.
62. Осмотическое давление растворов.

В предыдущем параграфе уже указано, что раствор может быть 
в равновесии как с своим насыщенным парОм, так и с твердой фазой 
растворителя, потому что в обоих случаях может установиться равно
весие давления и температуры. Напротив, это невозможно между жидкими
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фазами раствора, с одной стороны, и растворителя —  с другой, В этом 
случае немедленно происходит смешение; равновесие невозможно.

Однако равновесие может быть достигнуто —  это мысль в а н т - Г  о ф ф а  
(van’t Hoff), если разделить обе фазы полупроницаемой стенкой, ко
торая проходима только для растаорителя, но не для растворенного 
вещества.

Исследуем этот случай, избрав тот же самый путь, которым пользо
вались в § 58 и 60. Обозначим потенциал раствора через Ф', а потенциал 
растворителя через Ф в  таком случае имеем:

ф ' '^ Ж / V '*  ■»
( 1 2 2 )

а весь потенциал Ф равен:

ф =  ф '+ ф " .  (123)

Далее, массы Ж,', Ж /', Ж,', как и раньше, связаны соотношениями:

Ж1' +  Ж ,"= -Ж „
Ж.

= . ж „  I
' = ж „ ,  г

(124)

где Ж̂  и Ж  ̂ заданные положительные постоянные.
Для равновесия опять справедливо:

^г,р^ =  ^т,р '̂ “I” ^г.рФ' —  0-

Это уравнение в подробной форме принимает следующий вид:

( ж / г ф / + ж ,'б > , '+ ж /'З ф /')  +  ср, ' §ж, '+ + ь " Щ "  =  о.

Соответственно уравнению (78), сумма первых трех членов исчезает, и 
остается, как par не, уравнение:

Ф 5 Ж /'=  0. (125)

Внешние дополнительные условия (124), если произвести вариацию, 
переходят в следующие уравнения:

5Ж,' +  §Ж /' =  0 , 1
г ж ' =  0. / (126)

Умножая их на два множителя Лагранжа и и складывая с урав
нением (125), получим:

(Ф; +  а,)ЗЖ,' +  (ф,' +  а ,)5 ж ;  - f  (Ф̂ " -Ь =  0.
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а это уравнение, как известно, дает;

т. е.
, „ '?-; +  а, =  0;

ф ' ^
__*1 ’неопределенной постоянной >

Т‘> — ^
(127)

Следовательно, удельный потенциал первого компонента имеет то же 
самое значение, как раньше, в обеих фазах. Потенциал растворенного 
вещества остается неопределенным вследствие сделанного нами частного 
предположения, что растворенное вещество встречается только в одной 
фазе; эта неопределенность, очевидно, означает, что равновесие воз
можно при любой концентрации.

Для дальнейшего исследования влияния давления и температуры на 
равновесие, поступим точно так же, как в § 60; исходя из положения 
равновесия, при котором потенциал имеет значение Ф, перейдем к со
седнему положению Ф-\-йФ  и спросим, при каком условии это по
следнее является также положением равновесия. Для потенциала Ф со
седнего положения находим:

ф ^  ф -I- йф ф ^  0  rfp 4- 2  2
X (J.

или, в случае данных двух фаз, которым мы должны приписать различ
ные давления {р' и р") при одинаковой температуре:

Ф= Ф+  ̂г+  ̂г + f ;  ч- gi' «'/ч- 2  2  f'■“ '"«л
X н.

или, привлекая общее термодинамическое соотношение (72) третьей главы:

I (128)

. .  j
Здесь и' и и "  означают внутренние энергии обеих фаз, V  и V" их

объемы. При этом, если характеризуемое потенциалом Ф =  Ф /̂Ф по
ложение есть положение равновесия, должно быть 5г,рФ =  0'> но так 
как такжё»§у._^Ф =  о, ибо первоначальное положение было также поло
жением равновесия, получим условие:

8 , ,Ф= Г, , f2 I ~ f T  Т

(129)
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Здесь, согласно первому началу термодинамики, числители обоих 
первых членов означают количество теплоты 8'Q, которое должно быть 
введено извне во время процесса 8; следовательно, далее имеем:

b’ Q d T — T bV 'd p ’— T b V " d p " ^  —  T‘̂  2 2  8(рх<>") dM-K̂ )̂. (130)
X 11

Вследствие особых упрощений данной задачи, правая сторона равна 
(—  Ш^'dM^"), как в предыдущем параграфе; следовательно,
уравнение (130) будет:

8'Q
8М,"

Полагаем:

dT- -  81/' , „  W " . „T^TTjidp — T ^ ^ d p " - .SM,'

8'О
hMt‘

I V
8Afi"

T ^ - ^ d M "  дМл' 1 (131)

I V
IMi"

При этом I есть так называемая теплота выхода, которая должна 
быть сообщена извне для перехода 1 г растворителя из раствора через 
полупроницаемую стенку; есть сопровождающее этот процесс измене
ние объема раствора, v^' соответственное изменение объема раствори
теля; отрицательно, v^' положительно.

Вводя, наконец, еще концентрацию k и величину ф, согласно уравне
нию (104), получим окончательно:

или
Id T —  Tv^dp' — Tv^'dp" =  Щ  dk, 

^ d T - ' i ^ d p ' - ' ^ - ^ d p " - ^ d k ^ ^ . (132)

Это уравнение есть прямое обобщение уравнения (ПО) предыдущего 
параграфа; своего рода диференциальное уравнение состояния, связываю
щего между собою диференциалы dT, dp', dp" и dk.

На практике дело обстоит по большей части так, что р", или, как 
мы писали раньше и будем писать теперь опять, р, есть давление чи
стого растворителя, заданное и постоянное. Следовательно, в таком 
случае dp" —  dp^ — Q, и из уравения (132) вытекают два уравнения:

( д р \ _____ f r
\dk Jr о* ''
(др'\ I (189)

Так как, согласно предыдущему, т '/ <С О и Ф ^  0, то из первой 
формулы следует, что р', т. е. давление равновесия в растворе увели
чивается с повышением концентрации k. Обозначим через Р  разность

17 Теория теплоты.
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давлений между раствором и растворителем, которая должна существо
вать в случае равновесия между обеими фазами:

р '— р " ^ р ' — р ^ ^ Р ,

и назовем ее осмотическим давлением раствора; тогда можем написать, 
так как о . — const:

«  •/у  \dk

следовательно, из первого уравнения (133) вытекает:

гдР\ фГ_  _  фГ
\дк )г t/*” (134)

т. е, осмотическое давление возрастает с концентрацией, т. е. чем 
более концентрирован раствор, тем значительнее разность давлений 
между обеими фазами в состоянии равновесия. Далее, так как при

k =  Q также Р — 0, то Р всегда 
положительно, т. е. в состоянии 
равновесия, давление в растворе 

д всегда превышает давление в раство
рителе Следовательно, если поме
стим раствор и растворитель при оди
наковом давлении по обеим сторонам 
полупроницаемой перегородки, то 

Л растворитель должен проникать че
рез перегородку к раствору до тех 
пор, пока давление в растворе we 
станет выше на определенную вели

чину, которая увеличивается с концентрацией и, конечно, зависит от 
природы раствора.

Это, действительно, можно наблюдать экспериментально, для чего 
может служить, например, следующее приспособление.

На рис. 32 АААА означает сосуд, наполненный чистым растворите
лем при атмосферном давлении. В сосуд погружена воронка, завязанная 
так называемой животной перепонкой, которая согласно опыту почти 
полупроницаема; над перепонкой находится раствор, также при атмо
сферном давлении. В таком случае равновесия не существует, но раство
ритель проходит сквозь перегорожу в раствор; вследствие этого раствор 
поднимается вверх по трубке, которою оканчивается воронка, причем 
возникает избыточное давление; этот процесс продолжается до тех пор, 
пока избыточное давление не станет равным осмотическому давлению 
раствора.

Подобным образом П ф е ф ф е р (Pteffer) произвел в 1877 г. первые ко
личественные измерения осмотического давления, опираясь на которые 
вант-Гофф вывел позднее закон осмотического давления, часть которого 
мы уже рассмотрели. Подробнее мы будем говорить о нем в следующей 
главе.



Для малых концентраций k получим приближенным интегрированием 
из уравнения (134) следующее значение Р:
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i(Tk

в котором, кроме того, можно приближенно положить — равным 
удельному объему раствора:

Р  = ^Tk
Vk

(135)

т. е. осмотическое давление сильно разбавленных растворов пропор
ционально концентрации.

В этом уравнении, в котором, как и в уравнениях предыдущего пара
графа, появляется величина ф, требуется еще лишь пояснительное ука
зание, каким образом ф зависит от химической природы раствора. 
Тогда будет возможность вполне определить понижение точки за
мерзания, повышение точки кипения, понижение упругости пара и осмо
тическое давление. Эту задачу мы затронем в следующей главе.

Упомянем здесь еще следующее. Гельмгольц ‘  дал другой, более на
глядный вывод осмотического давления и связанных с ним явлений. Чи
тателю настоятельно указываем на это изложение. Мы придерживались 
изложения Планка, которое отличается большей цельностью точки зре
ния, хотя в данном случае при этом пострадала наглядность.

].m04ho

Жидкость

63. круговые процессы с физически неоднородным веществом.

Закончим эту главу несколькими приложениями, представляющими 
интерес с технической точки зрения. Прежде всего, проведем круговой 
процесс Карно с физически неодно
родным веществом, например, смесью  ̂
воды и водяного пара (рис. 33). Тем 
самым мы уже ближе подойдем к 
реальным условиям в паровой ма
шине, чем рассматривая идеальные 
газы, как было до сих пор. Конеч
но, мы не найдем здесь ничего нового 
по существу, а лишь получим под
тверждение уже доказанных общих 
положений.

Итак, допустим, что имеем 1 г жид
кости с абсолютной температурой Т̂ , 
давлением р  ̂ и удельным объемом vp, 
состояние представлено на рис. 33 
точкой / ;  на рисунке даем диаграмму p v  изменения состояния.

Сообщим изотермически и обратимо количество теплоты в таком 
случае часть жидкости испарится и образуется пар того же давления

1 H e l m h o l t z ,  Vorl. fiber die Theorie der Warme, herausgeg. von. F. Ricliarz 
стр. 309 и след.

17*

Обмет насышеиия

Фиг. 33.
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и той же температуры. Пусть этот процесс идет до точки 2, где еще 
имеется (I  — Sj) граммов жидкости и, следовательно, образовано г пара. 
Удельный объем этой смеси пусть будет Так как пар при этом все 
время остается насыщенным и, следовательно, давление его зависит 
только от температуры, то изотермы здесь совпадают с изобарами, 
как всегда в области насыщения; соответственно этому, изотерма 1— 2 
проходит на диаграмме состояния горизонтально.

Расширим адиабатически смесь жидкости и пара, причем температура 
понизится с Tj до 7 ;̂ расширение проведем до тех пор, пока не испа
рится вся жидкость, т. е. пока не станет S==l .  Пусть тогда будет 
удельный объем пара г/,, давление пара р^, на диаграмме процесс пред
ставится кривой 2— 5, конечное состояние {р^, Т̂ , v^) точкой 5.

Следующий процесс опять изотермический, причем мы изотермически 
сжимаем пар; при этом происходит частичное ожижение, снова обра
зуется (1 —  граммов жидкости и остается еще г пара, причем из 
резервуара воспринимается (отрицательная) теплота. Проведем этот изо
термический процесс до получения удельного объема смеси v^, этот 
объем, иначе говоря значение выбираем так, чтобы от полученной 
точки 4 (р^, 7jj, v^) путем адиабатического сжатия опять достичь началь
ного состояния.

Вычислим теперь коэфициент полезного действия Т] этого процесса Карно.
Количество теплоты сообщенное на пути от 1 к 2, очевидно 

равно:
(136)

где I означает теплоту испарения; так как всего образуется граммов 
пара, то получается вышеуказанное значение. Соответственно получим 
для количества теплоты д.̂ , воспринимаемой при температуре 7 :̂

Я%- (137)

так как на пути от 5 к всего конденсируется (1 — у  граммов пара.
Далее нам надо составить адиабатическое условие, т. е. уравнение 

кривых состояний 2— 5 и 1— 4. Значение удельной энтропии s для не
однородной системы дано уравнением (51) —  при небольшом изменении 
обозначения —  в виде;

s (7 i5 )= : S-f-s,,.

Применяя эту формулу, в которой с ,̂ удельную теплоту жидкости 
несомненно можно считать постоянной, к четырем состояниям / ,  2, 5, 4 
имеем: ■

тдля состояния 7--.s(7j,0) =  Cplg 

» состояния 2 . . .s ( 7 ^ )  =  c^IgL‘ - } - l5 ^ - f -s „ ,

» состояния 5 ...5 (7 „ l)  =  C l̂g ^ 4 - - - 1 - 5 ^ ,

» состояния ^...s(7^,?a) =  y g l ? - f ^ 55j - f  5,.

(138)
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Так как состояния I vi 4, как и 2 и лежат на тех же самых адиа
батах и, следовательно, обладают тем же самым значением энтропии, 
то  должны быть справедливы уравнения: .

или:

<’ М г ) = г , ^ ’  1

(139)

(140)

Отсюда получается следующее соотношение между и температу
рами и Г,:

^5^. (141)

Этого уравнения достаточно для вычисления коэфициента полезного
действия =  так как при соединении уравнений (136), (137)

Qi
и (141) получается:

r, =  5 l ± i 4 = k ± k z L L  = х — ( 142)

Следовательно, г) в самом деле равна известному коэфициенту полезного 
действия кругового процесса Карно, в полном соответствии с нашими 
общими выводами.

Проведем теперь другой круговой про- pi 
цесс, отличающийся от процесса Карно, со | 
смесью жидкости и пара; его диаграмма 1 $ратьч точка
изображена на рис. 34.

Исходим опять из точки 1, представ- ^
ляющей состояние 1г жидкости при дав- г  i /  î, 
лении Pj и температуре Тр, этому 1 г

ОЬасть насыщений

Рис. 34.

жидкости сообщим изотермически-изобар- 
но и обратимо количество теплоты q̂ .
Это вызовет частичное испарение; в со
стоянии 2 пусть образуется 5 граммов па
ра; удельный объем имеющейся в таком 
случае смеси пусть будет температура 
и давление неизменны. Затем следует опять 
адиабатическое расширение до испарения 
всей жидкости; температура и давление па- ■
дают до и р^, удельный объем пара пусть будет До сих пор все идет 
совершенно так, как в предыдущем процессе, по теперь мы полностью 
конденсируем пар под давлением путем изотермического сжатия и 
одновременного сообщения (отрицательного) количества теплоты это 
дает нам точку 4, которая, таким образом, представляет состояние 1 ? 
жидкости при температуре и я .а в л р .щ ш '
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Если теперь мы сообщим системе обратимым путем соответствующее 
положительное количество теплоты q ,̂ поддерживая при этом все время 
давление, равное давлению насыщения, чтобы жидкость не могла испа
ряться, мы вернемся снова к точке / .

На рис. 33 и 34 нанесена пунктиром еще так называемая погранич
ная, кривая, с которой мы познакомились в § 26 и которая нанесена 
также на рис. 17; она состоит из двзос ветвей, соединяющихся вверху 
в критической точке; левая ветвь соответствует жидкости, правая —  
существующему одновременно с жидкостью насыщенному пару. Погра
ничная кривая изображена здесь, чтобы несколько более точно харак
теризовать наши процессы относительно их положения на диаграмме. 
Рассмотрим сначала процесс Карно, изображенный на рис. 33. В нем 
точка 1 (жидкость без пара под давлением насыщения р ,̂ соответствую
щим температуре 7\), очевидно, лежит на ветви пограничной кривой, 
принадлежащей жидкому состоянию; далее, точка 3 (насыщенный пар 
без жидкости, при температуре Г, и давлении насыщения /?,) лежит на 
ветви пограничной кривой, относящейся к пару. Остальные точки диа
граммы соответствуют одновременному существованию жидкости и пара 
и, следовательно, лежат внутри области, окруженной пограничной кривой, 
в так называемой области насыщения.

Иначе обстоит дело при процессе, изображенном на рис. 34. Частич
ный процесс 4— 1 лежит целиком на жидкостной ветви пограничной 
кривой, точка 3, соответствующая полному испарению и насыщенному 
пару, лежит на другой части пограничной кривой, все остальные части 
лежат опять в области насыщения.

При этом втором круговом процесс^  ̂ мы также можем вычислить по 
тем же принципам коэфициент полезного действия г). Для трех количеств 
теплоты имеем следующие значения:

(143)

Согласно первому началу термодинамики произведенная работа имеет 
следующую абсолютную величину: '

Н  =  “ Ь ̂ 2 “ Ь 9'з =  —  1) ~  (1^^)

С другой стороны, положительное сообщенное количество теплоты есть

“Ь “Ь (^1 — (145)

так что для коэфициента полезного действия y; получается следующее 
значение:

Здесь нам надо еще только определить 5; для этого мы опять должны 
выразить, что точки 2 и 5 лежат на той же самой адиабате, т. е. обла-
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дают одинаковым значением энтропии. Применяя дважды уравнение (51), 
получим, как раньше, следующее уравнение:

>*& *i I

откуда для получается такое значение:

■ c j ,  i g ( f ; ) . ̂2 (147)

Подставляя его в уравнение (146), получим для коэфйциента полезного 
действия:

1 I11 =  1-

'2 ‘ '̂ 72.

Это уравнение можем переписать так:

1 7,
>1 =  1 - г

1-.
(148)

Но величина 1 —  y  коэфициент полезного действия процесса Карно,
и мы видим, что различие зависит от множителя

______________ J j ______________ ,
-  СрП I g +  C j,{T x -T ^ '

Согласно общим положениям термодинамики, коэфициент полезного 
действия процесса, уклоняющегося от процесса Карно, должен быть
всегда меньше в данном случае это означает, что указанный
множитель должен быть больше единицы. Это дает следующее условие:

, g Z l >  1 - Z 2
T i’

что, действительно, всегда удовлетворяется при Г, последнее же
условие было нами предположено.

Важно уяснить себе, что оба вышеуказанных процесса ни в коем слу
чае невозможны для смеси воды и водяного пара. Действительно, 
часть 2— 8 каждого из этих процессов состоит из адиабатического 
расширения, которое должно перевести смесь жидкости и пара полностью 
в насыщенный пар. Но согласно изложенному нами в § 59, так назы
ваемая «удельная теплоемкость насыщенного пара» является для водяного 
пара при данных температурах отрицательной, т, е. при адиабатиче
ском расширении, происходит не испарение, а, напротив, конденсация.
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Следовательно, в обоих процессах, применяя водяной пар, мы никогда 
не могли бы, исходя из точки 2 диаграммы (рис. 33 и 34) достичь пу
тем адиабатического расширения точки 3, лежащей на ветви погранич
ной кривой, принадлежащей пару.

Поэтому рассмотрим теперь еще круговой процесс, действительно вы
полнимый с водяным паром при нормальных температурах (рис. 35).

Пунктирная линия на рисунке означает опять пограничную кривую; 
точка 1 представляет состояние 1 г воды при температуре и давле
нии насыщения р^. Введем в систему изотермически обратимым путем 
такое положительное количество теплоты q ,̂ что вся вода испарится, 
причем будем поддерживать постоянное давление р̂ \ точка 2, представ
ляющая, следовательно, 1 г водяного пара при том же давлении и той же

температуре и удельном объ
еме ■n.j, лежит на ветви погра
ничной кривой, относящейся к 
пару. При адиабатическом рас
ширении часть пара конден
сируется, так что в точке 3 
остается количество пара 
следовательно количество воды 
равно (1— $) граммов. Таким 
образом точка 5, находящаяся 
внутри области, окруженной 
пограничной кривой, представ
ляет состояние смеси воды и 
водяного пара при температуре 
Tj и давлении р .̂ Изотерми
чески изобарным сжатием при 
введении отрицательного ко

личества теплоты 92 достигаем полного ожижения, так что прихо
дим в точку 4 (1 2 жидкой воды при температуре и давлении р^  
на жидкостной ветви пограничной кривой. Вводя, далее, положитель
ное количество теплоты д,̂ , все время при соответствующем давлении 
насыщения, повышаем температуру до значения причем одновре
менно достигается также снова давление р .̂ Таким образом мы пришли 
опять к исходной точке 1 нашего кругового процесса.

Определим коэфициент полезного действия также у этого процесса. 
Введенные количества теплоты имеют, очевидно, следующие значения:

9, =  /; 9, -  -  /  9з =  Ср (7-1 -  Т^- (149)

Таким образом находим абсолютную величину сообщенной работы а:

1«1 -   ̂(1 -  'О +  с, (Т, -  Т,) (150)

и следовательно, для коэфициента полезного действия имеем:

(151)
+  Яа,  ̂_

 ̂~Ь ^g(^t— Т'а) — Д __1
"  l +  Cp(Tt-^T^) '

1(
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Так как точки 2 и 3 лежат на тех же самых адиабатах, то должно 
быть справедливо:

или
с ■

^ Га 2̂ П >

откуда для получается следующее значение: 

Итак, коэфициент полезного действия равен:

^ +  i j

~  Ti l +  C p i n - T i ) ‘

r ^ i g p x r . - T ' , ) ,

(152)

Но сразу ясно, что

если, как в данном случае, Ту ]>  Т̂ . И это опять показывает, что ко
эфициент полезного действия меньше коэфицйента полезного действия 
процесса Карно.

Мы видим, как удобно пользоваться для вычисления общими форму
лами и как в приведенных здесь отдельных случаях подтверждаются 
общие выводы термодинамики.

64. Численный подсчет энтропад, энергии и теплового эффекта 
для смеси вода— водяной пар.

В предыдущем мы неоднократно пользовались уравнением (51) для 
вычисления энтропии неоднородного вещества по отношению к нормаль
ному состоянию. Для практики особенно важна, конечно, энтропия си
стемы вода —  водяной пар, так как эта система используется в паровых 
машинах и паровых турбинах. Поэтому для этой системы вычислены 
уже готовые числовые таблицы энтропии, в основу которых, как нор
мальное состояние, положены температура 0° С —  273°) и жидкое со
стояние ($===0). Следовательно, в уравнении (51) значение энтропии 
Sj при Гд =  273° и S =  о надо полагать равным нулю. В таком случае 
для вычисления энтропии системы воды —  водяного пара получаем сле
дующую формулу (в которой Ср будем считать постоянной и примем 
приближенно равной 1):

Г  /С
=  (153)

Если принять на мгновение 5 = 0 ,  так что будет:

5 (Г, 0 ) s 5 "  =  C^lg /^ , (1 5 4 )
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(два верхних штриха означают опять жидкое состояние соответственно 
прежним нашим обозначениям), то это значение энтропии будет отно
ситься к случаю, когда пара не существует и когда, следовательно, 
точка состояния системы на диаграмме pv  находится на жидкостной 
ветви пограничной кривой.

С другой стороны, принимая  ̂=  1, мы вовсе не имеем жидкости; 
в таком случае точка состояния движется по ветви пара пограничной 
кривой. Значение энтропии для этого предельного случая получим из 
уравнения (153) по следующей формуле (три верхних штриха означают 
опять состояние пара):

с"' —  „ , 273-1-74s(T , l ) s s " р (155)

откуда из сравнения с уравнением (154) получается еще следующее 
соотношение;

(156)

которое также ясно непосредственно. Вычислены таблицы, в которых 
указаны для любого значения 7 как значения s", так в значения s'". 
Кроме того, приводятся еще давление пара и теплота испарения при 
любой температуре. В виде примера даем часть таблицы, вычисленной 
для воды

T p  в MM Hg
кал  

/в  г
s " — Cp Ig 273

кал

s"' =  s " + y  

кал
® г-град ® г-град

273 4,6 594,8 0 2,1780 2,1780
313 55,3 574,0 0,1369 1,8333 1,9702
323 92,5 568,5 0,1687 1,7595 1,9277
333 149,4 562,9 0,1986 1,6899 1,8885
343 233,7 557,1 0,2282 1,6237 1,8519
353 355,1 551,1 0,2569 1,5607 1,8176
363 525,8 545,0 0,2850 1,5010 1,7860
373 760 5 ^ ,7 0,3123 1,4430 1,7561
383 1074,6 532,1 0,3390 1,3889 1,7279
393 1489,2 525,3 0,3650 1,3363 1,7013
403 2026,3 518,2 0,3906 1,2855 1,6761
413 2710,7 510,9 0,4156 1,2367 1,6523
423 3571 503,8 0,4401 1,1907 1,6308
433 4636 496,6 0,4642 1,1466 1,6108
443 5942 489,4 0,4878 1,1045 1,5923
453 7521 482,2 0,5111 1,0642 1,5753

Из этих значений энтропии для воды (s") и водяного пара (s'") можно 
найти энтропию для любой смеси вода —  водяной пар, потому что

i Заимствовано (главным образом) из Н. M a c h e ,  Elnfuhrung I. d. Theorie 
d. Warme, Berlin 1921.
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согласно уравнениям (15 3 )— (156) существует следующее соотно
шение:

5 (Г, 0  =  5” +  ( s '" - О  (157)

где S, как и раньше, означает содержание пара в долях грамма.
На рис. 36 значения s” и значения s'" нанесены как функции темпе

ратуры, причем значения s как абсциссы, а температуры в градусах 
Цельсия как ординаты. Сначала рассмотрим две жирные кривые рис. 36, 
из которых левая находится в области жидкой воды (или на жидкостной 
ветви пограничной кривой), а правая в области водяного пара (ветвь 
пара на пограничной кривой). Обе кри
вые в критической точке переходят одна 
в другую, как и должно быть.

Но из этой диаграммы Ts можно из
влечь еще больше. Горизонтальное рас
стояние между обеими этими кривыми
дает значение (s'"— s”) =  ^ ;  следова
тельно, если разделить горизонтальное 
расстояние в каждом месте в отношении 
5: (1 —  S) и провести через точки этих де
лений кривые, то горизонтальное расстоя
ние между левой кривой s" и каждой из 
этих промежуточных кривых представляет 
значение (s'" — s")^. Таким образом 
абсцисса дает для каждой промежуточной 
кривой значение s " -]-(s '"— s”) следовательно, согласно уравнению (157), 
как раз значение s (Т, S), т. е. значение энтропии для смеси вода—  
водяной пар, в которой часть $ существует в виде пара. На рис, 36 
выбраны промежуточные точки:

. . S =  0,1; 0,2; . . . ;0 ,9 ;

Рис. 36. S— удельная энтропия 
калв г. град'

через эти точки проведены тонкие кривые, из которых можно тотчас 
получить энтропию для указанных значений промежуточные значения 
легко интерполировать.
' Совершенно аналогичные вычисления можно произвести также и для 
внутренней удельной энергии и, пользуясь уравнением (54) или уравне
нием (56Ь), что мы предпочитаем и что выражает то же самое. Подобно 
тому, как мы могли допустить некоторые упрощения при вычислении 
энтропии (например, считали константой), мы можем и здесь внести 
упрощения в уравнение (54).

Если мы здесь также будем считать постоянной, то для смеси жид
кость —  пар с содержанием пара $ и при температуре Т будет:

С Т //?| "
a ( T , ^ ) = c ^ ( T - T , ) - \ ^ p ^ d T + l ^ - \ - u „ (158)

где \ означает «внутреннюю» теплоту испарения. В этом уравнении мы 
относим и, к Г ,— 273° и $ = 0 ,  чтобы вычислить прирост энергии, на-
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чиная с этой точки; следовательно, полагаем и. =  0. Во втором члене 
dv” ^справа есть приращение удельного объема воды на градус; следо. 

вательно, ^  связана с коэфициентом расширения а следующим образом:

1 dv" dv"
dT > dT ■■av,• I

где v^" есть удельный объем жидкой воды при 0°С. Из численных зна
чений легко убедиться, что член ^  dT  всегда чрезвычайно мал по
сравнению с первым (Г — Г,); поэтому позволим себе вычеркнуть 
этот второй член правой стороны уравнения (158). В таком случае по
лучим:

и (Т Л )= -с ^ (Т -Т ,) -\ -\ 1  , (159)

Это уравнение положим в основу нашего обсуждения. При этом мы мо
жем поступить точно так же, как при вычислении энтропии, указав 
предельные значения и" (при 5 =  0) и к'" (при 5 = 1 ) ;  согласно урав
нению (159) имеем:

и " ^ и (Т ,0 )  =  с ^ ( Т -Т , ) ,  
u '" ^ u { T , l )  =  c ^ { 7 - T , )  +  h

(160)
(161)

откуда тотчас получается следующее соотнощение между и и и :

a '" s = K "- fX . (162)

Значение и" =  с  ̂ (Т — Т„) для воды определяется сразу, если положено 
С р = 1 ;  в таком случае оно численно совпадает с числом градусов Цель
сия. В действительности несколько изменяется с температурой, так 
что получаются не совсем такие значения, которые, однако, легко опре
делить по измерениям удельной теплоемкости воды. Полную теплоту 
испарения

I = \ -\ -р  (v'" —  v")

мы уже указали в предыдущей таблице этого же параграфа для температур 
от 273° абс. до 453° абс., равно как и давление насыщения р. Значения 
удельного объема v'" для насыщенного водяного пара можно взять из 
исследований Г о л ь б о р н а  (Holborn), Г е н н и н г а  (Henning) и Ш е е л я 
(Scheel) так что член р (v'" —  v") также легко найти численно; впрочем, 
при этом объемом v" можно без заметной ошибки пренебречь вследствие 
его незначительности сравнительно с v'". В заключение получается сле
дующая таблица, понятная без пояснений.

H o l b o r n  ttnd Henni ng ,  Ann. d. Phys., 26; 1908; Henni ng ,  ibidem, 2/;* 
1906; 2^ 1909. Далее, Ho l born ,  S c h e e l  und Henni ng ,  Warmetabellen, 
Braunschweig, 1919.
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Р
в мм Hg см̂

р {v'"—v") 
кал

1 =
I—p{v"'—v") 

калв г

273 4,6 205000 30,4 564,4 0 564,4
313 55,3 19540 34,4 539,6 39,9 579,5
323 92,5 12050 35,4 533,1 49,9 583,0
333 149,4 7686 36,4 526,4 59,9 586,3
343 237,7 5050 37,5 519,6 69,9 582,5
353 355,1 3410 38,6 512,5 79,9 599,4
363 525,8 2361 39,6 505,4 89,9 595,3
373 760 1671 40,7 498,0 100 598,0
383 1074,6 1209 41,5 490,6 110,1 600,7
393 1498,2 890,7 42,2 483,1 120,2 603,3
403 2026,3 667,3 43,0 475,2 130,5 605,7
413 2710,7 507,7 43.7 467,2 140,7 607,9
423 3571 392,1 44,5 459,3 150,9 610,2
433 4636 306,8 45,1 451,5 161,2 612,7
443 5942 243,3 45,7 443,7 171,6 615,3
453 7521 195,1 46,2 436,0 182,0 618,0

и"
кал

и"
кал

Из таблицы видно, что (предпоследний столбец) и" =  {Т—  Г„) 
действительно, почти точно (в пределах l^/^) совпадает с численным 
значением (Т — Г,). В последнем столбце содержатся значения энергии 
для насыщенного пара. Из обоих край
них значений м" и и'" получаем энергию 
и (Т, 5) для смеси с  ̂ г пара по состав
ленной по уравнениям (159) — (162) фор
муле:

и (Г , $ )==«"  + ( и ' " - м " )  (163)

- удельная 
кал

которая вполне аналогична уравнению (157) 
для энтропии S (Г, S).

Здесь также можно представить значения 
и" и и!” на диаграмме (рис. 37), на которой 
опять температуры в градусах Цельсия 
нанесены как ординаты, а значения и как 
абсциссы. Точно так же, как на рис. 36, 
кроме двух жирно начерченных кривых, ” * ’
представляющих ы" и и'", нанесены кри
вые и (Г, $), соответствующие значениям $ =  0,1; 0 ,2 ;.. .;0 ,9 . Здесь 
также все кривые должны сходиться в критической точке.

Хотя в дальнейшем мы не будем пользоваться этой диаграммой, все 
же мы приводим ее для полноты, чтобы показать, каким образом можно 
в данном случае определить по общим формулам энергию для каждой 
смеси жидкость —  пар.

■ Напротив, приведем теперь другое представление, также основанное

Г
г г Z
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на уравнении (54), "которое еще раз напишем в применении к процессу
Гиспарения, опустив несущественный член \ р йТ, 

и (Т, ( Г -  Г о ) + { / - / ;

В этом уравнении мы не будем заменять выражение в волнистых 
скобках внутренней теплотой испарения X, но оставим его в первоначаль
ном виде. В таком случае получим в прежнем обозначении:

и " ^ и  (Т ,0 )^ с ^  ( Т - Т , ) ,  (164)
и'" =  и (Г, =  (^ T -T ,)  +  l - p v " ' - ^ p v '\  (165)

и, вычитая эти уравнения одно из другого:

u ' " - u " ^ l — pv"'-JrP^",

или, и это существенное отличие от предыд}'щего способа рассмотрения

(и'" +  pv'") —  (ц 'Ч - p v”) =  1. (166)

Выражения в скобках в левой стороне означают не что иное, как теп
ловую функцию Джиббса или теплосодержание i для газообразного и 
жидкого состояния. Следовательно, можем написать уравнение (1,66) так:

Г (167)

Вводя в уравнения (164) и (165) вместо и также функцию Джиббса i, 
можно переписать эти уравнения в таком виде:

i (T ,0 )  =  i" ( T - T , ) ^ p v " ,  
/ ( Г , 1 )  =  Г  =  г,  ( Т _ Г в )  +  / +  К .

(168)
(169)

Уравнение (168) получим просто, прибавляя в уравнение (164) к обеим 
сторонам ри"; уравнение (169) получается из (165) перестановкой члена 
pv'" в левую сторону. Далее, так как согласно определению

/ ( Г , ^  =  й (T.^)-\-pv"'^-i^pv" ( 1 - ^ ,  (170)

то соединяя уравнения (167) —  (170), получаем для i (Т, 5) выражение:

1 (Г, £) =  1'' +  ( г " '- 1 " )$ .  (171)

Как мы еще покажем, на практике играет очень большую роль как раз 
теплосодержание; поэтому представим в виде таблицы также значения i ' ' 
и i'" для температур от 273° абс. до 453° абс. Это не составит затруд
нения, так как все необходимые величины уже содержатся в предыду
щих таблицах; членом p v "  в уравнениях (168) и (169) можно, как уже 
упомянуто выше, пренебречь, что и сделано в следующей таблице.
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т кал
в —

кал 5" в — / ” ■. в

273 0 0 594,8 2,1780
313 39,9 0,1369 613,9 1,9702
323 49,9 0,1682 618,4 1,9277
333 59,9 0,1986 622,8 1,8885
343 69,9 0,2282 627,0 1,8519
353 79,9 0,2569 631,0 1,8176
363 89,9 0,2850 634,9 1,7860
373 100,0 0,3123 638,7 1,7561
383 110,1 0,3390 642,2 1,7279
393 120,2 0,3650 645,5 1,7013
403 130,5 0,3906 648,7 1,6761
413 140,7 0,4156 651,6 1,6523
423 150,9 0,4401 654,7 1,6308
433 161,2 0,4642 657,8 1,6108
443 171,6 0,4878 661,0 1.5923
453 187,0 0,5111 664,2 1,5753

В этой таблице, наряду с значениями i" и г'", представлены удельные 
энтропии s" и s'", потому что мы нанесем i" и i"', по примеру М о л л ь е  
(МоШег), как функции s" и s'" на диаграмму is, которой займемся 
подробнее в следующем параграфе. В таком случае получаем картину 
рис. 38, а именно: обе жирные части кривых представляют i" и г'" 
как функции энтропии; они, конечно, также сливаются в критической 
точке. На этой диаграмме нанесены еще несколько прямых, связываю
щих точки обеих частей кривых с одинаковой температурой 7; эти пря
мые представляют на диаграмме is  изотермы (и конечно, также изо
бары) внутри области насыщения. Действительно, можно написать урав
нение первого начала термодинамики, введя i вместо и, так:

di =  d'q  ̂ vdp. ,(172)

и следовательно, разделив на Т, получим второе начало термодинамики 
в форме:

di — vdp7» U-5 — »  ,
или

т  т

d l =  T d s-{-vd p . (173;

В области насыщения изотермы и изобары совпадают; следовательно, 
при Г  =  const также dp =  0, и следовательно, из уравнения (173) по
лучим, как условие постоянной температуры, уравнение:

или
di — Т ds,

1 =  7s -j- const, ( 174)
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т. е. на нашей диаграмме is, как мы утверждали, изотермы в обла
сти насыщения являются прямыми линиями. Разделяя эти прямые, обо
значенные на рис. 38 относящимися к ним значениями температур, на 
равные части, например на десять частей, и соединяя полученные таким 
образом точки кривыми (на рисунке пунктирными), получим значения, 
относящиеся, согласно формуле (171), к значениям ^ = 0 ,1 ; 0 ,2 ;.. . ;0 ,9 . 
Все это в принципе точно так же, как было раньше при энергии и 
энтропии.

Почему же величина i имеет такое значение для практики? Просто 
потому, что указывает число калорий, потребных для превраще
ния 1 г воды при 273° абс. в смесь воды и водяного пара с  ̂ г 
пара при температуре Т. Отсюда выясняется также название этой ве
личины «теплосодержание», несколько напоминающее старую материаль
ную теорию теплоты и потому, может быть,* не совсем удачное.

Впрочем, на практике на диаграмму is наносят еще другие кривые, 
например изохоры; затем, чтобы представить условия по ту сторону 
области насыщения для перегретого пара, продолжают кривые за ветв:, 
пара, где они, конечно, проходят совершенно иначе. Мы здесь не при
нимаем в соображение этих осложнений, так как нам важна лишь прин
ципиальная сторона.

П р и м е н е н и е  д и а г р а м м ы  э н т р о п и и — т е м п е р а т у р ы  и  д и а г р а м м ы  М о л л ь е  273

65. Применение диаграммы энтропии — температуры 
и диаграммы Моллье.

Нанесем теперь на диаграмму sT  изложенные в § 63 три круговых 
процесса, представленные там на диаграмме pv  на рис. 33, 34 и 35, 
причем преимущества предлагаемого изображения обнаружатся сами со
бой. Заметим, впрочем, чт̂  ̂ впервые на преимущества диаграммы sT 
обратил внимание Джиббс

Прежде чем перейти к процессам, изложенным в § 63, сделаем сна
чала общее замечание об изображении на диаграмме sT  любого про
цесса Карно, Так как в процессе Карно встречаются двэ изотермы и 
две адиабаты (изэнтропы), то на диаграмме sT всякий процесс Карно 
состоит из двух горизонтальных и двух вертикальных прямых (рис. 39), 
которым соответствуют значения Г =  Г̂ , Г =  Т̂ , s =  s ,̂ s =  s.̂

Сразу видно, что вследствие уравнения q =  Tcfs положительно сообщен
ное количество теплоты представлено поверхностью прямоугольника 
ABEF, а отрицательно сообщенное q̂  поверхностью CDEF. Следова
тельно, количество произведенной работы \а\ =  q^-\- q̂  равно пло
щади прямоугольника ABCD. Поэтому коэфициент полезного действия 
равен:

I а I ABCDщ— А -У ------- -------
91 ABEF

» W. Gi bbs ,  Transactions of the Connecticut Academy, II, crp. 9 и след.; 1873; 
Scientific Papers, I, стр. 1 и след.

18 Теория тенлоты. •
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следовательно, его крайне просто определить из диаграммы. Так как, 
далее, A B E F = T ^  {s^— s^, A B C D ~ {T ^ — — s^, то получается 
тотчас: ■

Z i - A
TF

как должно быть при всяком процессе Карно.
Следовательно, такой системой двух горизонтальных и двух верти

кальных прямых будет также и наш процесс Карно, изображенный на 
рис, 33. Попытаемся начертить его на нашей диаграмме, на которой мы 
соответственно рис. 36 нанесли еще значения энтропии для воды, со
ответствующие жидкому и парообразному состояниям (рис. 40).

7

й в

с 0

f F
Ŝ  $2

Рис. 39. Рис. 40.

Мы знаем, что точка 1 нашего процесса, который начинается от жид
кого состояния, должна лежать на левой кривой энтропии, именно, 
в точке ее пересечения с горизонтальной кривой Т=Т^\  точка 2, на
против, должна лежать в области насыщения и соответствовать содержа
нию пара 5̂ . До сих пор все в порядке. Но теперь мы должны путем 
адиабатического расширения, т. е. на вертикальной прямой книзу от 
точки 2, достичь кривой энтропии пара, так как мы хотим всю жид
кость превратить адиабатическим расширением в пар. Но из рис. 40 
видно, что прямая, проведенная вертикально вниз из точки 2, никогда 
не достигнет правой кривой энтропии, но удаляется от нее. Но это 
означает, что рассматриваемый процесс для воды невозможен, потому 
что, как мы уже раньше отметили, адиабатическое расширение в случае 
смеси вода— водяной пар вызывает не дальнейшее испарение, но, на
против, ожижение. Ведь удельная теплоемкость насыщенного водяного 
пара при относящихся сюда температурах отрщательнаХ Это обстоя
тельство выражается на нашей диаграмме тем, что правая кривая энтро
пии проходит справа снизу влево вверх, т. е. что энтропия насыщен
ного водяного пара убывает с повышением температуры.

Итак, если мы действите.чьно, желаем провести наш процесс соответ
ственно рис. 33, то это можно сделать лишь с веществом, для которого
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удельная теплоемкость насыщенного пара положительна. При таком ве
ществе обе кривые энтропии будут проходить соответственно рис. 41.

В таком случае наш процесс Карно возможен, как показывает рису
нок, и из рис. 41 без дальнейшего вычисления получается известное 
значение коэфициента полезного действия, как мы изложили выше. На 
точно таком же основании невозможно провести с водой и водяным 
паром круговой процесс (рис. 34), уклоняющийся от процесса Карно. Но 
пользуясь опять веществом с положительной удельной теплоемкостью 
насыщенного пара, получим понятную без дальнейшего пояснения кар
тину рис. 42.

Здесь количества теплоты представлены следующими площадями:

0) площадью ABEF,
72 ( < 0 )
7 з ( > 0 ) »

GDHF,
QAHE.

(175а)

-  Абсолютная величина работы а равна, следовательно, площади:

I а 1 == A S C D -f-ОСЛ. (175b)

Итак, получим коэфициент полезного действия:

ABCD+  ОСА 
~  АВЕР-\- GAME •

Его легко определить планиметрически, и он получается, конечно, меньше, 
чем при соответствующем процессе Карно.

Рассмотрим, наконец, процесс рис. 35, проводимый с водой и водяным 
паром; в этом случае на диаграмме sT  мы получаем картину, изобра
женную на рис. 43. Здесь также для определения коэфициента полезного 
действия требуется лишь планиметрирование трех площадей. Так как все 
обстоит точно так же, как в предыдущем примере, входить в подроб
ности не требуется.

Из этих примеров видно, в чем состоит значение диаграммы sT: она 
позволяет очень простым способом определять всякий раз коэфициент 
полезного действия кругового процесса, по крайней мере, когда в нем

18» *
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имеются изотермы или, что в области насыщения одно и то же, изо
бары. А именно, изобарные процессы играют особенно важную роль на 
практике у паровых машин и паровых турбин.

Еще удобнее определение количеств теплоты, величины работы и коэ- 
фициента полезного действия по диаграмме Моллье. Рассмотрим сна
чала на диаграмме Моллье любой круговой процесс Карно (рис. 44), 
который для простоты должен протекать целиком в области насыщения. 
На рис. 44 кроме двух кривых i мы нанесли также уже две изотермы 
7̂  и Т̂ . Процесс Карно между этими температурами характеризуется 
четырехугольником вида, представленного на рисунке контуром 1 2 3 4 ,  
так как он состоит из двух изотерм и двух адиабат. Теплота вводится 
на обеих линиях 1 — 2 и 3— 4\ на первой— положительная, на второй—  
отрицательная. Проведем через точки 1 к 2 параллели к оси абсцисс, 
которые достигнут оси ординат (т, е. оси, на которой нанесено тепло

содержание I) в точках Л и Б; в таком случае отмеренный по масштабу 
или циркулем отрезок АВ  равен {î  — i )̂, и это есть положительно вве
денное количество теплоты Действительно, в области насыщения 
вследствие условия dp — О имеем, согласно уравнению (174), такое 
уравнение: .

d i = T  ds,
или, так как Т =  const:

h —  K =  —  =

Следовательно, отрезок АВ  действительно равен количеству теплоты, вве
денному на изотерме Т̂ . Точно так же полученное таким же образом 
значение CD равно (г, —  —  т. е. равно (отрицательному) коли-
теству теплоты, воспринятому при температуре Т̂ . Проведем через точку 1 
параллель 1— 3' к линии 4— 3; в таком случае линия А С  будет также 
представлять количество теплоты q̂ . Таким образом линия В С  по своему
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численному значению равна произведенной работе (а|, и следовательно, 
для коэфициента полезного действия получим значение:

|д| в а
ВА ’

т. е. равное отношению двух отрезков, которые можно измерить по 
масштабу или циркулем.

В этом состоит преимущество диаграммы Моллье по сравнению с дру
гими, в которых количество теплоты, работа и коэфициент полезного 
действия были площадями, а не отрезками.

Ограничимся тем, что покажем на диаграмме Моллье (рис. 45) про
цесс, ранее изображенный на рис. 35; пояснений не потребуется. Мы 
видим, что данный процесс представлен четырехугольником 1 2 34. 

Количества теплоты таковы:
q, ( > 0 )  =  ^ ,  
д , ( < 0 )  =  4С ',
9 з ( > 0 )  =  Л ^. •

Следовательно, коэфициент полезного действия получается такой:

„  _ ВС' +  АР 
 ̂ BD ’

что не требует дальнейшего пояснения.
Вышеизложенного достаточно, чтобы убедиться, как многосторонне и, 

плодотворно применение обеих этих диаграмм.
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Специальные системы (газы и разбавленные растворы).

66. Энергия, энтропия и термодинамический потенциал смеси
идеальных газов.

Исследование предыдущей главы относительно равновесия, в особен
ности, если оно определяется условием:

^г,рФ — О, ( 1)

можно было получить, только вводя понятие независимых компонентов 
и внеся, таким образом, порядок и систему в многообразную задачу. 
Только так можно было получить правило фаз Джиббс» и его следствия 
в наиболее общей форме. Полученные результаты отличаются большой 
стройностью; однако, не следует заблуждаться относительно того, что 
этот способ слишком суммарен, чтобы дать больше, чем общие выводы. 
Напротив, результаты, которые мы нашли, достигают полной своей силы 
только тогда, когда в каждом отдельном случае удается представить 
изотермически-изобарный потенциал Ф не только в его зависимости от 
Т и р, но и как функцию концентрации всех принимающих участие 
в системе веществ. Следовательно, эта новая постановка задачи суще
ственно глубже прежней и поэтому она, соответственно, труднее, но и 
плодотворнее. Формулированная здесь задача разрешена до^настоящего 
времени только для идеальных газов и разбавленных растворов, которые 
поэтому и должны подвергнуться в этой главе более подробному иссле
дованию. Существующие в природе газы, конечно, не идеальные, но 
при нормальных условиях они так сильно приближаются к этому состоя
нию, что такое упрощенное предположение допустимо.

Вычислим поэтому изотермически-изобарный потенциал Ф для смеси 
идеальных газов. Согласно определению потенциал Ф связан с энергией 
и  и общим объемом V следующим уравнением:

Ф =  5- U +  pV
( 2)

так что вышеприведенная задача сводится к вычислению энтропии S, 
энергии и  и объема V как функций Т п р, равно как концентраций 

отдельных газов смеси. Отметим еще раз, что нет необходимости, 
чтобы отдельные газы были компонентами в смысле Джиббса, и они 
вообще не являются таковыми, хотя случайно может произойти совпа
дение обоих понятий; но вообще следует строго разделять понятие
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выступающих здесь на первый план отдельных газов от понятия ком
понентов Джиббса.

Для удельной энергии «х любого (Х-го) отдельного газа газовой смеси 
мы, как известно, имеем:

Их == с„х^+ ^х’» (^)

где с̂  ̂ означает удельную теплоемкость при постоянном объеме этого 
газа, а а.̂  —  постоянную. Если этот газ появляется в смеси с массою М  
(верхний индекс фазы, конечно, здесь выпадает, так как имеем только 
одну фазу), то его энергия t/x равна;

Ui. =  Мх (с Т + ах') =  —  {шхс Т - f  тхИхО, (4)

Мх
где тлх означает молекулярный вес, —  равно числу пх граммолекул этого 

газа, имеющихся в смеси; далее, И2хс„̂  есть, очевидно, так называемая
молекулярная теплота при постоянном объеме, вместо чего напишем 

Вместо постоянной mxUx положим просто ах, так что в оконча
тельном виде получим:

г:/х =  й х (С ,^ + и х ) ;  (5)

таким образом, суммируя по всем отдельным газам смеси, получим для 
полной энергии ее следующее уравнение:

U ^ ^ U x ^ ' ^ n x i C . J - ^ a x ) . (6)

Совершенно аналогичным образом вычислим энтропию газовой смеси. 
Удельная энтропия sx Х-го отдельного газа равна:

Вводя при помощи газового уравнения х\_= . R T  

' ЩРх
вместо Vx, темпера

туру Г и парциальное давление р , которым обладает этот газ в смеси, 
получим;

Sx =  c, — ̂ 'X **  ̂ Шх  ̂тх гпх ^ Шх ' ’
Rили, так как — = с „  —  с., •тх х̂ *х-
x̂ =  r ^ ^ l g r - ^ l g ^ + { ^ l g ^ - f 6 x ' } ,

или, наконец, выражая все заключающееся в волнистых скобках, содержа
щих только постоянные, одним символом 5х®| получим;

R

«X =  ‘̂Px Ŝ T — ~  I g p x - f  Sx®. ( 7 )

X
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Эту константу назовем постоянной энтропии] ее физическое значение, 
очевидно, таково, что она указывает значение энтропии при р =  1 и 
Т = \ .  Ее нельзя определить термодинамически, т. е. с помощью 
обоих начал термодинамики; все же мы увидим  ̂ что должна иметь 
совершенно определенное значение. Впрочем, то же самое справедливо 
также для «постоянной энергии» уравнения (3).

Энтропия Sx )>-го отдельного газа получается просто умножением 
на массу М^: '

у Sx =  ЛГ). ^ T — ~ \ g P x  +  Sx‘‘ )  =  —  (тхС̂  ̂Ы Т — R ig  Рх +

или, вводя опять тесло п̂  граммолекул и молекулярную теплоту
при постоянном давлении и mxSx̂  =  Sx ,̂ отнесенную к 1 молю постоян
ную энтропию, получим:

*?х =  «х (&)

С помощью закона Дальтона, что общее давление р равно сумме 
р , можем здесь ввестипарциальных давлений р , можем здесь ввести самую величину р, по

тому что имеем:

Далее, г\, удельный объем только что упомянутого газа, равен общему 
объему V, деленному на его массу УИх, т. е. .

VX : ''Му

Вводя это значение в вышеприведенное уравнение для р, получим, далее:

Му RT->

Т  '"х V (9)

Так как одновременно можно написать для рх равенство:

л  =  -
RT

то получим следующее соотношение между р и рх-

^пх *
X

Но отношение

2«х
ЧИСЛО граммолекул Х-го отдельного газа 

' число граммолекул смеси

(1 0 )
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составлено посредством числа молей совершенно аналогично тому, как 
в § 58 [ср. в особенности уравнения (71а) и (71Ь) главы пятой] 
мы составили посредством масс «концентрацию массы» k\. Соответ

ственно этому назовем ^  =  k\ молярной кощентрацией\ верхний

индекс здесь выпадает, потому что имеется только одна фаза. В даль
нейшем мы будем иметь дело только с молярными концентрациями; по
этому будем говорить просто о «концентрациях».

Итак, в заключение будет:
Р ^ = Р К .  (11)

Подставляя это в наше выражение (8) для Ŝ , получим: 

=  «X { С’рх Ig Т —  R\gp —  R ! g }. ( 1 2 )

а отсюда, далее, суммируя по всем отдельным газам, получаем полную 
энтропию S смеси:

=  lC p , lg 7 - /? !g p - /? lg * x  +  5x (13)

Составив соответственно положению (2) потенциал Ф смеси с помощью 
уравнений (6) и (13), найдем:

ф :

последний член получается m p V  с использованием уравнения (9). Груп
пируем теперь это выражение несколько иначе:

=  2  «X 4 T - R \ g p - \ -  2  «X Ig К-

Обозначая постоянные, стоящце в волнистых скобках, просто через >̂х. 
можем переписать это уравнение так:

Ф =  2  " 4 ‘ î’x ^  ^ ~ т ]  “  2  *х, (14)

или, наконец, заменяя прямые скобки, зависящие только от Т и р ,  крат
ким обозначением фх (^> Р)> имеем:

Ф =  2 « ) ^ p ) - R ^ h } , (15)

чем и решается поставленная задача: уравнение (15) представляет термо 
динамический потенциал Ф как функцию Т ч равно как его завися, 
мость от концентрации kx отдельных газов. .

X X

X
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^  закон действующих масс.

Условие того, что в рассматриваемой газовой смеси отдельные состав- 
■ные части находятся в равновесии между собою, а также в состоянии 
-химического превращения, выражается, как мы видели в предыдущей главе, 
требованием:

. (16)

где Ьт,р означает возможное, т. е. совместимое с внешйими дополни
тельными условиями, бесконечно малое изменение, происходящее при по
стоянном давлении р  и постоянной температуре Т. Прилагая это уравне
ние к уравнению (15), получим:

2 8 2  VI. С пециальные системы (газы и разбавленные растворы)

ч  ф ^  2  ч  1Ф, (^.

+  = 0 .

1

J
(17)

Здесь во втором члене (Г, р ) =  0, потому что зависит только
•от Т и р ;  далее, имеем:

. «X ■ .

Если принять во внимание соотношение;

, _  «X _ я х  '
1 4  я ’

где л временно обозначает общее число граммолекул, то второй член 
примет такой вид:

Но, так как 2 ^  — 1 согласно определению концентраций [см. урав
нение (71) главы пятой], то 2  == 0, и весь второй член правой стороны

X
уравнения (17) исчезает. Следовательно, как условие равновесия остается 
•просто:

2^ '*х {Ф х(7 ', P ) - / ? l g 4 1 = 0 . (18)

В этом уравнении $пх означает изменение числа граммолекул 1-го от
дельного газа; видим, что так как левая сторона равна нулю, то дело 
идет не об абсолютных значениях Ьп-̂ , но только об их отношениях. 
Потому умножим уравнение (18), на такой множитель Л, чтобы ве
личины кЬпх =  были целые (положительные или отрицательные) числа.
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которые прямо показывали бы количества изменившихся граммолекул; 
в таком случае можем написать условие равновесия (18) так:

или

2  (Т, р ) — Rig  k ]̂ \  =  О,

2  р) ig

(19)

(20)

Положительными оказываются числа с теми индексами которые 
характеризуют вещества, увеличивающиеся («образующиеся», как мы ска
жем) при возможном обращении равновесия; а отрицательные v̂ , напротив, 
относятся к таким веществам, которые «исчезают», т. е. число молей 
которых уменьшается. Чтобы подчеркнуть это, мы введем несколько иное 
обозначение, снабжая абсолютные значения чисел образуюьцихся ве
ществ одним верхним штрихом, а исчезающих— двумя верхними штрихами, 
так что можем написать правую сторону уравнения (20) следующим 
образом:

или, написав теперь уравнение (20) подробно и учитывая уравнения (14) 
и (15), получим:

2 { ^ l - l g ^ — VxIgPH
X

Вводя следующие сокра щения:

К \ х̂Ух 
' RT ( 22)

R
2vx =

С,

= У,
(23)

(24)

можно переписать уравнение (22) так:

C l g r - v l g / ;  +  I g B - A  =  2 l g ( ^ ) ,

и переходя от логарифмов к числам и обозначая через П(Х) произведе
ния по X, имеем:

или подробно:

-/«з"
=  К, {Т,  р). (25а)
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Индекс k при К  (Т, р) должен указывать, что в левой стороне нахо
дится выражение, составленное из концентраций, в противоположность 
вводимому ниже, которое составлено аналогично из парциальных дав
лений. Уравнения (24), (25) или (25а) заранее устанавливают форму 
условия термически-химического равновесия в газовых смесях. При по
стоянном давлении р  и постоянной температуре Т правая сторона яв
ляется константой, так называемой константой равновесия, и мы имеем, 
в частности:

At''"* •>̂ 2"'''
: const. (25b)

Это уравнение можно фор.мулировать следующим образом: некоторая 
вполне определенная функция концентраций участвующих в реакции ве-‘ 
ществ имеет при равновесии, при данной температуре и данном дав
лении, постоянное значение. Следовательно, если мы удалим из смеси, 
находящейся в равновесии, вещество, обозначенное через k^, то мы на- 
рущим равновесие; тогда наступит реакция, которая окончится только 
тогда, когда опять будет удовлетворено уравнение (25), т. е. вещество k\ 
снова образуется в определенном количестве.

Уравнение (25) или (25а) называется законом действующих масс, он 
был впервые открыт экспериментальным путем и формулирован Г у л ь д -  
б е р г о м  (Guldberg) и В а а г е  (Waage) в 1867 г.

Закону действующих масс можно придать несколько другой вид, вводя, 
согласно уравнению (11), вместо концентраций парциальные давления/7;̂ . 
В таком случае получим следующее уравнение:

Pi'''-
Pt .п'' =  Ве—т Т^^К^{Т), (25с)

причем индекс р  должен здесь указывать на парциальное давление. В ряде 
случаев эта форма уравнения является более удобной.

Так как концентрации или парциальные давления образующихся ве
ществ находятся в числителе, а исчезающих —  в знаменателе, то рав
новесие тем больше смещается в сторону образующихся продуктов ре
акции, чем больше К  или К!. К этому мы еще вернемся обстоятельно 
в следующем параграфе.

Прежде всего, отсюда следует, что, как мы утверждали раньше, по
стоянная энтропии sx" и постоянная энергии ц;.' должны иметь вполне 
определенное значение. Действительно, величина а\ согласно последнему 
уравнению (23) входит в постоянную А, а величина входит в по
стоянную В согласно третьему уравнению (23). Но обе константы 
должны, конечно, иметь вполне определенные значения, так как в про
тивном случае равновесие не было бы определенным. Но эти значения 
нельзя определить на основании обоих начал термодинамики, так же как 
и значение констант равновесия или К^, которые, напротив, должны 
быть установлены путем измерений. К этому вопросу мы еще раз подой
дем в седьмой главе, при изложении тепловой теоремы Н е р н с т а (Nernst).

Прежде чем сравнивать закон действующих масс с опытом, установим 
физическое значение определенных в уравнении (23) постоянных Л и Д.
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Придерживаясь прежнего обозначения и отмечая образующиеся вещества 
одним, а исчезающие —  двумя штрихами, можем согласно уравнению (23) 
написать- для С следующее выражение:

C =  i { 2 v x 'C ;^ - 2 v / 'C " J .

Здесь Ух Cjx означает теплоемкость молей, вновь образовавшихся из 
),-го отдельного газа, участвовавшего в реакции; следовательно, 
есть полная теплоемкость образовавшихся вследствие реакции веществ, 
так же как ^Ух"С^^' есть полная теплоемкость исчезнувших при реакции 
веществ.

Величина С, представляющая разность обоих выражений, всегда очень 
мала, как показывает опыт, и во многих случаях может быть без зна
чительной ошибки принята равной нулю.

Постоянная А находится (вместе с С) в прямой связи с теплотой 
преврашения; Ьтнесенной к 1 молю, которую следует сообщить системе 
при операции дг,р. Действительно, согласно первому началу термодина
мики, эта теплота дана уравнением:

^'r,pQ =  -\-Р^т,рУ‘,

для Ш  и S n  находим из уравнений (6) и (9):

(26)

Ь т , р и ^ ^ { С , Т + а х ) Ь п х ,  \
I 
i 
)

и следовательно, получим:

(27)

(28)

Умножая на множитель h, опять вводим вправо величины у  ̂— hbrip, 
в таком случае L =  hb'p.pQ есть теплота превраш,ения, отнесенная 
к величинам у ,̂ и вместо уравнения (28) получим:

^ 2  ■'’xj

или, так как С,дх имеем:

или, наконец, учитывая уравнение (23), содержащее определение величин 
Л и С, получим:

L = R ( A - { - C T ) ,  (29)

X

X



которое в частном случае, когда С =  О, сводится к следующему:

L =  RA.

В этом уравнении величина L, конечно, выражена в эргах, и для при
ведения к калориям она должна быть разделена на 4,19» 10’ .

В общем случае ^  =  RC\ это означает, что тепловой эффект — L про
цесса не зависит от температуры, если С =  0. Это вполне согласуется 
с уравнением (125), вытекающим из первого начала термодинамики (гл. II); 
только способ обозначения немного изменен. Значение-величины А вполне 
определяется уравнением (29). Вводя уравнение (29) в первоначальную

А  Lформу (24) закона действующих масс, получим, так как Сл HI
следующее уравнение:
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Диференцируя это уравнение по Т при постоянном р, получим найден
ную впервые вант-Гоффом зависимость Ig от температуры в достаточно 
удобной форме для обозрения;

С L 1 dL _ (  dlgKj,
Т ^ R n  RT ат ~ \  дТ

или, так как, согласно уравнению (29), ^  =  RC, просто:

V дТ J j,~ R T ^ '

Зависимость от давления получается также очень просто:

/d jg ^ \  _  _ _ v .
\  dp  lx: Р  '

(31)

(32)

Уравнение (31) названо, по предложению Нернста, изохорой реакции, 
в противоположность закону действующих масс, названному изотермой 
реакции. Оно выражается в полном соответствии с общим положением 
(92) пятой главы, что влияние температуры на равновесие исчезает, 
когда L — Q, т. е. когда процесс не сопровождается тепловым эффектом. 
Кроме того, из уравнения (32) вытекает, что равновесие не зависит от 
давления в случае v — 0, т. е. когда не происходит увеличения числа 
молей; это также вполне согласуется с следствием упомянутого общего 
положения. Впрочем, оба эти утверждения можно легко видеть и из 
уравнения (25).

Уравнению (32) можно придать еще несколько иной вид, пользуясь 
уравнением (9). Согласно последнему общий объем равен:

V= RT 2 /г,
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следовательно, изменение V, при постоянных Т и р ,  умноженное одно» 
временно на h, т. е. отнесенное к величинам v̂ , оказывается:

5, т »__ JRT V Z?/*

Поэтому уравнение (32) можно написать еще так;

(dJgJSh\ _  ^т,рУ 
V др ) i ~  RT * (32а>

Следовательно, —  опять в согласии с уравнением (92) предыдущей главы—  
давление не имеет влияния, когда Ьт,рУ равно нулю.

Мы только что формулировали выражения уравнений (31) и (32) в от» 
рицательном виде. Можем сказать более положительно, что Ig /Cj, а при 
этом и сама /Q, возрастает с температурой, если L положительна, т, е. 
тепловой эффект 7.' =  — L отрицателен, иначе говоря, когда реакция 
эндотермична. Наоборот, убывает с температурой при экзотерми
ческих процессах. Так как образующиеся вещества стоят в числителе 
выражения закона действующих масс, то из указанного следует, что 
образованию веществ, возникающих с поглощением теплоты, способ
ствует повышение температуры. Совершенно аналогичное положение 
вытекает из уравнения (32) или (32а) для влияния давления: повышение' 
давления способствует образованию веществ, возникновение которых 
сопровождается уменьшением объема.

68. Экспериментальная проверка закона действующих масс.

Из экспериментальных проверок закона действующих масс скажем- 
прежде всего о технически важной реакции образования SOj из ЗО  ̂ иО^, 
встречающейся при изготовлении серной кислоты и исследованной 
Б о д е н ш т е й н о м  (Bodenstein) и П о л е м  (РоЫ)^. Она происходит по 
формуле:

2S03 =  2S0,4-10s,.

Мы можем различать здесь три вида молекул, а именно, принимая опять 
наши прежние обозначения:

п̂  Mol SOg, 'j 
«2 Mol O^, ^

}
(33)

7Z, Mol SO,

Обмен происходит по вышеприведенной формуле таким образом, что 
исчезают (или возникают) 2 моля SOg и 1 моль 0  ̂ и возникают (или 
исчезают) 2 моля SO,, смотря по направлению, в каком идет процесс. 
Или из 2 S0.3 и 10^ образуется 2 SO, или 2 SO, распадается на эти 
два вещества; при равновесии существуют все три вида молекул, Сле-

1 B o d e n s t e i n  und Р о h 1, Zschr. f. Hektrocheraie, 11, стр. 273, 1905,
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довательно, можем представить себе, например, что сначала имеется только 
SO3 и происходит разложение его; в таком случае можно положить;

V, = ■
v., =  +  l  (

■2 (образование 2 молей SO^),
1 моля Og),

Vj =  —  2 (исчезновение 2 молей SO3), 
следовательно, имеем:

V =  Vj -j-V2+V3 =  -l-

(34)

(34а)

Если процесс происходит в обратном направлении, то все знаки ве
личины V меняются.

Концентрации при этом следующие:

(35)

Каким бы образом реакция ни шла, общая сумма атомов кислорода 
и атомов серы остается, конечно, той же самой; они только различно 
распределяются по трем газам. Число атомов серы, согласно уравнению (33), 
очевидно, равно (и^-|-йз), число атомов кислорода равно {2п^\-2п^-\-Ъп^\ 
следовательно, дополнительные условия, которым реакция все время 
остается подчиненной, гласят:

2п̂  2л.з -|- ЗЛд =  р, ) (36)

где а и р— положительные постоянные, данные произвольным начальным 
состоянием. Таким образом уравнения (36) позволяют, например, выра
зить n̂  и «2 посредством числа молей SO3 и величин а и р .

Закон действующих масс (25) дает нам следующее условие равновесия:

т  =  В е-т Т ^ р -^ ^ К „(Т , р).
*з2

Вместо этого можем написать, пользуясь уравнением (35):

(37)

(38)

а здесь можем, как упомянуто выше, выразить и посредством « 3, 
равно как через а и р. Из уравнения (36) получим:

л̂  =  а-

«2 =  к р  —  «а) ■
1

■а,

=  —  ” з)- [
(39)

»
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При этом можно, наконец, написать уравяение (38) так: 

h f  (Р — яз -
(Р — Из) n i (40)

Итак, если экспериментально найдено при определенных значениях 
Т к р, то это уравнение —  относительно л, оно третьей степени —  дает 
"Число молей SOg, находящихся в равновесии, причем это число выражено 
посредством начальных значений а и если величина л, эксперимен
тально определена, то путем сравнения с уравнением (40) возможна 
проверка закона действующих масс.

Прежде чем рассматривать опыты Боденштейиа и Поля, сделаем еще 
следующее общее замечание. Если к упомянутым газа.м SO „ SO^, 
прибавить еще четвертый, химически для них безразлитеый, т. е. не 
участвующий в реакции, например азот (Nj), то возникает вопрос, какое 
влияние на реакцию окажет этот газ. При этом предполагается, что Тп р 
остаются все время постоянными, очевидно, в так(5М случае изменяется 
общий объем смеси V. Пусть число добавленных молей азота, например, 
равно п̂ , в таком случае изменятся концентрации k\, которые перехо-

, т. е. от добавления нового газа концентрациидят в Я).
”1 -|- ”2 +  ’

уменьшаются. Но при этом остается неизмененной постоянная рав
новесия Kf. (которая зависит только от 7  и р'). Придерживаясь той формы 
закона действующих масс, которая дана уравнением (38), имеем до ври- 
бавления индиферентного газа: ’

” t 4
n i

а после прибавлеыяя его: 

ni — (”i ” 2 “Ь ̂ 3 “Ь

но это означает, так как (я, ~Ь ̂ 2 *̂з “Ь ^  4 " ” 2 ~Ь ̂ з)
что число молей я, газа SOg уменьшилось по сравнению с я, и л ;̂ при 
этом, однако, постоянная равновесия /Cj. остается неизменной, как уже 
было отмечено выше. Впрочем, в одном случае прибавление индифе- 
рентных газов совершенно не оказывает влияния, именно, когда V — 9, 
что легко понятно,

В дальнейшем мы дадим результаты опытов Боденштейна и Поля, от« 
носящихся к температуре 1000° абс. и давлению, равному 1 am. При
водим данные 14 отдельных опытов, произведенных при переменных на
чальных, условиях, т. е. при различных о и а также с прибавлением 
и без прибавления N.g (см. табл, на стр. 290).

Значение трех первых столбцов ясно: относительно четвертого надо 
заметить следующее. Согласно уравнению реакции

2 S O g-f 10a =  2SOj
19 Теория теплоты.
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№ Т Р
в мм Hg 2S02:02 1 N2

Выход
в */о

SO3/SO2 нач.
«2-10» Лз>104 Я-ДГ, р ).10з

1 1003 770 0 ,2 1 : 1 :0 59,6 31,9 161 47,0 3,08 '
2 1000 764 0,54:1: 0 63,6 199 248 230 3,055
3 1000 760 0,62:1:0 52,2 15,9 18,2 17,5 2,950
4 1000 761 1,14 :1 :0 44,4 218 85,8 174 2,824
5 1000 760 1,2 0 : 1 :0 43,7 369 130 287 2,769
6 1000 765 1,22 : 1 :0 42,3 260 88,7 192 3,01
7 1000 753 1,6 8 : 1 : 0 37,2 388 69,8 230 3,025
8 1000 758 1,68 : 1 : 0 37,1 252 44,9 148 2,918
9 1001 760 3,97:1: 0 20,8 379 Ю,5 99,5 3,205

10 998 765 1,23:1:3,76 35,3 91,2 32,5 50,0 2,774
И 997 764 1,23:1:3,76 35,8 101 35,9 56,6 2,634
12 1001 759 1,31:1:3,76 34,1 339 109 175 3,003
13 1001 760 1;65 :1:3,76 32,3 337 80,4 161 2.945
14 1000 758 0,53:1 :0 54,4 178 261 212 2,836

Среднее: ATj =  2,93-10 К

эквивалентными следует называть такие количества SO^ и О^, которые 
находятся между собою в таком же весовом отношении, как 2  моля SO<̂  
к  1 молю О^, т. е. в весовом отношении 128 :32 ; эквивалентным коли
чеством Ng принимается количество 1 моля, т. е. 28. Соответственно 
этому, в предыдущей таблице отношение '

2 S 0 , : 0 , : N ,  =  1 : 1 : 1

должно означать, что первоначальные количества SO. ,̂ 0  ̂ и N j отно
сятся между собой, как 1 2 8 : 3 2 : 2 8 .  В таком случае четвертый столбец 
показывает, что при опытах брались отнюдь не эквивалентные количе
ства; напротив того, отношения были очень различные. Поясним пятый 
столбец. «Выходом» или «экономическим коэфициентом» называете» 

SO----- ?------  т. е. отношение образовавшегося SOj к  первона-SO2 начальн. ’частное
чально существовавшему количеству SO^; в пятом столбце указан «выход» 
в процентах. Следующие столбцы понятны без дальнейших пояснений.

Прежде всего видим следующее. Константа равновесия /<Г̂  отзывается, 
в самом деле, вполне постоянной в пределах погрешности опыта. В осо
бенности такзхе независима от прибавления N^. Напротив, легко 
видеть, что «выход» уменьшается от прибавления N ,. Он составляет, на
пример, в опыте 6 около 427о, а в опытах 1 0  и 1 1 , которые произво
дились при таких же начальных количествах SO^ и 0 ,̂ но с прибавле
нием Njj, только около 357о-

Далее, сравнивая опыты без N^, видим, что «выход» тем больше, чем 
меньше отношение SO3 : О^, т. е. чем больше начальная концентрация! 
кислорода по сравнгнию с 80^. Это, действительно, легко получить из урав-
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нения (37), потому что согласно этому уравнению отношение концен
трации SOj к концентрации S0.2 равно:

h Ки(Т,р)

т. е. оно тем больше, чем больше k ,̂ концентрация кислорода. Следо
вательно, совсем не лучше всего исходить из эквивалентных количеств 
(2SO2 и lO j) , как думали раньше; и техника после долгих и трудных 
поисков пришла, наконец, к заключению, вытекающему из закона дей
ствующих масс, что концентрацию кислорода следует выбирать возможно 
большой.

В следующей таблице мы сопоставляем выводы, полученные Боден- 
штейном и Полем путем измерения при различных температурах и дав
лении в 1 ат.

т Ки

800° абс. 1,28-10“ ®
852 » 6,24-10 ®
900 э- 2,60-10 ®
S53 » 9,-30-10 ®

1000 » 2,93-10 ^
1062 » ■ 1,04
1103 » 2,32
117̂  ̂ » 6,75

Мы видим, что постоянная равновесия чрезвычайно возрастает 
с температурой, т. е. что концентрация SO3 уменьшается с повышением 
температуры. Это вполне соответствует общей теории, изложенной в пре
дыдущем параграфе.

Так как мы теперь знаем величину Kj, для различных температур, 
то можем определить в уравнении

К ,{Т ,р )  =  Ве~^'Т<^р-^

величины А, В, С. Так как р было при всех опытах постоянным, то рг  ̂
также постоянно, и мы можем для краткости положить В̂ ~̂  =  е^', бла
годаря чему уравнение получит более удобную для вычисления форму:

\ g K ^ { T ,p ) = B ' - ^ - { - C \ g T .

Вычисление по приведенным данным дает следующие значения:

5 ' =  15,177, 
С =  0,75 , 
Л =  21137 J

(41)

19»
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откуда можно представить (конечно, при давлении в 1 am) в виде:

(42)=  e'5.177g
81137

"  Г 7 ’0,75_

Согласно уравнению (29) для сообщенной извне теплоты превращения, 
отнесенной к 2 молям SOj, получается следующее значение:

I — /? (Л 4 -С 7 )  =  8 ,З Ы 0 ’ (2 1 1374-0 ,757 ) эргов,

или в калориях, если разделить на 4,19-10’ ;

Z .=  l,985 (2 1 1 3 7 4 -0 ,7 5 Г) ш л . (43)

Отсюда для Г =  300^ абс. (комнатная температура) получается:

7 =  42 410 кал,

тогда как экспериментально Томсеном было найдено:,

7 =  41 640 кал,

7 =  45 200 кал.
а Бертло:

следовательно, в среднем 43 400 кал\ это достаточно точно согласуется 
со значением, полученным теоретически *. Впрочем, из уравнения (43) 
видно, что

1 ^  =  0,75.1,985 =  1,49 кал, '

т. е. что теплота превращения увеличивается на 149 кал на каждые 100°, 
следовательно, изменяется лишь слабо. Одновременно видим подтвержде
ние того, что С здесь, как и вообще, мала.

Боденштейну мы обязаны еще другим точным подтверждением закона 
действующих масс на реакции разложения йодистого водорода, которое 
происходит согласно следующему уравнению:

2JH==,1J ,4 - 1H2.

Здесь мы можем различать также три вида молекул;

молей Jj, 
«2 молей ^
Kj молей JH. j (44)

1 Приведенные здесь числа иные, чем приводимые Боденштейном и Полем, что 
отчасти зависит от не совсем точного вычисления у этих авторов, а отчасти от
того, что мы пользуемся здесь другим определением концентраций молей, чем 
они, что влияет на численное значение величины S'. ■
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Далее, числа молей, участвующих в реакции, таковы:

Vi =  - 1, ]

следовательно:
V= Vi  +  V, +  V3 =  0.

293

(45)

(4,6)

Таким образом закон действующих масс принимает здесь более простой 
вид;

kik^
кЛ Be ^Т '^=К ^{Т ). (47)

Здесь равновесие совершенно независимо от давления и от добавления 
индиферентных газов, что теоретически одно и тоже и что Боденштейн 
особенно констатирует в этом случае. Вводя вместо концентраций ве
личины п̂ , Лз, можно написать уравнение (47) так:

л (47а)

Внешние дополнительные условия (постоянное число атомов J и атомов Н) 
в этом случае таковы:

Отсюда следует;

2л, -{-Лз =  а (число атомов J), 
2п  ̂ —   ̂ (число атомов Н).

п — )« 1— 2 > !

(48)

л., Р — Лз
2

следовательно, из уравнения (47а) получим:

(а — лз)(р — лз) _
4лз2 “  ,

или для определения величины по любым значениям а и  ̂ получим 
квадратное уравнение:

а +  1 “Р
1-4А Г ,“ з ^  1-4АГ)ь =  0,

откуда имеем:

” з— 2(1 —4 ^  2(1 - 4A:j) ^ "Ь Р)** 4а.3(1 АК .̂ (49)

Положительный знак корня удовлетворяет уравнению, но он недопустим 
физически, так как дает значение п ^ ^ а ,  что, согласно уравнению (48), 
невозможно.



Боденштейн нашел, например, при нагревании JH в парах ртути сле
дующие значения
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a P ■
2Лд

наблюл.

2лз
вычисл. по 
уравнению 

(49)
Разность

2,59 6,63 5,02 4,98 4-0,04
5,71 6,41 9,60 9,55 Н-0,05

10,40 6,41 11,68 11,88 —  0,20
26,22 6,41 12,34 12,54 —  0,20
23,81 6,21 11,98 12,17 —  0,19
22,29 6,51 12,68 12,71 —  0,03

Это означает опять полное подтверждение заключений термодинамики. 
Упомянем еще о чрезвычайно важном в техническом отношении при

менении закона действующих масс. Способ Г а б е р а (Haber) производства 
аммиака исходит из следующего уравнения реакции:

IN ij-f  ЗН2 =  2МНз.

Закон действующих масс дает поэтому такую зависимость:

■■ 2. Поэтому при повышении давления в т разтак как v =  Vj v.̂  - j-  Vg
К  убывает до ~  части своего значения, и в таком же самом отношении

: 1) перемещается равновесие в пользу концентрации аммиака ky  На 
этом основано, что на практике эту реакцию производят при давлении 
в несколько сот атмосфер.

Закон действующих масс применим также при термической диссоциа
ции газов, например при диссоциации J,, на J-|-J или водяного пара 
2Н2О на 2Н ^-^О у  Здесь этот закон также постоянно подтверждается. 
Для подробного ознакомления укажем читателю на руководства по тео
ретической химии, например на книгу Нернста. ^

69. Применение закона действующих масс 
к равновесию неоднородных веществ.

Укажем вкратце, что закон действующих масс применим также 
к равновесию в соответствую№х неоднородных системах. Рассматривая, 
например, термическую диссоциацию CaCOj, имеем равновесие между сле
дующими веществами:

СаСОд, СаО, СО^.

1 Цитировано по N е г п s t, Theor. Chemie, 5 Aufl., стр. 452.
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При этом мы до сих пор принимали —  что в строгом смысле неверно, —  
что газовая фаза состоит только из пара СО„. Однако в действитель
ности имеются также пар CaCOg и пар СаО, каждый вообще с очень 
малым парциальным давлением, соответствующим давлению возгонки при 
данной температуре.

Таким образом, если действительно существует термически-химическое 
равновесие, должна также находиться в равновесии смесь паров СаСО,, 
СаО и COjj. Но этому удовлетворяет закон действующих масс в виде 
уравнения (25с), в котором введены парциальные давления, и мы имеем 
условие:

Pc&O'PCOi
РСаСОз

Согласно правилу фаз, как рсао, так и рсасоз являются только'функ- 
циями температуры; следовательно, из последнего уравнения вытекает, 
что pcoi, давление углекислоты в равновесии с CaCOg и СаО зависит 
только от температуры и, следовзуельно, при данной температуре есть 
величина постоянная. Но это есть наш прежний вывод. Следовательно, 
закон действующих масс здесь не говорит ничего нового, но он охва
тывает наше прежнее заключение. Итак, можно вообще прилагать закон 
действующих масс, когда дело идет о равновесии в неоднородной системе, 
содержащей одну газовую фазу; при этом парциальные давления твер
дых или жидких веществ рассматриваются как функции температуры, 
или, при постоянной темпер*атуре, как постоянные величины. В таком 
случае необходимо лишь-указать парциальные давления или концентра
ции тех веществ, которые содержатся только в газовой фазе, следова
тельно, в вышеприведенном случае указать парциальное давление углеки
слоты.

В виде простейшего примера реакции между жидкими и газообраз
ными веществами можем взять, например, испарение воды. Здесь на осно
вании обобщенного закона действующих масс можно, согласно уравне
нию (25с), принять при равновесии парциальное давление рн.,о равным 
К {Т)у следовательно, подставляя значение Кр, получим:

PHiO- : Be  ̂ Т£. (50)

Это уравнение также не представляет ничего нового; оно должно 
выражать давление водяного пара, если допустить, что для последнего 
справедливы законы идеальных газов. Действительно, мы имели, согласно 
уравнению Клаузиуса-Клапейрона, следующую зависимость, которую 
теперь отнесем к одному молю:

^  ctT^ ’

здесь v'" означает объем 1 моля водяного пара, а объемом 1 моля 
жидкой воды v" мы при этом пренебрегли. Но для х)'" по законам иде-
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RTальных газов справедлива зависимость: следовательно, далее
получим:

L =  R T ^^\ gp.dT

Полагая, наконец, еще, согласно уравнению (28), L =  R {А-\-С1), ио-
„ „„  «'lgл  лучим для :

А . С
dT lgP = 2~2 +  р »

что при интегрировании дает уравнение (50).
Закон действующих масс может дать новые выводы для реакций в 

неоднородной системе только в том случае, если газовая фаза состоит 
из нескольких реагирующих между собой газов; теоретически это, ко
нечно, имеет место всегда, но практически в рассмотренных до сих 
пор случаях в системе имелся только один единственный газ. Между 
тем случай, когда действительно в газовой фазе встречаются три газа, 
входящие в реакции друг с другом, имеется при реакции между водя
ным паром и твердым углеродом, которая происходит согласно следую
щему уравнению:

С-Ф -Н ,0 =  С 0 +  Н,.

Применяя здесь закон действующих масс в форше уравнения (25с)> 
получим прежде всего:

Рсо-Рпг
РС 'PHiO ^ К А Т ) ,

или, определяя, согласно предыдущему, рС, давление возгонки углерода 
как чистую функцию температуры 'f(T'), получим:

Рсо 'Рп, 
Рп.о

■A{T)A<^{T)==KJ{T). (51)

Для всякой постоянной температуры это уравнение дает совершенно 
определенное выражение закона действующих масс; при этом должна 
быть постоянной стоящая слева величина, содержащая парциальные 
давления газообразных составных частей. Далее, легко можно показать, 
что KJ \T) есть как раз та же самая функция температуры, что и перво
начальная К  (Т), лишь с другими постоянными. Действительно, если 
обозначить теплоту возгонки углерода на моль через L, то, согласно 
уравнению Клаузиуса-Клапейрона и пренебрегая объемом г»/ твердого 
углерода по сравнению с объемом v*" газообразного углерода, будем 
иметь зависимость:

т —
dT '

допуская справедливость газовых законов, получим:



где A f i  означает теплоту возгонки на моль углерода при точке абсо
лютного нуля, а C fi  ее температурный коэфициент, имеем совершенно- 
так ж е,как раньше при водяном паре:

р^=<^{Т)== В /~

Взяв из уравнения (25с) общую форму для получим из.-̂
уравнений (51) и (52) следующую зависимость:
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Положив далее, соответственно уравнению (28):

или

РсоРщ
Ра,о

Рсо ‘PHt 
Рн̂ О

=  Be  ̂ В е̂ т jCc  ̂

=  {В В }е

и,-наконец, в легко понятном обозначении:

jj;
Рщо ’

(53>

что опять-таки есть прежняя форма Кр(Т), только с другими постоян
ными.

Величина /?(Л -1-СГ) представляет, очевидно, сумму из теплоты 
возгонки углерода и теплоты реакции Z; следовательно, ( — L) ecT t- 
действительно наблюдаемый тепловой эффект, когда пар Н.̂ О действует 
на твердый С.

Вышеприведенные уравнения, конечно, справедливы лишь поскольку 
к данному состоянию приложимы законы идеальных газов.

70. Энергия, энтропия, изотермически-изобарный потенциал 
при разбавленных растворах.

Кроме идеальных газов подобное составление изотермически-изобар- 
ного потенциала удается также еще для особого класса систем, дл» 
разбавленных растворов. Под этим понимают растворы, в которых 
число молей- одного из содержащихся в них веществ чрезвычайно- 
превосходит число молей п\ всех остальных. Поэтому первое веще
ство называют растворителем, а последние растворенными веществами, 
следовательно, между ними суп ествует только количественное различие; 
но не качественное. Поэтому общее число молей п равно:

(54>
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Агрегатное состояние раствора заесь, что следует особенно подчерк
нуть, совершенно не имеет значения; оно может быть газообразное, 
■жидкое или же твердое.

Если в равновесии между собою находятся несколько растворов или 
если они соприкасаются с газовой фазой, то мы снабдим вышеуказан
ные величины еще верхним индексом фазы pi; в таком случае для каждой 
фазы должно быть справедливо:

(55)

.где означает по смыслу общее число молей pi-fl фазы, а р есть 
число фаз. , ■

Особая простота выводов, получающихся при разбавленных растворах, 
основана на том, что энергию и объем 1^0 всякого разбавленного 
раствора можно, согласно Планку, считать линейной функцией вели
чин

В самом деле, энергия
и м

«1( р )
на моль растворителя зависит — кроме дав

ления и температуры —  очевидно, только от отношений nj'̂ \
пЛм

т. е. только от внутреннего свойства раствора; точно так же и объем 
■Уг- на 1 моль растворителя; так что мы вообще можем провести для

' у(р) р(р)
..«сякого раствора и. разложение выражений — и в ряд Тейлора

' n'f’ пр'
следующего вида:

[/(р)
(р )П1

(Р ) . ( " Х гп]

2, •••2,
"ПС П1>‘

а )-Ь . . .

- f . . .

(56)

(57)

Здесь члены Ux̂ ,̂ конечно, не зависят более от «-Л
но являются только функциями давления и температуры, которые обус
ловливаются, разумеется, природой данных веществ. Например за
висит (кроме Т и р )  только от природы растворителя, 17̂ !̂ — от при
роды растворителя и природы растворенного вещества с индексом 2 
и т. д.; зависит точно так же от взаимного действия друг на друга 
,'.:олекул растворенного вещества 2 и т. д.

Вследствие малости величин мы можем ограничиться при

{)азбавлснных растворах линейными членами ‘  и таким образом получн.м

t В случае недостаточно разведенных растворов, разумеется, необходимо при
нимать во внимание также члены высшего порядка. Подобную попытку сделал
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для энергии и объема Vv- р-й фазы следующие выражения:

(58)

Jmd
X

(59)

Этим сразу дано также соответствующее выражение энтропии этой 
фазы; потому что согласно общему определению ее

и мы имеем здесь:
J,'' ^  . „ dUyM+pdV^lv-)

ЙС)' т Т ■
X

При этом мы, очевидно, можем воспользоваться величинами

dUy(t>-) + р  dVJi^)
^  =  dSi(v-)

(60)

(61)

как определениями для удельных энтропий (на моль), которые состав
лены совершенно аналогично понятиям (7, р и Согласно уравнениям 
(6.1) и (60), имеем далее:

1, —

2 ях<р’ -efSx<p> - ■
X

или, интегрируя:
1,

X

где величина &  постоянна в отношении 7  и р, но зависит еще от 
числа молей Теперь нам следует определить эту зависимость.

Планк решил эту задачу посредством простого, но смелого размыш
ления. Он представил себе систему, доведенную до столь высокой 
температуры и столь малого давления, что все вещества переходят 
й состояние идеальных газов, причем,величины лх*р̂  доллсны остаться 
неизменными. В таком случае S" должна стать тождественной с выра
жением (13) для энтропии смеси идеальных газов и можно определить 
путем сравнения уравнений (62) и (13).

Ян (Jahn) («Zeitschr. f. .phys. Chemie», 37 стр. 490, 1901 и 4 /, стр. 257, 1902). 
<Ср. также исследования Н е р н с т а  (Zur Theorie der Losungen, ibid., 33, стр. 487, 
1901).

X



Прежде чем выполнить процесс, проанализируем его несколько по
дробнее. Прежде всего надо заметить, что независимыми переменными 
нашей системы являются р, Т к величины Следовательно, с матема- 
титеской точки зрения, во всяком случае вполне, допустимо изменять 
только Т л р, оставляя без изменения п-̂ \̂ так как каждой из пере
менных можно придавать произвольное значение.

С другой стороны, этот процесс, безусловно, должен пройти через 
лабильные состояния, потому что вообще стабильные состояния связаньг 
с изменением Следовательно, во всяком случае, мы предпринимаем
здесь, ссылаясь на Планка, только мысленный эксперимент. Но это об
стоятельство не может служить возражением, так как такие мысленные 
эксперименты (например, квазистатические процессы) давно узаконены в 
термодинамике благодаря их плодотворности. Один подобный процесс, 
который также отчасти проводится через лабильные состояния, мы рас
смотрели в конце § 50 (ср. рис. 25), чтобы получить так называемое 
правило Максвелла для определения давления конденсации. Рассмотрен
ный здесь процесс есть только применение и расширение той же идеи 
на химические процессы, что правильно отметил Планк. Следовательно, 
против допустимости таких процессов нельзя сделать принципиального 
возражения: решает лишь один успех, как повсюду в естествознании.

Перейдем к определению величины Вводя необходимый здесь ин
декс фазы, находим, согласно уравнению (13), для энтропии сыес.и 
идеальных газов следующее уравнение;
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№ ) =  T— R Igp +  5,01̂ } —  Ig V , (63)

причем k-)̂  обозначают концентрации отдельных видов молекул в 
фазе, а —  абсолютные константы (постоянные энтропии).

Сравнение уравнения (62) с уравнением (63) дает следующий ре
зультат:

X
(64)

Соответственно получаем по уравнению (6"2) следующее значение для 
энтропии )л-й фазы:

X
(65)

Так как №  и S'̂  теперь известны, може.м составить изотермически- 
изобарный потенциал этой фазы:

X
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Если система состоит из Р фаз, например из нескольких растворов, 
находящихся в равновесии между собою, то общий потенциал Ф полу
чается суммированием по всем

Ф = 2  ф ”  Ц  2  - R i s k ' } .  (67)
р > р ■

Здесь можем еще положить:
д,_

тде Фx̂  ̂ представляет потенциал на моль 1-го вида молекул в fi-й фазе. 
Итак, наконец, общий потенциал будет:

Ф = 2  2  ~  ̂  •
X р.

(68)

Это выражение позволяет составить условия для термически-хими- 
ческого равновесия.

71. Термодинамическое равновесие в растворах; 
закон действующих масс.

Условие равновесия в системе разбавленных растворов есть, как 
всегда, уравнение:

Ьг,р Ф =  0.

Применяя его к системе разбавленных растворов, получим согласно 
уравнению ( 68):

ф ^  2  2  ~  =  о.
X н*

(69)

так как вариация волнистых скобок, как в § 67, исчезает. Здесь видно 
также, как в уравнении (18), что дело идет не об абсолютном значении 
величин 8 так как правая сторона равна нулю. Следовательно, можно 
•опять умножить на такой множитель h, чтобы величины А 8лх’‘  =  'Д'*' 
означали изменяющиеся моли, т. е. стали целыми положительными или 
отрицательными числами. В таком случае можно уравнение (69) пере
писать так: _

\ V > и
(70)

где (Г, р) есть сокращенное выражение для правой стороны, за
висящей только от этих двух переменных. Переходя от логарифмов к 
числам и обозначая через произведения по а и р, получим:

=  {Т,Р), (71)
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вполне аналогичное уравнению (25) и обобщающее его на любое коли
чество фаз. Как там, здесь тоже называют это уравнение законом дей̂ - 
ствующих масс\ если число фаз равно 1, т. е. если имеём дело с 
одним и притом газообразным раствором, то это уравнение непосред
ственно переходит в уравнение (25).

Зависимость IgA'j. от температуры и от давления также подчиняется 
З'равнениям, которые совершенно аналогичны ранее ндйденным уравне
ниям (31) и (32) или (32а). Действительно, диферейцируя в уравнении 
(70) I g по Т при постоянной j) , получим сначала:

(?Фх<̂ х

а присоединяя вообще справедливое термодинамическое соотношение 
[уравнение (72) третьей глабы]:

V дТ L ... п
получим:

{72)

Но, согласно уравнениям (58) и (59), общая энергия U и общий объем 
V  даны уравнения.ми:

1/:̂  =  2 2

откуда, умножая одновременно на множитель h, т. е. отнсиз все к 
числам изменяющихся дюлей, получим для U и следующие
уравнения: ■

. 1 т

Подставляя это в уравнение (72), получим:

( дЧКп\ 
V дТ L RT̂ Т,Р^ Л'Р^т.рУ],

а здесь волнистые скобки в правой стороне означают, согласно первому 
началу термодинамики, сообщенную извне теплоту превращения L, от
несенную к чиртам Vx*̂ . Итак, наконец, имее.м:

\ -дТ >р . RTz ’

т. е. изохору реакции вант-Гоффа.

(7 4 )

Р*
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Совершенно точно так же получим для зависимости от давления еле 
дующее уравнение:

( dlgKt\ _ _ « К  
\ др Jt RT* (75).

где 31  ̂ есть полное изменение объема при данном превращении, отне
сенное к числам

Нам нет надобности входить здесь в рассмотрение общего смысла 
этого закона, так как все необходимое уже сказано при газообразных 
системах. Выдвинем здесь только одно следствие, потому что оно 
имеет принципиальное значение. Возьмем частный случай одной неза
висимой компоненты в смысле Джиббса в одной фазе, например чистую4, 
жидкую воду. В таком случае, по правилу фаз, ее поведение зависит от 
двух переменных Т п р. Молекулы воды могут при этом, как уже 
указано в предыдущей главе, быть как ассоциированными, так и диссо
циированными, если только на каждый; атом О приходится два атома Н, 
Так как постоянная закона действующих масс имеет при всех ко
нечных температурах совершенно определенное конечное значение, тО' 
концентрации ассоциированных или диссоциированных молекул в строгом 
смысле также должны быть постоянно отличными от- нуля, хотя вели
чина их может быть и очень малой. Следовательно, в термодинамиче
ском смысле вода, в которой имеются только молекулы Н^О, прин
ципиально невозможна; напротив, с одной стороны будут образовываться 
молекулы (Н^О)„ (ассоциация), а с другой —  молекулы будут распа
даться на ионы, например молекулы Н.^0 на ионы Н и НО, согласна 
уравнению реакции: '

Н Р : Н - f  НО.

Для каждой такой возможной реакции должен быть -справедлив закон 
действующих масс. В случае вышеуказанной диссоциации имеем следую
щие данные:

молей Н^О,
ионов Т4

но.
причем п.1 —  «з'. Концентрации упомянутых видов молекул будут сооа?- 
ветственно:

Далее, согласно вышеуказанному уравнению реакции, имеем:

v / =  —  1 (1 моль диссоциированной Н^О),
v.̂ '== Vg’’ =  4 -1  (образование по 1 молю Н и НО).

п

п » »

}
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-Соответственно этому закон действующих масс (71) дает выражение:

(76)

■ИЛИ, так как гъ.1 =  п^ или —  более простое уравнение; *

■ Ы Т , р).

Степень диссоциации, т. е. отношение числа диссоциированных молей 
■к общему числу их, можно измерить посредством электропроводности. 
Поэтому измерением электропроводности чистой воды можно проверить 
тот вывод термодинамики, что часть молекул постоянно диссоциирована 
(хотя и малая часть); это было выполнено, например, К о л ь р а у ш е м  
и Г е й д в е й л л е р о м  (Heydweiller). В самом деле, оказалось, что и самая 
чистая вода обладает электропроводностью, хотя и очень малой. Термо
динамический вывод подтвержден также количественно, причем зависи
мость величин (Т, р) в уравнении (76) от температуры вполне соот
ветствует выводу теории. ,

Заметим еще в историческом отношении, что первый точный пример 
для закона действующих масс в жидких системах был найден  ̂ Б е р т  л о 
и П е а н  д е-с е н-Ж и л л е м (Рёап de St Gilles) при получении эфира по 
■формуле:

СН^СООН - f  C.HjOH =  СН3СООС, - f  H.3O.

уравнение (71) закона действующих масс охватывает случай измене
ния агрегатного состояния химически однородного вещества (тозгонка, 
испарение, плавление и т. д.); мы уже изложили по существу то же 
самое в § 66, хотя с несколько иной точки зрения. В этом случае мы 
имеем один компонент Джиббса (а =  1) в двух фазах (^ =  2), так что, 
согласно правилу фаз, все поведение системы зависит только от Г. 
Концентрация жидкой воды и k.̂  парообразной— обе равны единице; мы 
имеем дело с предельным случаем бесконечного разбавления, так как 
имеются только молекулы растворителя. Далее, v / =  —  ̂1 и v /' =  - L 1 
(1 моль жидкой воды испаряется, 1 моль пара образуется). Соответ
ственно этому левая сторона уравнения (70), т. е. закона действующих 
масс в логарифмической форме, будет нулем, и мы получим следующее 
условие равновесия:

о == -  Ф1' +  Фг" =  Ig ( Т, Р), (77)

т. е. частный случай нашего прежнего положения, что удельные потен
циалы каждого компонента во всех фазах должны быть равны. Так как 
(ф^"-^ф^'), согласно общей теории, зависит только от Т п р, то урав
нение (77) представляет соотношение между давлением пара р и темпе
ратурой испарения Т, т. е. кривую испарения на поверхности Тр. 
Количественно мы также находим наши прежние результаты, именно

1 Ср. W. Нега,  Leitfaden der Шеог. Chemie, crp, 165 и сл., 1912.



уравнение Клаузиуса-Клапейрона. Действительно, при составлении пол
ного диференциала от Ig К,, (Т,р) ,  он согласно уравнению (77) ис
чезает:
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' d l g K \
V дТ L

Пользуясь при этом уравнениями (74) и (75), тотчас получим:

или

г 8U

L ^ T f ^ - b V ,

т. е. уравнение Клаузиуса-Клапейрона, которое здесь отнесено к молю. 
Конечно, уравнение (70) или (71) гораздо шире) мы можем, например, 
применить его к случаю, когда рассматриваемое вещество имеет в од
ной фазе иной молекулярный вес (например, вследствие ассоциации), 
чем другой.

В том случае, когда наряду с жидкими фазами растворов имеются 
еще и твердые фазы, опять входят в силу соображения, изложенные в 
§  69. В этих неоднородных системах закон действующих масс также 
справедлив, если только считать концентрации твердых тел постоянными 
(при данных Т и р ) .  Относительно' подробностей следует указать на 
руководства по термохимии.

72. Повышение точки кипения, понижение точки замерзания, 
упругость пара и осмотическое давление разбавленных

растворов.

Перейдем теперь к дополнению полученных в предыдущей главе 
результатов относительно изменений точки кипения и точки замерзания, 
упругости пара и осмотического давления растворов в свете нашей 
новой углубленной постановки задачи (§ 69),

Итак, рассмотрим опять случай раствора нелетучей соли, находя
щейся в равновесии с одной фазой (твердой или парообразной) чистого 
растворителя. Нижний индекс 1 относится, как всегда, к растворителю, 
нижний индекс 2 —  к растворенному веществу. Один верхний штрих 
означает жидкий раствор, два штриха— твердую или газообразную фазу 
чистого растворителя.

В таком случае можно вообще различать четыре массы: М^. М^', М̂ ., М^', 
из которых, согласно вышеприведенному предположению, М^" =  0. Далее, 
имеем постоянные:

(78)

так как массы растворителя (М^) и растворенного вещества (MJ,  ко
нечно, не могут изменяться.

20 Теория теплоты.
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. Следовательно: . -
Ш / - f - 8 A/i" =  о, \

, . _ ш ;  =  8 7 и /  =  о. /

Массам соответствуют следующие числа молей 

М^' = т ^ п ^ ,  \
, ' . . М^' — т^ п",  ! - ■■

7И„' =  т„ п '  I
. М  ' " ^ 0 = = а д ' ' ,  )

(79)

(80)

где и обозначают молекулярные веса растворителя и растворен- 
кого вещества

Отсюда, согласно уравнению (79), имеем:

Ьп  ̂-\^Ьп" =  0, \
V- V 4 '  =  «4 "= = 0 , I

или, переходя путем умножения' на мнбжитель Л К числам "молей Vx>̂: 

■■

Далее, имеем, следующие концентрации:

: концентрация растворителя в растворе, • • )

: »  - растворенного вещества в растворе, (83)

растворителя во 2-й фазе, |
растворенного вещества во 2-й фазе. )

h •. . «1
> i '  +  Щ

h ’ - п4
«l' +  щ
й,"

К
К' =  0 .

»
»

Наконец, имеем четыре соответствующих вычисленных на 1 моль 
потенциала: Ф '̂, Ф /', Ф '̂, Ф.̂ ”. Прилагая к нашему случаю ( я = 2 ,  
р = 2 )  условие равновесия (70), тотчас получим еще общее уравнение:

„ ]g • Й/ 'V ' . . а; м ") =  ^  (.,;ф /  +  v/ 'Ф / '  +  =
, = Ы К , { Т , Р ) ,  ■

а это, принимая во внимание частные предположения, будет согласно 
уравнениям (82) и (83): . ,, , . ,

, lg (V ^ ‘') =  | (v ^ 5 i ' +  Vi"<5i" =  lg /ir,(7-,p). .

I Здесь молекулярные веса в обеих фазах для простоты приняты тождествен
ными. Но вычисление МОЖНО' провести также при более общем предположении.- 
что вследствие ассоциации или диссоциации молекулярные веса в обеих фазах 
различны. ■ . - .
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Если 1 моль растворителя переходит из раствора во 2-ю фазу, то 
Vj'== —  1, Vi" =  - f - l ,  и, как окончательное условие, получим;

(84)

Подставляя, наконец, еще значение величины k^, согласно уравнению 
(83), получим: .

1 § ( 1 + | ; ) = 1 ^  Ф / ' - Ф / )  =  1Е/С,(Г, р).  (85)

Здесь согласно предположению о разбавленных растворах, есть,
очень малое число, и следовательно, имеем приближенно:

^ = ^ ( Ф 1" - Ф / )  =  1е^,Д7'„, р). ( 86)

Для чистого растворителя (т. е. л,/ =  0) получилось бы, конечно, 
опять условие (77):

о =  Ig /iTj (Г(,, р). (87)

Здесь теперь мы должны для более точного отличия писать Т̂ , так 
как в чистом растворителе (й./ =  0) тому же самому давлению р соот
ветствует иная температура превращения чем в растворе {п.^ф 0). 
Последнюю температуру будем обозначать, как раньше, Т, Вычитая урав
нение (8'7) из уравнения (86), получим:

Ig K ,, (T ,p ) -\ g  К, (7 '„ ,р )= -^ ;,  

или, разложив в ряд Тейлора, имеем; ‘

(d\gKk\
\ дТ )х=То,р '. . ( Г - Г , )  =  ^«1

Подставляя сюда, согласно уравнению (4), значение для  ̂ ^, полу
чим:

или

7* /пг__ 'Г ч 2̂
/?Го2 Пх' >

'Г__т ___/
 ̂ ^ o ~ W J  L • (88)

Припомним, что в уравнении (106) главы пятой мы пользовались 
несколько иным определением концентрации раствора, а именно:

,, _  масса растворенного вещества
масса растворителя

20»
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Здесь, согласно уравнению (80), можно для этой концентрации по
ложить:

и__
ГПхП{ *

и можно уравнение (88) переписать так:

У'_______ ^
 ̂ т, L '

(89)

(90)

Принимая здесь во внимание, что L есть теплота испарения или 
теплота плавления на моль и, следовательно, связана с /, теплотой испа
рения или плавления на 1 г следующим уравнением:

Z. =  OTj /,

можем привести уравнение (90) также в такой вид:

т— п т4 k. (91)

Это уравнение, выведенное впервые вант-Гоффом, содержит найден
ный Раулем экспериментальным путем закон повышения точки кипения 
или понижения точки замерзания:

Изменение температуры пропорционально концентрации и при том 
же самом растворителе обратно пропорционально молекулярному весу 
растворенного вещества.

На этом основаны известные, выработанные Б е к м а н о м  (Beckmann) 
способы определения молекулярного веса посредством определения изме
нения точки кипения или точки замерзания.

Проведем численное вычисление для воды. Подставляя для k значение 
из уравнения (89), получим вместо уравнения (91) следующее:

® /«2 « i « i '  (mi«i')/

{т^п '̂), очевидно, есть количество растворителя, которое мы, сле
дуя обычаю, примем в 1000 г. Теплота испарения воды I есть 539 кал 
при Т =  373° абс., теплота плавления равна — 80 кал при Т =  273° абс.
Таким образом, выражая R в находим:

1000-539 = ~ b 0 ,5 1°«2 ', (92)повышение точки кипения: 7 ' - 7 ’о =

понижение точки замерзания: Т —  Т. 2-2732
1000-80 < =  — 1,85°«5j'. (93)

Если растворены несколько веществ (я '̂, Я д ' , . . . ) ,  то на место уравнений 
(92) и (93) вступают следующие уравнения:

Т Гд =  0,51° (я./ +  V  Ч“  • • •)>
т— т , = — 1,85° ( я ; + я ;  - f . . . ) .

(92а)
(93а)



Вернемся теперь к обшей формуле (91). Что изменение температуры 
пропорционально концентрации k, мы вывели уже раньше в § 61 гл. V 
в уравнении ( 121); но тогда оставался неопределенным множитель 
пропорциональности. Тогда мы нашли:
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(94)

причем та же самая величина ф встречалась как при изменении упругости 
пара, так и при осмотическом давлении. Сравнение уравнения (91) с 
прежней формулой (94) позволяет определить эту величину ф и этим 
дает также вполне определенные значения для упругости пара рас

твора и для его осмотического давления. Находим:

1 R (95)

и следовательно, для относительного изменения упругости пара, со
гласно уравнению (119) гл. V имеем:

Р — Рй. 
Р '

т\ R 
R т.2

" Ч  и __  ” 2
Р  ш ,  п '  >Hi

(96)

равно как и для осмотического давления, согласно уравнению (135) 
гл. V:

RTRT I __t (97)

так как {mpi^v^ очень приближенно равно объему V  раствора.
В обоих уравнениях (96) и (97) предполагается, что растворено 

только одно вещество. Если их несколько, на место обоих указанных 
уравнений вступают следующие:

2,

Р — Рч _  _  ”г' +  ”з' I---- ___L
■ «l'

(«•/ +  «3* +  "  •) =  ̂  2
RT

(98)

(99)

Обе формулы выведены впервые вант-Гоффом другим способом. Осо
бого интереса заслуживает уравнение (99), уравнение состояния осмотиче
ского давления. Узнаем, например, сравнивая его с уравнением (9) этой главы, 
что уравнение (99) имеет точно такую же форму, как уравнение 
идеального газа. Этот результа' имеет основное значение: он показы
вает, что молекулы разбавленного раствора ведут себя точно так 
же, как молекулы идеалоного газа, причем объем газа заменен объемом 
V  раствора. Легко видеть такн<е, что здесь справедлив закон Дальтона
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о сложении парциальных давлений, потому что можем написать уравнение 
(99) так: .

2, . . .

Р  —

где Pj определяется уравнением;

' Рх- R T  I /\ Ci о \ - у г П х ,  (), =  2 ,3 , - . . ) .

Следовательно, осмотическое давление раствора равно сумме осмоти
ческих парциальных давлений отдельных растворенных веществ.

Вышеприведенные результаты обычно выводятся при помоши кине
тических соображений. '

Поэтому особенно замечательно, что примененным здесь способом 
Планка достигается тот же самый вывод, без малейшего обращения 
к таким специальным соображениям.

73. Закон распределения Нернста.

Из разнообразных применений уравнений (70) и (71) мы обсудим 
еще только случай, имеющий значение для химической лабораторной 
практики, а именно распределение растворенного вещества между двумя 
соприкасающимися, но не смешивающимися растворами. Ясно, что рав
новесие может существовать только при совершенно определенной кон  ̂
центрации обоих растворов, и дело идет именно об определении данной 
закономерности.

Числом независимых компонентов Джиббса здесь равно 3, число фаз 
Р =  2. Однако общность задачи ограничивается тем, что оба раство
рителя, имеющие нижние индексы 1 и 2, не могут смешиваться. Из 
встречающихся в общей задаче а =  3, р =  2 шести масс М^', М. ,̂
М.1', М^', М^' здесь остаются только четыре, так как М '̂', масса пер
вого растворителя во второй фазе, и УИ./, масса второго растворителя 
в первой фазе, обе равны нулю. Вследствие неизменяемости масс компо
нентов yWj, Mg имеем следующие внешние условия:

Мз =  Жз' +  Л1,'';

УИ," =  0; 
= 0; ( 100)

и соответственно для всякого происходящего в системе изменения спра
ведливы условия: .

Ш /  =  ЬМ^' =  о,

Ш ; = Ш ; '  =  0, ( 101)
. ■ bMg'-{-bMg" =  0.
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л±_______
п-1 +  Лз' ( 1-й растворитель в 1-й фазе),

^  5, =  0 =  ( 1-й »  во 2-й » ),i Я2"Н-Лз"' '

-  =  О =  (2-й »  в 1-й »  ),

k .” =='' ,/У =  ■ (2-й »  во 2-й »  ),

Я2" +  «з" 
h ’ —  ” 2'

, . 'Яг" .
Я2" +  Яз''

г ' ~  (растворенное вещество в 1-й »  ),

> (102)

•>И2" +  «-з"
во 2-й »  ).

Обозначим молекулярные веса обоих растворителей через те, и т„, 
а молекулярный вес растворенного вещества через т '̂ или т^'] при 
ЭТОМ' мы оставляем открытым вопрос, не различен ли он в обоих-рас
творах вследствие ассоциации или диссоциации молекул. Таким обра
зом'получим для числа молей соответственно следующие уравнения:

(103)

Отсюда, в связи с уравнением (101), получим для изменений числа 
молей следующие значения: . - • ■ ■

те,л,' =  Ж,'; т^п "̂ =  М ” == 0:
=  0; - Ж , ' ' ; .  .

=  Жз".

8я ,' =  Ьп” =  §л.; =  =  0,1
т^Ьп^ —  т^'Ьп^' =  0, J

или, умножая все уравнения на множитель h для перехода к числам vx;x, 
имеем: • . -

• v /= = v ,"  =  v,' =  V ' - 0, 1 (104)
^з''з' +  < 4 ' ' = 0 .  , /   ̂ ^т.

При этих условиях получим из уравнения (71), как условие равнове
сия для обоих наших растворов, следующее уравнение:

(105)

Если перевести 1 моль растворенного вещества из первого раствори-, 
теля во второй, то имеем Мз' =  — 1, и следовательно, согласно урав
нению (104), Уз" =  ̂ ,  так что условие (105) упрощается следующим 
образом:

- К ,{ Т ,  р). (106) .

»
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Это уравнение содержит решение поставленной задачи в совершенно 
общем виде: определенная функция концентраций растворенного веше- 
ства имеет при постоянной температуре Т и постоянном давлении р  
определенное постоянное значение; уравнение (106) представляет в не
котором смысле обобщение простого закона действующих масс при 
одной фазе, что, впрочем, ясно из способа получения этого уравнения.

Уравнение (106), названное «законом распределения» и обоснованное 
термодинамически Нернстом, становится особенно простым, когда моле
кулярные веса 
имеем просто:

m j и /Kj" в обоих растворах равны. В таком случае

к. (107)

1'. е. отношение концентраций растворенного веш,ества в обоих рас
творах имеет постоянное значение (при неизменных Т и р), кото
рое называется коэфициентом распределения.

Следует заметить при этом, что совсем нет надобности всегда иметь 
в виду жидкий растворитель; закон распределения в такой же мере 
справедлив и для двух газообразных и двух твердых растворов, а 
также для двух растворов того же самого растворенного вещества 
в различных агрегатных состояниях.

В химической литературе при исследованиях, касающихся закона рас
пределения, иначе определяют концентрации, а именно как отношение 
массы растворенного вещества к объему раствора, т. е. как массу рас
творенного вещества в единице объема раствора. Эти так называемые 
объемные концентрации, которые находятся в простом отношении с 
нашими концентрациями мы обозначим горизонтальной чертой над 
ними, следовательно, будем писать вообще Конечно, для этих объ
емных концентраций также справедливо положение, что при равновесии 
их отношение постоянно; само собой разумеется, что постоянная К  здесь 
другая, чем прежде. Во всяком случае, може.м вместо уравнения (107) 
написать так: -

%  =  р).
кз

(107а)

В виде примера может служить распределение Н̂ О.̂  (перекись водо
рода) между амиловым алкоголем (1-й растворитель) и водой (2-й рас
творитель). К а л ь в е р  (Calvert) нашел следующие числа, причем объемные 
концентрации приведены в миллимолях на литр.

кз" кз' к/с

94,1. 13,4 7,01
193,5 28,0 6,91
296,5 41,9 7,08
460,0 65,0 7.08
670,0 94,5 7,09
911,0 130,0 7,01
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Видно полное постоянство коэфициента распределения.
Выясним еще вкратце значение закона распределения для лабораторной 

практики - '
Пусть в 1л водного раствора растворены N =  100 2 вещества, кото

рое должно быть возможно полнее переведено в 1 л эфира. Коэфи- 
циент распределения эфир : вода равен 2. Сольем вместе весь литр 
эфира с водным раствором и встряхнем для быстрого достижения 
равновесия; в таком случае вполне определенное количество граммов раство
ренного вещества поступает в эфир; это количество мы можем обозна
чить через X.  ■

Тогда в водном растворе остается (Л/— х )г ,  а объемные концентрации 
будут соответственно следующие:

ь > — ̂ __ £
“  1000 k "  — ^» ~  1000'

так что, согласно закону распределения, будет:

или
N — x  =

1
h ” ■”  2 :

X
— T. e.2 ’

Следовательно, при встряхивании в эфир переходят 66,66. .  .г. Но 
соответственно закону распределения можно получить гораздо больший 
выход, встряхивая водный раствор поочередно с небольшими количе
ствами эфира, например два раза по 500 см .̂

В таком случае дело обстоит следующим образом: при первом встряхи
вании переходит опять-таки х  граммов, так что концентрации будут 
следующие:

3 1000 k ^ ^3 ~  500

следовательно, согласно закону распределения, имеем:

N— X N
2х = 2 ’ =

т. е. при первом встряхивании в эфир переходят 50 г растворенного ве
щества, а 50 2 остаются в воде. При вторичном встряхивании ее с 500 ел® 
чистого эфира в него переходит опять половина, следовательно, 25 г, 
так что всего в эфир будет переведено 75 а, против 66,66 2 предыдущега 
опыта. Этот прием можно, конечно, еще улучшить; при 10-кратном

1 Ср. монографию W. Н е г z, Der Verteilungssatz, i. d. Samml. chem. u. chem.- 
techn. Vortrage, 15, Stuttgart, 1909. bei F. Enke.
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встряхивании каждый раз с  100 г эфира выход составляет 83,86 г. Прак
тика вполне подтверждает эти указания; раствор всегда встряхивают 
несколько раз с малыми количествами второго растворителя, который, 
кроме того, выбирают так, чтобы коэфициент распределения был воз
можно большим по отношению к первому растворителю.

Как упомянуто, согласно уравнению (106), наступают более сложные 
соотношения, если молекулярный вес растворенного вещества не тот же 
самый в обоих растворителях. Здесь закон распределения также вполне 
подтверждается.

За более подробными указаниями отсылаем читателя к цитированной 
монографии В. Г е р ц а  (W. Herz), в которой находится также очень 
полный указатель экспериментально определенных коэфициентов рас- 
лределения.



Г л а в а  VII.

Химическое сродство и тепловая теорема Нернста.

74. проблема химического сродства.

В последние два десятилетия к обоим началам термодинамики при
соединилось еще одно положение, которым мы обязаны Нернсту. Оно 
тесно связано с вопросом, долгое время вызывавшим многочисленные 
споры: именно с вопросом об измерении химического сродства. Так как 
этот вопрос независимо от тепловой теоремы Нернста представляет 
в термодинамическом отношении значительный интерес,.мы рассмотрим его 
несколько подробнее и присоединим к нему формулировку теоремы 
Нернста. Так произошло и историческое развитие этого нового принципа 
теории теплоты. ■. .. ■ ■

Химическое сродство в чисто качественном отношении означает более 
или менее значительное «родство», т. е. более или менее значительное 
стремление двух веществ образовать соединение. Однако, это неопре
деленное понятие мало пригодно; напротив, следует искать количествен
ное мерило сродства. Можно было бы, например, пытаться подходящими 
Ензшними силами уравновешивать химичес’киё силы двух веществ,, стре- , 
мящихся вступить в соединение под влиянием именно этого сродства.' 
Эту внешнюю силу, препятствующую образованию соединения, можно- 
было бы считать мерилом .сродства. Между тем этот простой путь вообще , 
несбыточен, и наука проделала сначала значительный окольный путь, 
прежде чем вант-Гоффом ‘  было достигнуто удовлетворительное реше
ние этой задачи в 1883 г, . '

Если заставить реакцию происходить в бомбе Бертло, т. е. без произ
водства внешней работы, то, согласно первому началу теории теплоты, 
убыль внутренней энергии —  Q = 4-Q ')  т. е. равна тепло
вому эффекту процесса. Исходя из соображения, что чем больше хи
мические силы, тем больше также должна быть производимая ими работа, 
Ю. Томсен и М. Бертло высказали в 1854 и 1868 гг. принцип, что 
тепловой эффект происходящего ( без изменения объема) процесса есть 
мерило сродства изменяющихся при этом веществ.

Насколько правдоподобно сначала звучит это определение, настолько 
же непрактично оказалось оно при ближайшей проверке. В самом деле, 
пришлось бы допустить, что когда действительно происходит реакция, 
то работу производят именно химические силы, т. е. происходит поло
жительный тепловой эффект ( Q ' ^ 0), т. е. следовало бы ожидать, что 
всякая происходящая сама собою химическая реакция есть экзотер- 
л.ический процесс.

Etudes de Dynaraique chimique, 1883, стр. 177 и сл.

. /
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Это в самом деле имеет место очень часто, и именно при низких 
температурах, но отнюдь не исключительно; напротив, существуют также 
реакции, протекающие эндотермически, т. е. с отрицательным тепловым 
эффектом. Примером этого может служить всякая реакция, которая ведет 
к состоянию равновесия (что мы рассматривали в предыдущей главе о 
законе действующих масс); если такая реакция происходит в одном на
правлении с положительным тепловым эффектом, то при обратном тече
нии она является эндотермической.

Если бы мы хотели сохранить определение Томсена-Бертло, —  что 
само по себе было бы вполне возможно, —  то следовало бы или принять, 
что при эндотермических реакциях работа производится против химиче
ских сил, —  но это не вяжется с представлением, что при происходящем 
само собою соединении действуют «силы сродства»; или же следовало 
бы в каждом случае вводить предположения ad hoc. И то и другое 
ведет к построениям неудовлетворительным из-за своей искусственности.

Поэтому вант-Гофф высказал следующее предложение. Проводим ре
акцию изотермически (любым) обратимым путем. В таком случае 
уменьщение свободной энергии F  как раз равно максимальной работе A J, 
которую можно получить посредством этого процесса. Далее, оно зави
сит только от начального и конечного состояний и, следовательно, 
характерно для реакции. Эта максимально получаемая при реакции 
работа (исчисленная, например, на один моль, на единицу массы, на 
единицу концентрации и т. д.), за вычетом работы, произведенной 
внешними силами при некотором изменении объема, должна быть 
принята мерилом сродства.

Это,^очевидно, приводит к тому, чтобы измерять сродство не по умень
шению внутренней энергии U, но по уменьшению свободной энергии F.

Если принять это определение, то тотчас получается связь между хи
мическим сродством и тепловым эффектом Q. Обозначая в дальнейшем 
сродство (равное максимальной работе) просто через А' (или относя на 
единицу массы, через а'), имеем формулированное уже в уравнении (68) 
третьей главы следующее уравнение;

(1)

или, вводя вместо —  L/̂  тепловой эффект (при постоянном объеме) 
Q', получим обычное в химической литературе начертание так называе
мого уравнения Гельмгольца:

(2)

Из этого прежде всего следует, что величины Q' и А' вообще отли
чаются друг от друга, так как вообще будет ( ^ )  О, а именно мо
жет быть и A'<6iQ'. Равенство величин А' и Q' может, не
говоря об особых областях, наступить только тогда, когда А' не зависит 
от температуры. Далее, при точке абсолютного нуля также будет
A ' = Q '  ест не будет бесконечно-большой первого или высшего
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порядка. В особенности же из уравнения (2) ясно, что при отрицатель
ной величине Q' (эндотермический процесс) возможен случай Л ']> 0 ; 
это соответствует нашему представлению, что химические силы произ
водят работу также и при эндотермических реакциях. ^

Уравнение (2) представляет диференциальное уравнение для сродства А', 
интегрирование которого до известной степени позволяет определить А'; 
конечно, при этом неизбежно появляется неизвестная постоянная инте
грации. К этому вопросу мы еще вернемся. ‘

Уясним себе сначала на некоторых примерах определение вант-Гоффа. 
Спросим, например, о сродстве, с каким 1 моль ромбической серы 

превращается при температуре Т в моноклиническую серу. С этой целью 
мы должны превратить ромбическую серу в моноклиническую обратимым 
путем. Это можно выполнить следующим образом. При температуре Т 
ромбическая сера 8.ромб имеет давление возгонки Рромв', сообщая обрати
мым путем теплоту, возгоняем ромбическую серу, т. е. переводим ее в 
пар серы при давлении рромб ■ При этом будет получена работа Рромб V —  
—  Л /, где V' есть объем 1 моля пара серы при температуре Т и давлении 
Рромб', следовательно, согласно газовому закону, A^ =  RT. Тепер;> рас
ширим пар серы изотермически н обратимо, пока давление не достиг
нет значения рмон, т. е. давления возгонки моноклинической серы. При 
этом получим работу:

Р МОН Р МОН

p d V ^ - R T \
р р ом б  П-млм/7

р  МОН

Рромб

Р̂ромб 
рмон ^

причем, конечно, опять считаем справедливым газовый закон. На
конец, конденсируем пар серы при постоянном давлении возгонки р„он 
в моноклиническую серу, причем будет получена работа А '̂ —  —  p„o^V"-= 
=  —  RT, так как теперь происходит сжатие. Теперь мы достигли тре
буемого конечного состояния; моль ромбической серы превратился при 
предписанной температуре в моноклиническую серу. Правда, прц этом 
осталось небольшое изменение объема, так как ромбическая сера имеет 
иную плотность, чем моноклиническая, но эта разность столь ничтожна, 
что мы можем пренебречь количеством работы, которую следовало бы 
произвести для устранения этого изменения объема. Итак, вся получен
ная работа следующая:

Л- =  Л / +  А,' = R T -\ -R T  Ig рромб
рмон

■ R T = R T \ g Рромб 
■«

рмон

Следовательно, сродство на моль серы при превращении ее из ромбиче
ской в моноклиническую есть:

Л '^ /^T'lg рромб , 
Рмон * (3)

если т есть молекулярный вес серы, то при вычислении на единицу 
массы имеем:

т ® рмон (За)
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Указанный здесь способ был бы в случае серы невыполним, так как 
при данных температурах разность давлений возгонки слишком мала, 
чтобы ее можно было измерить. Но в таких случаях можно воспользо
ваться родственным способом: обратимо растворить упомянутые вещества 
(здесь оба видоизменения серы) в растворителе и для вычисления макси
мальной работы использовать осмотическое давление вместо давления 
возгонки. Вычисление выполняется, как приведено выше, и его можно 
предоставить читателю. Обозначая концентрации насыщения обоих видо
изменений серы через кромб и получим совершенно аналогичные
уравнениям (3) или (За) следующие формулы:

у1' =
или на единицу массы:

т '’ V ктк ]

1
I
{
)

(ЗЬ)

Этим способом Брёнстедт * мог непосредственно определить срод
ство превращения. Из уравнения (ЗЬ) видно прежде всего непосред- 
ствешюе следствие нашего рассуждения: отношение концентраций насы-

h
должно быть одинаково во всех растворителях, так какщения

'ромб
сродство превращения, разумеется, не может зависеть от раство^:ителя. 
в  самом деле, Брёнстедт нашел, например, при 20°С, что:

В бензоле; — 1,27

в эфире: » =  1,28
в бромистом этиле: »  =  1,28
в алкоголе: »  =  1,30

следовательно, в среднем: 1,28.

Затем при вычислении в калориях, т. е. полагая/ ? =  1,98 кал 
град ’

сродство превращения А' ромбической серы при 25®С (причем моно
клиническое видоизменение, как известно, не стабильно) равно:

А' =  —  1,98 (273 -[-25 ) Ig 1,28 =  —  146 кал
моль

Наоборот, сродство моноклинической серы к превращению в ромбиче
скую, конечно, равно тому же самому значению, только со знаком плюс,
следовательно, равно-]-146 ----- . Так как сера при указанных условиях
восьмиатомна, то ее молекулярный вес можно принять равным восьми
кратному атомному весу, т. е. равным 32,03 • 8 =  256,24. Поэто.му для срод
ства на I г получается следующее значение;

а '= - 0 , 5 6 9 кал 
град ’

1 Под концентрацией здесь следует понимать, как принято в химической лите
ратуре, число молей растворенного вещества в единице объема растворителя, 
например в 1 д; следовательно, это есть так называемая «объемная концентра
ция», которую мы ввели в заключении § 73.

2 Bronstedt ,  «Zeitschr. f. phys. Chem.», 55, стр. 371, 1906.



Проблема химического сродства 319

или, при обратной реакции, с обратным знаком. Как можно видеть из- 
формулы (3), сродство в этом’ случае пропорционально массе изменяю
щегося вещества; если бы изменялась, например, часть dz моля, то по
лучаемая максимальная работа имела бы, согласно уравнению (3), сле
дующее значение: . , .

A'd^=R Td^\g рромб
рмон

■ R T d l lg ^ l^Кмои

Это важно, потому что можно присоединить к этому следующее замеча
ние. Указанное здесь выражение работы имеет вид Qdq, известный нам 
из механики; g при этом есть некоторая координата системы в общем 
смысле Лагранжа, а соответственно этому Q есть относящаяся сюда 
общая компонента сил. Из этого видим, что сродство А' есть сила 
в смысле обобщенной силы Лагранжа, если принять количество S из
мененного вещества за координату, как мы сделали, например, в § 50 
при изучении испарения.. Поэтому неточно называть А' просто «работой»; 
это. —  работа на один моль или на единицу массы или на единицу 
концентрации и т. д., что, однако, отнюдь не противоречит понятию о 
ней как об общем компоненте сил. Это замечание, которое мы здесь 
отнесли к частному примеру, справедливо, как легко видеть, для всех 
случаев.

Из выражений (3) или (За) для сродства серы относительно превра
щения ромбической фазы в моноклиническую, мы можем извлечь даль
нейшие заключения; эти заключения, так же как последнее замечание, 
можно обобщить на все остальные случаи.

Согласно нашим соображениям, ромбическая сера при абсолютной 
температуре 273° 95,5° =  368,5° абс. находится в равновесии с моно
клинической; при этой температуре Рромб— Рмон{тл кроме и, сле
довательно, согласно уравнениям (3) и (ЗЬ), сродство А' равно нулю. 
Это как раз то, чего мы должны ожидать: при этой температуре не 
имеется, тенденции к превращению. Ниже этой температуры ромбиче
ское видоизменение стабильно, т. е. моноклиническая сера будет под 
влиянием химических сил сродства сама собою превращаться в ромбиче- 
■скую, но не наоборот; следовательно, сродство превращения из ромбиче
ской. серы в моноклиническую должно быть отрицательным. Это соответ
ствует тому обстоятельству, которое мбжно видеть из диаграммы пре
вращения серы на рис. 31, что рромб здесь меньше рмои- Это значит, 
что стабильное видоизменение имеет меньшее давление пара и, со
гласно уравнению (ЗЬ), меньшую растворимость, если последнюю изме
рять концентрациями насыщения. Наоборот обстоит дело при темпера
турах выше точки превращения; там Рромо'^Рмои и kpo.v.e'P> км<т, и 

. следовательно, сродство больше нуля, т. е. при температурах выше 95,5° С. 
ромбическая сера сама собой превращается в моноклиническую.

Как уже замечено выше, при всякой температуре превращения срод
ство должно быть равно нулю а выше и ниже ее оно имеет противо
положные знаки.

1 Собственно, в точке превращения равно нулю не сродство, т, е. разность 
свободных' энергий двух фаз, но согласно общим соображениям гл. V (ср.
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Второй пример вычисления сродства свяжем с реакциями идеальных 
газов, которые мы исследовали в §§ 66 и 67 предыдущей главы. Итак, 
пусть в данном объеме имеются различные газы в одинаковых произ
вольно взятых начальных концентрациях k\ и эти газы вступают ме
жду собою в реакцию; при равновесии, установившемся по закону дей
ствующих масс, образуются концентрации k\, так что мы снова возвра
щаемся к нашим прежним обозначениям. Здесь мы знаем полную энергию 
и полную энтропию по формулам и, следовательно, также свободную 
энергию F = U — TS. Уменьшение последней при реакции тотчас дает 
величину сродства. В прежних обозначениях мы имели, согласно урав
нению (6) предыдущей главы, следующее равенство для полной энергии:

Т + а х ), (4)

а согласно уравнению (13) той же главы —  следующее равенство для 
полной энтропии:

S =  2лх I g T —  Igp —  Ig h  +  2лх5х®. (5)
Следовательно, для свободной энергии газовой смеси перед реакцией 
■получим:

f  =  2  «и  ̂ «х^+ P + R T i g  к  -  r v }. (6)

При изотермически-изобарном изменении находим для T̂.pR'

Здесь мы опять, как и в предыдущей главе, перейдем посредством ум
ножения всего уравнения на соответствующий множитель h от величин 
Ьпх к величинам vx= ^ S «x , где vx обозначают числа изменяющихся мо
лей. Левая сторона дает в таком случае окончательную разность Fj —  P̂

в особенности SS 56, 57 и 58) разность изотермически-изобарных потенциалов Ф.
/У +  pV F +  pVСогласно определению последнего, имеем Ф =  S 

довательно, для разности в точке превращения:
— и, сле-

Ф 1 -Ф 2 =  ■+ р2 -j-p^2 F] -\ -p V j __Л '-4-/)(Уг — l^i)_ :0.

Следовательно, А' равно нулю лишь когда можно пренебречь членом, выражаю
щим работу p(V 2— Vi), что при твердых и жидких веществах практически все
гда имеет место,

1 Здесь под концентрациями йх опять следует понимать отношение числа 
молей п.̂  к общему числу молей ’Еп̂  — п, как в § 66 и следующих.

X
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свободной энергии, когда упомянутые числа молей изменились. Итак, 
находим:

F,-F,==RT\gply ,  +  R T l  Ig (fe''4) +
+  Т Щ у ,  -  +  2  (а, -  Т’5 /)  V,.

С сокращениями (23) предыдущей главы:
2 vx = v ,

2vx ^  =  2v, (5,» - C , ^ - R ) ^ R  Ig В,

2vx ах== RA
получим отсюда;

А
=  — i ? r v — / ? Г { — vlg / 7  +  l g 5 — ^  +  C l g r } + № l g ( & x > - ) *

При этом, согласно уравнению (25) предыдущей главы, т. е. согласно 
закону действующих масс, имеем:

IgS - +  С Ig Т—  V Igp =  Ig К„ (Г, р),

где К^(Тр) есть постоянная равновесия рассматриваемой реакции. Следо* 
вательно, имеем, наконец:

-  F, =  -  R n -  R V lg К ,{Т , p ) - { - R T l  Ig (V ^ ). (7)

Во избежание недоразумени!/еще раз отметим, что Ig никоим об
разом не равен 2 Ig (Ах )̂, потому что величины k\ представляют не кон
центрации равновесия, для которых это равенство, конечно, было бы 
справедливо, но начальные концентрации, сродство которых относительно 
рассматриваемой реакции должно быть установлено. Для вычисления 
сродства по уравнению (7) заметим, что по определению сродства не 
следует учитывать величину RT'), представляющую внешнюю работу, 
произведенную при реакции вследствие увеличения объема. Соответствен
но этому А ' оказывается равной остающемуся уменьшени.о свободной 
энергии, т. е. в том случае, если опять установится прежний объем:

А' =  RTlg K̂  —  R T I  Ig (^х ^). (8)

Как раньше мы приводили все к молю или грамму, так и здесь целесо
образно и употребительно относить сродство к случаю, когда все ис
ходные концентрации k\ равны единице; вследствие этого второй член 
выпадает В таком случае будет проще:

RTlgK,. (9)
1 Правда, в химии принято относить сродство к единице объемной концентрации 

^число молей в литре), что, конечно, принципиально безразлично.
31 Теория теплоты.
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В уравнения (8) и (9) можно, что чаще бывает более удобным, ввестй 
вместо концентраций k\ или k\ соответствующие парциальные давления 
Р\ или р\. Эти парциальные давления связаны с концентрациями сле
дующим образом, если полное давление обозначить через р [см., напри
мер, уравнения (11) главы шестой]:

px =  p h ,  

px== pkx .

Вводя эти значения в уравнения (8) или (9), получим соответствую- 
,ие уравнения, где имеет 

(25с) главы шестой, а именно:
щие уравнения, где имеет то же самое значение, как в уравнении

A! =  R T \ g K ^ -R T l.\ g {p x \  (8а)

или, если все начальные парциальные давления равны единице:

A'=^RT\gK^. (9а)

Сродство мы всегда обозначаем просто как величину, данную урав
нением (9) или (9а), отнесенную к единице концентрации или парциаль
ного давления.

Посредством этих уравнений одновременно получает, наглядный физи
ческий смысл постоянная равновесия. Согласно обоим уравнениям (9) 
можно, если известна постоянная равновесия, тотчас указать сродство, 
именно в эргах или калориях. '

Едва ли необходимо упомянуть, что эти же самые формулы получа
ются, если дело идет о реакциях в разбавленных растворах, о реакциях 
в неоднородной системе с газовой фазой  ̂ или с фазами раствора, где 
также справедлив закон действующих масс.

75. Соотношение между электродвижущей силой и сродством.

Чрезвычайно важный способ определения сродства состоит в том, что 
химическую реакцию заставляють производит электрическую работу, 
как это имеет место в гальванических элементах.

Например, при погружении металлического цинка в раствор CuSO^ 
цинк переходит в раствор, а Си выделяется на цинке, т. е. выпадает 
из раствора. Следовательно, под влиянием сил сродства происходит сама 
собою следующая реакция:

Zn -|- CuSOj — ZnSOj -[- Си. (10)

Этот процесс безусловно необратим, так как присущая ему работо
способность не используется, если ему предоставлено происходить, как

1 Ср, § 69.
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описано. Но мы можем получить эту работу, построив в этом случае 
так называемый элемент Дант'ля (и вообще гальванические элемен' ы, 
в которых происходит рассматриваемая реакция) и заставляя электриче
ский ток производить чработу.

Остановимся сначала на выбранном выше примере.
Схема элемента Даниеля следующая: Zn погружен в раствор ZnSOj, 

Си— в раствор CuSOj. Если соединить друг с другом выдающиеся концы 
металлов металлической проволокой, то по ней потечет электрический 
ток от Си к Zn, и одновременно Zn переходит в раствор, тогда как на 
медном электроде осаждается химически эквивалентное количество Си 
из раствора, т. е. действительно происходит реакция (10);

Zn CuSOj =  ZnSOj - j-  Си.

Поставим себе задачу определить сродство Zn и CuSOj по отношению 
к этой реакции (10). Уже из сказанного ясно, что это должно удаться, 
если мы заставим элемент работать обратимо и сможем определить про
изведенную при этом работу. Последняя в таком случае является макси
мальной работой, которую вообще можно получить посредством этой 
реакции, и эта работа равна сродству.

Какую же работу производит элемент, и при каких условиях можно 
ее получить обратимымщутем?

Если элемент коротко замкнут проводом, то в цепь поступает в се
кунду количество теплоты J'̂ 'W и, следовательно, во время t количество

где J— сила тока и
( 11):

(12)

сумма внутреннего со-противления и внешнего W .̂ Поэтому во внеш
нюю цепь поступает количество теплоты

а (13)

Обозначим разность потенциалов на концах замкнутой цепи элемента через 
Eg (индекс i<g» должен указывать на замкнутость); по закону Ома имеем;

(14)

так что равенство (13) можно написать так;

Q := J E ^ .  (15)

Здесь Jt есть Все количество электричества, протекающее во время t 
через какое-нибудь сечение; если обозначим его через Ж, то величина

(16)

есть электрическая работа, которая производится при протекании коли
чества эдектричества М от положительного полюса элемента к отрица
21»
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тельному, т. е. при протекании по проводнику, разность потенциалов 
на концах которого равна Eg.

Когда же эта работа максимальна, т. е. когда элемент работает обра
тимо?

Для этого, очевидно, требуется, чтобы весь процесс в элементе можно 
было заставить итти обратно. Следовательно, мы должны прежде всего 
количество электричества М, протекшее до '•их пор от положительного 
полюса к отрицательному, доставить, наоборот, от отрицательного полюса 
к положительному. Это можно выполнить просто, посылая через элемент 
в обратном направлении ток от внешнего источника тока, пока не будет 
передано желательное количество электричества М.

Но этого недостаточно. Одновременно должны быть восстановлены 
химические изменения, т. е.,- например, 1 моль Си должен перейти 
в раствор, а 1 моль Zn выделиться из раствора на катоде, причем в то 
же время должен измениться знак теплового эффекта. В элементе 
Даниеля это обратное выделение металла при изменении направления 
тока действительно имеет место; но это наблюдается отнюдь не во всех 
гальванических элементах. Элементы, сходные в этом отношении с эле
ментом Даниеля, называют поэтому также «обратимыми» элементами. 
Так как возбуждение теплоты Джоуля есть необратимый процесс, то мы 
должны, далее, по возможности уменьшить его. Это можно выполнить 
только тем, что из элемента берут очень слабый, в предельном случае 
бесконечно слабый ток, так чтобы теплота тока, которая пропорциональна 
квадрату силы тока, оказалась исчезающе малой высшего порядка. 
Протекание определенного конечного количества электричества М, 
равно как выделение 1 моля Си и т. д., длится в таком случае, разу
меется, бесконечно долго; но эта особенность, как известно, присуща 
всем квазистатическим процессам и не является препятствием в термо
динамическом отношении.

Для получения бесконечно слабого тока мы должны сделать внешнее 
сопротивление бесконечно большим. При этом повышается разность 
потенциалов замкнутого элемента Eg, согласно закону Ома, и неограни
ченно приближается к значению Е ,̂ т. е. к разности потенциалов, какую 
показывают полюсы элементов в разомкнутой цепи и которую называют 
электродвижущей силой элемента. Следовательно, в этом случае 
внешняя работа имеет максимальное значение А', которое, согласно 
равенству (16), оказывается: '
- А' =  ЕдМ. (17)

Теперь остается определить количество протекшего электричества, не
обходимое для превращения определенного количества вещества, участву
ющего в реакции; следовательно, в нашем примере, для превращения 
в раствор определенного количества Zn и выделения из раствора соот
ветствующего количества Си.

Ответ на это д^ет нам второй з^кон электролиза Фарадея. Согласно 
этому закону, омнаковым током в одинаковое время выделяются хи
мически эквивалентные количества вещества. Химически эквивалентные 
количества получаем делением грамматома, в случае химических элемен
тов, и граммолекулы, в случае химических радикалов (например, SOj,



СО3), на валентность данного вещества. Полученное таким образом 
количество граммов называют граммэквиеалентом. Соответственно 
этому для выделения граммэквивалента любого вещества должен 
в течение определенного времени протекать во всех случаях тот же 
самый ток, т. е. требуется то же самое количество электри
чества М̂ \ определенное таким образом количество электричества 
называют эквивалентным зарядом.

Протекание эквивалентного заряда через гальванический элемент вы
зывает разложение воды в нем на водород и кислород по схеме:

отсюда видно, что 1 граммэквивалент водорода равен 1 г водорода, и 1 грамм- 
эквивалент кислорода равен ^  —  кислорода а это действительно
химически эквивалентные количества. i

Из вышеприведенного изложения видно, что в этом случае целесооб
разно относить сродство или максимальную работу не к молю, но к из
меняющемуся граммэквиваленту. Можно во всякое время перейти от этих 
чисел к молям, когда это потребуется. Согласно равенству (17) макси
мальная работа на граммэквивалент составляет:

С оотношение между электродвижущей силой и сродством 325

А '= Е ,М , . (18)

Определить экспериментально легко, измеряя силу тока J и длитель
ность тока t, пока не выделится граммэквивалент Н, например 1 г водо
рода-.- Произведение Jt, т. е. эквивалентный заряд, оказывается равным

—  96 540 кулон. (19)

Если мы измерим электродвижущую силу в вольтах, то сродство на 
граммэквивалент, измеренное в «кулон-вольтах», согласно равенствам (18) 
и (19), есть произведение, которое, конечно, имеет размерность работы 
или количества теплоты. Именно, согласно определению кулона и вольта:

1 кулон=^0,\{г'б сл'/г],
1 вольт — [г''  ̂ см'б сек~\

следовательно, 1 кулон-вольт ■ 
следовательно.

10’  [г см селг*] =  10’  эрг — 4,19 кал.

96 540 кулон-вольт —  23 050 кал. ( 2 0 )

Из изложенного ясно, что электродвижущая сила обратимого элемента 
есть мера сродства, вызывающего в элементе химический процесс. По
этому величина должна удовлетворять уравнению (2) Гельмгольца:

(21)
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где Q' означает тепловой эффект происходящей в элементе реакции, 
теперь, конечно, отнесенный к граммэквиваленту. Представим себе 
приведенным, согласно равенству (20), от кулон-вольт к калориям; 
в таком случае получим электродвижущую силу, измеренную в калориях, 
которую мы обозначим Е '̂. Это выражение проще, так как

(96 540 Е )̂ кулон-вольт —  (23 050 Е^ кал =  Е^ кал равны:

V = Q ' + 7 - ( ^ (22)

Следовательно, согласно последнему уравнению, можно определить элек
тродвижущую силу Е̂  элемента, если известны тепловой эффект реакции
и температурный коэфициент электродвижущей силы. Лишь в

единственном случае, когда ^ ^ ^ ^ = 0 ,  можно вычислить электродвижу
щую силу из одного теплового эффекта Q'. Это соответствовало бы 
принципу Томсена-Бертло, который однако вообще неправилен.

Вышеприведенные формулы, принадлежащие Гельмгольцу и Джиббсу, 
подтверждены измерениями Яна (Jahn) * и др. Например, для элемента 
Даниеля при Г =  273° абс. получились следующие значения электродви
жущей силы и теплового эффекта:

£ j '=  25 263/тал,
Q' =  25 055лгал.

Соответственно сродство Zn и CuSOj на граммэквивалент при реак
ции (10) равно 25 263 лгал; чтобы получить сродство на моль, следовало 
бы умножить это значение на валентность, следовательно, в данном 
случае на 2.

Отсюда получается, согласно уравнению (22), следующее значение Для 
температурного коэфициента ^

\дт /т=273
25 263 — 25 055 208 кал

273 ’ 273 гр а д  '•

или, перечисляя в вольты: 

\ д Т  ).
208 вольт

д=:273 . 273-23050 град
= 0,000 033 вол ьт  

град ’

вольттогда как экспериментально  ̂ найдено 0,000 034 , что соответство
вало бь|ра зности между и Q', равной 213 лгал, тогда как получено было

1 См., например, у S а с к и г, Chemische Affinitat und ihre Messung, Braunschweig, 
1908.

m .
коэфициент при постоянном давлении, но при твердых и жидких системах раз
личие исчездрще мало.

2 Правда, экспериментально постоянно измеряют , т. е. температурный



20Ъкал. Совпадение настолько хорошее, как только можно ожидать, 
принимая во внимание трудность измерения. Вышеприведенные числа 
дают для электродвижущей силы элемента Даниеля следуюШее значение 
в вольтах:

=  1,099 вольта,

что точно так же хорошо согласуется с опытом (от 1,09 до 1,10 вольта). 
Впрочем можно видеть, что именно при элементе Даниеля член 
д ЕТ -g jr , представляющий поправку к принципу Томсена-Бертло, очень

мал, именно: он составляет при 273° абс. только 0,009 вольта, так 'что 
в этом случае электродвижущая сила или сродство практически равна 
тепловому эффекту. Но, как уже неоднократно указывалось, это совер
шенно исключительный случай.

Указанный в этом параграфе способ измерения сродства —  один из 
самых точных, какими мы обладаем, но применение его ограничивается 
относительно немногими реакциями. Следовательно, перед нами еще 
остается задача найти общий способ измерения или вычисления сродства.
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76. Тепловая теорема Нернста; сродство конденсированных
систем.

На эту задачу дает ответ тепловая теорема Нернста. Именно, Нернст 
исходит из уравнения (2) Гельмгольца для сродства:

A ' = Q ' + t ( - § ) . (2)

Это уравнение позволяет определить А ’ путем "интегрирования, но 
при этом появляется неопределенная постоянная интеграции. Чтобы вы
яснить это, поступим следующим образом.

Если мы составим сначала уравнение (2) при абсолютной температуре
Г = 0 ,  то последний член Г  ̂отпадает, если только бу

дет оо не выше первой степени; если же  ̂ остается конечной, сказан

ное тем более справедливо. ДеДая относительно одно из этих двух 
предположений, имеем из уравнения (2), при T — Q\

А CV- (2а)

Вычитая уравнение (2а) из уравнения (2), имеем:

(Л ' -  Л; )  =  (Q ' -  Qo') +  )^,
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или, если написать вместо {А' 
ротко Q;

• А^) коротко А  и вместо (Q ' —  Q '̂) ко-

dTJr

Это уравнение, очевидно, можно переписать следующим образом:

72.
о т \( f ) — в.:

(23)

(23а)

и дело идет об интегрировании этого уравнения. Уравнение (23) или 
(23а) есть линейное неоднородное уравнение относительно Л; соответ
ствующее однородное уравнение при Q == О гласит просто: ' ,

^ ( А
дТ\Т О,

общее решение которого, очевидно, имеет^следуюший вид:

A==JT.

(24)

(25)

Согласно общим положениям о линейных диференциальных уравнениях, 
нам нужно знать только еще один частный интеграл неоднородного 
уравнения (23) или (23а), чтобы, сложив его с (25), получить общий 
интеграл уравнения (23). Частный интеграл уравнения (23а) можно, оче
видно, написать так:

А (-3" О
- = - г■ Je 7*2 dT, (26)

Чтобы интеграл в правой стороне равенства вообще имел смысл, Q должна 

исчезать при Г =  О, так чтобы S  оставалось конечным; позднее мы рас
смотрим это подробнее, а пока предположим сходимость интеграла. Под
ставляя снова значения для А и Q, получим:

Л '= ( З о ' - 7 ' Q '-Q o '
п Г2 dT. (27)

К этому интегралу присоединяем данный в уравнении (25) общий инте
грал однородного уравнения; поэтому имее.д1 в совокупности следующее 
решение:  ̂ -

А ' =  Qa'—  Т  7Г. (28)
». О

Появившаяся здесь постоянная интеграции J, по праву названная Г а
б е р о м (Haber) очень характерно — терлюдинажчески неопределенной 
постоянной, может, конечно, зависеть от объема V. Именно эта неопре
деленность постоянной препятствует определению сродства путем чисто тер
мических измерений [теоретически говоря, посредством интегрирования



уравнения (2)]. Классическая термодинамика, т. е. заключения, выводимые 
из обоих начал термодинамики, дают именно не самое сродство, но 
только диференциальное отношение для него.

Если оставить без внимания неопределенность постоянной У, то в 
остальном Л' действительно можно определить путем чисто термических

О'измерений. В самом деле, интеграл 1 dT можно определить такими
измерениями сравнительно легко; это выяснится из последующего изло
жения, причем мы в особенности установим, какие величины для этой 
цели должны быть известны экспериментально.

При известных предположениях, которые позднее будут разобраны 
подробнее, можем разложить Q' как функцию Г в ряд по возрастающим 
степеням переменной Т, именно:
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Q ' =  Q ; + a r + p p  +  Y7’H ' - (29)

остается только определить экспериментально коэфициенты а, р, у . . .  
Но коэфициент а должен быть равен нулю, так как в противном случае 
интеграл в. правой стороне уравнений (26) или (27) не был бы сходя
щимся. Физическое значение коэфициентов р, получим проще
всего диференцированием Q ' по Г;

' ^ J ^ 2 | 7 + 3 Y r + . . . ,  (30)

dO'если одновременно примем во внимание, что величина , согласно по
ложению Кирхгофа, формулированному в уравнении (125) второй гла
вы, есть температурный/коэфициент теплового эффекта и означает раз
ность теплоемкостей реагирующих веществ до и после реакции (величины 
с штрихом относятся к веществам, имеющимся после реакции); тогда, 
с другой стороны, будем иметь:

dQ’ 
dT ' ОТ, Сч # (3 1 )

Следовательно, зная удельные теплоемкости при постоянном объеме 
(потому что уравнение (2) относится к постоянному объему) всех уча
ствующих в реакции веществ как функции температуры 7, мы, тем самым 
знаем также коэфициенты р, в выражении (29) для теплового эф
фекта Q'; как уже ранее отмечено, Qj' есть тепловой эффыст при точке 
абсолютного нуля. “

Подставим выражение (29) в наше равенство (28) для А' и проинте
грируем почленно. Это дает:

Л ' = ( ? ; ~ 7 [ Г р ^ / 7 +  +  +  •

или по выполнении интеграции:

Л' =  д ; - Р 7 ^ — Х т » . , .  +  ./7, (32)
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Нёрнст установил опытным путем, что при очень низких температурах 
которые, однако, все же еще значительно отстоят от точки абсолютного 
нуля (например, при точке кипения водорода, т. е. около 20° абс.), пра
вило Томсека-Бертло о тождестве величин Л 'и  Q'see  чаще оказывается 
верным, так что в нем, очевидно, должно заключаться правильное ядро. Важ
но именно то обстоятельство, что А  оказывается равным Q' уж е при 

•температурах, еще значительно удаленных от точки абсолютного нуля. 
Что при точке абсолютного нуля равенство величин Л ' и Q' имеет 
место, следует уже из уравнения (2) Гельмгольца, если только величина

будет бесконечно больщой порядка выще первого; это же ра
венство полностью вытекает также из сравнения выражений (29) и (32); 
следовательно, это есть обстоятельство, говорящее нам мало нового. Но 
если равенство А ' =  Q' существует уже на значительном температурном 
промежутке, начиная от точки абсолютного нуля, то в этой области 
должны быть равны также производные величин Л ' и Q ' по Г (конечно, 
все взятые при постоянном объеме, что в дальнейшем мы больше не 
будем особенно выдвигать).

Итак, экспериментальные факты приводят к. предположению, что

/дА' _ 6Q'\
\дТ дТ /П т  т=й ■

Из нашего выражения (29) и получающегося отсюда уравнения (32) сле
дует;

[ 2 ? Г + З т Г Ч - . . .  =  - 2 ? Г — +

чего можно достичь, принимая
0. (33)

Но, считая это условие выполнимым, получим, далее, из выражений 
(2 9 )^  (32):

lim
Т:

dQ'
;; d r  -  I

=  Ilim
т=о

1

)

(34)

 ̂ au- ал'чем само собщо удовлетворяется равенство и при низких тем
пературах.

Уравнения (34) представляют первоначальную форму тепловой 
теоремы Нернста.

Из уравнения (33) узнаем тотчас, что посредством этого нового требо
вания, присоединяющегося к обоим началам термодина.тки, определя
ется термодинамически неопределенная постоянная / ;  она прямо 
равна нулю.

Поэтому теперь, когда мы имеем уравнение (33), сродство Л' вполне 
определяется уравнением (32). Именно, Q' как функция температуры
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дана (вследствие того, что а =  0) выражением;

* (35)

и таким образом сродство А ' определяется следующим уравнением:

A ’= Q ' - 9 , r ~ A - T K . . (35а)

Итак, теперь сродство оказывается вполне доступным для определения 
путем чисто термических, измерений. Именно, для этого требуется опре
делить удельные теплоты как функции температуры, при условии, что 
выполнено первоначальное предположение, что Q' можно представить 
в виде ряда (29). Но это безусловно имеет место у так называемых' кон
денсированных систем, т. е. состоящих из чистых твердых или жидких (а так
же переохлажденных) веществ, так как 
эти системы' можно устойчиво, т. е.

.без изменений агрегатного состояния 
или аллотропических превращений, охла
дить до любых низких температур.
Напротив, газы и растворы исклю
чаются, так как мы не имеем представ
ления о том, что с ними происходит 
при очень низких температурах и ко
нечных давлениях. Скоро мы унидим, 
однако, что по теореме Нернста можно
косвенным путем определить сродство также и газообразных систем и 
растворов.

Уравнения (34), формулирующие теорему Нернста, допускают простое 
геометрическое объяснение, если выбрать кривые Q ' {Т) и А'{Т)  как 
ординаты, а температуру Т как абсциссы (рис. 46). Эти уравнения вы
ражают, что кривая Q ' и кривая А' соприкасаются возле точки абсо
лютного нуля, а также, что их общая касательная горизонтальна. То, 
что обе кривые соприкасаются, означает, что кривая А' (до известной 
степени) определяется кривой Q' (термодинамически неопределенная по
стоянная /  равна нулю); а то, что касательная к этим кривым имеет 
горизонтальное направление, выражает справедливость принципа Том- 
сена-Бертло для очень низких температур.

Выясним сейчас еще одно следствие теоремы Нернста, так как оно в 
общей форме встретится в одном из следующих параграфов. Исчезающий 
коэфициент а очевидно имеет [согласно уравнению (30)1 физическое 

/ d Q ' \значение т. е. значение температурного градиента теплового
эффекта при точке абсолютного нуля. Следовательно, в связи с поло
жением (31) Кирхгофа получим такое соотнощение:

(36)

т. е. при точке абсолютного нуля теплоемкости строго аддитивны, 
как этого требует правило Джоуля-Коппа.
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Заметим еще, что к теореме Нернста ведут (и, следовательно, с нею 
совместимы)  ̂ также и другие разложения в ряд величины Q', кроме 
разложения в ряд Маклорена. Вообще следует подчеркнуть, что преды
дущее отнюдь не представляет доказательства теоремы Нернста на ос
новании принципов термодинамики. Такое доказательство было бы невоз
можно, так как уравнения (34) представляют новый независимый факт, 
который нельзя вывести из обоих известных до сих пор начал термо
динамики. Таким же, например, со своей стороны является положение 
Томсона-Планка о невозможности perpetuum mobile второго рода. По
этому теорему Нернста называют иногда таюгсе третьим началом теории 
теплоты.

Здесь мы разберем несколько подробнее еще один простой пример; 
это вместе с тем один из первых случаев, на котором могла быть испы
тана новая теорема. В предыдущем параграфе мы определили по изме
рениям Брёнстедта сродство ромбической серы относительно ее превра
щения в моноклинкческую. С другой стороны, мы можем теперь вычислить 
это сродство по уравнению (35а), если знаем теп.товой эффект Q' этого 
превращения в форме уравнения (35). Этот эффект действительно из
вестен, так как Брёнстедт и Тамман измерили отнесенную к 1 г теплоту 
превращения (которую мы, соответственно нашему общему способу обозна
чения, обозначим через q') моноклинической серы в ромбическую. Они 
нашли:

^'„3 =  2,40 кал/г,
9'зб8 =  3,19адл/г.

Отсюда можно вычислить q '̂, тепловой эффект при точке абсолютного 
нуля, и коэфициент р, если мы ограничимся в уравнении (35) квадрат
ным членом; но это во всяком случае возможно для небольшого темпе
ратурного промежутка. В таком случае находим следующие значения:

q^ = 1 ,Ъ 7  кал!г,

1 5 .1 0 -

так что для теплового эффекта находим по уравнению (35) следующее 
выражение:

^' =  1 ,5 7 -1 -1 ,1 5 .1 0 -Ялга:.^/г. (37)

Итак, согласно уравнению (35а), можем выразить сродство а' превраще
ния моноклинической серы в ромбическую следующим образом:

1,57 — 1 ,1 5 .1 0 - Т^кал/г. (37а)

1- В частности, например, нет необходимости, чтобы были целые степени 7; 
вместо разложения вряд (29), который вследствие того, что а— 0, начинается 
со 2-й степени Г, можно начать разложение в ряд с члена 7", где только должно 
быть а > 1 .  Возможны разложения в ряд совершенно другого рода, которые 
тоже будут совместимы с тепловой теоремой Нернста,

а
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В следующей таблице сопоставлены значения а', измеренные Брёнстед- 
том посредством определения растворимости, со значениями, вычислен
ными по последней формуле:

т а' вычисл. а' наблюд.

273 0,72 0,718
288,5 0,62 0,639
291,6 0,60 0,629
298,3 0,55 0,569

Совпадение превосходное.
В то время как, согласно уравнению (37), тепловой эффект с повы

шением температуры повышается, сродство, согласно уравнению (37а), 
падает. Совершенно понятно, так как при этом мы приближаемся к точке 
превращения, на которой сродство должно быть равно нулю. Полагая 
при определении температуры превращения Г,, в уравнении (37а) а' =  0, 
получим для этой температуры следующее значение:

Г „ =  ^  абс. =  96,5° С. (37Ь)

Это также хорошо согласуется с экспериментальным результатом 
Г „ = 9 5 ,5 ° С .

Сделаем дальнейшее заключение для удельной теплоемкости ромби
ческой и моноклинической серы, так как, согласно положению Кирх
гофа, имеем здесь:

' ^^ =  c^o« —  c,o.s=2,Z 0-lG -->T ; (38)

отсюда для температуры Г =  350° абс. получим:

м̂он р̂охб 0,0081, KCLJljẑ

тогда как экспериментально В и г а н д о м  (Wigand) и К о р е в ы м  (Koref) 
найдено значение 0,0085. Но совпадение идет еще дальше, так как
согласно вышеприведенной формуле ^  должна с падением температуры
уменьшаться, чтобы, наконец, в точке абсолютного нуля самой стать 
нулем; это частный случай аддитивности удельных теплот, согласно тео
реме Нернста. Этот вывод также хор'ошо согласуется с фактами, как 
показывает таблица на стр. 334, взятая из работы Нернста

Хотя измеренные значения показывают —  очевидно, вследствие по
грешностей наблюдения —  небольшие колебания, все же уменьшение ве
личины ^  =  CjMM —  Cpo„s с температурой Т совершенно очевидно.

1 N e r n s t ,  Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss., стр. 262, 1910; там находятся 
также другие многочисленные примеры вычисления сродства.
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Порядок вычисленных значений также согласуется с наблюденными 
величинами, и поэтому мы можем признать, что в случае превращения 
серы теорема Нернста вполне подтверждается.

т dq'
~~df~ 2,30-10“ S Т Наблюдатель

83° абс. 0,0011 0,0019 Нернст
93° » 0,0010 0,и021 Нернст

1Я8° » 0,0054 0,0032 Корее
198° » 0,0056 0,0046 Нернст
235° »  - 0,0075 0,0054 Корев
2 0° » 0,о054 0,0067 Виганд
293° » 0,0089 0,0067 Корев
299° » 0,0082 0,0069 Виганд
329° » 0,0050 0,0076 Реньо •

Правда, нельзя не признать, что разность удельных теплоемкостей, 
согласно вышеприведенной таблице, уменьшается с падением темпера
туры несколько быстрее, чем это соответствует формуле (38). Но это 
зависит просто от того, что эта формула есть лишь приближенная эмпи
рическая, Кинетическая теория материи действительно показывает, что 
понижение удельных теплоемкостей при низких температурах происходит 
пропорционально третьей степени абсолютной температуры, следова
тельно, в самом деле, значительно быстрее, чем соответственно уравне
нию (38). Здесь мы должны ограничиться этим указанием.

К

77. Сродство газовых реакций по теореме Нернста; 
химическая постоянная и постоянная энтропии.

Как уже было замечено в предыдущем параграфе, тепловая теорема 
Нернста не относится непосредственно к газам и растворам, так как 
нельзя ничего сказать об их поведении вблизи точки абсолютного нуля 
при конечных давлениях. Термодинамически неопределенная постоянная У 
уравнения (28), которая по теореме Нернста равна для конденсирован
ных систем нулю, не должна непременно быть равной нулю для газов] 
она даже не может быть таковой, если считать газовые законы 
справедливыми вплоть до точки абсолютного нуля.

Действительно, сродство однородной газовой смеси, —  если принять 
справедливость газовых законов для всех температур, —  дано, согласно 
уравнению (9а), выражением:

A' =  RT\gK^, (39)

где Ig/Tp, согласно уравнению (25с) предыдущей главы и с принятыми 
там обозначениями, есть следующая функция температуры Т:

Аl g K = = l g B - ^ ^ C l g T . (40)
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А, В, С обозначают постоянные, значение которых выяснено в предыду
щей главе; здесь о них говорить пока нет надобности. Следовательно, 
уравнение (39), выражающее сродство, можно написать подробнее таким 
образом:

A' =  RT Ig В — R A - { -R C T lg T ,  (41)

а отсюда для d T jv получается:

(42)

Но это выражение отнюдь не обращается в нуль при 7 '= 0 ;  напротив, 
оно переходит в отрицательную бесконечность, чем доказывается' наше 
утверждение, приведенное выше. Следовательно, имеем перед собой сле
дующую альтернативу: или газовые законы остаются в силе, когда 
газы охлаждаются при постоянном объеме вплоть до точки абсо
лютного нуля', в таком случае тепловая теорема Нернста в форме 
(34) не может быть справедливой', или же, если тепловая теорема 
Нернста должна быть справедливой и для газов, то газовые законы 
при самых низких температурах перестают быть пригодными даже 
для идеальных газов.

Мы не будем останавливаться подробно на вопросе о поведении газов 
при конечных плотностях при чрезвычайно низких температурах и по
тому оставим также открытым дальнейший вопрос о справедливости для 
газов теоремы Нернста в форме (34). Тем не менее некоторые сведения 
о сродстве газообразных тел мы сможем' получить с помощью тепловой 
теоремы Нернста косвенным путем, хотя эта теорема действительно 
применима только к конденсированным системам. При этом выяснится, 
что невозможно определить сродство газообразных систем только по 
термическим измерениям, но что для каждого вещестпва, принимаю
щего участие в реакции, должно дыть измерено, например, давление 
пара при некоторой температуре.

Во всяком случае, уже это косвенное применение тепловой теоремы 
Нернста к газовым реакциям представляет значительный успех по срав
нению с состоянием теории до сих пор.

Это косвенное применение тепловой теоремы Нернста к газовым ре
акциям возможно путем следующего простого рассуждения.

Заставляем реакцию один раз происходить в газообразной системе, 
как, например, в § 74. Если газы имеют начальные концентрации k.̂  или 
соответствующие парциальные давления а концентрации равнове
сия равны и давления равновесия равны ру̂ , то уменьшение свободной 
энергии при изменении числа молей каждого газа, согласно уравне
нию (7), таково:

-  ^2 =  fiT lg К, { Т , р ) -  R T ^  Ig (йЛ) +  v/?r;

здесь v =  как и раньше, есть полное увеличение числа молей, про
исходящее при реакции. При введении парциальных давлений рх или рх
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это  уравнение переходит в следующее:

F , - F, =  RTlgK^  (Г) -  / ? Г 2  Ig (РЛ) +

Согласно нашему определению сродства в уравнении (За), RT Ig К  есть 
сродство А[а$ообр нзшей реакции (как обычно, отнесенное к началь
ному парциальному давлению, равному единице). Следовательно, можем на
писать такое уравнение:

Ig (РуЪ  +  vRT. (43)

Теперь заставим реакцию происходить др}тим путем. Будем сжимать 
газы от их начальных давлений (обратимо) до их давлений испарения 
или возгонки, которые обозначим вообще через тгх. В таком случае 
газы при постоянных давлениях тгх полностью (обратимо) конденсируются. 
После этого заставим реакцию происходить в конденсированной системе, 
где применение тепловой теоремы Нернста возможно непосредственно; 
после реакции сначала испарим или возгоним вещества полностью при 
постоянных давлениях ях, а затем расширим их до достижения давлений 
равновесия р\, которые установились бы и в том случае, если бы ре
акция протекала в газообразной системе.

Следовательно, конечное состояние при таком ходе реакции точно та
кое же, как и раньше, при реакции в газообразной системе, и следо
вательно, уменьшение свободной энергии (равное максимальной работе) 
также должно быть одинаковым в обоих случаях. Максимальная работа 
составляется следующим образом:

1. Из работы, полученной при сжатии от 'давлелий рх к давлениям 
(перед реакцией), и работы, полученной при расширении от тгх до Рх 
(после реакции); как легко видеть, эта работа имеет следующее зна
чение:

2. Из работы, полученной при конденсации газов (перед реакцией) и 
при испарении или возгонке (после реакции) при постоянных давлениях; 
эта работа, очевидно, равна:

--yRT,

где V есть увеличение
3. Из работы Ag', получаемой

стеме и по определению равной 
следовательно, равной A'„o„g, 

Таким образом происшедшее на 
бодной энергии равно:

числа молей вследствие реакции.
при реакции в конденсированной си- 
сродству в конденсированной системе.

этом втором пути уменьшение сво-

=  l g ( K x ' ' ^ ) - / ? T 2  I

~j~vRT 1(44)

X

X

X X
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Сравнивая это выражение с уравнением (43), тотчас находим соотноше
ние между сродством А'̂ азообр и вычисленным по тепловой теореме. 
Нернста сродством Аконд'-

ъ̂азообр —  A-̂ iко«д~р̂-RT Ig (It х'' )̂ =  +  (45)

Согласно изложенному в предыдущем параграфе, определение А'̂ онд 
сводится, по теореме Нернста, к чисто термическим измерениям; теперь 
остается еще исследовать, в какой мере можно посредством термических 
измерений определить давления пара тьх как функции температуры или какие 
для этого необходимы дополнительные другие измерения.

Для определения давлений пара мы обладаем уравнением Клаузиуса- 
Клапейрона; отнесенное к молю оно имеет следующий вид, если L' есть 
выделяемая наружу теплота превращения;

dz.

при этом есть молярный объем пара, Укоиэ —  молярный объем твер
дого или жидкого конденсата, которым можем пренебречь по сравне
нию с 1Л...ЕСЛИ, далее, принять справедливость газовых законов, то 

RTV^— — \ следовательно, получим известное уравнение:

RT̂  dT (46)

которое при интегрировании дает:

lgTix= — 4; (47)

при этом г\ означает опять термодинамически неопределенную постоян
ную, которую Нернст называет химической постоянной данного веще
ства. К более глубокому смыслу этого обозначения мы еще вернемся. 
Эту величину, во всяком случае, нельзя определить термодинамически, 
но для этого нужны особые, например молекулярно-кинетические, пред
ставления. '

Составляя теперь появившийся в уравнении (45) член по
лучим, согласно уравнению (44): ,

Так как, далее, согласно тепловой теореме Не; нста [уравнение (28)], 
имеем:

— Q(( комд ' 

22 Теория теплоты.

С ^пконд
---------р -------- dT=^- ■ R T l ^ d T , (49)

к I
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то окончательно получим из уравнения (45), учитывая уравнение (48) 
и (49), следующий результат для А'газообр'

A L oc6p = —  Т [  [  +  2  VX 5 vxix],

ИЛИ короче:
t __ V'Г’̂ га$ообр— ---  ■* \ d T -\ rT R y,yx ii. (50)

С другой стороны, непосредственно применяя уравнения Гельмгольца, 
получим, согласно уравнению (28), следующее значение;

AL
___  ^газообр I

гавообр'— -----   ̂ \ ^2 ^  ■* " i   ̂ ^: — Т [ (51)

если Q' есть тепловой эффект, наступающий при реакции, которая про
текает непосредственно в газообразной системе. Согласно первому на
чалу термодинамики, очевидно, и;меем:

Qz03006p--- Q конд — '■*х Х̂ i (52)

сравнивая уравнения (50) и (51) и учитывая это уравнение, получим за
мечательный вывод: ' ■

(53)

т. е. термодинамически неопределенную постоянную J газовой реакции 
можно вычислить по химическим^ постоянным участвующих в реакции 
веществ. На этом положении, значение которого впервые выяснил Нернст, 
основано важное теоретическое значение химических постоянных

Спрашивается: какие требуются измерения, чтобы определить кривую 
давления пара, данную уравнением (47)?

Прежде всего необходимо знать тепловой эффект как функцию 
температуры вплоть до точки абсолютного нуля, так как из структуры 
интеграла в уравнении (47) тотчас видно, что псдинтегральная функция 
именно при низких температурах дает значительную величину. Прин
ципиально Lx можно определить следующим образом. Первое начало
теории теплоты дает для температурного коэфициента по Кирх
гофу [ср. уравнение (125) главы второй] следующее уравнение:

dT ■•taaoeCpi (54)

где Сконд есть молярная теплоемкость конденсата, C,a,oo6p —  молярная 
теплоемкость пара при постоянном давлении, которую обозначим, как 
раньше, через С .̂ В таком случае интегрирование уравнения (54) дает:

т т
i^x'=  ̂ d T -  [ d T  (55)
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Постоянная означает при этом, очевидно, тепловой эффект при 
точке абсолютного нуля. Подставляя это значение для L-i в уравнение 
(47) и обозначая теперь, во избежание недоразумений, интегральную пе
ременную в интегралах уравнения (55) через Т , получим для кривой 
давления пара следующее уравнение: .

т т

ы
'JC^onbdT’

R n dT-
r S  Cpctr 
J :R n

или

R T '^  R

1 г / CpdT'
jT2

1 f  JS  d V

Ti ' d T —|— /x* (^^)

Согласно опыту, для одноатомных газов можно считать постоянной 
вплоть до самых низких температур, именно равной так что в
этом случае уравнение (56) упрощается следующим образом:

т
ь У  1 (S^noHddT'

) ^ J  --------------J2 dT-^ix. (56a)

Итак, для определения ~х нам необходимо знать величины С^, а также 
Сконд при всех температурах; обе получаются посредством чисто тер
мических измерений. Выделенную теплоту испарения на моль в точке абсо
лютного нуля l y  получим из уравнения (55), если известно значение 
Lx при какой-либо одной температуре. Наконец, химическую постоян
ную г\ получим из уравнения (56), если дано давление пара ux при 
какой-либо одной температуре.

Из только что сказанного и из уравнения (45) следует, что сродство 
газообразных реакций можно определить чисто термическими изме
рениями, если, кроме того, известно давление пара при какой-нибудь 
одной температуре для каждого участвующего в реакции вещества.

Такое давление пара при одной температуре в большинстве случаев 
(оказывается известным, так что с чисто практической точки зрения 
)можно удовольствоваться вышеприведенным выводом. Но не удовлетво- 
) ряет то, что тепловая теорема Нернста здесь неприменима непосред
ственно, г̂ак как мы допустили справедливость газовых законов при 
всех температурах, а в этом случае теорема Нернста для газов непри- 

)годна. Это, как мы уже упомянули, приводит к предположению, что 
идеальные газы при очень низких температурах подчиняются другим за
конам; тогда обычные газовые законы получаются из них как предельные 
случаи при высоких температурах, где мы имеем так называемое вы
рождение идеальных газов.

Те же соображения справедливы и для сродства разбавленных рас
творов; только при этом вместо давления пара входит осмотическое дав
ление, которое также подчиняется газовым законам. Здесь тепловая тео
рема Нернста, если считать ее безусловно справедливой, также непо
средственно неприменима, и следовательно, здесь также возникает 
предположение, что газовые законы требуют при очень низких темпе
ратурах поправки.

12*
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Укажем еще здесь, что постоянная 4 по праву носит свое название 
«.химической постоянной», поскольку она зависит только от хими
ческой природы конденсата, но не от агрегатного состояния или 
химического видоизменения его. Это можно легко доказать следующим 
образом.

Рассмотрим, например,- сродство превращения 1 моля ромбичес.кой 
серы в моноклиническую, которое, согласно уравнению (3), имеет сле
дующее значение:

A 'z=R T\g^-£^.
Р М.0Н

(57)

Воспользуемся здесь для \%Ррожб '̂  формулой (47), причем
i-'роиб и L'„oH должны означать выделенные наружу теплоты возгонки 
обоих видоизменений; в таком случае имеем:

Ig Рром6== —  J 4 ' ^  d T +  , I  

 ̂ -\-1мон ; I
(58

пусть 1ромб И 1мон будут химические постоянные, соответствующие обоим 
видоизменениям. Подставляя в уравнение (57), получим:

А',р о м б - ^  МОН

или

А
L'

р о м б МОН т S-
■'ромб '

Ti dp  “ |— RT (Урожб

Но, согласно первому началу теории теплоты, как тотчас видно, 
имеем:

С'ромб ■ V —  I'^ М О Н  ------- ^  у (59)

где и  означает тепловой эффект при превращении ромбическая —»моно- 
клиническая; следовательно, имеем, далее; '

'̂ pOMO.̂ MOli - ----- T [ ^ d T - \ - R T { i p o H 6 —  1мт) (60)

Но по тепловой теореме Нернста (31) термодинамически неойределен- 
ная постоянная этой реакции, происходящей в конденсированном со
стоянии, должна быть равна нулю; следовательно, получим замечатель
ный результат:

^ромб - (61)

т. е. химическая постоянная при обоих видоизменениях сери одна и 
та оке, т. е. не зависит от частного вида конденсата и, следова
тельно, зависит только от химической природы вещества. Этим резуль
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татом, очевидно, справедливым вообще, мы обязаны Нернсту; отсюда 
ясно, какое значение имеют эти химические постоянные.

Важное соотношение • соединяет, далее, химические постоянные 4  с 
отнесенными к 1 молю постоянными энтропии S / ,  которые мы ввели в 
уравнения (7) и (8) гл. VI. Сродство газовой реакции определяется,
согласно уравнению (9а), уравнением:

/
■^газоо5р= fiTlg Кр ,

а при подстановке вместо Кр, т, е. постоянной равновесия закона дей
ствующих масс, ее значения по уравнению (25с) главы шестой, это 
сродство определяется уравнением:

A\asoo5, =  R r [ lg  В —  у  - f  С Ig г ] , (62)

причем А, В, С — сокрашенные обозначения, определенные уравнением 
(23) той же главы. Именно, в обозначениях этой главы имеем:

2  В ~  R

^ ^  2  ^  i  2  -  ̂ )> \
I
J

(63)

Далее, согласно уравнению (29) гл. VI, физическое значение Л и С дано 
уравнением:

—  Qza3006p —  ^  Ч" > (64)

где Q'zasoo6p есть выделенный при газообразной реакции тепловой эф
фект на моль. Вводя равенство (64) в равенство (62), можем написать 
последнее уравнение так:

Агазообр Г J dT-]~RTlgB;  (65)

с другой стороны, согласно уравнению (2) Гельмгольца, это сродство 
дано уравнением: ‘

л О' «с
А̂ азообр =  -  7’ 5 d T + J T .  (66)

Этим выражением мы уже пользовались в уравнении (51); J есть тер- 
модиндмически неопределенная постоянная, которую, согласно уравнению 
(53), можно заменить выражением /?S vx4 . Следовательно, сравнивая 
уравнения (65) и (66) и учитывая уравнение (53), имеем:
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таким образом, присоединяя уравнение (63), имеем, далее:

. 2  - c , , - r ) = ^ r

Sx’>— Cvx~R
или

R (67)

Это уравнение раскрывает сд^зь между химической постоянной г\ и 
константой энтропии того же самого вещества в газообразном со
стоянии.

При этом постоянная энтропии определяется как энтропия на моль 
данного вещества при температуре Г =  1 и давлении р — 1, если исхо
дить из известного уравнения для энтропии S\:

Si =  C ^ x ^ T - R l g p x i - S . ; .

Однако можно также вместо рх ввести объем Vx одного моля, так как 
Pi RT. В таком случае получим для ,5), эквивалентное уравнение:

Q I g  7 +  / ? Ig V x +  (5х“ -  / ? Ig /?) =  С ,,\ g T + R \ g V x  +  S l  (68)

При этом 6\® =  Sx̂  — ^  Ig ^  означает энтропию на моль при темпера
туре Т =  1 и объеме Vx =  1 и иногда называется также постоянной ■ 
энтропии. Между этой постоянной энтропии 5х* и химической посто
янной 4  в таком случае существует следующее соотношение:

hr-
S x - C , x + R ^ R

R (69)

которым также часто пользуются. *
Отсюда видно, что, как мы уже неоднократно отмечали, постоянная 

энтропии 5х* или 5х® должна иметь совершенно определенное значение, 
которое можно указать, если известна химическая постоянная 4- На 
стр. 343 приведена таблица значений 4- '

Каким йутем возможно определить химические постоянные, мы уже 
изложили в связи с уравнением (56). Представляет принципиальный 
интерес, что существует еще и другой путь. Именно, как мы изложили 
в § 51, можно, если известно уравнение состояния, определить дав
ление пара Tlx как функцию температуры Т. В таком случае это тот
час дает также 4. К сожалению, в настоящее время этот путь прак
тически невыполним, так как именно при низких температурах все из-, 
вестные уравнения состояния отказываются служить или противоречат 
теореме Нернста.

Напротив, удалось вычислить химические постоянные газов, пользуясь 
кинетическими представлениями. Здесь достаточно привести таблицу не
которых значений 4> определенных экспериментально. При этом следует
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заметить, что значение величины ii зависит от единиц, в каких изме
рено кх; в последующем все измерения сделаны в единицах CGS.

Вещество 4 Вещество 4 Вещество 4

Н, 11,26 N2 13,56 СО 13J0
15,64 02 15,06 н а 13,21

Н 18,08 C12 17,30 НВг 15,03
Ч 16,42 Вг* 19,69 с о . 15,91

Na 16,05 J2 21,74 НаО 9,36
РЬ

S ,
19,94 N0 19,01

78. Теорема Нернста в расширенной формулировке Планка

Теорему Нернста можно выразить в форме, отклоняющейся от урав
нения (34), пользуясь понятием энтропии. Согласно уравнению (34), 
должно быть:

lim =  О,

или, так как А ' =  F  ̂—  т. е. равно происшедщему при реакций
уменьшению свободной энергии:

дТ ).] =  0. (70)

Но, согласно определению свободной энергии [ср. уравнение (66) гл, Ш],
иуеем:

■5;

следовательно, теорему Нернста можно, согласно уравнению (70), на
писать в такой форме:

l im ( .y j - .S ,)  =  0, (71)
f= Q

т. е. в области абсолютного нуля реакции в конденсированных сис
темах протекают без изменения энтропии.

Следует иметь в виду, что здесь указывается не величина самой эн
тропии, но лишь разность ее перед наступлением реакции и после нее. 
Поэтому S, и могут иметь до и после реакции любые значения, 
например быть бесконечными; только их разность будет равна нулю, 
согласно первоначальной теореме Нернста.

Планк в виде опыта расширил это следствие теоремы Нернста. Он 
утверждает, что при точке абсолютного нуля не только исчезает раз
ность энтропии в конденсированных системах, но что при точке аб
солютного нуля сала энтропия всякого химически однородного твер
дого или жидкого вещества равна нулю. Уравнением это выражается
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так: lim S =  0. (72)

При такой формулировке особенно отчетливо видно, что эта теорема 
выходит далеко за пределы классической термодинамики (первого и 
второго начала). Классическая термодинамика определяет энтропию по
средством диференциального уравнения, следовательно, только до не
определенной постоянной; здесь же энтропия, напротив, появляется в 
виде вполне определенной величины. Однако в этом нет ничего неожи
данного; в предыдулдих параграфах мы уже неоднократно приходили к 
заключению, что так должно быть. ■

В дальнейшем мы будем применять теорему Нернста в расширенном 
понимании Планка, которое, повидимому, оправдалось, и выведем отсюда 
некоторые замечательные следствия.

Согласно уравнениям (13) и (25) гл. IV, для удельной энтропии s 
любого однородного вещества справедливы соотношения;

Ь)
(73)

В первом случае приняты как независимые переменные Г и р, во вто
ром случае 7  и и.

Интегрируя оба уравнения, первое при постоянном давлении, второе 
при постоянном объеме, получим для s следующие значения:

т

(74)

причем Г, есть температура, отличная от нуля. Постоянные Дд (р, Гд) и 
0̂ (®> ^о) помимо зависимости от выбора 7д, т. е. нижнего предела инте

грала, могут зависеть также от давления р  или от удельного объема v, 
что в уравнениях обозначено добавлением аргументов при 5д.

Согласно теореме НернсДа в формулировке Планка в уравнении (72), 
должны быть справедливы уравнения:

г

а) ^ Г + 5 д ( р , Г д ) = 0 ,

Ь)
или также:

1

}

(75)

(76)
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Следовательно, мож110 написать оба уравнения (74) так:

5 =   ̂ ‘" ± d T ^ [ ^ d T , (77)

т. е обобщение теоремы Нернста, данное Планком, формально приводит 
к тому, что в обоих выражениях для удельной энтропии s постоянные- 
приравниваются нулю, и одновременно нижний предел интеграла также 
принимается равным нулю.

Из этого мы немедленно получаем фундаментальное следствие, что 
как с^, так и с„ должны исчезнуть в точке абсолютного нуля, так как 
в противном случае интегралы (77) были бы расходящимися, т. е. долж* 
но быть такое равенство:

' lim с =  Ит =  0. (78)

Это на первый взгляд парадоксальное утверждение вполне подтвер
дилось исследованиями за последние двадцать лет. Прежде считали, на
пример, удельные теплоемкости элементов существенно постоянными и 
знали как исключения из этого правила, собственно говоря, только бор, 
углерод и кремний, которые обнаруживали значительную изменяемость 
с температурой. Однако исследованиями Б е н а  (Behn) и в особенности 
измерениями, произведенными в лаборатории Нернста, было установлено, 
что это поведение, считавшееся раньше исключением, есть правило, w 
.можно утверждать с достоверностью, в той степени, в какой позволяют 
это делать имеюитиеся налицо исследования, что удельные теплоемкости 
уменьшаются в соответствии с уравнением (78) до нуля, когда темпера
тура достаточно приближается к точке абсолютного нуля.

В следующей таблице приведены в виде примера молярные тепло
емкости Ср алмаза, главным образом по работе Нернста*:

' T Cp в кал

23, 3—40,4 0,00
38,95— 46,2 0,00

86,5 0,03
92,1 0,03

205 0.62
209 0,63
220 0,72
222 0,76
243 0,95

. 262 1,14
284 ),35
:f06 1,58
331 1,34
358 2,12
413 266

1169 5,45

''О
в Иа.л.{

1 N e r n s t ,  Der Energieinhalt fester Stoffe, «Ann. d. Phys.'o, 30, стр. 395, 1911.
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Заметим, что алмаз уже при температуре кипения водорода обладает 
удельной теплоемкостью, не отличающейся от нуля. Совершенно анало
гичные результаты получаются также при всех прочих исследованных 
веществах, только в случае алмаза раньше начинается быстрое умень
шение теплоемкости. На рис. 47 молярные теплоемкости металлов РЬ, 
Ag, Си и А1 нанесены наряду с молярной теплоемкостью алмаза как 
функции температуры; отсюда видно, что все удельные теплоемкости 
■при падении те.мпературы стремятся к нулю, что соответствует уравне
нию (78).

Уже раньше, пользуясь первоначальной формулировкой теоремы Нерн- 
■ста, мы получили некоторые сведения относительно удельных теплоем
костей, именно: мы пришли к уравнению (36), утверждающему, что в 
точке абсолютного нуля удельные теплоемкости строго аддитивны (за
кон Джоуля-Коппа). Наш новый вывод идет дальше и охватывает наше 
■прежнее заключение; именно, он показывает, что эта аддитивность про
исходит вследствие исчезания всех удельных теплоемкостей.

Сделаем здесь еще одно принципиальное замечание.
Термодинамика, расширенная теоремой Нернста в трактовке Планка, 

могла доказать, что удельные теплоемкости исчезают в т©«се абсолют
ного нуля. Напротив, она не дает формулы для зависимости удельной 
теплоемкости данного вещества от температуры, и взгляд на рис. 47 в 
самом деле показывает, что этого нельзя ожидать, так как здесь, оче
видно, участвуют индивидуальные константы вещества. Положение дела 
точно такое же, как с уравнением состояния: оно также не дается термо
динамикой. Здесь, как и там, следует или подставлять эмпирические 
выводы, или же обращаться к помощи детальных представлений о стро
ении материи, например к молекулярно-кинетической теории.

Дальнейшее интересное следствие теоремы Нернста в толковании 
Планка относится к поведению коэфициента объемного расширения твер
дых и жидких веществ. Именно, согласно уравнению (25) гл. IV, имеем 
такое соотношение:

'̂ £\ ____ /<̂ р\
др)т~ \дт );

(79)

Так как коэфициент расширения а. определяется уравнением:

1 fdv\

то уравнение (79) можно переписать так:

ds \ -
5 (80)

©ычисляя левую сторону диференцированием уравнения (77), получим:
т

/^ \  _  г
\др)т J T\dp)rj, йТ\ (81)
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с  другой стороны, согласно уравнению (27) гл. IV, имеем;

\ d p j f
/d̂ v

(82)

Соединяя уравнения (80) и (82), получим;

«ли

т. е.

а ^

dT =^ а —  й„
р

а« =  0.

Выразим это словами; коэфициент расширения всякого химически од
нородного твердого или жидкого тела при температуре абсолютного 
нуля равен нулю. То же выражается формулой:

= 0 . (83)

Это заключение соответствует экспериментальным данным, поскольку 
выяснилось, что все коэфициенты уменьшаются с понижением темпера
туры Однако требуется дальнейшее подтверждение при еще более низ
ких температурах, что представляет большие экспериментальные труд
ности. Напротив, этот вывод термодинамики, расширенный теоремой 
Нернста, противоречит всем известным до сих пор уравнениям состояния, 
например уравнению ван-дер-Ваальса. Это лишний довод за то, что 
эти уравнения имеют лишь ограниченное значение при низких темпе
ратурах.

Совершенно такое же заключение вытекает и для термического коэфи- 
шиента давления.

Из уравнения состояния в диференциальной форме имее» :

+ ( ! ) * ,

следовательно, при dp =  0:

или, вводя коэфициент расширения а:

1 Е. G г U п е i S е п, Die termische Ausdehnung der Metalle, «Ann. d. Phys.», 33, 
стр. 33, 1910. Cp. c последним обзором Грюнейзена в «Handbuch d. Physik», т. X, 
стр. 39 и след., 1926.
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Здесь при Г =  О обращается в нуль также и а, тогда как пропорцио» 
нальная модулю сжатия величина , 
этому

и остаются конечными; по»

Термический коэфициент давления всякого химически однородного 
твердого или жидкого вещества при температуре абсолютного нуля 
равен нулю. ■

Относительно газов и разбавленных растворов можно повторить то же, 
что было сказано в предыдущем параграфе. Если допустить, что газо
вые законы справедливы при всех температурах, то энтропия этих тел 
не может исчезнуть при Т — 0. Если же, наоборот, потребовать этого 
исчезновения энтропии ради общности теоремы Нернста в трактовке 
Планка, то как неизбежное следствие придется признать, что при 
низких температурах в идеальных газах и в разбавленных растворах 
наступают явления «вырождения», т, е. отступления от газовых законов^
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Perpetuum mobile 80
—  — II рода 145 сл.
Петерсон (Petterson) 140 
Плавление 212 ■ _
—  его давление 212, 215
—  повышение точки его 213, 214
— понижение точки его 213 
П л а н к  М. (PlanckМ.) 145, 146, 148,

162, 209, 211, 2.6, 254, 259, 298, 299, 
300, 332, 343 ■ ,

—  его формулировка тепловой теоремы 
Нернста 343 сл.

Плоскости симметрии 23
-------- равноценные 23
Плотность теплового потока 15 
Поверхности изотермические 32, 69 
Пограничная кривая 117,262 
Пограничные условия 23 сл.
-— —  естественные и искусственные 26,

— ~  однородные и неоднородные 27,28 
Политропа 129
—  уравнение ее 130
Политропные кривые 129 
Политропные процессы 128 
П о л ь  (P.ihl) -87, 289, 290 ■
Понижение точки замерзания 246 сл.,

254, .305 ■
Поток вектора 16 ,
Поток тепловой —  см. тепловой поток 
П о т т  (Pott) 226 ,
Правило Максвелла 209, 300 
Правило фаз Джиббса 224, 234 сл., 239 

сл., 278
Превращение, его. сродство 318
—  его температура 220, 227
—  его теплота 220, 227
— его теплота внешняя 229
— его теплота внутренняя 229

23 Теория тенлоты.

Превращение, его теплота скрытая 202
— серы 220
—  состояния, скрытая теплота его 259
—  теплоты в работу 105 
Приведенная теплота 152 
Принцип Бертло 315, 326
—  Томсена-Бертло 326, 330, 331 
Проводимость, ее главные оси 22 
Пространство фаз 239 
Процесс, направление его 143
—  Планка-Томсона 145,146, 148,162,332
— экзотермический 134, 287, 315, 320
—  эндотермический 134 
Процессы дросселирования 188
—  квазистагические —  см. квазистати

ческие процессы обратимые 128, 162 
сл., 167

П ф е ф ф е р (Pfeffer) 258

Работа 1Г6 '
—  внешняя 95
—  давления 93 сл.
—  изотермического сжатия 106
—  максимальная 172
—  превращение ее в теплоту 316
— получение ее из теплоты 105 
Равновесие в растворах 301 сл.
—  зависимость его от давления и тем

пературы 242
—  константа его 284, 289
— неод'юродных веществ, применение 

к нему закона действующих масс 
294 сл. ■

—  полное неоднородное 245
—  состояние его 143
—  тепловое 5 сл., 7
—  термодинамической газовой смеси

282 сл .
—■ условия его 231 
Разведение, его теплота 252, 226 
Разведенные растворы 297 сл., 305 сл. 
Разложение, его температура 225 
Размерность 72 сл.
— температурной проводимости 72
—  теплопроводности 72 
Распределения коэфициент 312 
Распределение, теорема Нернста 310 
Раствор, давление его пара 247 сл.
— концентрация его 249.
— разведенный, давление его пара 

305 сл.
Растворы разведенные 297 сл., 305 сл. 
Расширения коэфициент 88, 347 
Р а у л ь  (Raoult) 254, 308
— его закон 254
Реакции без изменения Объема 134
—  давление их 225
— с изменением объема 140 сл
—  экзотермические 134
—  эндотермические 134 
Реакция, ее изотерма 286
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Реакция, ее изохора 286 
—■ ее температура 138 
Реальный газ 93, 104, 105, 184 сл., 191 

сл., 194 сл.
Р е й X е р (Relcher) 220 
Р е н ь о  (Regnault) 102, 205 
Решение главное задачи теплопровод

ности 46, 68
Решения, однозначность их 27 
Р и з е н ф е л ь д  (Riesenfeld), 226 
Р у  м ф о р д (Rumford) 77 
Р у ф ф  (Ruff) 222 
Ряд косинусов 64 ^
— синусов 64 *
—  смешанный 64

Свободная энергия 169
Свободы степень 239
Связанная энергия 169
Сера, ее сродство превращения 317
—  ее диаграмма состояния 221 
Сера моноклиническая 220
— кривая возгонки ее 221 
Сера ромбическая 220
—■ давление пара ее 222
—  сродство превращения ее 318
—  теплота превращения ее 221
—  тройная точка ее 222 '
Серная кислота, ее производство 288 
Сжатие, его работа 106
Сж атие изотермическое, его работа 106
— модуль его 182, 348 

Сжимаемость объемная 182 
Сжимаемые, тела 196
Си ла инерции Даламбера 74
—  трения 76
— электродвижущая 322 сл.
Симметрия, плоскости ее 23 
Система, внешние ее переменные 237
—  внутренние ее переменные 237
—  инвариантная 240
— физически неоднородная 200, сл.
— физически однородная 178 сл. 
Системы конденсированные 327 сл. 
Скорость звука 12
Скрытая теплота 202 
Смесь газовая — см. газовая смесь 
Смешение, метод II 
С м и т  (Smith) 218
Собственные значения функции 54, 62 
— функции 62 
—• — нормированные 62
-------- разложения по ним 54
Соль нелетучая 247
Состояние, его бесконечно малое из

менение 83
—  его уравнение 87, 92, 156
—  конечное 142
—• нормальное 153 .
—  метастабильное 219
— равновесия 143

Состояние уравнение ван-дер-Ваальса 113
—  устойчивое 219 •
Сохранения энергии закон 74, 75, 83 
Сродство превращения серы 317 
Сродство 315 сл.
— и электродвижущая сила 322 сл.
—  конденсированных систем 327 сл.
— мера его 326
—  растворов 331
— химическая проблема его 320 сл. 
Стабильное состояние 219 
Стабильные состояния 219 
Степень диссоциации 304 
Степень свободы 239
Сток (отрицательный источник) 32 
Сублимация (взгонка) 212

Т а м м а н  (Татшапп G.) 216, 220
223,332 

Температура 6
—  абсолютная 89
— абсолютная эмпирическая 89
— градиент ее 17 сл., 214
— ее связь с тепловым потоком 16 с л,
— инверсии 189
— кипения 212
— критическая 117
—  определение ее 8
— превращения 220
— разложения (диссоциации) 225, 226
— реакции 140
— эмпирическая 5 сл.
Температурная волна 56, 59 
Температурная проводимость 24
— внешняя 49, 52, 56
— внутренняя 52, 56 ,
Температурная шкала абсолютная 168
—  ----- эмпирическая 168
Температурные колебания годичные 61 
Тензор, его главные значения 22, 23
— симметричный 22 
Тензорный эллипсоид 22 
Тепла кинетическая теория 143
— вещественная теория 143 
Тепловая конвекция 14
Тепловая теорема Нернста в формули

ровке Планка 343
-------------применение ее к газовым ре

акциям 335
—  функция 141, 270 .
--------  при постоянном давлении 141
Тепловое излучение 14
— равновесие 5 сл., 8 
Тепловой поток 14 сл., 19
Тепловой поток и температура, связь 

между ними 16
Тепловой поток, нормальная компонента 

его 25
Тепловой эффект реакции 134, 315
-------------зависимость его от температуры

140



АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 355

Тепловой, эффект реакции отрицатель
ный 134

------------- - положительный 134
—  -------температурный коэфициент

его  139
Тепловые (термические) линии тока 69 
Теплоемкость газов 12
—  ее измерение 11
— ее размерность 11 
—• жидкостей' 11
—  истинная 10
—  при постоянном давлении 12, 100 
— .при постоянном объеме 12, 101
—  средняя 10
— таблица 13
Теплоемкость удельная 9 сл.
—  ее размерность И
—  идеальных газов при постоянном

давлении 12, 100 •
— идеальных газов при постоянном 

объеме 12, 100
—  измерение ее 11
—  насыщенных паров 207
—  твердых тел 11
—  таблицы 13 
Теплообмен 7 
Теплопроводность 23
—  ее диференниальное уравнение 23
—  ее диференциальное уравнение ин

тегралы его 37, 46
—  ее коэфициент21
—  ее размерность 72 
Теплопроводность линейная 37, 56
—  в бесконечно длинном стержне 65
— двухмерная задача 31
—  метод Депре 48 сл
—  метод Ф. Неймана 52 сл.
—  стационарное состояние 48
—  с учетом боковых потерь 48
—  таблица 73
Теплосодержание 141, 188 .
— вычисление его для смеси воды и 

водяного пара 265 сл.
Теплосодержания таблицы для воды 

271
Теплота возгонки углекислоты 296.
—  выхода 257
—  испарения 168, 204
—  как форма энергии 77 сл.
—  количество ее 9
—  превращение ее в работу 105
—  превращения 220, 227, -285
—  приведенная 153
—  приведенное количество ее 153 i
—  разведения 252
—  скрытая 202
—  удельная (теплоемкость) 9 
Термическая диссоциация 225 сл., 294 
Термодинамика первоеначало74сл.,81 сл.
— второе начало 142 сл., 149 сл.
— третье начало 332

Термодинамически неопределенная по
стоянная 328. 338

Термодинамический коэфициент полез
ного действия 127, 128 
—- потенциал газовой смеси 278 
Термометр 5, 7
—  водородный 160
—■ его практическое осуществление 6 
Ток, его плотность 15
—  электрический, его линий 69 
Т о м с е н  Ю. (Thomsen J.) 225, 292,

315, 316, 326, 330, 332 
Т о м с о н  В. (Thomson W.) 61, 82, 98,
—  145, 189, 190, 213,—его формула 196, 
Т о м с о н .  Д ж е м  с (Thomson James)213, 
Т о м с о н а - Б е р т л о  принцип 326,

330, 331
Т о  м с о н а-Д ж оуля опыт97 сл., 100 сл. 

109, 187 сл.
Т о м с о н а - П л а н к а  процесс 145, 147, 

Т48, 162, 332 
Точка инверсии 190 
Точка кипения 8 
-------- ее изменение 253
—  —  ее повышение 246 сл, 253
—  —■ разведенных растворов 305 сл. 
Точка таяния льда 8
Точка тройная 215
--------  воды 217
-------- серы 222
—■ —  углекислоты 217
Точка четверная 224, 242
Точки- отсчета 8
Трение, его сила 76
Трения коэфициент 77
Тройная точка 215
Трубка силовых линий 69 .

Уатт (Watt J.), индикатор его 123 
Углекислота, диаграмма состояния ее 218
—  диаграмма возгонки ее 218
—  диаграмма испарения ее 218
— кривая плавления ее 218 
Углерод, теплота возгонки его 296 
Упругости модуль 182
Уравнение состояния 87 сл., 92 *
—  Ван-дер-Ваальса 113 сл.
—  неоднородности 27 сл.
—  осмотического давления 310 
—- идеальных газов 87
—  несжимаемых тел 193
—  сжимаемых тел 196
—  приведенное 120
Уравнение условия однородности 27 сл. 
Условия пограничные —  см. погранич- 
. ные условия
—  равновесия 176 сл., 231 сл. 
Устойчивые состояния 219

Фаза 231, 234
Фаз правило Джиббса 234
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Фаз число 239
Ф а ра л  е й  (Faraday), его законы 

электролиза 324 
Ф о й г т  :W. V. g )  21, 69 
Ф о р б с  (Forbes) 61 
•Фор к р а н  (de Forcrand) 225 
Фундаментальные значения для воды 217 
Функции гиперболические 51
—  с< бственные — см. собственные функ

ции
Функция векторная линейная 21 
Функция тепловая Джиббса 270 
Фурье (Fourier) 64
—  интеграл его 64 сл.

Химическая постоянная 334 
— и постоянная энтропии 312 
Химических постоянных таблица 343 
Химические реакции без изменения 

объема 131
--------  с изменением объема 140

Цельсия шкала 8

Четверные точки 224, 242 
Число фаз 239

Ш е е л ь (Scheel) 263 
Шкала температурная абсолютная 168 
— эмпирическая 168 
Шкала Цельсия 8
Ш у л ь ц е ,  Ф. А. (Schulze, F. А.) 68

Эйлера теорема 236 
Эквивалент тепла механический 79, 80 
Эквивалентные заряды 325 
Эквипотенциальные поверхности 32 
Экзотермический процесс 134, 287 
Экономический коэфициент 290 
Электрическое нагретое тело, метод 

Кольряуша 69 сл.
Электродвижущая сила 322 
Электролиз 324 
Электропроводность 70 
Элемент гальванический Даниэля 323
-------- обратимый 324
Эмпирическая температура 5 сл. 
Эндотермические и экзотермические 

реакции 287
Э н д р ь ю с  (Andrews) 114, 118 
Энергия внутренняя 82 
—  газа 98, 184

Энергия газовой смеси 278 сл.
—  закон сохранения ее 83
— закон сохранения ее в механике 74
—  закон сохранения ее обобщенный 76
—  значение ее для насыщенного пара 269
—  идеального газа 100
■— константа ее 280 .
—  неоднородных систем 227
—  потенциальная внешняя 81
—  потенциальная внутренняя 81
— разбавленных растворов 297 
Энергия, расчет ее для смеси воды и 
. водяного пара 265

— свободная 169
— свободная идеальных газов ЦО—171
—  свободная реальных газов 184
■— свободная, уменьшение и увеличение 

ее 171 .
—  связанная 169 сл.
—  таблица ее для воды 269
—  удельная 86
— уравнение ее для идеальных газов 

97 сл., 120, 135
— уравнение ее для несжимаемых тел 

193 сл.
—  уравнение ее для реальных газов 

184 сл.
—  уравнение ее для сжимаемых тел 

196 сл.
Энтропия 151, 156, 165
—  аддитивность ее 156
—  вычисление ее 153 сл.
—  вычисление ее для смеси воды и во

дяного пара 265 сл.
— газовой смеси 161, 278
— идеальных газов 155
—  константа ее 331 сл.
—  неоднородных систем 227
—  нёсжимаемого тела 193
— определение ее 153
—  разведенных растворов 303 сл,
—  разность ее 153 .
—  таблицы ее для водяного пара 266
—  увеличение ее 156, 163 сл.
—  увеличение ее вследствие диффузии

liSO
—  удельная 156, 299
— функция ее 153
Эффект тепловой реакции —  см. тепло

вой эффект реакции 
Эфира образование 304

Ян (Jahn) 299, 326
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