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В книге дается детальное изложение одного из важнейших раз­
делов исследования операций — теории массового обслуживания. 
Широко освещаются основные задачи теории в тесной связи с при­
ложениями к телефонии, движению транспортных потоков, управ­
лению запасами и другим областям практической деятельности. 
Приводится обширная библиография.

Книга является фундаментальным руководством для широкого 
круга специалистов, занимающихся как теорией, так и практиче­
скими приложениями теории массового обслуживания.



Предисловие к русскому изданию
Советский читатель знаком с первой переведенной и изданной 

у нас книгой Томаса Саати «Математические методы исследова­
ния операций» (Воениздат, М., 1963).

Новая книга Саати, предлагаемая в русском переводе, посвя­
щена детальному изложению одного из важнейших разделов иссле­
дования операций, получившего у нас наименование теории мас­
сового обслуживания, а в странах английского языка — теории 
очередей.

Теория массового обслуживания в последние годы развивалась 
исключительно быстро. За это время не только существенно про­
двинулось решение вопросов, возникших в • период зарождения 
теории массового обслуживания, и появилось большое число но­
вых постановок проблем, но и были также разработаны некото­
рые общие приемы решения широких классов задач, а также ос­
мыслены специфические особенности самой теории. Более того,

. выяснилось, что постановки задач теории массового обслуживания 
имеют весьма широкий характер, поскольку к ним приводят почти 
все направления современной практики. Естественно, что расши­
рение поля приложений неизбежно привело к увеличению числа 
исследователей и к расширению того круга изданий, в которых 
появляются работы интересующего нас направления. Лицо, поже­
лавшее теперь ознакомиться с задачами и методами теории массо­
вого обслуживания по журнальным статьям, вынуждено" обра­
титься к научным изданиям, посвященным математике, транспорту, 
медицине, экономике, военному делу, промышленности, сельскому 
хозяйству, связи, физике и многим другим областям знания. Вот 
почему сейчас возникает настоятельная необходимость в издании 
как хороших обзоров, подводящих итог определенному этапу раз­
вития теории и практики применения, так и аннотированных 
библиографий.

Среди выщедших за последние годы монографий по теории 
массового обслуживания книга Саати заслуживает особого внима­
ния по нескольким причинам. Во-первых, в ней достаточно широко 
изложены основные задачи теории, во-вторых, эти задачи тесно

5



увязаны с практическими вопросами ряда направлении деятель­
ности, в-трбтьих, математические методы теории изложены удачно 
й, в-четвертых, книга снабжена превосходно составленной библио­
графией, пополненной к тому же переводчиком. Указанные обсто­
ятельства приведут к тому, что книга окажет существенную по­
мощь читателям в их повседневной работе.

Понятно, что издание книги Саати на русском языке не снимает 
необходимости написания новых книг на ту же тему, которые 
осветили бы теорию массового обслуживания с разных сторон и 
способствовали бы как прогрессу теории и методологии науки, так 
и расширению поля ее приложений. Это тем более необходимо сде­
лать, что ряд Н01ВЫХ постановок задач, интересных с теоретической 
и прикладной точек зрения, возник уже после выхода в свет книги 
Саати. Несколько слов о такого рода вопросах, а также о вопро­
сах, совсем еще не затронутых в литературе, будет мной сказано 
позднее.

Теперь, после того как дана общая оценка предлагаемой совет­
скому читателю книги, можно перейти к краткому обзору совре­
менного состояния теории, изложению которой она посвящена.

В последние десятилетия развитие науки, техники, экономики, 
средств связи и транспорта привело к необходимости иметь дело 
с большими системами, обладающими определенной целостностью, 
хотя и состоящими из огромного числа частей, использование ко­
торых находится под влиянием иррегулярных воздействий. Осо­
бенности такого рода систем, естественно, требуют особого подхода 
к их изучению, а также специальных приемов управления ими. 
К таким системам можно отнести телефонный узел, крупное пред­
приятие, систему противовоздушной обороны, пароходство или же 
крупный аэропорт. Естественно, что во всех этих системах возни­
кают многочисленные задачи, отражающие специфику конкретной 
системы, а также тех целей, которые ставит перед собой руковод­
ство этой системой, если речь идет о системах, руководимых чело­
веком. Однако в этом огромном разнообразии индивидуальных 
особенностей выявляются и задачи общего характера, свойствен­
ные многим сложным системам самой разнообразной природы. Не­
которые из этих задач и создали базу теории массового обслужи­
вания.

В качестве примера рассмотрим работу крупного морского 
порта. В порт прибывают суда из различных стран. Эти суда не­
обходимо обработать, т. е. разгрузить, погрузить, произвести не­
обходимый ремонт, снабдить горючим, вспомогательными материа­
лами и т. д. Все это необходимо организовать так, чтобы добиться 
максимальной экономической эффективности. Из всего многообра­
зия аспектов работы порта остановимся лишь на одном: погрузке 
и выгрузке судов. Суда в порт прибывают из многих портов мира, 
моменты их прихода не могут быть точно определены, поскольку 
для грузовых судов имеется огромное количество причин, в силу 
которых отклоняются от графика как моменты их прихода в порты 
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и моменты их отправления, так и длительность их обрабо'Тки. Чтобы 
проиллюстрировать, насколько значительное влияние оказывают 
различного рода причины на нарушение графика прихода судов 
в порт назначения, приведем две выборки из графиков, которые 
составляются заранее для планирования работы как порта, так и 
судов. Данные взяты за один из месяцев 1962 г. и за тот же месяц 
1963 г. и заимствованы из статьи Б. В. Гнеденко и М. Н. Зуб­
кова [990].

Таб лица  1
График прихода судов и его выполнение

Название
судна

Дата прихода в порт 
по графику

Дата фактического 
прихода в порт

^Авамери*
„Либерейтор“

„Маруба"

„Атлантида^* 
Ив. Ползунов" 

„Пулково" 
„Алапаевск"

„Арагви"
„Вормси"

„Коломна"
„Грибоедов"

„Медногорск"
„Ижевск"
„Кировск"
„Репино"

1962 год.
От 8 до 20 

5 или 6
От 25 текущего 
месяца до 8 сле­

дующего 
28 
12

Не ожидалось 
От 12 до 15

1963 год 
4
6
7 

13 
15 
22 
24

Не ожидалось

23
Не пришло 
Не пришло

Не пришло 
25 
27

Не пришло

5
10
30

Не пришло
Не пришло 

18
Не пришло 

30

Подобная же картина наблюдалась не только в этом порту и 
не только в этом месяце. Так, в другой порт за месяц не прибыло 
17 судов, приход которых намечался графиком, и пришло 22 судна, 
не предусмотренных графиком. Из приведенной таблицы мы ви­
дим, что нередко суда приходят в намеченный месяц, но в другие 
сроки, не по графику. При этом общее число судов, приходя­
щих в порт, оказывается сравнительно близким . к намечен­
ному планом. Очевидно, что график является не законом движения 
судов, а лишь примерным указанием на интенсивность возможного 
их движения в намеченный период. Как бы точно мы ни стреми­
лись спланировать движение судов и сделать по>ступление их 
в порт назначения равномерным, нам это не удастся, поскольку 
в действительности действует множество причин, которые невоз­
можно предусмотреть заранее: метеорологические условия на 
трассе, изменение ранее намечавшихся маршрутов, условия поступ­
ления грузов, новые договоры на срочную поставку грузов, поло­
жение с рабочей силой в портах погрузки и выгрузки и пр.
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Сказанное заставляет нас ожидать значительной неравномер­
ности -в прибытии судов в порт. Фактические наблюдения сведем 
в две таблицы.

Т а б л и ц а  2
Данные о приходе судов в порт за 42 дня

Число судов, прибывших 
за сутки

Наблюденное число 
суток с приходом ука­
занного числа судов 16 13 10

Промежутки времени между приходом последовательных судов 
подвержены очень большим случайным колебаниям. В уже ука­
занной работе Б. В. Гнеденко и М. Н. Зубкова приведены данные 
о 335 промежутках времени, которые были наблюдены между 
336 судами, прибывшими в порт за О'пределенный промежуток 
времени. Эти данные сведены в табл. 3, из которой видно, что 
были периоды, когда в порт не прибывало ни одного судна в тече­
ние более чем трех суток. В то же время было большое число слу­
чаев, когда суда прибывали в порт буквально одно за другим. Так, 
промежутков, меньших часа, наблюдалось 34.

Таб лица  3
Промежутки времени между приходами судов в порт 

в часах

Величина промежутка времени между прихо­дом судов
Числослучаев

Величина промежутка времени между приходом судов
Числослучаев

0-1 34 15—16 7
1—2 28 16—17 9
2 -3 23 17—18 13
3—4 18 18—20 13
4 -5 8 20—22 10
5 -6 13 22—24 8
6—7 14 24—26 6
7—8 13 26—28 9
8 -9 8 28—30 9
9—10 16 30—35 9

10—11 5 35—40 8
11-12 14 40—50 9
12—13 9 50—60 3
13—14 7 60—70 2
14-15 9 70—80 2

Нужно сказать, что при планировании работы порта приходится 
считаться не только со случайным разбросом моментов прихода 
судов, но и со значительным разбросом длительности погрузо-раз- 
грузочных операций. Анализ 389 случаев обработки судов в одном
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из портов за одну навигацию, в течение которой никакой рекон­
струкции причалов по приемке генеральных грузов не производи­
лось, показал, что длительность обработки судна колебалась от i 
до 518 часов. Данные о длительности грузовых операций в порту 
сведены в табл. 4.

Т а б л и ц а  4
Время, затрачиваемое на обработку судна в порту, 

в часах

Длительность погру­
зочно-разгрузочных 

операций

0—5
5— 10

10— 15
15—20
20—25
25—30
30—35
35—40
40—45
45—50
50—55
55—60
60—65
65—70
70—75
7 5 -8 0

Число
случаев

Длительность погрузочно- 
разгрузочных операций

17
23 
17
24
25 
17 
14
13 
9

20
17
19
14 
16
15 
8

80—85
8 5 -9 0
90—95
95— 100

100—110
110 -120
120— 130
130—140
140-150
150—160
160-180
180—200
200—250
250—300
300—400
400—600

Число
случаев

8
6

12
4 

12 
10 
11
6

10
5 

10
7

10
7
2
1

Приведенные числовые данные достаточно убедительно пока­
зывают, что решение экономических и технических проблем, свя­
занных с  эксплуатацией флота и портов, не могут быть решены 
элементарными арифметическими приемами. Действительно, если 
при подсчете числа причалов, которые рационально соорудить 
в порту для реализации заданного грузооборота, мы станем исхо­
дить из таких средних цифр: средний тоннаж судна, среднее время 
обработки судна у причала, заданный грузооборот, то мы навер­
няка придем к неудачному решению.

Пусть, для примера, навигационный период порта равен 
250 суткам, годовой грузооборот— 1 млн. тонн, средняя грузо­
подъемность судна — 5000 тонн и средняя длительность стоянки 
для обработки судна равна 5 суткам.

Ясно, что для обработки плановых грузов порт должен принять 
200 судов, которые вместе потребуют 1000 суток для обработки. 
Таким образом, если в порту соорудить 4 причала, то порт спра­
вится с планом грузооборота. Однако этот чисто арифметический 
подход неудачен, поскольку он не учитывает случайных колебаний 
в подходе судов. В результате такого подсчета неизбежно будут 
создаваться в порту очереди судов под погрузку и выгрузку. Хотя 
причальные средства будут использованы с максимальной



загрузкой, народнохозяйственный эффект будет неудовлетвори­
тельным, так как суда потеряют огромное количество времени 
в ожидании освобождения причалов. Поскольку как простой судов, 
так и простой причалов приводит к некоторым потерям, возникает 
задача определения экономически оптимального числа причалов. 
Решение этой задачи неизбежно приводит к необходимости при­

влечения теории массового обслуживания.
Приведенный пример является типичным для многих реальных 

-ситуаций: расчет рационального запаса инструмента, числа ре­
монтных рабочих, пунктов выдачи инструмента, оцределение чис-та 
жоек в больнице, числа посадочных полос на аэродроме, пропуск­
ной способности моста, шлюза и пр.

Естественно, что в конкретных задачах возникают и некоторые 
своеобразные постановки вопросов, учитывающие специфику той 
области деятельности, в которой они появились. Например, при 
организации пункта скорой помощи в том или ином городе необхо­
димо выбрать число машин и дежурных бригад, способ­
ное обеспечить такое обслуживание населения, при «отером 
процент вызовов, обслуженных несвоевременно, будет достаточно 
малым, не превышающим заданной величины. Точно так же при 
расчете числа станков, которые необходимо установить для произ­
водства последовательных операций при обработке определенного 
типа изделий, следует обеспечить бесперебойную работу всей ли­
нии даже при условии остановки какого-либо из ее звеньев.

Решение всех задач подобного типа требует в первую очередь 
изучения входящего потока требований (в нащем примере— мо­
ментов прихода судов в порт), а также длительности обслужива­
ния отдельного требования. В последнее время в связи с тем, что 
па обслуживающую аппаратуру возлагаются все более и более 
ответственные задачи, возникла настоятельная необходимость учи­
тывать также влияние на эффективность обслуживающей системы 
поломок ее приборов, а также разного рода отказов и сбоев. При 
этом возникают своеобразные многочисленные новые задачи, кото­
рые еще далеки от всестороннего разрешения. Эти задачи сбли­
жают задачи теории массового обслуживания с задачами теории 
надежности, и очень часто постановки вопросов той и другой тео­
рии лишь словесно отличаются друг от друга. Для примера отме­
тим, что вопросы резервирования с восстановлением представ­
ляют собой типичную задачу теории массового обслуживания. 
Именно с этих позиций несколько задач теории резервирования 
были решены Т. П. Марьяновичем [1040, 1042] и рядом других 
исследователей.

Всякое исследование по теории массового обслуживания начи­
нается с изучения того, что необходимо обслуживать, или, как 
говорят, входяшего потока требований. За последние годы в этом 
направлении были выполнены многие интересные исследования. 
А. Я. Хинчин сосредоточил свое внимание на потоках без последей­
ствия и нашел широкие достаточные условия, при которых поток, 
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являющийся суммой большого числа независимых между собой 
случайных потоков, каждый из которых «мал» ио сравнению с сум­
мой остальных, был бы близок к простейшему. Позднее Г. А. Осо- 
сков — ученик А. Я. Хинчина — показал, что по сути дела эти 
условия являются и необходимыми. Все исследования А. Я. Хин­
чина по теории массового обслуживания, в том числе и по теории 
входящего потока, недавно изданы на русском языке отдельной 
книгой [1098].

В последнее время обобщением его результатов занимались 
многие исследователи, среди которых я хотел бы указать Б. И. Гри- 
гелиониса и Франкена. В работах Б. И. Григелиониса (см., напри­
мер, [995]) были не только получены новым путем результаты 
Г. А. Ососкова, но и рассмотрены вместо стационарных слагаемых 
(точнее, слагаемых со стационарными приращениями) произволь­
ные слагаемые случайные процессы и выяснены условия сходи­
мости суммарных потоков к общим потокам Пуассона. Кроме того, 
он и Франкен изучили асимптотические разложения по степеням 
малого параметра распределений суммарного потока.

Всестороннее изучение условий, при которых поток прибли­
жается к пуассоновскому, было предметом работ Реньи [713], 
Р. Л. Добруш'ина [998], Ю. К. Беляева [929], Бреймана н др. Ока­
залось, что пуассоновский поток появляется не только при сумми­
ровании большого числа независимых стационарных равноправных 
в некотором смысле потоков, но и при других О'Перациях. Так, Реньи 
рассматривал своеобразный процесс разряжения потока, которому 
соответствует сохранение не всех первоначально поступивших тре­
бований и одновременное сжимание времени. С такого рода разря­
жением первоначального потока приходится иметь дело во мно­
гих реальных практических задачах: при многократной проверке 
корректур, когда каждая проверка уничтожает значительную долю 
имевшихся опечаток набора; при изучении потока деталей, прохо­
дящих на станках последовательную обработку с одновременным 
отсеиванием испорченных на каждой операции изделий, и т. д.

Р. Л. Добрушин, а также Брейман показали, что при случай­
ном блуждании частиц в пространстве при весьма общих условиях 
также получается пуассоновское распределение.

Большое число работ посвящается изучению реальных пото­
ков, с которыми приходится встречаться на практике: приход су­
дов в порты, прибытие самолетов, распределение деталей на кон­
вейере, вызовы скорой помощи и пр.

Не меньшее значение, чем изучение входящего потока, пред­
ставляет собой исследование выходящих потоков, т. е. потоков со­
бытий после системы обслуживания. Если нас интересует работа 
телефонной станции, то такими выходящими потоками могут быть 
моменты окончаний разговоров, потоки вызовов, получивших от­
казы, и т. д. Теория выходящего потока до сих пор разработана 
совсем недостаточно. Помимо работ Смита и некоторых других, 
здесь следует указать на работы Н. В. Яровицкого (1110— 1114].

I I



Входящий поток поступает в систему обслуживания. Самому 
понятию «система обслуживания» приходится придавать весьма 
широкий смысл, включающий число приборов, характер их исполь­
зования поступающими требованиями (требование пользуется 
только одним из приборов, требование проходит последовательную 
обработку на ряде приборов, требование выбирает первый попав­
шийся свободный прибор, требование может выбирать лишь неко­
торые из имеющихся приборов и т. д.), поведение требований в си­
стеме обслуживания (при поступлении требования оно остается 
ожидать, пока один из приборов не освободится от обслуживания 
ранее поступивших требований; требование, которое застало все 
приборы занятыми обслуживанием ранее поступивших требова­
ний, уходит из системы; требование от момента поступления в си­
стему до момента ухода из нее может потерять не больше чем 
заданное — постоянное или случайное — время и т. д.). Нужно 
сказать, что в книге Саати эта сторона теории выяснена доста­
точно хорошо.

В последние годы начали изучать влияние на качество обслу­
живания ненадежности приборов, выхода их из рабочего состоя­
ния и последующего восстано'вления. Эти вопросы совсем не за­
тронуты в предлагаемой читателю книге. Это направление иссле­
дований очень существенно, и, к сожалению, ему уделяется до сих 
пор совсем недостаточное внимание. Все реальные системы обслу­
живания не только не обладают абсолютной надежностью, но они 
вдобавок стареют и не полностью восстанавливают свои свойства. 
Естественно возникают вопросы экономического характера: до ка­
ких пор целесообразно использовать установленную аппаратуру 
системы массового обслуживания, как сказывается на эффектив­
ности системы обслуживания ненадежность аппаратуры? Эти во­
просы, как мне известно, до сих пор совсем не изучались.

В последние' годы появился ряд интересных исследований, в ко­
торых решены разного рода экстремальные задачи: см., например, 
книгу Ховарда «Динамическое программирование и марковские 
процессы» («Советское радио», 1964), статьи И. Н. Коваленко, 
Г. П. Климова. Задачи этого типа также не рассмотрены в книге 
Саати.

Несомненно, что до последнего времени совсем не уделялось 
внимания разного типа статистическим задачам в теории массового 
обслуживания. Здесь огромное поле интересной и очень серьезной 
деятельности. Для примера я хотел бы указать на одну простую и 
притом естественную задачу: счетчик Гейгера—^Мюллера в течение 
времени Т регистрировал космические частицы. Спрашивается, ка­
ков истинный поток частиц, сколько частиц не было зарегистриро­
вано счетчиком?

С позиций математика теория массового обслуживания пред­
ставляет собой своеобразную задачу теории случайных процессов. 
Действительно, случайный поток, являющийся не чем иным, как 
целочисленным монотонным случайным процессом, подвергается 
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некото£Ой_трансформации (воздействию системы обслуживания). 
Требуется найти некоторые числовые характеристики результата 
воздействия этой трансформации. Такими характеристиками в за­
висимости от обстановки могут быть среднее время ожидания на­
чала обслуживания, среднее число потерянных требований, сред­
няя длительность периода непрерывной занятости обслуживаю­
щего прибора и т. д. Это замечание поясняет значение теории 
случайных процессов для теории массового обслуживания.

Если в начальный период развития теории массового обслужи­
вания исследователи предполагали входящий поток простейшим и 
длительность обслуживания распределенной по показательному 
закону, то теперь стремятся найти такие методы, которые позво­
лили бы отказаться от этих сильно ограничивающих предположе­
ний. На этом пути удалось добиться некоторых успехов. Особенно 
далеко удалось продвинуться при этом в случае одного прибора 
(как часто говорят, в случае однолинейных систем). Здесь работы 
Линдли, Бенеша, И. Н. Коваленко, Такача и ряда других суще­
ственно обогатили теорию массового обслуживания.

В случае многих приборов успехи пока достигнуты преимуще- . 
ственно при дополнительном ограничении, состоящем в том, что 
либо поток является простейшим, либо длительность обслужива­
ния подчинена показательному закону распределения. В этих усло­
виях серьезные результаты получены Коксом, Б. А. Севастьяно­
вым, Такачом, Кифером и Вольфовицем. Из чисто математических 
методов, которые широко используются при решении конкретных 
задач, следует отметить метод добавочной переменной Кокса, ме­
тод интегро-дифференциальных уравнений Линдли—Такача—Се­
вастьянова, метод вложенных цепей Кондалла, .намеченный 
А. Я. Хинчиным еще в 1932 г. [1090].

Аналитическое решение обладает рядом положительных ка­
честв: оно не привязано к определенным число'вым значениям пара- 
метро'в потока и системы обслуживания, позволяет находить 
оптимальные решения и делать общие заключения. Однако во мно­
гих случаях аналитическое решение получить затруднительно, по­
скольку задача настолько сложна, что составление уравнений, 
к которым сводится задача, представляет собой практически не­
разрешимую задачу. В таких случаях неоценимую помощь спосо­
бен оказать метод Монте-Карло, получивший наименование метода 
статистических испытаний. Этот метод был развит применительно 
к задачам теории массового обслуживания Н. П. Бусленко. С ос­
новами этого метода можно ознакомиться по хорошей моиографии 
группы авторов [948].

Если 5— 6 лет назад мировая литература по теории массового 
обслуживания была очень бедна и кроме монографииА. Я. Хинчина 
[1093], пожалуй, было трудно указать какую-нибудь другую, то 
теперь появилось большое число интересных книг очень различной 
направленности. Для того чтобы помочь читателю лучше ориенти­
роваться в существующей литературе, я позволю себе привести
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очень короткий список иностранных монографий, а также описок 
известных мне таблиц, которые необходимы при решении реаль­
ных задач.
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МОЕЙ MATEPff

Предисловие автора
Очередь связана с ожиданием. Обычно можно наблюдать, чтсг 

очереди образуются у билетных касс, в кафетериях, на автобус­
ных остановках. Следовательно, чтобы образовалась очередь, тре­
буется, чтобы клиенты прибывали к такому обслуживающему 
устройству, у которого им нередко приходится ожидать, например- 
у кабинета врача, чтобы попасть на прием в порядке записи. Теле- 
праммы классифицируются по срочности доставки, при этом обыч­
ным телеграммам дается преимущество даже перед, срочными, 
письмами.

Теория массового обслуживания — отрасль прикладной мате­
матики, использующая методы теории вероятностных процессов.. 
Стимулом к развитию теории массового обслуживания послужили, 
попытки предсказывать случайно изменяющиеся потребности по 
результатам наблюдений и на основании этого организовывать 
обслуживание, характеризующееся приемлемым временем ожида­
ния. Теория массового обслуживания позволяет раскрывать при­
роду очередей, что обеспечивает возможность лучшего управления 
процессом. Возьмем такой пример. Если в гастрономическом мага­
зине мало кассиров, покупатели будут охотнее ходить в другие 
магазины, что приведет к потерям. Следовательно, нужно обосно­
ванно выбрать число кассиров; это снизит потери. Пожалуй, в этом 
деле можно обойтись без теории массового обслуживания. Но без- 
нее уже нельзя обойтись, например, при организации управления 
движением самолетов в аэропорту с максимальной слаженностью,, 
вследствие большого числа действующих факторов и слож­
ности системы. В этом случае теория может помочь прогнозиро­
вать длительность ожидания, число пассажиров, ожидающих в лю­
бой момент времени, длительность периода занятости и т. д. Такого- 
рода прогнозы и рекомендации помогают владельцу предприятия 
предвидеть ситуацию, принимать соответствующие меры и ослаб­
лять перегрузку. Кроме того, эта теория побуждает как владельца 
предприятия, так и клиента осознавать постоянную необходимость 
в новых идеях для упрощения запутанности современной жизни.
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Среди проблем, возникающих вследствие перенаселения (это 
понятие Мальтуса сейчас называют взрывообразным ростом «асе^ 
лен'ия), наиболее важными являются проблема питания и про­
блема жилища, больщой спрос на предприятия массового 
обслуживания, обеспечение способности людей жить в условиях 
увеличивающейся скученности. Последний момент относится 
к эстетике, первый — к экономике. Решение многих практи­
ческих задач требует применения теории массового обслуживания. 
Какие организационные мероприятия следует провести при ситуа­
циях скученности, чтобы свести к минимуму общие потери времени, 
непроизводительные операции, и, в более общем смысле, непроиз­
водительные затраты усилий и средств?

Теория массового обслуживания непосредственно не связана 
с оптимизацией. Она скорее пытается разработать, изучить и срав­
нить различные ситуации массового обслуживания и, таким обра­
зом, косвенно добиться приближенной оптимизации. Многим из 
тех, кто эанят в сфере общественного обслуживания, следовало бы 
прилагать больше усилий для оценки тонкой природы и влияния 
очередей. Это видно, например, из следующего письма редактору 
газеты «Вашингтон Пост»: «Должно быть, высокопоставленные 
лица запланировали закрыть накануне Пасхи, когда наблюдается 
самое напряженное движение, один из проездов моста Мемориал 
[мост с шестью проездами]; из-за этого поток по ширине умень­
шится на одну треть. Если отодвинуть одну из трех автомашин на 
длину ее корпуса и помножить на несколько тысяч, то последний 
автомобиль будет где-нибудь в районе Фоллз Чёрч [ в семи милях 
от этого места].

Мне кажется, что тот, кому поручено нанесение белых полос, 
мог бы нанести их на мосту раньше, а субботу использовать для 
работы на какой-либо боковой улице, которую, я уверен, он нашел 
бы без труда»

Методы теории массового обслуживания в большей степени ос­
нованы _на анализе, чем на синтезе. Методы синтеза используются 
для обобщений и определения направлений аналитических иссле­
дований новых проблем.

Главная цель книги— дать общее изложение и обобщение со­
держания отдельных статей и книг по теории массового обслужи­
вания. Кроме того, здесь содержится обширная библиография и 
указываются некоторые нерешенные проблемы. Книга включает 
также описательную вводную главу, большая часть которой пред­
назначена для неспециалистов. Многие положения иллюстри­
руются примерами. Некоторые детали, опущенные в основном 
тексте, перенесены в многочисленные упражнения. Последние 
также имеют целью дать возможность читателю самостоятельно 
выводить формулы по намеченной схеме.

’ Письмо редактору «Вашингтон Пост», 21 апреля 1960 г., от Джозефа 
М. Рей, Александрия, штат Виргиния.
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Хотя книга предназначена для специалистов с высшим образо­
ванием, имеющих хорошую подготовку по математическому ана­
лизу, теории вероятностей, основам теории функций комплексного 
переменного, теории матриц, она может быть также использована 
исследователями, которым нужны готовые результаты теории мас­
сового обслуживания, ее идеи и методы.

По своему содержанию книга делится на четыре части. В первой 
части, которая включает три главы, даются основные понятия и 
методы теории массового обслуживания и теории вероятностей. 
Вторая часть содержит две главы. Она посвящена марковским 
моделям, аналитическое рассмотрение которых впервые было про­
ведено Эрлангом. Третья часть, состоящая из пяти глав, касается 
немарковских моделей, которые исследуются, главным образом, 
в стационарном случае. Специально, длительности обслуживания 
отведена гл. 9. Четвертая часть также содержит пять глав и посвя­
щена влиянию различных дисциплин очереди на характеристики 
системы, сложным системам массового обслуживания и многочис­
ленным частным задачам. В эту же часть входят глава о прило­
жениях теории и. глава о теории восстановления. Библиографии 
предшествует краткий обзор некоторых проблем, которые ну­
ждаются в формулировке.

Чувствовалось, что разнообразный материал гл. 2 будет лучше 
воспринят читателем, если его поместить перед более формализо­
ванной гл. 3. Кроме того, ознакомление любознательного читателя 
с многообразием идей в начале книги укрепит его желание про­
должать чтение.

В тексте встречаются понятия «требование», «вызов», «клиент», 
которые, в сущности, являются равнозначными. Совокупности, из 
которых требования поступают в систему обслуживания, назы­
ваются источниками входящего потока.

В большинстве случаев принятые обозначения будут уточ­
няться при употреблении. Многие обозначения применяются до­
вольно часто, так что читатель легко с ними освоится.

Выражаю благодарность д-ру Джорджу Моргенталлеру за 
критический просмотр первого варианта рукописи, д-ру Ришарду 
Сиски и д-ру Эрику Уолмену за их полезные советы и читку 
корректуры, д-ру Лейле Брем и м-ру Александру Кроу за помощь 
и замечания при читке корректуры.

Томас Л. Саати

2 Зек, 2076



Основные обозначения
X , Y, Z  — произвольные случайные величины.

8„ — п-я частичная сумма X i - \ - . .  , Х„.
М  — символ, обозначающий, что поток — пуассо­

новский либо длительность обслуживания 
распределена по экспоненциальному закону.

(/ — произвольное распределение.
G /— обозначение последовательности независимых 

одинаково распределенных (по произволь­
ному закону) случайных величин.

D  — вырожденное распределение.
<Р ( )̂ — характеристическая функция случайной вели­

чины.
М  (/) — производящая функция случайной величины.

Е\  1 — математическое ожидание.
С/ — коэффициент вариации случайной величины t 

(отношение дисперсии к квадрату математи­
ческого ожидания).

<3 — среднее квадратическое отклонение.
Ор — среднее квадратическое отклонение р.
р.' — г-й момент относительно произвольной точки.
Р,. — г-й начальный момент.

— г-й семиинвариант.
= — знак определения.

* — обозначение преобразования Лапласа.
-------обозначение преобразования Лапласа—Стил-

тьеса.
X — в большинстве случаев — временной интервал.

— символ Кронекера.
Xt — случайный процесс.

F (a:, О — функция распределения случайной вели­
чины X  в момент времени t.

E j - j - e  состояние системы.
Р  — матрица вероятностей перехода.

Р\̂ ’> — вероятность перехода из состояния Ei в со­
стояние Ej в л-й момент перехода.

/1"' — вероятность того, что система, находясь в мо­
мент времени ^ = 0  в состоянии Ei, в момент 
времени п в первый раз окажется в состоя­
нии Ej.

Ру ~  среднее время первого перехода из состоя­
ния El в состояние £).

р (/, t\ i, s) — вероятность того, что в момент времени t 
система находится в состоянии Ej, если в мо­
мент времени s система находилась в состо­
янии El.
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A { t ) ~

a(t) - 
B (t) -

b{t)
P (0 -

^л> V"n '
я

Pln{t)

Pni.t)

Pn

P (z ) -

P{Z, t) -

c ■ 
X-

I»-
s

w„

2*

функция распределения длительности проме­
жутков времени между моментами поступ­
ления требований.
соответствующая плотность вероятности, 
функция распределения длительности обслу­
живания.
соответствующая плотность вероятности, 
преобразование Лапласа—Стилтьеса функ­
ции B(i).
параметры процесса рождения и гибели, 
число требований в очереди (случайная вели­
чина).
условная вероятность того, что в момент вре­
мени t в системе (в очереди и на обслужи­
вании) находится п требований, если в мо­
мент времени  ̂=  0 в системе было i требо­
ваний. ,
то же, что и выше (при опущенном i), а 
также вероятность того, что в момент вре­
мени t занято ровно п каналов, 
вероятность того, что в стационарном состо­
янии в системе находится ровно п требова­
ний; употребляется также для обозначения 
вероятностей частных значений дискретной 
случайной величины.
вероятность того, что в установившемся ре­
жиме в момент времени, предшествующий 
началу обслуживания, или в момент времени, 
следующий непосредственно после окончания 
обслуживания, одноканальная система нахо­
дится в состоянии Еп.
производящая функция последовательности, 
обычно Р„, но иногда и

■ производящая функция последовательности
\Pnit)].

- ЧИСЛО каналов обслуживания.
- ^иногда интенсивность поступления тре­

бований.
-^иногда интенсивность обслуживания.
- число требований в группе (главным 

образом, в гл. 7); параметр преобразования 
Лапласа в других главах.

- время ожидания « -го  требования в очереди 
(случайная величина).

- время обслуживания л-го требования (слу­
чайная величина).
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— л-й промежуток времени между моментами 
поступления требований (случайная величина).

я̂-
и  (к„) — функция распределения и„.

р — загрузка, или коэффициент использования 
(обычно отношение интенсивности поступле­
ния требований к интенсивности обслужива­
ния).

L — среднее число требований, находящихся в си­
стеме.

Lg — среднее число требований в очереди.
• длительность ожидания в очереди в момент 
времени t (это фиксированная реализация, 
а не распределение вероятностей).

■ плотность распределения длительности ожи­
дания (л-1-1)-го требования.

• соответствующая функция распределения, 
функция распределения времени ожидания w 
в очереди в момент времени t\ Р  (да) — пре­
дел этой функции при < —  оо (если он сущ е­
ствует).

• функция распределения времени ожидания 
в стационарном режиме. (Р ( < / ) — неудач­
ное, ранее сложившееся обозначение. Так, 
Р ( < < ) ~ т о  же самое, что и Р(да). Заметим 
это, так как при вычислении выражений вида 
P{t  =  Q) и Р ( ^ > 0 )  оставлены старые обозна­
чения].

р  (̂  =  0) — вероятность обслуживания без ожидания.
Р(^ >  0) — вероятность положительной длительности 

ожидания.
да {t) — плотность времени ожидания, т. е.

W it)

да„(/)

W „it) 
Р(да, t) ■

P i < t ) ,  Р(да)

wit)- dPi<()
dt

T(s) -
T (s. —

W -  
W ^ -
w ; -

Q i x ) -

r i k ) -
r . ( s ) -

преобразование Лапласа—Стилтьеса P « / ) .  
преобразование Лапласа—Стилтьеса Р(да, t). 
среднее время пребывания в системе, 
среднее время ожидания в очереди, 
среднее время ожидания требования с р-и  
приоритетом.
функция распределения длительности периода 
занятости для системы M jOll в гл. 8, 
гамма-функция.
преобразование Лапласа—Стилтьеса функ­
ции G ix).
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Я(«1.

{t) dt — вероятность того, что период занятости для 
системы (3//Л1/1 находится в пределах (<, t +  
+  dt).

f „  (f) — вероятность того, что данное из числа п тре­
бований, ожидающих в любой момент вре­
мени, будет впоследствии ожидать в течение 
времени t, если выбор на обслуживание про­
изводится случайным образом.

Р„т {t) — вероятность того, что в момент времени t 
в системе с прерыванием обслуживания нахо­
дится п требований с первым приоритетом и 
т требований со вторым приоритетом.

. . ,  л*; t) — вероятность того, что в момент времени t 
в системе с k последовательными каналами 
в у-м канале ожидает / j y ( / = l ,  k) требо­
ваний.

. п^; t) — та же вероятность для стационарного случая.





Часть I
СОДЕРЖАНИЕ ПРЕДМЕТА, МЕТОДЫ 
И ОСНОВЫ ТЕОРИИ

В первой главе части I этой книги дается качественное описа­
ние структуры систем массового обслуживания — как существую­
щих, так и перспективных; приведены многочисленные примеры. 
Во второй главе дается представление о различных моделях, о при­
менении статистических методов, приводятся количественные 
критерии принятия гипотезы и излагается методика анализа си­
стем массового обслуживания с помощью метода Монте-Карло. 
В третьей главе даются основы теории вероятностей и теории слу­
чайных процессов, в частности, рассматриваются цепи и процессы 
Маркова.





Г л а в а  I

ОПИСАНИЕ СИСТЕМ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ

1.1. Введение
в этой книге дается изложение существующей теории массо­

вого обслуживания, ограниченное рамками предмета. Особое 
внимание уделяется различным математическим моделям и при­
меняемым методам рещений с приложением больщого числа 
понятий к некоторым областям практической деятельности, 
таким, как телефония, управление запасами, ремонт машин, 
режим работы плотины, управление движением воздушного транс­
порта.

В этой главе в доступной описательной форме излагается со­
держание теории массового обслуживания. Гл. 2 — вводная техни­
ческая глава с многочисленными понятиями для читателя, 
у которого появится интерес к предмету. В последующих трех гла­
вах даются понятия из теории вероятностей и математического ана­
лиза, связанные с решением задач массового обслуживания. 
Гл. 4 и 5 посвящены марковским моделям массового обслу­
живания. Остальные вопросы теории рассматриваются затем 
в гл. 6— 13; следующая, гл. 14, посвящена приложениям. Гл. 15 
касается теории восстановления. Приводится обширная библио­
графия.

Математических методов, применяемых в теории массового 
обслуживания, сравнительно немного; поэтому естественно, что 
материал гл. 1 более, насыщен понятиями, чем излагаемый в ос­
тальной части книги. Однако прогресс в исследовании систем мас­
сового обслуживания позволяет находить широкие обобщения, 
намного выходящие за пределы первоначально поставленных 
задач.

Для образования очереди необходим поток требований, которые 
ожидают поступления в устройство, производящее обслуживание. 
Предположим, что таким устройством является касса в бакалейно- 
гастрономическом магазине. Если очередь длинна, то нетерпеливые 
покупатели могут уходить из магазина, что приводит к убыткам 
владельца. Владелец магазина может решить, что выгодно вло­
жить средства в другую кассу, так как затраты на нее окупятся
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прибылью от нетерпеливых покупателей, большинство из которых 
теперь уже останется и будет обслужено. Таким образом, в тео­
рию массового обслуживания вводится оптимизация. Вообще, в от­
личие от теории оптимизации, в которой главное значение имеет 
максимум или минимум функции цели при наложенных связях, 
теория массового обслуживания имеет своей основной чертой мате­
матическую формализацию процесса. Она выражает в виде фор­
мул, объясняет и предсказывает ситуации массового обслужива­
ния, обеспечивая лучшее понимание их и принятие соответствую­
щих мер.

Может быть, вы задумывались над тем, как часто и как долго 
в своей повседневной деятельности вам приходится задерживаться 
в очередях. Вы ожидаете транспортные средства, еду, доктора; 
в самолете вы ожидаете посадки; вы ожидаете в театре и т. д. 
Можно произвести приближенный подсчет, сколько в среднем за 

. неделю вы простаиваете во всех очередях, с которыми сталки­
ваетесь. Распространив в итоге этот срок на всю жизнь, вы убеди­
тесь, что продолжительность времени, теряемого в очередях, будет 
ужасающей. Если у кого-либо из вас и есть свободное время, то от 
простаивания во многих очередях в значительной степени омра­
чается радость жизни. Но при предвидении и хорошем планирова­
нии неприятности и потери из-за очередей могут быть сведены 
к минимуму.

То, что очереди неизбежны и будут оставаться, является есте­
ственным следствием прироста населения. Чем больше людей тре­
бует определенного вида обслуживания (в театре или же на 
городском транспорте), тем длиннее очередь. Эти потребности воз­
растают с ростом населения; следовательно, общая длительность 
времени, теряемого в очередях в течение всей жизни, есть функция, 
возрастающая с течением времени  ̂ Конечно, можно пропорцио­
нально расширять и обслуживание, но нередко этому препятствует 
величина затрат, как, например, при расширении городских улиц 
для увеличения движения. Правильное планирование, учитываю­
щее прирост населения, может предупрейсдать некоторые из этих 
трудностей.

Большинство систем обслуживания связано с людьми. Исследо­
вание причин очередей и принятие определенных мер нельзя пол­
ностью отделить от рассмотрения влияния человека на эту про­
блему. Нельзя принимать меры без учета того обстоятельства, что 
существуют люди, использующие средства обслуживания и оказы­
вающие влияние на результат конечного анализа.

Запланированные очереди — хорошо знакомая черта городской 
жизни, они обязательно присутствуют и при устано'вившемся по­
рядке массового производства на различных его фазах. Наличие 
очереди может быть хорошей или плохой рекомендацией для обще­
ственных средств обслуживания. Например, ясно, что постоянные

' Этот вывод, на наш взгляд, ничем не обоснован. — Прим. ред.
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очереди у театра или кино являются признаком того, что спектакль 
или фильм стоит посмотреть и что это — гвоздь программы, на 
который не так-то легко попасть. Таким образом, чтобы найти 
хорошее представление, ищите подлиннее очередь'. С другой сто­
роны, одна из самых постоянных и самых раздражающих очере­
дей— очередь на автобус. Иногда она лищь незначительно отли­
чается от того хаоса, во избежание которого устанавливается. 
Многие остановки обслуживают несколько маршрутов. В резуль­
тате, когда одновременно прибывает два или более автобусов, на­
чинается свалка и общее разрушение очереди. Как только автобус 
наполняется, выброшенный из очереди пассажир с большим трут 
дом находит свое законное место, и нередко вся очередь должна 
устанавливаться заново.

Было бы весьма желательно ожидать врача, основываясь на 
расписании приема, которое должно быть согласовано как для 
врача, так и для пациента. Ведь нередко потеря времени для па­
циента связана с большим общественным и экономическим ущер­
бом, чем потеря времени для врача. Если расписание приема будет 
тщательно составлено на основании определенного исследования, 
то это может только укрепить престиж врача. По крайней мере, 
это будет свидетельствовать о том высоком уважении, с которым 
врач относится ко времени пациента.

Как те, кто образует очередь, так и те, к кому она образована, 
должны знать и понимать природу массового обслуживания и пред­
видеть его хитрости. Нередко- ожидающий мог бы выиграть время, 
зная, что очередь, в которой он ожидает, запланирована опти­
мально с тем, чтобы уменьшить время ожидания или лично его или 
группы людей. Тот, к кому образуется очередь, должен знать, как 
лучше ее спланировать, связав очередь со своей деятельностью. 
Наиболее важной из всех является очередь жизни, т. е. цикл 
рождение—жизнь—смерть. Жизнь рассматривается с точки 
зрения ожидания. Следовательно, в известном смысле, пони­
мание очереди становится пониманием планирования лучшей 
жизни.

Некоторые основные виды массового обслуживания, к которым 
применимы понятия этой книги, относятся к следующим областям: 
средства связи (телефон, телеграф, почта), транспортные средства 
(воздушные, наземные, морские), средства и предприятия обслу-. 
живания (театры, рестораны, автобусы, больницы, клиники), 
управление запасами и производственные процессы (эксплуатация 
механизмов, сборочные линии, обслуживание станков), физические 
процессы (управление системой плотин, движение частиц через 
отверстие), эпидемические процессы в биологии, прирост населе­
ния, даже обсуждение статей для публикации, физиологический 
поток нервных импульсов и т. д.

Довольно ограниченный критерий. — Прим, ред
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1.2. Поясняющий пример и числовая 
иллюстрация

Многие понятия, употребляемые в теории массового обслужи­
вания, можно проиллюстрировать на одном важном примере: взлет 
и посадка самолетов в столичном аэропорту — операция, представ­
ляющая интерес для многих людей, пользующихся этим видом 
транспорта. Термины теории массового обслуживания, поясняемые 
на этом примере, выделяются курсивом.

Допустим, что аэропорт имеет несколько взлетно-посадочных 
полос {параллельных каналов). Эти полосы ведут к больщему иль 
меньщему количеству дорожек, оканчивающихся на аэровокзале 
{последовательные каналы). После того как самолет, прибывщив 
в соответствии с определенным распределением входящего потока, 
приземляется, он присоединяется к очереди самолетов, ожидаю­
щих обслуживания (продвижения по дорожке к месту выгрузки). 
Таким образом, вы.ходящий поток одной очереди становится входя­
щим потоком для другой. Очередь существует как на зе.мле (взлет 
самолета), так и в воздухе (посадка самолета). Обе эти очереди 
имеют свое распределение входящего потока. Приземляющиеся 
самолеты могут прибывать группами, при этом члены каждой 
группы должны кружить над аэропортом и приземляться по по­
рядку. (Если полоса очень широкая, то нетрудно представить по­
садку самолетов группами.) Длительность операции обслуживанш 
(время приземления или взлета) около минуты. В любом случае 
имеется распределение времени обслуживания. Если для различ­
ных типо'в самолето'В отведены различные взлетно-посадочные по­
лосы, которые могут быть длиннее, например, для реактивных са­
молетов, то распределение времени обслуживания может изме­
няться от одной полосы к другой.

При выборе самолетов для посадки важно определить соответ­
ствующий показатель эффективности. Например, если желательно 
минимизировать общее время ожидания пассажиров, то вначале 
нужно производить посадку самолетов с большим количеством 
людей.

Здесь же имеет место элемент обслуживания с приоритетом, 
когда разрешается посадка снижающемуся самолету раньше, чем 
взлет ожидающему. Эта система с приоритетом распространяется 
на случай аварийной обстановки, когда вследствие крайней необ­
ходимости разрешается посадить первым самолет, прибывший 
позже. Нередко приоритет на посадку дается реактивным само­
летам из-за ограниченного запаса топлива.

Иногда вследствие определенного характера расположения са­
молетов в зоне ожидания прибывающий самолет присоединяется 
к очереди эшелонированных самолетов, ожидающих посадки, а за­
тем выбор самолета на посадку производится случайным образом 
(одна из форм обслуживания с приоритетом). Так, например, если 
самолет находится ближе других к точке, в которой он может 
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покинуть зону ожидания, то ему будет дана команда на посадку. 
В промежутке времени между получением приоритета на посадку 
и командой «посадку разрешаю» самолет выходит из эшелона и 
направляется к аэродрому. Это время известно как время захода 
на посадку. Время приземления затрачивается на операцию при­
земления и продолжается до того момента, когда самолет свернет 
со взлетно-посадочной полосы.

Самолет, ожидающий посадки, может находиться в положении, 
близком к критическому (в это время другие самолеты будут дей­
ствительно в критическом положении). Он примет решение присо­
единиться к более короткой очереди в ближайшем аэропорту и при­
землиться там. Прибывающий самолет может не выстраиваться 
в эщелон, а уходить в другой аэропорт. В этом случае говорят, что 
аэропорт «потерял» этот самолёт. Случается, что самолет отправ­
ляется в соседний аэропорт после того, как, присоединившись 
к очереди, он прождал больше, чем предполагалось. Можно рас­
сматривать приземляющийся самолет участвующим в цикле, если 
он присоединяется к очереди самолетов, ожидающих взлета, и 
снова включается во входящий поток системы. Если приземляю­
щийся самолет имеет информацию о размерах очереди эшелониро­
ванных самолетов, ожидающих посадки в соседнем аэропорту, то 
он может присоединиться к этой очереди. Если у него есть инфор­
мация еще об одном аэропорте, то он может отправиться и туда 
(редкий случай). Это движение туда и обратно при наличии не­
скольких очередей называется переходом из одной очереди в дру­
гую {возможность выбора очереди).

Аэропорт может временно закрываться, и прибывший самолет 
будет, вынужден отправиться в другой аэропорт, если количество 
эшелонированных самолетов, ожидающих посадки, достигнет за­
данной величины. Операция обслуживания может быть ускорена 
путем оборудования специальных гасителей скорости, которые по­
зволяют самолетам приземляться на главной полосе с большой 
скоростью.

Основной проблемой при управлении аэропортом является 
связь. Еслц входящий поток как на земле, так и в воздухе велик, 
то аэропорт должен быстро связываться с самолетами и получать 
ответ. При организации связи важной проблемой является опре­
деление числа операторов и каналов связи, необходимых для регу­
лирования различных состояний перегруженности, которые могут 
возникнуть. В данном случае необходим выбор оптимального числа 
каналов для обслуживания требований, поступающих в соответ­
ствии с данным распределением. Можно произвести сравнение 
стоимости дополнительного канала со стоимостью возросшего 
объема обслуживания существующими каналами.

Важной проблемой является наличие соответствующего места 
для ожидания в очереди. Например, при проектировании аэро­
порта существенным моментом является наличие наземной рулеж­
ной дорожки для самолетов, готовых ко взлету.
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Во многих задачах теории массового обслуживания для опреде­
ления необходимого показателя эффективности достаточно знать 
распределение входящего потока, дисциплину очереди (например, 
случайный выбор, обслуживание в порядке поступления или 
€ приоритетом) и распределение времени обслуживания. В других 
задачах нужно иметь дополнительную информацию. Например, 
в случае отказов в обслуживании нужно определить вероятность 
того, что поступившее требование получит отказ сразу или после 
прибытия и, следовательно, покинет очередь до или после присоеди­
нения к ней.

С теоретической точки зрения очереди могут рассматриваться 
при условии, что поток проходит через систему пунктов обслужи­
вания, соединенных последовательно или параллельно. На поток 
оказывают влияние различные факторы; они могут замедлять его, 
приводить к насыщению и т. д.

Рассмотрим следующую простую ситуацию для системы с од­
ним обслуживающим устройством, приведенную в табл. 1.1. В пер­
вой строке дано время прибытия клиента А, а во второй — время, 
истекшее от момента прибытия предыдущего клиента до момента 
прибытия клиента А. В третьей строке дано время обслуживания 
клиента А, а в четвертой — время ожидания клиента А, равное 
сумме времени обслуживания и времени ожидания предыдущего 
клиента за вычетом промежутка времени между моментом прибы­
тия предыдущего клиента и моментом прибытия клиента, чье время 
ожидания вычисляется. Так, например, клиент А будет ожидать 
в течение промежутка, равного времени ожидания и времени об­
служивания предыдущего клиента, минус промежуток времени 
между моментом прибытия предыдущего клиента и моментом при­
бытия клиента А. Если результат равен нулю или отрицателен, то 
время ожидания равно нулю.

Т а б л и ц а  1.1
Выборка данных обслуживания

Текущее время . . . 0 2 6 11 12 19 22 26 36 38 45 47 49 52 61
Промежуток времени 

между требованиями . 0 2 4 5 1 7 3 4 10 2 7 2 2 3 9
Время обслуживания 5 7 1 9 2 4 4 3 1 2 5 4 1 2 1
Время ожидания . . 0 3 6 2 10 5 6 6 0 0 0 3 5 3 0

Для обоснованного изучения реального процесса потребовалась 
бы значительно большая выборка, но некоторые важные характе­
ристики массового обслуживания могут быть вычислены и в этом 
случае. В данном примере десять клиентов из пятнадцати ожидают.
Среднее время ожидания для этих клиентов равно среднее

49время ожидания по всем клиентам равно .
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Можно вычислить также Общее время простоя канала. Канал 
простаивает в ожидании клиента А, если промежуток времени 
между моментом прибытия клиента А и моментом прибытия пре­
дыдущего клиента превышает время ожидания в очереди и время 
обслуживания предыдущего клиента. Таким образом, общее время 
простоя равно сумме положительных разностей между промежут­
ком времени от момента прибытия предыдущего клиента до мо­
мента прибытия данного клиента и временем ожидания плюс время 
обслуживания предыдущего клиента. Доля времени, в течение 
которого канал простаивает, равна отношению последней вели­
чины к общему времени обслуживания.

Если бы выборка была достаточно велика, то, подсчитав число 
случаев, когда ожидает один клиент, группа из двух клиентов 
и т. д., можно было бы получить относительную частоту ожидания 
для одного клиента, для двух клиентов и т. д., т. е. получить ве­
роятность появления таких групп. Читателю предлагается ответить 
на вопрос: какую пользу можно извлечь из этих вероятностей?

Другой важной величиной является вероятность того, что в лю­
бой момент времени ожидает данное число клиентов. Замети.м, 
к примеру, что четвертый клиент ожидает вместе с третьим в тече­
ние единицы времени, а затем он остается и ожидает в течение 
единицы времени вместе с пятым клиентом. Здесь образовались 
две ожидающие группы по два клиента в каждой.

Читателю предлагается построить диаграмму, состоящую из 
горизонтальных параллельных линий. Каждая линия связана с оп­
ределенным клиентом, а длина их соответствует длительности 
ожидания каждым клиентом. Сверху проводится базисная линия, 
на которой откладывается текущее время. Каждая линия должна 
начинаться в момент прибытия клиента и оканчиваться в момент 
начала обслуживания. Таким образом, можно определить коли­
чество ожидающих клиентов и общую длительность ожидания. На­
пример, линия, соответствующая второму клиенту, протянется от 
второй до четвертой единицы времени, а линия, соответствующая 
третьему клиенту, — от шестой до двенадцатой единицы. Эти две 
линии не перекрываются. Однако линия, соответствующая четвер­
тому клиенту, протянется от одиннадцатой до четырнадцатой еди­
ницы времени и перекроется на единицу времени с линией, соответ- 

■ ствующей предыдущему клиенту. Она перекроется также и 
с линией, соответствующей следующему клиенту. Чтобы получить 
относительную частоту ожидания группой из двух клиентов для 
любого момента времени, берется отношение общей длительности 
ожидания группами из двух клиентов ко всему времени.

При повторении такого построения для новых данных возник­
нет новая ситуация. При достаточном числе повторений для прак­
тического случая можно оценить вероятность того, что в данный 
момент времени ожидает данное число клиентов. Эта вероятность 
отличается от предыдущей, которая вычисляется для любого мо­
мента времени. Она находится подсчетом частоты случаев, когда
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в данный момент времени ожидает один клиент, группа из двух 
клиентов и т. д.

Итак, существует три вида вычисляемых характеристик для 
числа ожидающих клиентов: 1) частота появления данной группы 
клиентов, ожидающих совместно; 2) частота появления данной 
группы клиентов в любой момент времени и 3) частота появления 
данной группы в данный момент времени.

Заметим, что ситуация массового обслуживания с точки зрения 
перегрузок должна изучаться с учетом того периода времени, 
в который требуется данное действие. Например, перегрузка ресто­
ранов происходит в полдень и вечером. Иногда целесообразно 
рассмотреть обе перегрузки совместно вследствие различной ин­
тенсивности потока и различного колебания его в каждый из этих 
двух периодов. Если бы перегрузка не зависела от времени суток, 
т. е. была бы .однородной во времени, дело обстояло бы проще. 
Однако необходим тщательный подход к вопросам правильного 
изучения и разделения периодов, в которые происходит перегрузка 
в данной операции.

В качестве последнего замечания укажем, что из приведенных 
данных можно найти интенсивность поступления клиентов и интен­
сивность обслуживания. Если бы данные были более обширными, 
то можно было бы получить как распределение моментов прибы­
тия клиентов, так и распределение времени их обслуживания.

1.3. Элементы систем массового 
обслуживания

Система массового обслуживания включает четыре элемента: 
входящий поток, очередь, обслуживающее устройство и выходя­
щий поток. С каждым из них связан ряд возможных допущений 
относительно протекания процессов массового обслуживания. Не­
которые из этих допущений, как указывается в историческом 
обзоре (§ 1.6), специально исследовались. Другие допущения при­
водят к еще нерешенным задачам обслуживания, требующим ис­
следования. Дадим общее описание различных вариантов систем 
массового обслуживания при некотором повторении понятий, при­
веденных в предыдущем параграфе.

1. Виды распределения входящего потока и времени 
обслуживания

В начальный момент в системе может быть некоторое число 
ожидающих требований. Следующее требование поступает через 
случайное время, обладающее определенной плотностью вероят­
ности. Случайны также и длительности промежутков между момен­
тами поступления последовательных требований. Эти промежутки 
времени для многих приложений могут считаться взаимно незави­
симыми; однако, например, в случае потока транспорта, проезжаю-
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щего у светофора, они являются зависимыми. Эти же замечания 
относятся к моментам поступления на обслуживание и к длитель­
ности обслуживания.
2. Начальное число требований и входящий поток

Число требований, находящихся в системе к началу процесса 
обслуживания, может быть задано законом распределения, так как 
оно может быть переменным для каждого начала операции (на­
пример, в тот или иной день). В систему массового обслуживания 
могут поступать требования из конечной или бесконечной совокуп­
ности, которая может состоять из различных категорий требова­
ний. Требования каждой из категорий могут поступать с различ­
ным распределением, поодиночке или в составе группы и занимать 
место в очереди в установленном порядке. Распределение входя­
щего потока может зависеть от распределения выходящего по­
тока, как, например, в больнице, куда пациенты принимаются при 
наличии освободившихся коек.
3. Поведение клиента

Отказ клиента становиться в очередь. Поведение клиента может 
изменяться. Прибывающие клиенты могут не становиться в оче­
редь вследствие размеров очереди или просто потому, что они 
вообще не могут ожидать. Эти клиенты для системы теряются. 
Иногда потеря требования происходит оттого, что ожидание не 
имеет смысла, как в случае занятой телефонной линии, хотя вызов 
можно повторить. Можно также перенести этот вызов, отложив его 
до того времени, когда линия будет свободна. Может быть одна 
очередь, в которой клиенты ожидают обслуживания, или несколько 
очередей, как в банках или магазинах самообслуживания. Клиент 
может присоединиться к ближайшей очереди, независимо от ее 
длины. Хотя прибытие клиентов ожидается через равные проме­
жутки времени, они могут все же поступать позже или раньше 
в соответствии с определенным распределением отклонений отно­
сительно заданных моментов поступления как средних значений.

Влияние неполной информации. Во многих задачах может по­
требоваться принять решение — к какой из нескольких очередей 
системы присоединиться, если в данный момент времени в распо­
ряжении клиента имеется информация только о некоторых из них. 
Это случай неполной информации. При перегруженности уличного 
движения отсутствие сведений о том, какой дорогой лучше про- 
ехатщ не проверяя всех их, — также случай «неполной инфор­
мации».

Приспособление клиента к условиям очереди. Основываясь на 
опыте, пассажир может знать, когда — позже или раньше — ему 
нужно выезжать, чтобы избежать простаивания в'очереди. Такие 
меры, если они достаточно изучены, могут ослаблять перегрузки. 
Например, можно наблюдать, как суда, приближающиеся к Суэц­
кому каналу, замедляют ход до тех пор, пока очередь у Порт-Саида
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сократится до приемлемых размеров. Клиент может присоеди­
ниться к длинной очереди тогда, когда обслуживание еще не на­
чиналось, из 0‘пасения, что обслуживание в короткой очереди мо­
жет неожиданно прекратиться — это известно из опыта. Суще­
ствуют ситуации, когда клиент, прибывший раньше другого, 
должен быть и обслужен раньше. Имеют место случаи, когда каж­
дое обслуживающее устройство имеет свою специфику и, следова­
тельно, свою собственную очередь, как, например, окно продажи 
марок, окно почтовых переводов или окно заказных писем на 
почтамте.

Соглашение между клиентами. Переход клиентов из одной оче­
реди в другую. >̂ Уход из очереди до начала обслуживания. Не­
сколько клиентов могут договориться о том, что только один из них 
будет ожидать в очереди, а остальные в это время будут свободны 
и могут заняться другими делами. В некоторых случаях может 
быть организовано поочередное ожидание в очереди. Клиенты мо­
гут переходить из одной очереди в другую, как в банке. Клиент 
может потерять терпение и уйти из очереди.

4. Варианты систем и каналов массового 
обслуживания

Полная и ограниченная доступность. Обслуживающие каналы 
могут быть доступны любому требованию, ожидающему в системе 
(полнодоступная система), или могут быть доступны только неко­
торым из них. Другие требования задерживаются и вынуждены 
ожидать до тех пор, пока канал, который производит требуемое 
обслуживание, не станет доступным. В системах телефонной связи 
наличие незанятого соединения зависит от того, может ли незаня­
тый вход в следующую линию сочетаться с любым незанятым вы­
ходом. Сама идея полной доступности связана с необходимостью 
в целях экономии допустить все возможные сочетания. Это осо­
бенно важно для вызовов при дальней связи, когда они должны 
проходить более чем через один коммутатор.

Способ обслуживания, или дисциплина очереди. Выбор из оче­
реди на обслуживание и распределение клиентов по каналам мо­
жет производиться в порядке прибытия, случайным образом, или 
же за клиентом может быть закреплен приоритет (при этом могут 
допускаться ошибки, когда вначале неясно, за кем закреплен при­
оритет, или когда закрепление приоритета может меняться с тече­
нием времени). И, наконец, выбор клиентов на обслуживание мо­
жет производиться по принципу «прибыл последним — обслужен 
первым». Обычно допускается, что как только освобождается 
канал, способный производить обслуживание ожидающего требо­
вания, оно немедленно, без потери времени поступает на обслужи­
вание.

Объединение очередей. Существуют различные способы объеди­
нения очередей. При этом достигается некоторое сокращение сред- 
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него времени ожидания, особенно когда велик разброс времени 
ожидания у обслуживающего устройства, перед которым обра­
зуется отдельная очередь.

Обслуживающие устройства с последовательными и параллель­
ными каналами. Обслуживающее устройство может состоять из не­
скольких параллельных каналов; при этом некоторые из них могут 
соединяться последовательно с другими каналами или же не­
сколько параллельных канало*в могут вести к нескольким последо­
вательным каналам. В системе с последовательными каналами оче­
редь может разрешаться перед каждым каналом или только перед 
некоторыми из них. В магазине самообслуживания прибывший 
клиент обслуживает себя сразу же после прибытия, и, таким об­
разом, число каналов обслуживания меняется в зависимости от 
числа клиентов (хотя число кассовых аппаратов остается неизмен­
ным). Все клиенты выстраиваются в очередь у касс для вторич­
ного обслуживания. При обслуживании различных категорий 
клиентов канал может иметь различное распределение времени 
обслуживания. Когда очередь отсутствует, свободные обслулш- 
вающие устройства могут -выполнять другие задания; например, 
при ремонте машин в этом случае выполняются вспомогательные 
работы. Часто это зависит от требуемого объема обслуживания, 
пропускной способности обслуживающего устройства и размеров 
очереди. Сам канал обслуживания может перемещаться, как, на­
пример, лента конвейера с устройством, производящим обработку 
деталей, установленных на ленте.

Специализированные обслуживающие каналы. Некоторые об­
служивающие каналы могут специализироваться, в то время как 
другие каналы остаются общими, как это имеет -место, например, 
при обслуживании пассажиров в аэропорту, где у некоторых окон 
производится обслуживание только тех пассажиров, чье время от­
лета находится в заданном интервале. Потребность прибывшего 
клиента в специальном обслуживании может изменяться в зави­
симости от длительности промежутка времени между моментом 
прибытия его и моментом, отправления самолета. Параллельные 
каналы могут соединяться вместе для выполнения нескольких ви­
дов обслуживания. Клиенты могут возвращаться в очередь 
для дополнительного обслуживания, образуя таким образом 
цикл.

Взаимодействие очередей. Две очереди могут воздействовать 
друг на друга, как это наблюдается в том случае, когда один 
узкий проезд на части шоссе должен использоваться автомобилями, 
движущимися в обоих направлениях. На одной из сторон проезда 
транспорт должен ожидать, чтобы пропустить автомобиль, движу­
щийся навстречу. Если же прежде, чем этот автомобиль проедет, 
с той же стороны подойдут другие автомобили, то и они также 
будут пропущены, весьма вероятно, группами. Все это можно от­
нести и к Суэцкому каналу, хотя там в настоящее время дело 
обстоит иначе-— суда проходят по расписанию.
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5. Выходящий поток

Выходящий поток также может играть важную роль, особенно 
когда он сам образует входящий поток для другой очереди, после­
довательно соединенной с первой. Распределение входящего потока 
и распределение времени обслуживания могут зависеть друг от 
друга. Например, такая зависимость существует, когда обслужи­
вание влияет на поток требований, и наоборот. Так, если несколько 
конкурирующих предприятий одинакового характера рассматри­
вать как ряд параллельных каналов, то больший наплыв клиентов 
будет там, где производится экстренное или хотя бы более быстрое 
обслуживание.

Таковы некоторые примеры различных ситуаций, к которым 
может быть применена теория массового обслуживания. Впослед­
ствии многие из этих положений будут исследованы.

На рис. 1.1 в краткой форме представлены многие из приве­
денных выше понятий. Сделана попытка показать возможные фак­
торы, оказывающие влияние на входящий поток, на время поступ­
ления требований и т. д.; показаны различные дисциплины и 
особенности очередей, каналы обслуживания и, наконец, выходя­
щий поток. В качестве процесса, противоположного обслуживанию, 
указывается разрушение очереди, поскольку не всегда операция 
обслуживания будет протекать нормально. Приведенная связь 
понятий не является жесткой. Читатель может попытаться найти 
другую схему.

1.4. Вводный описательный анализ
В следующей главе будет рассмотрен случай, когда поступление 

требований и обслуживание «х  происходит через постоянные про­
межутки времени. Хотя мы считаем, что промежутки времени 
между моментами поступления требований имеют одинаковую 
длительность и промежутки времени обслуживания также равны, 
очевидно, что это допущение не является обязательным при на­
хождении числа ожидающих требований и времени ожидания.

Обычно в системах массового обслуживания не существует та­
кой запланированной регулярности. Требования могут поступать 
случайным образом, и поэтому нельзя быть заранее уверенным 
в точном времени их прибытия. Это справедливо также и для вре­
мени обслуживния. Когда требования ожидают, то существует ве­
роятность того, что в любой момент времени в очереди находится 
определенное число их, так как поступление требований и время 
обслуживания случайны. Поэтому при теоретическом рассмотре­
нии может быть получена только общая оценка процесса. Из нее 
для конкретного требования можно, например, получить представ­
ление о среднем, времени ожидания и отклонении от него.

Очевидно, что с каждым требованием связан ряд случайных 
величин. Например, одна случайная величина описывает время

ЗГ



поступления n-го требования, другая — его время ожидания, 
третья — время обслуживания и т. д. Каждое заданное состояние 
группы требований, например поступление их, описывается семей­
ством случайных величин. Каждая случайная величина в произ­
вольный момент времени может иметь различное распределение 
вероятностей (характеристику п-го требования). Вследствие зави­
симости их от времени и вследствие того, что, по крайней мере 
в теоретическом плане, их может быть бесконечное множество, эти 
семейства случайных величин принимают вид вероятностных про­
цессов. Таким образом, вероятностный процесс есть семейство слу­
чайных величин, зависящих от параметров. Здесь рассматривается 
единственный параметр — время. Изучение теории массового об  ̂
служивания связано с нахождением распределений различных ком­
бинаций сумм и разностей этих случайных величин при наличии 
достаточной информации о них.

Основная проблема заключается в том, чтобы 1) связать эти 
величины в правильной последовательности для описания за;|1ач 
массового обслуживания; 2) найти соответствующие функции рас­
пределения, основываясь на статистических наблюдениях; 3) ис­
пользовать эти функции распределения для нахождения характе­
ристик процесса обслуживания и 4) на основании полученных ха­
рактеристик принять необходимые меры для улучшения процесса 
обслуживания.

Интересной особенностью теории массового обслуживания яв­
ляется зависимость различных величин от рассматриваемого мо­
мента времени. Например, число покупателей в очереди у кассы 
магазина самообслуживания через 10 минут после начала 
работы будет иным, чем через 2 часа. В каждый момент 
времени существует определенная вероятность для любого 
значения длины очереди пли времени ожидания. Таким об­
разом, функция распределения будет изменяться с течением вре­
мени.

Следовательно, для п-го требования существует случайная дли­
тельность ожидания, которая принимает различные значения с ве­
роятностями, зависящими от того, когда рассматривается процесс. 
В момент времени  ̂=  0 в системе может находиться начальное 
число требований, ожидающих в очереди. Позже система может 
освободиться от влияния этих требований или влияния отсут­
ствия требований к началу обслуживания и будет рассматриваться 
только переменный поток новых требований, и в конечном счете 
устанавливается состояние, не зависящее от числа начальных тре­
бований. Когда влияние начального состояния системы «стирается», 
можно получить модель системы, в которой распределение вероят­
ностей в фиксированный момент времени будет таким же, как и 
в любой другой момент. Таким образом, закон распределения со­
стояний системы перестает изменяться со временем; устанавли­
вается равновесный, или стационарный режим с определенными 
вероятностями состояний.
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Система никогда не войдет в стационарный режим, если, на­
пример, время обслуживания больше, чем -промежутки времени 
между моментами поступления требований. Всегда необходимо 
установить, действительно ли существует стационарный режим, 
т. е. при каких условиях распределения состояний системы ста* 
новятся независимыми от времени. В некоторых случаях этому 
вопросу уделяется главное внимание. На практике во многих про­
цессах это равновесное состояние с некоторым приближением на­
ступает, и поэтому распределение времени ожидания и распределе­
ние числа требований, находящихся в системе, изучается для рав­
новесного состояния системы.

Заметим, что равновесие означает, что вероятности не зависят 
от времени, но это не значит, что система становится детермини­
рованной. Система продолжает изменяться, но распределения, опи­
сывающие ее, будут постоянными во времени. Можно вычислять 
средние значения, отклонения от них и т. д.

Пояснение понятия стационарного состояния можно провести 
на примере работы установки для кондиционирования воздуха, 
которой мы пользуемся в жаркое время года. Это устаревший при­
бор, н поэтому он с трудом поддается управлению. Начальная 
нагрузка буквально сотрясает его. Он начинает работать с прон­
зительным шумом, вибрациями и грохотом. Через некоторое время 
создается впечатление, что все встало на свое место, но затем снова 
прибор возвращается в начальное состояние. Спустя длительный 
промежуток времени он начинает разогреваться, шум утихает, ко­
лебания гасятся.

В таком приборе все же никогда не может установиться ста­
ционарное состояние, под влиянием начальных условий он все 
время будет находиться в переходном состоянии. В жаркое время, 
когда он должен работать с большим напряжением, это все, на 
что он способен. Так может случиться и в некоторых системах мас­
сового обслуживания; вследствие зависимости от распределения 
входящего потока, распределения времени обслуживания и на­
чальных условий система может не достигнуть стационарного со­
стояния.

Нередко решение задачи можно получить гораздо проще, если 
допустить, что состояние системы не зависит от времени, в этом 
случае задача решается для стационарного состояния. Но не все­
гда можно ограничиться решением только для стационарного со­
стояния, поэтому нередко нужно иметь решения, зависящие от вре­
мени.

Вследствие однородности требований нередко принимается, что 
они имеют одинаковое распределение моментов поступления в си­
стему и одинаковое распределение времени обслуживания, не за­
висящие от того, поступило ли требование п-м или т -м  по счету. 
Во многих задачах принимается, что в малом временном интер­
вале появление более одного требования может произойти лишь 
с вероятностью меньшего порядка малости, чем длина этого
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интервала. Эти допущения делаются в зависимости от практичен 
ской целесообразности и от того, насколько трудно получить реше­
ние задачи в более общих условиях.

В качестве иллюстрации зависимости некоторых величин заме­
тим, что время ожидания (если имеется очередь) (Аг+1)-го 
требования, равно сумме времени ожидания п-го  требова­
ния, И его времени обслуживания s„ минус промежуток вре­
мени tn между моментами поступления п-го к (n-f 1)-го требова­
ний. Время поступления первого требования не оказывает влия­
ния, поскольку это требование сразу же поступает на обслужива­
ние, следовательно,

=  +  — tn-

Теперь каждая из случайных величин и tn будет иметь 
заданное распределение; следовательно, Wn и также будут 
обладать функциями распределения. Эти неизвестные распределе­
ния можно определить. Поэтому необходимо изучить некоторые 
элементарные понятия, применяемые в теории вероятностей, и ис­
пользовать их в дальнейшем.

Заметим, что если нет мест для ожидания, то требования, ко­
торые не могут сразу поступить на обслуживание, будут поте­
ряны. Каналы обслуживания могут иметь сложную структуру, они 
могут, например, соединяться последовательно или параллельно. 
В этом случае задача становится еще более важной и более инте­
ресной.

В качестве примера важной характеристики можно указать 
время ожидания. Если обслуживание производится по принципу 
«первым пришел — первым обслужен», то время ожидания в оче­
реди ^-го требования равно сумме времени обслуживания k — ! 
предыдущих требований и времени, необходимого для окончания 
обслуживания того требования, которое уже находилось в системе 
в момент поступления ^-го требования. Каждая из этих величин 
есть случайная величина, принимающая значения в соответствии 
со своей функцией распределения. Задача состоит в определении 
вероятности того, что сумма этих величин примет любое заданное * 
значение.

Рг^̂ спределение времени ожидания получим, умножив вероят­
ность того, что в очереди будет п требований, на распределение 
времени ожидания п-то требования и просуммировав результат 
по всем возможным значениям /г. Затем из распределения времени 
ожидания путем усреднения до времени можно получить сред­
нее значение времени ожидания. Эти вопросы поясняются в гл. 3. 
Попутно заметим, что если требования выбираются на обслужива­
ние случайным образом, то распределение времени ожидания тре­
бования, которое поступило после того, как в очереди уже было 
п — 1 требований, будет отличаться от распределения, которое 
было получено для системы с обслуживанием требований в по­
рядке поступления.
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Важной проблемой является использование результатов анали­
тических решений в практических ситуациях. Например, для прак­
тического случая может возникнуть задача оценки интенсивности 
поступления требований и интенсивности обслуживания по методу 
наибольшего правдоподобия. Как следует производить фактиче­
ские измерения, чтобы получить минимальную погрешность? Если 
уравнения не решаются аналитически, то можно попытаться по­
лучить численные решения.

До сих пор рассматривался аналитический подход, т. е. име­
лось в виду, что ситуации массового обслуживания описываются,, 
по возможности, аналитически; при этом находятся такие показа­
тели, как среднее время ожидания и средняя длина очереди, а из 
них выводятся важные показатели для оценки эффективности си­
стем массового обслуживания. Нередко случается, что задача мас­
сового обслуживания является сложной и не может быть описана 
аналитическими уравнениями, оперируя с которыми можно полу­
чить необходимые решения. Тогда приходится пользоваться дру­
гим методом, а именно моделированием системы. Применение 
этого метода было показано ранее на числовом примере, в котором 
численные значения времени ожидания и т. д. получены непосред­
ственно. Эксперимент должен повторяться достаточно большое чи­
сло раз, чтобы получить большие выборки, и большое число стати­
стических результатов, которые затем определенным образом 
усредняются для получения необходимых величин. Этот метод 
имеет большое значение для практики и применяется для нахожде­
ния непосредственного решения сложных.задач. Однако у него есть 
и недостатки, и поэтому при построении правильной модели с до­
статочным объемом выборок необходима особая тщательность; 
нужно уметь правильно объединять результаты для нахождения 
решения.

1.5. Показатели эффективности 
обслуживающих устройств и некоторые, 
меры их улучшения

Излагаемая нами теория основывается на исследовании раз­
личных моделей образования очереди. Подобный подход является 
промежуточным между пассивным наблюдением перегрузок си­
стем и синтезом оптимальных систем. При последнем подходе рас­
сматриваются конкретные состояния системы, возникающие на 
практике, решение находится путем пересмотра всех возможных 
направлений, какими бы странными они ни казались, при этом 
наиболее нереальные отбрасываются, а затем, в манере Шерлока 
Холмса, принимается то, что остается, каким бы необычньш оно 
ни казалось.
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Такой подход рекомендуется для практических целей, однако 
он может оказаться рискованным. Чтобы получить относительное 
улучшение обслуживания на основе новых идей, нужен аналитиче­
ский подход к проблеме в целом. Для эффективного решения 
трудных задач массового обслуживания эти два метода должны 
комбинироваться.

Большое практическое значение теории массового обслужива­
ния уже доказано. Это видно из того множества задач, для 
решения которых она успешно применяется. Это, в частности, отно­
сится и к тому обстоятельству, что существует большое число важ­
ных показателей эффективности средств обслуживания. Необхо­
дима большая тщательность при выборе соответствующих показа­
телей, а следовательно, и модели, описывающей процесс, на 
основании которого такой показатель выводится.

Эффективность некоторых систем массового обслуживания по­
вышается слабо потому, что не замечают лучших показателей, спо­
собствующих улучшению работы системы. Например, может быть 
принято решение регулировать входящий поток вместо увеличения 
интенсивности обслуживания или же и то и другое; таким образом 
добиваются уменьшения числа требований, находящихся в си­
стеме. В отдельных случаях в периоды сильной интенсивности вхо­
дящего потока может оказаться более целесообразным иметь со­
ответствующее место для ожидания поступающих требований, 
чем ускорять обслуживание.

Вопрос о том, насколько полно теоретическая модель соответ­
ствует реальному процессу массового обслуживания или части 
его (если он может быть разделен на части, каждая из которых 
удовлетворяет, скажем, условиям равновесия), определяется 
главным образом тем, какой показатель необходимо принять. 
Для многих практических целей требуются такие показатели каче­
ства обслуживания, которые обеспечивают возможность сравне­
ния. Например, может производиться сравнение влияния распре­
деления времени обслуживания на распределение времени ожида­
ния. В другом случае может сравниваться влияние на время 
ожидания различной дисциплины очереди.

Какой бы подход ни применялся при решении таких задач, не­
обходимо выбирать такие показатели, с помощью которых можнр 
принять правильное решение. Например, владелец системы обслу­
живания может путем сравнения расходов на увеличение объема 
обслуживания и убытков вследствие потери клиентов решить, 
стоит ли ему увеличивать место для ожидания или же лучше 
увеличить число обслуживающих устройств.

Среднее время ожидания для тех клиентов, которым приходится 
ожидать, может быть слишком большим, и, следовательно, сред­
нее врехмя ожидания всеми клиентами может оказаться неподхо­
дящим показателем. Владелец предприятия может использовать 
эти величины для определения необходимых размеров .места 
для ожидания, и принять меры, чтобы сделать ожидание бо- 
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лее приятным и, может быть, более коротким за счет увеличе­
ния числа каналов, более быстрого обслуживания и т. д.

Важно также рассматривать показатели эффективности, отно­
сящиеся и к тем клиентам, которые решают уйти из очереди или 
вообще не становиться в очередь, ёсли длина ее или время ожида­
ния слишком велики.

Назовем некоторые важные показатели, которые находятся при 
исследовании систем в стационарном состоянии и б  переходном со­
стоянии (зависящем от времени): интенсивность входящего потока; 
интенсивность обслуживания; загрузка системы, т. е. отношение 
среднего времени обслуживания к среднему промежутку времени 
между двумя последовательными требованиями; вероятность того, 
что в очереди или в системе находится определенное число требо­
ваний га; среднее число требований, находящихся в очереди (или 
в системе, т. е. сюда включается еще и среднее число требований, 
находящихся на обслуживании); распределение времени ожида­
ния в очереди или распределение времени пребывания в системе; 
среднее время ожидания и его дисперсия. В том случае, когда 
приходится иметь дело с нетерпеливыми клиентами или скоропор­
тящимися продуктами, важно знать, чему равна вероятность того, 
что ожидание продлится больше допустимого времени.

Важными показателями являются также вероятность обслужи­
вания без ожидания (доля требований, ожидающих обслужива­
ния, находится путем вычитания этой величины из единицы); ве­
роятность того, что требования будут ожидать положительное 
время; среднее число требований, ожидающих обслуживания; сред­
няя длительность периода занятости; среднее число обслуженных 
требований. Для тех требований, на обслуживание которых затра­
чивается мало времени, особенно важно знать отношение сред­
него времени ожидания к среднему времени обслуживания. Важно 
вычислить также вероятность того, что занято ровно 0^п<^с ка­
налов; среднее число незанятых каналов; коэффициент простоя ка­
налов; коэффициент занятости (т. е. долю времени, в течение ко­
торого канал занят); среднее число требований, не поступивших 
в систему, применительно к случаю конечной совокупности; веро­
ятность потери требования и т. д.

Во многих задачах теории массового обслуживания существен­
ную роль играет анализ стоимости. Может возникнуть необходи­
мость знать стоимость всей операции, а также определить, какое 
влияние на стоимость обслуживания окажет оборудование допол­
нительного канала по сравнению с увеличением объема обслу­
живания в канале, выбранная дисциплина очереди, ожидание кли­
ента в течение определенного времени, содержание большего числа 
каналов по срар.нению с использованием места для ожидания в дру­
гих целях, размещение очереди различной длины и наличие места 
для ожидания различной вместимости, управление распределением 
входящего потока (например, можно выбрать распределение вре­
мени прибытия самолетов и затем сравнить стоимость процесса
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при заданном распределении времени обслуживания для случай­
ного и регулярного входящих потоков). Кроме того, можно рас­
сматривать показатели использования обслуживающего устройства 
и производительность (число требований, обслуженных в еди­
ницу времени). Важно также знать возможные убытки вследствие 
потери клиентов, а также представлять себе, во что обходится 
клиентам ожидание в очереди.

По различным причинам обслуживающее устройство может 
разрушиться. Например, стремительный входящий поток может 
оказать большое давление на систему, принуждая прекратить про­
цесс обслуживания. Примером разрушения обслуживающего уст­
ройства может служить временное повреждение телефо1Нной 
линии во время урагана. Коренные изменения порядка обслужива­
ния могут полностью отпугнуть клиентов, и весь процесс прекра­
тится. Неожиданный несчастный случай в банке (например, убий­
ство клерка бандитом) может повлечь за собой прекращение всех 
операций. Перегрузка в конце обслуживания вследствие того, что 
обслуженные требования не покидают систему, или вследствие 
других причин может в конце концов остановить обслуживание.

Решительные меры по повышению эффективности систем мас­
сового обслуживания могут быть осуществлены путем сокращения 
времени обслуживания или уменьшения отклонений от среднего 
значения, применения дополнительного обслуживания в моменты 
наибольшего наплыва и управления распределением входящего 
потока. Выигрыш получается, например, при использовании упоря­
доченного входящего потока вместо случайного, упорядоченный 
поток, как мы увидим позже, приводит к меньшему времени ожи­
дания при данном времени обслуживания. Ясно, что такая мера 
может привести только к частичному эффекту. Требования будут 
поступать с отклонениями относительно регулярных промежутков 
времени. Желательно также сглаживать нерегулярности поступ­
ления требований. Важно производить такое управление входящим 
потоком, чтобы загрузка системы (отношение интенсивности по­
ступления требований к интенсивности обслуживания) оставалась 
меньше единицы. Упорядочение входящего потока и использова­
ние обслуживающих устройств в течение более длительного про­
межутка времени ослабляет тяжелые перегрузки в часы пик.

Позже будет показано, как с помощью применяемых моделей 
получить выражения для различных показателей эффективности 
функционирования систем массового обслуживания. Имеются 
примеры, когда удовлетворительное решение задачи массового 
обслуживания можно получить только при замене'данного про̂  
цесса более эффективным. Примером заботы о клиенте в некото­
рых обслуживающих устройствах является внедрение самообслу' 
живания. Эстакады и современные шоссе с многорядным движе­
нием устраняют транспортные перегрузки, которые могут приво­
дить к затруднениям даже в том случае, если движение в узких 
проездах хорошо регулируется. По телефону можно сделать пред- 
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варительный заказ или назначить время приема. Таким образом, 
потери врвхМени на обслуживание существенно ухМеньшаются.

ЗаметихМ, что, решив практическую задачу хмассового обслужи­
вания путСхМ увеличения числа лиц, производящих обслуживание, 
можно создать другую очередь, а ИхМенно очередь тех, кто произво­
дит обслуживание. Теперь они должны -ожидать клиентов, нуж­
дающихся в их услугах. В этохМ СхМысле может создаться пере­
грузка иного рода, когда каналы простаивают, хотя, возможно, пе­
регрузка первого рода хменее желательна.

1.6. Исторический обзор
1 . Телефонные системы

Теория массового обслуживания получила развитие при решении проблем, 
связанных с перегрузкой телефонных линий. Это направление развивается также 
и в настоящее время; им, занимаются многие способные исследователи в различ­
ных странах. В кратком историческом обзоре развития теории массового обслу­
живания целесообразно изложить некоторые основные понятия телефонной 
связи, представляющие особый интерес для исследователей.

Сразу же отметим два основных положения. Когда в группе все аппараты 
включены, то говорят, что группа занята. Если требование поступает, когда 
группа занята, то оно может или получить отказ или ожидать обслуживания. 
Первый случай характерен для систем с потерями, а второй — для систем с ожи­
данием; возможны также и системы смешанного типа.

Полнодоступные системы. Полнодоступный пучок линий представляет собой 
систему аппаратов (телефоны, междугородные или внутренние линии связи 
и т, д.), каждый из которых доступен любой группе источников (абонентов).

А ,  а Ь с

Рис. 1.2. Полная доступность. .

На рис. 1.2 прописной буквой обозначена группа источников, а строчными бук­
вами — соответствующие им аппараты. Заметим, что если абоненту А  нужно 
установить связь, то это может быть сделано с помощью любой свободной ли­
нии а, Ь, с п т. д. Если же все линии заняты, то абонент либо ожидает, либо 
его вызов теряется, т. е. в этом случае он получает сигнал, что линия занята. 
В любом случае важной величиной является вероятность ожидания вызова в те­
чение определенного времени или вероятность отказа.

Для случая ограниченного источника, включающего N  абонентов, п из ко­
торых уже обслуживается. Эрланг нашел, что вероятность поступления нового 
вызова в промежутке времени {t, равна {N — n)Xdt, где Я — среднее
число вызовов, поступающих в единицу времени. Если число обслуживаемых 
независимых абонентов неизвестно, то обычно принимают предположение, что 
вероятность поступления в интервале (t, t-i-At) одного вызова равна Xdt, 
а интервалы между последовательными вызовами имеют экспоненциальное рас­
пределение с плотностью Яе"^^- Это приводит к пуассоновскому распределению, 
для которого вероятность поступления п вызовов за время t составляет

, где Xt— математическое ожидание числа вызовов за время t. Это 
п1

р а с п р е д е л е н и е  было проверено на практике для периодов интенсивной нагрузки. 
Оно удовлетворительно описывает распределение входящего потока. Аналогично,
если ~  — средняя продолжительность разговора, то вероятность того, что
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разговор окончится в промежутке {t, равна и не зависит от длитель­
ности разговора и наличия других вызовов. Это свидетельствует о том, что 
длительность разговора распределяется в соответствии с выражением

Используя эти допущения, Эрланг [89] развил теорию телефонной связи 
и получил формулы для вероятностей различного числа ожидающих абонентов, 
распределения времени ожидания при равновесном состоянии системы и вероят­
ности отказов для системы с потерями. Он опубликовал свои труды в 1917 г. 
вначале на датском языке, а затем на английском, немецком и француз­
ском языках. Эрланг рассматривал пуассоновский входящий поток из бес­
конечного источника при экспоненциальном и постоянном времени обслу­
живания.

Он получил решения для системы с ожиданием при постоянном времени 
обслуживания в случае одного, двух и трех каналов, а также для произволь­
ного числа каналов при экспоненциальном времени обслуживания.

Труды Эрланга послужили толчком для других работ в этом направлении.
В этой области работали Фрай (см. его блестящую книгу) [271], Молина [575] 
и О’Делл [618]. Изучение первых статей по теории массового обслуживания при­
водит к выводу, который сделал Сиски [791], что эти работы были связаны 
с одобрением или опровержением результатов Эрланга. Сиски называет этот 
период «периодом. Эрланга и О’Делла». О’Делл опубликовал краткое изложе­
ние работ по теории скученности, вышедших до 1920 г. Полячек вывел извест­
ную формулу для одноканальной системы с пуассоновским входящим потоком 
и произвольным временем обслуживания (формула Полячека—Хинчина); он 
исследовал также случай постоянного времени обслуживания для системы 
с обслуживанием требований в порядке поступления и при разветвлении оче­
реди перед каждым обслуживающим устройством. Кроммелин исследовал мно­
гоканальную систему с ожиданием в состоянии равновесия при постоянном 
времени обслуживания. Его результаты совпали с результатами некоторых за­
дач, исследованных Эрлангом. Беркели, а также Шаутен и Джилтей проверили 
эти результаты экспериментально.

Совсем недавно Полячек [679] аналитически исследовал многоканальную 
систему с произвольным временем обслуживания, в которую поступает поток 
с последействием.

Пальм рассмотрел влияние изменения интенсивности потока обслуженных 
требований. Костен произвел статистические расчеты моментов для времени 
ожидания, для числа отказов и т. д. Вилкинсон и Хейуорд изучили влияние 
надежности поиска телефонных линий на распределение числа занятых линий.

Неполно доступные системы. В не-
Д ___  ____  полнодоступных системах только не- ^

которые ainnараты доступны абонентам. 
На рис. 1.3 показана типичная, хотя и 
сложная неполно доступная система с 
так называемым ступенчатым включе­
нием. Например, линия а доступна 
только для вызовов, поступающих от 
абонентов Л и Д  линия е доступна 
всем абонентам, а линия с доступна 
г|бонентам Л и 7). Для этой системы 
также исследовались вопросы отказов 
(главным образом) и ожидания (в 
меньшей степени).

Допуская, что-новые вызовы нахо­
дят заданный а)ппарат среди большого 

числа абонентских телефонных аппаратов (так называемое идеальное ступенча­
тое включение). Эрланг получил выражение для вероятности того, что система 
окажется занятой. Строгий вывод этой формулы получен Брокмейером. В зави­
симости от типа соединений внутри системы были исследованы и другие во­
просы.
46

в

6

с
с Е

D
Рис. 1.3. Ограниченная доступность.



Системы связи. Система связи — понятие, появившееся в более позднее 
время. В системе связи группа источников имеет ограниченную доступность 
к группе соответствующих им аппаратов; на рис. 1.4 представлена двухступен­
чатая система связи.

Существует зависимость распределения вызовов, поступающих в устрой­
ство а, от распределения вызовов в А .  Задача формулируется в следующем 
виде: задано распределение потока вызовов, определить вероятность того, что

данный вызов не поступит на свободный вывод. Существует связь между рас­
пределениями ' вызовов на всех фазах. Якобеус, Иенсен и Форте решили эту 
задачу, приняв допущение, что эти функции распределения взаимно независимы,, 
и определенная зависимосгь между ними существует только на последних двух 
ступенях. Для случая полной зависимости эта задача все еще остается нере­
шенной, но Эллдин предпринимает обнадеживающие попытки решить ее.

Двухкаскадная система. Рассмотрим теперь систему с потерйми, в которой 
все требования перед поступлением на обслуживание направляются на общий 
пункт управления. Если пункт занят, то требование теряется, даже если обслу­
живающий канал свободен. Задача была решена для вероятности потери тре­
бования в системе с пуассоновским входящим потоком и экспоненциальным 
временем обслуживания во всех каналах для случаев, когда время обслужи­
вания на пункте управления экспоненциальное (Воло и Леруа), постоянное 
(Форте) и произвольное (Полячек). Эту же задачу для системы с ожиданием 
решил Сиски как для случая одного канала, так и для бесконечного множества 
каналов.

Сиски [795] дает обширное изложение этого вопроса в главах, посвященных 
системам с потерями, системам с ожиданием, неполнодоступным системам, си­
стемам связи, а также взаимосвязанным коммутаторам.

2 . Замечания по развитию общей теории массового 
обслуживания

Системы с обслуживанием в порядке поступления требований. В книге 
Феллера, изданной в 1950 г. [236] и впоследствии переработанной, исследовались 
задачи, связанные с очередями. С теоретической точки зрения значительный ин­
терес представляет статья Кендалла, опубликованная в 1951 г. [432], в которой 
было введено широко используемое в настоящее время понятие вложенных це­
пей Маркова. За ней последовала его статья 1953 г., посвященная классифика­
ции систем массового обслуживания [433]. Следует заметить, что используемый 
им метод моментов регенерации был впервые предложен Пальмом. В 1952 г.
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Кларк [121] впервые получил решение уравнений процесса рождения и гибели 
с постоянными коэффициентами для переходного состояния, опубликованное 
позже. Различные способы решения этих уравнений получили Ледерманн и Рой- 
тер [493], Бейли [20], Морз [590], Чемпернаун [109]. Карлин и Мак-Грегор [409] 
предложили решение этой задачи с помощью коэффициентов, являющихся функ­
циями числа требований в очереди. Саати [748] с помощью преобразований 
Лапласа получил решение для переходного состояния марковской модели мно­
гоканальной системы. Кларк [124], а затем Лучак исследовали задачу, в которой 
коэффициенты являются функциями времени. В 1952 г. Линдли [518] получил 
выражение для среднего времени ожидания в одноканальной системе для ста­
ционарного состояния, с произвольным входящим потоком и произвольным вре­
менем обслуживания при обслуживании требований в порядке поступления 
(«первым- пришел — первым обслужен»).

Случайный выбор на обслуживание. В 1942 г. Меллор [563] получил рас­
пределение времени ожидания для системы со случайным выбором из очереди. 
В 1946 г. Воло [853] дал точную формулировку этой задачи для системы с боль­
шим числом каналов при пуассоновском входящем потоке и экспоненциальном 
времени обслуживания. Позже эта задача была решена Полячеком [663] и 
Пальмом [640].

В 1953 г. Риордан разработал метод нахождения распределения времени 
ожидания, а Вилкинсон [882] получил кривые распределения. В 1959 г. Бёрк [100] 
исследовал задачу случайного выбора на обслуживание для одноканальной си­
стемы с пуассоновским входящим потоком и постоянным временем обслужи­
вания.

Системы с приоритетом. В 1954 г. Кобхем опубликовал первую статью, по­
священную системе с приоритетом, не прерывающим обслуживания, при пуассо­
новском входящем потоке и экспоненциальном времени обслуживания для од­
ного и нескольких каналов. Он получил выражения для среднего времени ожи­
дания требования, обладающего данным приоритетом. Холли упростил резуль­
таты Кобхема. Фиппс обобщил решение Кобхема для непрерывного числа прио­
ритетов с приложением к ремонту машин. Морз [591] получил производящую 
функцию вероятностей стационарного состояния системы с двумя приори­
тетами, имеющими экспоненциальное время обслулсивания с различными пара­
метрами. В 1957 г. Кестен и Ранненберг исследовали задачу Кобхема более 
детально и полечили преобразования Лапласа—Стилтьеса, а также первые два 
момента для времени ожидания в системе с произвольным временем обслужи­
вания при стационарном состоянии.

В последнее время Дж. Джексон рассматривал системы с динамическим 
приоритетом [368]. Барри и Стефан исследовали систему с двумя приоритетами, 
прерывающими обслуживание, для случая пуассоновского входящего потока 
и экспоненциальното времени обслуживания. Уайт и Кристай рассмотрели ту 
же задачу для двух каналов и получили выражения для среднего времени об­
служивания и среднего времени ожидания в системе с любым приоритетом, 
а также производящие функции распределения времени ожидания. Они рас­
смотрели также сходство между этой системой и системой с разрушением оче­
реди.

Миллер-младший [567] в обширной статье привел несколько полученных 
ранее результатов для системы с двумя приоритетами, имеющими экспоненци­
альное время обслуживания с различными параметрами, а также нашел пре­
образования Лапласа—Стилтьеса и производящие функции для новых случаев. 
Хиткоут в последнее время сделал значительный вклад в изучение систем 
с приоритетом, прерывающим обслуживание, исследовав многоканальную си­
стему с несколькими приоритетами в переходном состоянии.

Отказ клиентов становиться в очередь. Уход из очереди до начала обслу­
живания. Нетерпеливые клиенты. Образование цикла. Переход клиентов из 
одной очереди в другую. Клиент может принимать решение относительно допу­
стимой длины очереди, которая может быть и бесконечной, отказываясь при­
соединиться к более длинной очереди. Б различных ситуациях приемлемая длина 
очереди различна. Общая совокупность ее размеров приводит к различным рас­
пределениям вероятности того, что поступающее требование отказывается ста­
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новиться в очередь. В 1957 г. Хейт исследовал эту задачу для одноканальной 
системы с пуассоновским входящим потоком и экспоненциальным временем об­
служивания для различных вероятностей того, что клиент отказывается стано­
виться в очередь. Он определил среднее число требований, находящихся в оче­
реди, при котором требование, которое становится в оч-ередь, остается в системе.

Подобную задачу, в которой длина очереди не может превосходить фикси­
рованного конечного значения, исследовал Финч [244] для случая входящего 
потока с ограниченным последействием. Он получил распределение длины оче­
реди для стационарного состояния, доказав его существование.

В более ранних статьях Баррер [28] рассмотрел задачу о нетерпеливых 
клиентах, которые после определенного времени ожидания (детерминирован­
ное нетерпение) покидают находящуюся в стационарно1М состоянии однока­
нальную систему с пуассоновским входящим потоком и экспоненциальным вре­
менем обслуживания при случайном выборе требований на обслуживание. Он 
также исследовал задачу [29] для системы с обслуживанием по принципу «пер­
вым пришел — первым обслужен» в случае, когда требования покидают си­
стему через определенный промежуток времени ожидания, и получил распре­
деление длины очереди. Финч исследовал эту задачу для многоканальной си­
стемы с произвольным входящим потоком. Он также решил задачу для случая 
недетерминированного нетерпения в многоканальной системе с пуассоновским 
входящим потоком и экспоненциальным временем обслуживания, получив рас­
пределение длины очереди. Хейт рассмотрел комбинацию оставления очереди 
(нетерпения) с неприсоединением к очереди. Пальм исследовал случай раннего 
оставления очереди, а Коэн обобщил эту задачу для случая повторного поступ­
ления требований.

Процесс образования цикла требований в системе массового обслуживания 
был исследован Кенигсбергом в 1958 г. Глязер рассмотрел схему, когда возмо­
жен переход клиентов из одной очереди в другую в случае нескольких очере­
дей, образованных перед системой, как, например, в банке.

Многофазовое обслуживание. В 1954 г. О’Брайен исследовал две системы 
многофазового обслуживания (обе фазы — в состоянии равновесия, с пуассо­
новскими входящими потоками и экспоненциальным временем обслуживания); 
им получены выражения для распределения длины очереди и среднего времени 
ожидания. В том же году Р. Джексон [369] решил задачу для ограниченного 
и неограниченного входящих потоков при двух и трех фазах, получив также 
распределение длины очереди. Хант исследовал двухфазные системы 1) с поте­
рями, 2) с очередью, ограниченной конечной величиной, и 3) с неограниченной 
очередью и вычислил, в частности, среднее число требований в системе. Мар­
шалл и Рейч исследовали время ожидания для многофазных систем. Бёрк [99], 
Рейч [708], Коэн и в последнее время Финч исследовали выходящий поток 
и установили независимо друг от друга, что выходящий поток для системы 
с пуассоновским входящим потоком и экспоненциально распределенным време­
нем обслуживания также будет пуассоновским.

Немарковские модели. В немарковской модели либо поток непуассоновский, 
либо время обслуживания распределено по закону, отличному от экспоненциаль­
ного, либо имеет место и то и другое. Классический вывод выражения для 
среднего числа требований, находящихся в очереди, и среднего времени ожида­
ния для стационарного состояния системы с пуассоновским входящим потоком 
и произвольным временем обслуживания при обслуживании требований в по­
рядке поступления сделал А. Я. Хинчин (формула Полячека—Хинчина). Как 
уже указывалось, Линдли вывел интегральное уравнение для распределения 
времени ожидания при произвольном входящем потоке и произвольном времени 
обслуживания. Дополнительно к ранним работам Кроммелина, который вычислил 
время ожидания для стационарного состояния многоканальной системы с пуассо­
новским входящим потоком и постоянным временем обслуживания, Эверетт 
предложил другой способ получения этих результатов, основанный на приме­
нении метода последовательных приближений.

Использовав метод Кендалла (метод вложенных цепей Маркова), Бейли [21] 
и Даунтон [188, 189] исследовали систему с групповым обслуживанием (обслу­
живается группа, состоящая из нескольких требований) в состоянии равновесия
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и нашли выражения для среднего времени ожидания и среднего числа требо­
ваний, находящихся в очереди, для случая распределения времени обслужива­
ния по эрланговскому закону. Даунтон рассмотрел предельный случай неогра­
ниченного увеличения объема группы. Совсем недавно Миллер-младший [568] 
подошел к вопросам группового поступления требований и группового обслу­
живания с точки зрения теории восстановления и смог добиться результатов, 
которые нельзя было получить с помощью вложенных цепей Маркова. Он рас­
смотрел более реальный случай, в котором возможны периоды, когда не про­
исходит обслуживания. Этот автор также получил среднее время ожидания для 
периодов занятости.

Мейслинг [561], рассматривая дискретный, аналог этой задачи и используя 
вложенные цепи Маркова, нашел среднее число требований, находящихся 
в очереди, и среднее время ожидания для стационарного состояния одноканаль­
ной системы с биномиальным входящим потоком и произвольным временем 
обслуживания при обслуживании требований в порядке поступления, а также 
рассмотрел специальные случаи, когда время обслуживания имеет геометриче­
ское, а также вырожденное распределение. Перейдя к пределу, он получил из­
вестные результаты. Этот способ использовал также и Полячек.

Р. Джексон и Николс рассмотрели случаи равновесного состояния одно­
канальной системы при обслуживании требований в порядке поступления для 
входящего потока с распределением Эрланга для промежутков времени между 
моментами поступления требований и экспоненциального распределения вре­
мени обслуживания и нашли распределение вероятностей стационарного 
состояния и распределение времени ожидания тех требований, которые должны 
ожидать, а затем применили эти результаты для случаев экспоненциального и 
вырожденного распределений входящего потока.

В своей книге, опубликованной в 1957 г. [679], Полячек глубоко исследо­
вал одноканальную систему с различными входящими потоками, различным 
временем обслуживания и различными дисциплинами очереди с приложением 
преимущественно к задачам, связанным с организацией воздушного сообщения.

Такач [800] и позже Бенеш [44] вывели и исследовали интегродифферен- 
циальное уравнение для распределения времени ожидания при переходном со­
стоянии системы с обслуживанием требований в порядке поступления, с пуассо­
новским нестационарным входящим потоком и с произвольным распределением 
времени обслуживания. Аналогичный подход предпринял недавно и Декан. 
Решения уравнений для стационарного состояния получены им в виде преобра­
зований (например, Лапласа). Смит [771]. показал, что если распределение 
времени обслуживания есть функция из класса Кп, определяемого ниже, то рас­
пределение времени ожидания также принадлежит Кп при весьма общем харак­
тере входящего потока  ̂ Б. В. Гнеденко исследовал время ожидания в системах 
с нетерпеливыми клиентами и в системах с прерыванием обслуживания. Кифер 
и Вольфовиц [442] по1казали для случая многоканальной системы с произволь­
ным входящим потоком и произвольным распределением времени обслужива­
ния при обслуживании в порядке поступления, что распределение времени ожи­
дания для стационарного состояния не существует, коль скоро загрузка си­
стемы р не меньше единицы. В одном частном случае оно может существовать 
также при р —1. Получено также общее выражение для распределения времени 
ожидания. Результат, полученный Линдли, является частным случаем данного 
результата, когда рассматривается один канал.

О. А. Вольберг [968], продолжая работу Полячека, получил распределение 
времени ожидания для переходного и стационарного состояний многоканальной 
системы с пуассоновским входящим потоком и произвольным временем обслу­
живания, когда каждое требование последовательно направляется в различные 
каналы, а каналы для о^луживания требований, поступающих в дальнейшем, 
снова назначаются в последовательном порядке.

Уишарт исследовал время ожидания для систем и DJEkll (см.
шиже классификацию Кендалла).

Существует много других интересных ситуаций массового обслуживания, 
которые рассматриваются далее в нашей книге, но не включены в этот 
обзор.
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Кратко остановимся на классификации систем массового обслуживания, 
предложенной Кендаллом. Если М  обозначает, что распределение числа собы­
тий в фиксированном промежутке времени является пуассоновским, а распре­
деление промежутков между ними — экспоненциальным, то M tM jc  означает, 
что в такой системе имеется с каналов. Символ D. используется для обозначе­
ния вырожденного распределения, К  г г -  для распределения по закону хи-квадрат 
с четным числом степеней свободы. Mg — для группового обслуживания, Еп  — 
для эрланговского распределения с математическим ожиданием, не зависящим 
от п, GI — символ последовательности независимых, произвольным образом (но 
одинаково) распределенных случайных величин (например, промежутки вре­
мени между моментами поступления требований независимы и имеют произ­
вольное распределение, одно и то же для всех промежутков), а G обозначает 
произвольное распределение, в котором не требуется наличия независимости. 
Таким образом, D.IKnl\ обозначает одноканальную систему с регулярным вхо­
дящим потоком и распределением времени обслуживания по закону Эрланга.

Задачи
1. Оцените задержки вследствие ожидания в системах обслуживания, 

с которыми вы встречаетесь в повседневной деятельности и определите, ка­
кими они могут оказаться за 40 лет. С материальной точки зрения подсчитайте 
потери творческой и иной деятельности, которой вы могли бы заняться в это 
время. Очевидно, что произвести такую оценку нелегко, но все же стоит попы­
таться.

2. Дайте пример работы системы массового обслуживания (как это было 
сделано для аэропорта), который включал бы большинство приведенных по­
нятий. Придумайте по крайней мере две новых особенности функционирования 
системы массового обслуживания, не упоминавшиеся в этой главе.

3. Используйте последовательность случайных чисел (объем выборок ра- 
вен 100) для моделирования системы массового обслуживания так, как была 
показано в тексте, и вычислите различные величины, о которых там упоми­
налось.

4. Каждому известно, к какому беспорядку приводят очереди, образую­
щиеся перед многими параллельно работающими кассовыми аппаратами в ма­
газинах самообслуживания в дни оживленной торговли. Очереди перед каждой 
кассой тянутся до проходов между продуктовыми прилавками, мешая движе> 
нию. Большое пространство между этими очередями не используется. Из-за 
медлительности продавца можно долго простоять и в короткой очереди. Со­
ставьте схему обслуживания без потери времени и места по принципу «первым 
пришел — первым обслужен» всех клиентов, образующих общую очередь к кас­
сам магазина. Предложите вашу схему ближайшему к вам магазину.



Г л а в а  2

НЕКОТОРЫЕ МОДЕЛИ СИСТЕМ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ

2.1. Введение
В ЭТОЙ главе будут довольно детально рассмотрены основные 

подходы к решению задач массового обслуживания. Цель главы — 
помочь читателю связать описательный материал первой главы 
с более аналитическими аспектами. Однако мы не ограничиваемся 
одними формулами. Для того чтобы читатель в самом начале по­
лучил более полное представление об основном математическом 
аппарате, необходимом для анализа реальных задач массового 
обслуживания, будут приведены также некоторые статистические 
задачи.

Глава делится, в основном, на три части. Первая часть посвя­
щена построению моделей и нахождению решений. Вначале рас­
сматривается детерминированная задача, на которую в прошлом 
не обращали достаточного внимания, несмотря на то, что вслед­
ствие ее простоты она помогает легко уяснить многие понятия тео­
рии массового обслуживания. Здесь будут рассмотрены только не­
которые из них, остальные же войдут в упражнения.

За этой задачей следует задача промежуточного типа, которая 
представляет собой начальный переход от детерминированной за­
дачи массового обслуживания к вероятностной. (Теория вероятно­
стей и есть тот фундамент, на котором базируется развитие теории 
массового обслуживания.) Затем рассматриваются пуассоновские 
процессы. Они находят много важных приложений в теории массо­
вого обслуживания и поэтому должны быть изучены. Вторая мо­
дель системы массового обслуживания, основанная на свойствах 
пуассоновского, процесса и связанного с ним экспоненциального 
распределения, построена для случая, когда имеется временная 
зависимость. Получены различные свойства пуассоновских процес­
сов; на основании этих свойств выводятся некоторые свойства про­
цессов массового обслуживания.

Аналогичный анализ применяется для исследования стационар­
ного, т. е. независимого от времени, состояния одноканальной си­
стемы с пуассоновским входящим потоком и экспоненциальным 
временем обслуживания при обслуживании требований в порядке
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поступления. Затем дается вывод известной формулы Полячека— 
Хинчина для стационарного состояния - (решение для переходного 
режима не рассматривается). Исследуя результаты, полученные 
для стационарного состояния, можно получить важные формулы, 
с помощью которых проверяется чувствительность системы к из­
менению параметров.

Вторая часть главы связана с проверкой гипотезы относительно 
наблюденного распределения и с оценкой параметров, полученны.х 
из наблюденных значений. Кратко обсуждаются проблемы, связан­
ные с принятием гипотезы.

В последней части главы рассматривается решение одной про­
стой задачи массового обслуживания методом Монте-Карло. За­
тем следуют численные методы решения некоторых уравнений для 
случаев, когда трудно получить решение в замкнутом виде.

2.2. Детерминированная система
Начнем с рассмотрения простой задачи массового обслужива­

ния. В этой задаче мы принимаем, что поступление требований 
в систему происходит в фиксированные моменты времени, а время 
обслуживания постоянно. В этом случае оказывается возможным 
проследить за всем процессом обслуживания. Нашей задачей бу­
дет определение числа ожидающих требований к общего времени 
ожидания.

Допустим, что процесс массового обслуживания организован 
так, что поступление требований и обслуживание их происходит 
через равные промежутки времени. Задача является детерминиро­
ванной и может быть решена элементарным способом.

Если требования поступают в одноканальную систему через 
равные промежутки времени а (т. е. интенсивность поступления
требований равна и обслуживаются через равные промежутки 

времени Ь ^т. е. интенсивность обслуживания равна то при

Ъ<а или, что то же самое, при — < 1  ни одно требование ожи-а
дать обслуживания не будет. Если же ~  >  1, то число ожидаю­
щих требований будет возрастать неограниченно. При Ь =  а тре­
бования ожидать не будут, если процесс обслуживания начался 
при отсутствии очереди. В противном случае будет очередь посто­
янной длины.

Допустим, что ~  <  1 и к началу обслуживания в очереди
имеется i требований (заметим, что / ^ 2 , поскольку при i = l  это 
требование будет обслужено прежде, чем поступит новое, и оче­
реди не будет). Все / требований будут обслужены к концу вре­
менного интервала, равного ib. За это же время поступит еще
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требований, которые будут ожидать. Квадратные скобки 
означают, что берется «аибо|Льшее целое число, не превосходя- 
щее — (требования не могут поступать в промежуточные мо­
менты времени). Требование, поступившее последним, будет ожи­
дать, пока обслуживающее устройство освободится.

Время обслуживания этих требований равно Ь , а за

это время поступит еще 

[ ? ] ■

'[1 ] + 1  требований. Заметим, что

это число меньше , так как Ъ <.а.  Это происходит до того 
момента, когда поступающие требования уже не будут ожидать.

Поясним это на примере. Примем время обслуживания Ь рав­
ным одной временной единице, а длительность интервала между 
требованиями а равной трем временным единицам. Допустим, 
что 1 =  50. Тогда время обслуживания t ожидающих требований
равно 50 временным единицам. За это время поступит j^-^j =16
требований, и для их обслуживания потребуется еще 16 времен­
ных единиц. За это время поступит еще 6 требований, а за время 
обслуживания их — еще два. В момент окончания обслуживания 
последнего из этих двух требований поступит еще одно, но оно уже 
не будет ожидать. Таким образом, общее число требований, ожи­
дающих обслуживания, будет равно 74. Сюда же входит и первое 
из начального числа i требований, поступившее на обслуживание 
сразу же после начала процесса.

Если обозначить через Р„ (t) вероятность того, что в момент 
времени t в очереди находится ровно п требований, то

’ ,<0) =  | о
при п =  1, 
при п L

Эти два возможных значения можно выразить одним символом 
^n(0)=6i„, который называется символом Кронекера. Его значе­
ние равно 1 при п =  1 и равно нулю при n=^i. В данном случае 
число требований можно определить однозначно. Все величины 
определяются точно, следовательно, для любого момента времени 
вероятность Р„ (t) равна или нулю, или единице. Это .не будет 
иметь места в случае недетерминированной системы, рассматри­
ваемой в следующем параграфе.

Очевидно, что через промежуток времени, в течение которого 
все ожидающие требования будут обслужены, очередь исчезнет. 
Пусть в очереди ожидает А вновь поступивших требований. Тогда 
(Л +  1)-е требование поступит на обслуживание через промежуток 
времени, необходимый для обслуживания i+ A  требований, т. е. 
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(1 + Л )6 -<а(А + 1 ) или t'6 — Л < ;Л (а  — Ь). Но Л =  [̂ ^ ] +  1.
поэтому время, необходимое для обслуживания всех ожидающих 
требований, равно

И в этом случае сюда входит первое из i начальных требований.
Заметим, что чем ближе 6 к а, тем большее число требований 

будет ожидать, пока через продолжительный промежуток времени 
очередь не исчезнет.

Рассматривая несколько измененный вариант, можно получить 
более важные и легко вычисляемые выражения. При последую­
щем рассмотрении примем, что а делится на 6, а  ̂ делится на а 
без остатка.

Предположим, что процесс начинается с того, что одно из пер­
воначально ожидавших требований поступает на обслуживание. 
Если обслуживание его окончено и новые требования не посту­
пают, то на обслуживание допускается еще одно. Если же во 
время обслуживания этого или последующего начального требова­
ния поступает новое, то оно обслуживается сразу же, как только 
освобождается обслуживающее устройство. Возможно, ч то . во 
время обслуживания этого требования поступит еще одно. Это за­
висит от величины разности а — 6. Поступающее требование снова 
направляется на обслуживание, как только система освободится, 
и все остальные вновь поступающие требования будут обслужи­
ваться в таком же порядке. Если же новые требования не посту­
пают,* то обслуживается очередное из i начальных требований. 
Вновь поступающие требования обслуживаются сразу же, как 
только система освобождается. Так будет до тех пор, пока не бу­
дут обслужены все i требований. Как только на обслуживание 
поступает последнее из i начальных требований, очередь исчезает. 
Если же во время обслуживания этого требования поступит новое, 
то оно ожидает, а затем поступает на обслуживание. Так проис­
ходит до тех пор, пока поступающим требованиям уже не нужно 
будет ожидать.

Мы рассмотрели процесс обслуживания в таком виде для того, 
чтобы лучше уяснить последующий анализ. Рассмотрим увеличе­
ние времени обслуживания, которое можно получить за счет того, 
что а>Ь. Так, для каждого поступающего требования имеется ре­
зерв а — Ь временных единиц. Так как время обслуживания 
равно 6 , то теоретически к каждому из i — 1 начальных требова­
ний нужно добавить требований, чтобы полностью ком­
пенсировать время незанятости системы. Заметим, что первое 
требование уже поступило в систему. Таким образом, всего
должно поступить (/ — 1 ) д _  ^ требований.
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Следовательно, общее число требований, ожидающих в очереди 
после начала процесса обслуживания, равно

; 1 I
а — Ь —  а —  Ь ’ (2.1)

а если сюда включить еще и первое начальное требование, то по­
лучим

(/ — \ ) а I  ̂ __ia — Ь
Ь а — Ь (2.2)

Отсюда найдем общее время, прошедшее до момента первого 
освобождения системы обслуживания;

(2.3)

Так, если требование поступает в момент времени t<T ,  то до 
него уже поступило требований, и общее число тех требо­

ваний, которые ожидали в очереди, равно \  За время t

будет обслужено требований. (Заметим, что, не теряя общно­
сти, можно употреблять оббзначение t как для непрерывного вре­
мени, так И в том случае, если время поступления требования t 
кратно а.) Следовательно, к моменту времени t впереди данного 
требования в очереди будет находиться

(2.4)

требований. (Заметим, что если й >  а, то число требований будет 
увеличиваться при возрастании t.) В системе будет —  y j  -{-I 
требований впереди данного.

Для требования, поступающего в момент времени t-k-a, время 
ожидания равно

О, 7 '< / ,

=  - +  0 < / < Г ,  (2.5)

где TF(0) — время пребывания в очереди k-vo из i начальных тре­
бований.

Это решение для переходного состояния, оно зависит от вре­
мени и начального числа требований. Стационарное состояние до­
стигается после момента времени Т, так как в дальнейшем со­
стояние системы уже не зависит от времени и начального числа 
требований f.
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Для требования, поступающего в момент времени общее 
время пребывания в системе равцо

T < t ,Ь.

kb, t =  0.

( 2.6)

Сюда же входит и время, затраченное на обслуживание.
Допустим теперь, что в течение временного интервала Т про­

изошло изменение длительности обслуживания и длительности 
промежутков времени между моментами поступления требований 
и их новые значения стали равны соответственно а\ и Ь̂ . Пусть 
это изменение происходит в мо.мент времени to<T. Обслуживание 
требования, уже находящегося в обслуживающем устройстве, бу­
дет произведено за время Ь. Затем требования, находящиеся в оче­
реди, и обслуживаемое требование образуют начальное состояние 
новой очереди. Это приводит к новому значению Т, которое обо­
значим через Г], и к изменению выражения для времени ожидания. 
Значение Т\ будет зависеть от выбора ах и Ьх, следовательно, 
можно получить Тх<Т. Так, Тх =  Т в том и только в том случае, 
если йх=а  и Ьх — Ь, что можно показать, проанализировав фор­
мулу (2.3).

Если имеется с каналов с одинаковым временем обслужива­
ния и начальное число требований i~> с, то, приняв -  ̂ <  1 , най­

дем, что потребуется приращение, равное а  —  Ь 
С' , и т. д. За клиен­

тами, прибывающими в различное время, можно закрепить опре­
деленные приоритеты и исследовать эту задачу как для системы 
с прерыванием обслуживания (т. е. когда требование с низщим 
приоритетом возвращается в очередь, если поступает требование 
с высщим приоритетом), так и для системы без прерывания обслу­
живания. Хотя рассмотренная задача массового обслуживания 
довольно проста, с ее помощью можно объяснить многие понятия. 
Однако и эта простая задача может оказаться весьма сложной, 
в чем легко убедиться, исследовав систему с двумя приоритетами, 
имеющими различные интервалы между требованиями и'различ­
ное время обслуживания.

Упражнение 1. Какое влияние окажут вновь поступающие тре­
бования на длину очереди и время ожидания, если первое требо­
вание поступает в момент времени а — е, второе — в момент вре­
мени 2а+г, третье — в момент времени За — е и т. д., при произ­
вольном чередовании запаздываний и опережений, где 0 < е < а >

Упражнение 2. Пусть i= 7 , Ь =  2 и а =4. Найдите время пре­
бывания в системе W{t)  и время ожидания требования, выбирае­
мого из очереди случайным образом.
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Упражнение 3. Найдите выражения для времени ожидания 
в очереди и времени пребывания^ системе с двумя приоритетами 
без прерывания обслуживания с промежутками времени между мо­
ментами поступления требований, равными а\ и ^2, соответственно 
для требований с высшим и низшим приоритетами, и одинаковым
временем обслуживания, равным Ь, при ^
в момент времени ^=0 в системе находится i\ требований с выс­
шим приоритетом и /2 требований с низшим приоритетом.

2.3. Вероятностная модель
Обычно предварительная информация относительно моментов 

поступления требований и длительности их обслуживания отсут­
ствует. Чтобы провести анализ состояния системы массового обслу­
живания, делаются допущения, основанные на изучении особенно­
стей и потребностей клиентов. Такую задачу можно решить, ис­
пользуя аппарат теории вероятностей.

В случае детерминированной системы было заранее известно, 
что требования будут поступать в точно заданные моменты вре­
мени и будут обслуживаться в течение определенного промежутка 
времени. Рассмотрим время обслуживания требований. В общем 
случае неизвестно, сколько времени будет продолжаться обслужи­
вание поступившего требования. Однако на основании его свойств, 
наблюдавшихся ранее, можно определить, как часто потребуется 
обслуживание данной длительности, т. е. определить отношение 
промежутка времени, в течение которого обслуживание имеет дан­
ную длительность, к общему времени обслуживания. Иначе го­
воря, существует вероятность того, что обслуживание будет про­
должаться до заданного момента времени. Эта вероятность равна 
сумме всех относительных частот обслуживания с длительностью 
меньшей заданной. Например, если время обслуживания является 
дискретным и принимает значения, равные 1, 2, 3, . . .  временным 
единицам, с вероятностями, равными соответственно рь Р2, . . . ,  то, 
обозначив через Р„ вероятность того, что на обслуживание будет 
затрачено время не большее п, получим

(2.7)
п, следовательно, =  ~

Важными характеристиками, вычисляемыми с помощью этих 
вероятностей, являются математическое ожидание и дисперсия. 
Математическое ожидание находим, умножая каждое значение « 
на вероятность его появления и суммируя по всем п. Так, напри­
мер, при бросании правильно выполненной игральной кости веро­
ятность появления каждой грани равна а математическое ожи­
дание числа выпавших очков равно

1 Х |  +  2 Х  J +  3 X  j  +  4 x |  +  5X J +  6X -  ̂=  3,5.
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Следовательно, при большом числе бросаний среднее значение 
числа очков будет стремиться к 3,5. Для системы массового об­
служивания при аналогичных вычислениях получим ожидаемую 
длину очереди. Кроме того, можно определить дисперсию, как по­
казатель изменчивости длины очереди. В случае игральной кости 
при определении рассеяния вначале вычисляется дисперсия. Квад­
ратный корень из дисперсии есть среднее квадратическое отклоне­
ние от среднего значения, которое является мерой рассеяния. 
Можно вычислить вероятность того, что при большом числе бро­
саний полученное среднее значение находится в пределах среднего 
квадратического отклонения относительно 3,5. Величина дисперсии 
находится из выражения

(1 -  3,5) - f  (2 -  3,5) J  +  (3 -  3,5) ^  - f  (4 -  3,5) ^  - f  

+  (5 -  3,5) I  +  (6 -  3,5) I  ̂  2,92.

Среднее квадратическое отклонение составляет Y 2,92. Прираще­
ния возводятся в квадрат, поскольку представляет .интерес абсолют­
ная величина отклонения относительно среднего значения незави­
симо от того, в какую сторону происходит отклонение. Вес каж­
дого из этих отклонений определяется вероятностью появления 
рассматриваемого значения.

Математическое ожидание представляет собой первый началь­
ный момент, а дисперсия — второй центральный момент. Можно 
вычислить и другие начальные и центральные моменты. Например, 
третий начальный ^юмент равен сумме кубов частных значений, 
умноженных на вероятности их появления. Возвращаясь к р„, ука-

схэ

жем, что всегда должно выполняться условие 2  Рл =  1 . так как
п =0

это сумма вероятностей появления любой длительности обслужи­
вания.

При непрерывном времени обслуживания вероятность того, что 
последнее не превзойдет х, обозначается через F{x) ,  т. е. F{x)  =  
=  Р { Х ^ х ) , где X — случайная величина, которая может прини­
мать любое возможное значение длительности обслуживания. Если 
f (x) — соответствующая плотность распределения (т. е. f (x)dx  — 
вероятность появления любого значения X, лежащего в пределах 
от X до x +d x ) ,  а х  — непрерывная величина, то по аналогии со 
случаем дискретного времени обслуживания функция распреде­
ления имеет вид

(2.8)^ { x )  =  ^/(y)dy.

Если F  (х) 
соотнощение

дифференцируемая функция, то можно записать

fix) ' . d F  {х)  
d x (2.9)
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Если имеется п неоднородных требований, то будем иметь 
несколько случайных величин ^ i, Х„  с соответствующими 
функциями распределения (лГ]), . . F„  (х„).

Если эти случайные величины независимы (более точный смысл 
этого понятия будет указан позже), то совместную функцию рас­
пределения можно записать в следующем виде:

F (x ,, . . . ,  x„) =  F, (л,)F 2 (Лз). П F,(x,). (2.10)
1=1

Коль скоро совместная функция распределения известна, можно 
определить и все остальные характеристики, которые описываются 
этим распределением.

В различные моменты времени требования могут иметь различ­
ные свойства. Так, можно наблюдать тенденцию увеличения дли­
тельности обслуживания в вечернее время (например, в ресто­
ране) по сравнению с длительностью обслуживания в дневные 
часы. В любой момент времени вероятность того, что обслуживание 
имеет данную длительность, описывается законом распределения, 
который в данном случае является функцией времени. Длитель­
ность обслуживания описывается случайными величинами 
также зависящими от времени. Для момента времени t функция 
распределения имеет вид

P{X^^^x)  = F ( x \  t).

Для каждого значения t существует определенная функция рас­
пределения Для значений t из некоторого интервала сущест' 
вует семейство случайных величин Х̂ . Как уже указывалось ра­
нее, семейство случайных величин, зависящих от параметра, опре­
деляет вероятностный процесс. Если нет оснований выделять'раз­
личные требования, поступающие в одно и то же время, по их 
свойствам, то моменты поступления требований могут описываться 
одним и тем же вероятностным процессом. В противном случае 
для каждого требования существует свой вероятностный процесс 
X{k, t), который описывает признак требования {k-я заявка на об­
служивание) и время его поступления в систему.

Если X — случайная величина, которая описывает различные 
метеорологические условия через вероятности появления каждого 
из них для различных моментов времени и в различных местах, то 
данная случайная величина зависит от четырех параметров: вре­
мени И трех пространственных координат. В теории массового об­
служивания обычно рассматривается один параметр — время. При­
мером вероятностного процесса является пуассоновский процесс, 
который будет рассмотрен в следующем параграфе. Он описы­
вается следующим выражением:

Pn{t) ( k f f  е' 
п!

-и
( 2 . 11)
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где для случая, рассматриваемого в §2 .4 , Pn{i) — вероятность 
того, что за промежуток времени t поступит п требований.

Мы рассмотрим некоторые свойства этого полезного процесса, 
введя в последующих частях книги различные стоимостные под­
ходы.

2.4. Пуассоновский процесс
Рассхматриваехмая здесь модель будет связана с распределе­

нием входящего потока, на который накладываются определенные 
условия. При рассмотрении модели исследуются свойства пуас­
соновского процесса. В соответствии с этими свойствами делаются 
определенные допущения, после чего пуассоновский процесс пред­
ставляется как распределение входящего потока.

п ал
Из выражения ----- следует, что вероятность отсутствия

требования в течение времени t равна е а вероятность по­
ступления одного требования за время t равна Х̂ е” ^̂  вероят­
ность поступления за время t более одного требования опреде­
ляется выражением

1 - ( е “ ' '  +  Х ^ е " ' ')  =  1 - { [ l  +  ^

+  +  =  =  (2 .1 2 )

т. е. функцией, которая ведет себя как
Если t мало, то члены с пренебрежимо малы по сравнению 

с членами без t или содержащими t в первой степени. Отсюда сле­
дует, что при малых t вероятность поступления более одного тре­
бования пренебрежимо мала. Это свойство весьма удовлетворяет 
многие практические приложения; по этой причине процесс Пуас­
сона получил широкое распространение. Вероятность поступления 
за время t по крайней мере одного требования определяется как

1 -  e”^̂ =  X^-f 0(^2).

Вероятность отсутствия требований равна е“ ^^= 1 — X/f О {t )̂.
Если рассматриваются только малые значения t, то в обоих вы­

ражениях можно пренебречь последней величиной в правой ча­
сти. В самом деле перечисленные свойства не являются независи­
мыми; однако в соответствии с установившейся методикой, мы до­
пустим существование всех этих свойств, т; е. предположим, что 
вероятность поступления требования в течение малого временного 
интервала At равна XAt, а вероятность поступления более одного 
требования за время At ничтожно мала. После этого можно вы­
вести пуассоновское распределение, которому присущи эти свой­
ства.
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Пусть Р„ ( )̂ — вероятность того, что за время t поступит tiоо
требований. Заметим, что Кроме того, S  ^л (0  =  1,

/2=0
поскольку за время t или не поступит ни одного требования 
или же поступит какое-то количество их. Чтобы показать, чтб 
происходит в течение следующего малого промежутка вре­
мени Д/, запишем

Р „ ( /  +  Д / ) = Р о ( 0 ( 1  

Р„(^ +  А / ) = Р „ ( 0 ( 1
Ш ) ,

ХД0 +  Р „ - , (^ )Х Д /, й > 1 . (2.13)

Первое уравнение позволяет определить вероятность того, что 
за время t+ A t  не поступит ни одного требования. Эту вероят­
ность можно связать с состоянием системы в момент времени L 
По закону умножения вероятностей двух независимых событий 
значение Po(t+At)  равно вероятности отсутствия требований за 
время t, умноженной на вероятность отсутствия требований за 
время At. Для случаев п>-1 это свойство (т. е. наличие этого же 
числа требований к моменту времени t и отсутствие требований за 
время At) также справедливо, но, кроме этого, за время t может 
поступить п — 1 требований, а за время At дополнительно посту­
пить еще одно требование. Произведение этих величин равно вто­
рому члену правой части. Возможность поступления более одного 
требования в течение малого временного интервала At не рассмат­
ривается, поскольку она пренебрежимо мало вероятна; как легкО' 
видеть, в последующих выкладках соответствующие слагаемые 
можно отбросить.

Произведем умножение, перенесем Р„ (t) в левую часть и, раз­
делив на At, получим систему уравнений

At =  _ х р „ ( / )  +  х я „_ ,(0 , й > 1 .

При Д/ о правая часть, по определению, есть производная 
P 'n^t)=—^   ̂ и система уравнений принимает вид

р ; ( / )  =  - х р „ ( о ,

P'n{t) =  -^Pn{ t )  +  >̂̂ Pn- {̂t), п > \ . (2.14>

Это линейные дифференциальные уравнения относительно t и ли­
нейные разностные уравнения первого порядка относительно п\. 
обычно их называют дифференциально-разностными уравнениями.

Решение этих уравнений удобно находить, используя произво­
дящую функцию. Последняя определяется как

р  {Z, t ) = ' ^ p „  (t) ẑ  ̂=  Ро (/) +  Л  (/) z +  P2(t)z^-\-. . .  (2 .15>
/2=0
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Можно показать, что P„{ t )  получим, продифференцировав 
Р(г, t) п раз по г, разделив результат на п\ и положив z = 0 . 
Поэтому если P{z ,  t) известно, то нетрудно найти и Я „(0 - 

При решении уравнений начало отсчета времени можно вы­
брать произвольно, даже после того, как поступит некоторое число 
требований. Так, возможно, что к моменту времени ^=0 уже по­
ступило i требований. В этом случае Р „ (0 )= 0 , если n=^i и 
Р„ (0) =  1, если п =  1. Таким образом.

Р  (Z, 0 ) = ' ^ Р „  (0) =  P^ (0) 2' =  2'.
л = 0

Заметим также, что Я(1, t ) — \ и

Л =0 л =0

(2.16)

(2.17)

Если умножить систему дифференциально-разностных уравне­
ний для 1 на 2 ", а первое уравнение на 2® и просуммировать

. д Р ( г ,  t)по п, то получим, что сумма левых частей равна — , а сумма
первых выражений правых частей равна —XP(z, t). (Для чита­
теля полезно подставить несколько значений п и 2 , просуммиро­
вать и посмотреть полученный результат.)

Суммируя вторые члены правой части по п, получим выражение
оо

S  ^Рп-1 (i) z " = lP o  (t) z  +  XPi ( t ) z^+ . . .  . (2.18)
Л = 1

Если из членов правой части вынести множитель Kz, то их все 
можно записать в виде %zP{z,  t).  Таким образом, система приво­
дится к линейному дифференциальному уравнению для произво­
дящей функции, I^oтopoe имеет вид

^ - ^ % ^ - \ { z - \ ) P { z ,  0 = 0 . (2.19)

Это одно из простейших обыкновенных дифференциальных 
уравнений, рассматриваемых в общих курсах. Решение его при 
значении 2 , принятом постоянным (поскольку оно не зависит от f) , 
имеет вид

P{z, t )  =  CQ̂ ~̂^̂ \ (2.20)

Результат можно проверить путем подстановки, причем С может 
зависеть от 2 .

Допустим, что к моменту времени /= 0  не поступило ни одного 
требования, тогда P{z,  0) =  1, так как /= 0 . Таким образом, С = 1  и

Р (2 , )̂ =  еХ(г-1)< (2.21)
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Как уже указывалось выше, Рп (О можно получить путем диф« 
ференцированкя производящей функции, следовательно.

Таким образом.
п1 дг^  ̂= 0 * (2.22)

Р о ( 0 = е - ^ (2.23а)

P i ( / )  = (2.236)

п /.ч _
\Ч » (2.23в)

что является искомым выражением для пуассоновского процесса. 
Теперь уже должно быть ясно, что t можно рассматривать не как 
абсолютное время, а как длительность временного интервала, на 
протяжении которого происходят события.

Для многих задач массового обслуживания такой способ полу­
чения решения является типичным. Уравнения могут быть более 
сложными, но методика в основном нередко остается такой же. 
Читатель может легко показать, что если в начальный момент вре­
мени имеется i требований (^>0) и по-прежнему понимать под 
Рп {t) ЧИСЛО требований, поступивших до момента t, то

Pn{t)-- ' (п- i ) !  ' 1, (2.24)

так как в этом случае Р  {z,Q) =  ẑ , то C = z^  и
оо

Р  (2, /) =  2  Рп (̂ )

В других случаях Рп(^), кроме вероятности поступления п тре­
бований за время /, может обозначать вероятность того, что в мо­
мент времени t в системе (в очереди и на обслуживании) нахо­
дится п требований, или вероятность того, что занято п каналов, 
если число каналов равно с, к т. д. Хотя в таких случаях для по­
лучения различных показателей эффективности функционирования 
систем массового обслуживания важно найти величину Pnit), все 
же вычисление не всегда необходимо, а иногда и невоз­
можно. Как увидим далее, выражения для времени ожидания 
можно найти и другими способами.

Найдя Рп{^), можно подсчитать среднее число требований, 
поступивших к моменту времени t,

/2=0
которое для пуассоновского процесса равно Xt. 
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Дисперсия
со

2  ( n - L Y P n { t )
п=0

также равна X/f.
Упражнение 4. Проверьте значения математического ожидания 

и дисперсии для пуассоновского процесса.
Промежутки времени между требованиями для пуассоновского 

процесса с параметром X имеют экспоненциальное распределение 
с плотностью Хе~ *̂. Чтобы доказать это, заметим; если только что 
поступило одно требование, то время, через которое поступит сле­
дующее требование, будет меньше t в том и только в том случае, 
если за этот промежуток времени поступит одно или большее 
число требований. Вероятность поступления одного или большего 
числа требований, а следовательно, и вероятность того, что про­
межуток времени между требованиями меньше или равен t, равна

(ХО«е- -и
п1 1 -и (2.26)

/1=1

Правая часть данного выражения есть функция распределения, 
из которой путем дифференцирования находим экспоненциальную 
плотность Хе“ ^̂ для распределения промежутков времени между 
требованиями. Следовательно, если моменты поступления требо­
ваний в систему распределены по закону Пуассона, то промежутки 
времени между требованиями имеют связанное с ним экспоненци­
альное распределение. И наоборот, если, например, время обслу­
живания имеет экспоненциальное распределение, то поступление 
требований на обслуживание описывается как пуассоновский про­
цесс.

Если — вероятность того, что обслуживание закончится 
за время At (следовательно, 1 — цД# — вероятность того, что за 
время At обслуживание не закончится), и если P { t ) — вероят­
ность того, что обслуживание не закончится за время t, то

Я ( /  +  Д / )  =  (1 (2.27)
Отсюда

д̂ ->0

ТО
Это дифференциальное уравнение имеет решение

P(t)=-.ce~'^\ (2.28)
Так как рано или поздно обслуживание должно окончиться,
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Следовательно, с=(х. Таким образом, время обслуживания опи­
сывается с помощью экспоненциального распределения с плотно­
стью вероятности, равной ре“ '̂  ̂ Заметим, что. экспоненциальное 
распределение обладает свойством «отсутствия памяти». Напри­
мер, если время обслуживания распределено по экспоненциаль­
ному закону, то остаток незаконченного обслуживания имеет то 
же распределение, что и длительность только что начавшегося об­
служивания.

Для многих задач переходный режим не является существен­
ным. По истечении определенного промежутка времени система 
может войти в стационарный режим. Для многих систем можно 
ожидать, что это состояние появится при t-*  со. Установление 
условий существования, подобных Рп =  Иш Рп (О» является основ»

t-*oo
ным предметом исследования эргодической теории; подобный ана­
лиз применяется в том случае, когда хотят найти характеристики 
установившегося режима. Заметим также, что условие отсутствия 
изменения вероятностей Р„ {t) с течением времени определяет ста­
ционарное распределение.

Изменение P„(t)  в зависимости от t описывается с помощью 
производной (О . а при стационарном состоянии Р '(О = 0 .  Та­
ким образом, по существу, имеется два способа получения веро­
ятностей стационарного состояния: 1 ) из условия P '„{t)=0 , 
которое обеспечивает независимость р„ от t, и 2 ) из рассмотрения 
\\mP„{t), что также приводит к вероятности р„, не зависящей
-̂♦оо
от t. Используем теперь понятие стационарного состояния при ре­
шении двух задач массового обслуживания. Первая из них свя­
зана с моделью Эрланга, а вторая содержит вывод формулы 
Полячека—Хинчина.

2.5. Модель Эрланга. Формула 
Полячека—Хинчина

Модель Эрланга. Если допустить, что процесс начинается пре 
отсутствии требований в очереди, то одноканальная система мас­
сового обслуживания с пуассоновским входящим потоком с пара­
метром % и экспоненциальным временем обслуживания с пара­
метром р, при обслуживании по принципу «первым пришел — nep-J 
вым обслужен» описывается следующими уравнениями:

Рп {t +  =Р п  (О [1 ~  (̂  +  1̂) +  Рп-1 (О +  W п'^\ ,
{t +  д^) =  (̂ ) (1  -  Ш )  +  Л  {t) [ХД̂  Й == 0. (2.29>

Из этих уравнений следует, что вероятность того, что в момент 
времени t+ M  в системе находится п требований, равна вероятно­
сти того, что в момент времени t в системе находится п требова­
ний, умноженной на вероятность того, что за время М  в систему 
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не поступит ни одного требования и ни одно требование не будет 
обслужено; плюс вероятность того, что в момент времени t в си­
стеме находится п — 1 требований, умноженная на вероятность 
того, что за время М  поступит одно требование и ни одно требо­
вание не будет обслужено; плюс вероятность того, что в момент 
времени t в системе находится п +  \ требований, умноженная на 
вероятность того, что за время А/ одно требование покинет си­
стему и не поступит ни одного требования.

Заметим, что вероятность того, что за время М  не посту­
пит ни одного требования и ни одно требование не покинет 
систему, равна (1 — Хд )̂ (1 — р.д^). Член, содержащий (ДО*. при 
составлении дифференциального уравнения опускается. Следо­
вательно, можно записать 1 — (X - f  р) дЛ Относительно остальных 
двух членов первого уравнения заметим, что Хд̂  (1 — (лд̂ ) Хд̂  
и рД/ ( 1  — ХД̂ ) {лД̂ .

Перенеся P„( t )  влево и устремив д< к нулю, получим
dPnit)

dt (X +  p )P „ (0  +  > ^ « -.(0  +  I*^„.f.,(0. л > 1 .  (2.30)

-XPo(0 +  t^^i(0. «  =  о.dt
Как уже указывалось ранее, независимое от времени (или ста­

ционарное) решение получим, либо решая зависимые от времени 
уравнения для переходного распределения, а затем полагая »оо 
(пример будет приведен в следующей главе), либо приравняв 
нулю производные по времени и решая полученные уравнения для 
стационарного состояния. Переходные решения особенно важны
в тех случаях, когда загрузка системы р — — так как в этомм*
случае сТ;ационарный режим не устанавливается. Найдем выра­
жение для математического ожидания числа требований, находя­
щихся в очереди, и среднего времени ожидания для стационар­
ного состояния при -^  <  1. Е сли— ^ 1 ,  то число ожидающихfl (1.
требований будет возрастать бесконечно. Сравните эти условия 
с аналогичными условиями, рассмотренными ранее для случая 
детерминированной системы.

Приравняв нулю производные по времени и исключив, таким 
образом, f из уравнений (2.30), получим

Введем р =  — ;

(Х-(-р.)/)„ —  Х/7„_1- f - (!./»„+1, л ^ 1 ,  
¥ o  =  l>-Pi, п =  0.

тогда эти уравнения примут вид

(1 +  Р ) / ’л = Р л + 1  +  РРл-1>

А  =  РРо. «  =  0 .

(2.31)
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Пусть в первом уравнении п — \. Тогда (1 +  p)jOi = / > 2  +  РРо- 
Подставив значение Pi из второго уравнения, найдем, что

оо

=  Повторяя пооцесс, получим Рп =  9'̂ Ро- Здесь 2  /> я = 1 ,я-О
так как этр сумма вероятностей того, что в системе нет ни 
одного требования, находится одно требование, два требования 
и т. д. Сумма всех вероятностей должна быть равна единице, 
так как рассматриваются все возможные состояния системы. 
Поэтому

оо

2 р"/̂ о= 1
/г = 0

ИЛИ

/̂ 0 1,
/2=0 /2=0

откуда

Следовательно,
— Р-

/̂ я =  Р " (1 -р ) , (2.32)

т. е. получим выражение, которое представляет собой распреде­
ление вероятностей, известное как геометрический закон.

Математическое ожидание числа требований, находящихся 
в системе, равно

L =  ^  «/>„ =  (! - Р ) ^ (2.33)
/2= 0 /2 =  0

ЧТО можно легко проверить. Заметим, что L — среднее значение, 
в действительности же возможно колебание числа требований, 
ожидающих обслуживания. Это лучше всего показать, вычислив 
дисперсию

оо оо

2 ]  (я -  LYpn =  ^  п?Рп -  (
/2=0 /2=0

Но

У  « 2 р я = ( 1  -  р) S  "^ Р "
л»0 л=0

Следовательно, дисперсия равна
р 4_ р̂  

1 - Р  “Г ( 1 - р ) 2

2рг
(1 -р Р

■L (2.34)
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Математическое ожидание числа требований, находящихся 
•в очереди, равно

оо^ ^ = 2  ( « - 1 ) Р п  =  ^ - Р  =  Т ^ - р  =  Т ^ -  (2.35)П=1
Заметим, что существуют такие промежутки времени, когда 

канал свободен. Среднее время ожидания в очереди W„ равно
Ln L-7- или --- .А (X

Удобным способом быстрой проверки возможной неправильно­
сти формулы является анализ размерности. Так, например, в по­
следнем выражении правая и левая части — безразмерные вели­
чины.

Упражнение 5. Решите систему (2.31), используя производя­
щую функцию, аналогичную (2.15) при опущенном t.

Формула Полячека—Хинчина. Предположим, что прибытие 
клиентов в одноканальную систему, находящуюся в стационарном 
состоянии, описывается как пуассоновский случайный процесс 
с параметром X. Предположим также, что время обслуживания 
имеет произвольное распределение с интенсивностью обслужива­
ния, равной р клиентов в единицу времена. Клиенты обслужива­
ются в порядке поступления. Как и в случае детерминированной
системы, будем считать, что — <1.  Допустим, что в момент вре-
меня, когда обслуженный клиент покидает систему, в ней 
остается q клиентов, .считая и того, который находится на обслу­
живании. Время обслуживания этого клиента равно t. Пусть за 
время t поступит еще г клиентов. Если после ухода следующего 
клиента Bv системе остается еще q' клиентов, то величины q vi q' 
можно связать следующим образом:

где
^'  =  т а х ( ^  — 1, 0 ) + г  =  ^ — 1 + 8  +  г,  

О при ^ > 0 ,
4 q )  = 1 при q = \ .

(2.36)

(2.37)

Заметим, что введя обозначение б, мы избавились от необходимо­
сти употреблять символ максимума.

Допустим, что при равновесном состоянии системы существуют 
моменты первого и второго порядков E[q] и E[q ]̂, а q рассматри­
вается как случайная величина. По определению, б^=б и 
q{\ — b)=q .  Кроме того, E[q] =  Е [q'] и Е [q̂ ] =  Е [q'\  так как при 
равновесном состоянии q vi q' имеют одинаковое распределение. 
Поскольку система находится в равновесии, характер очереди 
остается неизменным для любого момента времени, в который 
требования покидают систему, т. е. существует одна и та же функ­
ция распределения, независимая от времени.
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Подставляя в равенство (2.36) средние значения этих вели­
чин, получим

£ И  =  £ М - £ [ . 1 ] + £ [ 8 } + ^ И ,

откуда
Е[Ц  =  1 - Е [ г ] .

Если длительность обслуживания равна то 

£ И = | ; г < ^ е - " :
г = 0

.и

(2.38)

(2.39)

(2.40)

ТО

^  [л-2] =  2  г® Т  =  (ХО® +  . (2.41)
/■ = 0

Рассматривая средние значения за время обслуживания 
получим £ ' [ г ] = — = р. Если время обслуживания имеет, к при- 
меру, экспоненциальное распределение, то

оо

E [r ]  =  ^ ^ { lt ) e-'^*dt =  -  =  p,II (2.42)

так как среднее значение времени обслуживания равно — .
Заметим, что Е[г] — число, которое не изменяется при усредне­

нии. Отсюда находим, что Е [б]=1 — р. Вероятность поступления г 
требований не зависит от длины очереди ^ и от б (предполагается, 
что б зависит только от q — величины, не зависящей от г). Следо­
вательно, если берутся средние значения величин г, ^ и б, то 
можно получить отдельно средние значения /• и 9 из имеющегося 
произведения этих величин. Это верно также для г и б .  Усред­
няя по времени, получим

. £ H = X V ( 0  +  P̂  +  p. (2.43)

Возводя в квадрат правую и левую части уравнения (2.36), 
связывающего q п q',vi принимая во внимание, что б^=б и 64' =  0 ,
находим

'̂  ̂=  ^ - 2^ ( 1 - r ) - f  ( г - 1 ) 2 -1 -8 (2 /* -1 ) .  (2.44)

Так как рассматривается равновесное состояние, то

о =  ^  \q'̂ \ -  Е \q̂ ] = 2 E [ q \ E \ r - \ ]  +
+  Я [ ( г - 1 ) ^ ] + ^  [8] f  [2г - 1 ].
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Упрощая выражение и используя ранее полученные зависимо­
сти, получим формулу Полячека—Хинчина;

Р  Ш  Е[(г - Щ + Е Щ Е [ 2 г - \\
^  — 2£[1 — г] ~
_  Е[г^] -2Е[г]  +  \ + Е Щ ( 2 Е [ г ] - \ ) _
—  2 ( 1 - £  И ) —

__ Хгс2(0 +  р2.+ р - 2 р - Ц - К 1 - р ) ( 2 р - 1 )
2 ( 1 - р )

2 ( 1 - р ) (2.45)

Поскольку для заданного закона распределения известна дис­
персия времени обслуживания t, то можно определить среднее 
число требований, находящихся в системе. Необходимо заметить, 
что в данном случае среднее значение берется для моментов, не­
посредственно следующих за окончанием рбслуживания требова­
ния, и не является средним по времени числом требований, нахо­
дящихся в системе. Если Eflq] — среднее по времени число требо­
ваний, то, как легко видеть (см. гл. 7), Е [q\ <  Ef [q] <  f  [(̂ ] -j- 1-

Заметим, что в любом случае (даже для системы с несколь­
кими параллельными каналами) среднее число требований, нахо­
дящихся в системе, равно сумме среднего числа занятых каналов 
(в данном случае это р — загрузка системы) и среднего числа 
ожидающих требований.

Для нахождения среднего времени ожидания рассуждаем сле­
дующим, образом. Если среднее время ожидания в очереди (исклю­
чая время обслуживания) равно E[w], то Х^£[ш ]-1- — среднее
число требований, которые поступят в систему за время ожидания 
и время обслуживания одного требования, т. е. за время его пре­
бывания в системе. Но это должно быть то же самое число тре­
бований, которое будет в системе сразу же после того, как дан­
ное требование покинет систему, т. е. E[q\. Таким образом,

(2.46)

Важным показателем является отношение среднего времени 
ожидания требования к среднему времени обслуживания. Естест­
венно, что не хочется ожидать слишком долго, если обслужива­
ние будет произведено быстро. Выражение для этого показателя 
имеет вид

где Cf — коэффициент вариации времени обслуживания, который 
определяется из следующего выражения:

(^2,__
B4t\

(2.48)
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Ясно, что показатель \лЕ[т] зависит от р и от Любое изме­
нение средней интенсивности входящего потока Я или интенсивно­
сти обслуживания |х влияет и на их отношение =  Р- Поэтому, 
чтобы определить чувствительность к изменению значений р от­
носительно данного среднего значения р, например, существую­
щего в настоящий момент, разложим правую часть в ряд Тейлора 
для малых отклонений относительно р. Имеем

f"  (а)f ix )  = /  (а) +  (л -  а) 2! { х  —  a Y  +  . . .  +

Здесь число штрихов определяет порядок производной.
Применяя это разложение к правой части формулы (2.47), по­

лучим

[ w ] Ь г О  +  ^0-
1+ Q

2 ( 1 - р ) 2 ! ( 1 - р ) з ( p - p ) ^ + • • • •  (2 .49)

Если взять среднее значение отно£ите.^ьно р, то второй член 
обращается в нуль, так как Е [р — р] =  р — р. Взяв члены до 
второй степени включительно, получим

+7 (1̂ ]  •
где

2 ( 1~ Р ) ^  ' L Р (1

al =  E [ip -~ p )Y

Для значений р =  0,6 и ар =  0,1 Кокс [157] нашел, что 1 +  
=  следовательно, время ожидания увеличивается на 

10%. Этот результат является важным, когда процесс обслужи- 
ния можно рассматривать как последовательность процессов, 
каждый из которых является стационарным и имеет свои пара­
метры. Затем можно определить приемлемую ширину диапазона 
колебаний значений параметров времени обслуживания (перед 
переходом к новому стационарному состоянию) при допустимом, 
изменении времени ожидания.

2.6. Проверка гипотезы
При накоплении данных для оценки распределения входящего 

потока или распределения времени обслуживания число посту­
пающих требований и длительность обслуживания записываются 
как функции времени. Затем эти данные могут группироваться по 
временным интервалам. После этого можно проверить гипотезу 
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о взаимной независимости средних значений в последовательных 
временных интервалах; для этого можно, например, использовать 
такой показатель, как отношение дисперсий, или другие показа- 
тели, которые приводятся в общих курсах математической стати- 

' стики. Если же окажется, что существует зависимость от времени, 
то экспериментальные данные нужно распределить по таким вре­
менным интервалам, внутри которых стационарное состояние яв­
ляется приемлемой аппроксимацией.

После того как группировка данных или той их части, которая 
окажется однородной, будет выполнена, берется 10—20 подгрупп 
и строится гистограмма частот. По внешнему виду такой гисто­
граммы можно судить, является ли данное распределение нор­
мальным, экспоненциальным или же это распределение суммы 
взаимно независимых экспоненциально распределенных случайных 
величин.

Оценка параметров предполагаемого распределения произво­
дится на основании экспериментальных данных. Наблюденное 
распределение сравнивается со стандартным с помощью критерия 
хи-квадрат. Если обнаруживаются статистически значимые от­
клонения, то решение относительно того, нужно ли менять мо­
дель распределения, можно принять лишь исходя из реальных 
условий определенной задачи.

Иные соображения необходимо иметь в виду, когда экспери­
ментальных данных недостаточно. Параметры, оцененные на осно­
вании этих данных, могут весьма заметно отличаться от парамет­
ров, соответствующих истинному распределению даже в том слу­
чае, если критерий хи-квадрат не показывает существенного от­
клонения от модели.

Последние два положения оказываются менее важными, если 
модель можно испытать на практике. Иногда необходима такая 
экспериментальная проверка модели. Закрыв, например, один из 
проездов на шоссе с многорядным движением для проверки мо­
дели, можно предсказать, какое влияние окажет открытие допол­
нительного проезда.

В исключительных случаях, когда экспериментальная проверка 
невозможна, необходима особая тщательность при определении 
соответствия имеющихся данных с моделью. Определить влияние 
изменения значений параметров на модель, вероятно, можно ана­
литически, изменяя параметры распределения входящего потока 
и параметры распределения времени обслуживания в диапазоне, 
соответствующем ожидаемому разбросу, и наблюдая влияние 
этих изменений на вычисленные значения, как было показано ра­
нее при анализе чувствительности.

Допустим, что необходимо проверить гипотезу о том, что вхо­
дящий поток имеет пуассоновское распределение со средней ин­
тенсивностью, равной 0,4 требований в минуту. Интервалы вре­
мени для подсчета числа поступающих требований приняты рав­
ными 2 мин. Подсчитывается общее число требований в каждом
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таком промежутке. Затем вычисляется частота появления интер­
валов, в которых имеет место данное число требований. Так нахо­
дим два первых столбца табл. 2.1.

Таблица 2.1
Сравнение экспериментальных данных для входящего потока 

с пуассоновским распределением

Число требо­
ваний п

Число интервалов, содер­
жащих данное число 

требований п

Значение вероятности 
при пуассоновском 

распределении

Математическое ожида­
ние числа интервалов, 

содержащих данное число 
требований п

0
1 
2
3
4
5
6 
7

21
23
10
4
1
о
о

60

0,449
0,359
0,144

0,048

26,9
21,5
8,6

2,9

Когда число во втором столбце мало, например меньше 5, то 
оно объединяется с другими, чтобы увеличить объем выборки. 
Так, интервалы, в которых появляется от 3 до 7 требований, рас­
сматриваются совместно; число их равно шести. Используя выра­
жение для пуассоновского распределения

Pnity-
(0,40"е/г̂ -0.4̂

п\ (2.51)

при ^=2 вычисляем третий столбец для значений п, взятых из 
.первого столбца. Получаем вероятность поступления заданного 
числа требований. Умножив каждую вероятность на 60, получим 
число интервалов, в которых ожидается поступление заданного 
числа требований. И, наконец, чтобы сделать вывод относительно 
того, будет ли принятый пуассоновский процесс с достаточной 
точно*стью описывать статистическое распределение, находим вы­
ражение для хи-квадрат:

X 1
(наблюденное число — математическое ожидание)^ 

математическое ожидание (2.52)

-Здесь разность между числами из второго и последнего столбцов 
возводится в квадрат и делится на число из последнего столбца. 
Затем результат суммируется для всех соответствующих пар чи­
сел. Получаем

(26,9--21)^ , (21,5 — 23)2 , (8,6 — 10)2
26,9 21,5 8,6

(2,9— 6)2
2,9 4,94.
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Из таблицы для хи-квадрат с k — 1=3 -степенями свободы 
(рассматривается четыре группы чисел, а число степеней свободы 
равно числу групп, уменьшенному на единицу) находим, что это 
число меньше того, которое указано для наибольшего уровня зна­
чимости. Следовательно, можно сделать вывод о том, что если 
математическое ожидание числа требований, равное 0,4, является 
приемлемым, то экспериментальные данные незначительно отли­
чаются от значений, полученных для «настоящего» пуассоновского 
распределения. Если же вычисленное значение превосходит таб­
личное, то при данном уровне значимости кривая признается не­
соответствующей закону распределения.

2.7. Оценка параметров систем 
массового обслуживания

Для оценки параметров Я и р, характеризующих входящий 
поток и время обслуживания в случае стационарного состояния 
одноканальной системы с пуассоновским входящим потоком и 
экспоненциальным временем обслуживания при обслуживании по 
принципу «первым пришел — первым обслужен», Кларк [125] ис­
пользовал метод наибольшего правдоподобия. Обычно для
оценки % процесс наблюдается в течение времени 5, и если за это

л „
время поступает п требований, то полагается X = - у  .

Для оценки ]ы, среднего числа требований, которое канал мо­
жет обслужить за единицу времени, нужно брать в расчет только 
то время, когда имеются требования, ожидающие обслуживания 
или находящиеся на обслуживании. Это время называется перио­
дом занятости канала. Если обслуживается т  требований и общее

А
•время занятости канала равно т, то р-= — .Оценка |ы будет наи­

лучшей при р =  — > 1 . Если р<1, то при стационарном состоя-НИИ системы для улучшения этих оценок можно использовать на- 
личие начальной очереди, содержащей i требований.

Если имеются все необходимые распределения рассматривае­
мых величин, то распределение выборок можно найти как произ­
ведение этих распределений (допуская, что выборки взаимно не­
зависимы); функция правдоподобия образуется как произведение 
распределений выборок. Затем для нахождения максимумов этой 
функции берется производная по ее параметрам.

Пусть m > i ,  где / — начальное число требований, находящихся 
в очереди. Допустим, что рассматривается время занятости ка­
нала, пока оно не достигнет заранее заданного значения т. Пусть 
Т — момент времени, в который поступает т -е  требование. Слу­
чайные величины Xj,  Yj, Zy описывают соответственно момент 
поступления /-го требования, момент ухода /-го требования из
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системы и время занятости канала до момента ухода /-гО требова­
ния (все величины равны нулю при / < 0 ) .  Затем рекуррентным 
способом находим

(2.53)

Отсюда следует, что время окончания обслуживания /-го тре­
бования равно времени его поступления плюс время обслужива­
ния, если требование не ожидало; если же оно ожидало, то это 
время равно времени окончания обслуживания ( / — 1)-го требо­
вания плюс время обслуживания /-го требования. Таким образом, 
коль скоро начальное число требований i, а также Xj и Zj из­
вестны, то процесс обслуживания описан полностью. Ясно, что 
Xj не зависит от Zy.

Допустим, что начальное число требований, находящихся 
в очереди, задано геометрическим распределением (1 — р)р  ̂
(f =  О, 1, 2, . . . ) ,  которое описывает длину очереди для стационар­
ного состояния системы. Согласно предположению, сделанному 
для этой задачи, последовательность Xj ( /= 1 , 2, . . . )  представ­
ляет собой пуассоновский процесс с параметром X, а Zj — пуассо­
новский процесс с параметром Оба процесса не зависят от L 

Заметим, что т — число требований, обслуженных за время 
т, — зависит только от Zy, так как т — индекс максимума, кото­
рый указывает, что Z^„<t. Поэтому т не зависит от i и описы­
вается следующим законом распределения:

/га =  0,1,2, . . .  . (2.54)

При заданном т распределение Z j(J = \ , ■ ■ - уги) не зависит 
от рь и X. Оно описывает деление интервала х на /«  +  1 частей слу­
чайной длины. Итак, нам известны распределения величин X j, 
Zj, i VI т. Теперь найдем распределение выборок, объем кото­
рых равен т.

Заметим, что поскольку начальное число требований, находя­
щихся в очереди, равно г, то моменты Xj поступления требований 
относятся к т—i членам выборки. Плотность вероятности мо- 
мента поступления первого требования равна Хе для требова­
ния, поступающего в момент времени Х 2, равна и т. д. до
{nt — i)-ro  требования. Произведение их равно и не
зависит от Z y .

Предположим, что к моменту времени Т поступило п требо­
ваний и за это же время было обслужено т требований. Чтобы 
общее число требований оставалось равным п, за промежуток 
между моментом времени и моментом времени = Г , когда 
заканчивается обслуживание т -го  требования, должно поступить
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rt—m— I требований. Вероятность того, что за этот промежуток 
времени Т) поступит данное число требований, равна

n—m + i

(п — /и +  /■) I
п — т -{■ i =  0 ,1, . . . ,  
л +  г > 0 . (2.55)

Перемножив между собой функцию распределения входящего 
потока, функцию распределения начального числа требований, 
функцию распределения Zj (последняя не зависит от р. и X) и 
функцию распределения т,  получим функцию правдоподобия

_  А )

где К  — функция, которая не зависит от Я и |ш и вид которой не 
играет роли, так как она равна нулю при приравнивании нулю 
производных по Я и р соответственно.

Таким образом, критерий наибольшего правдоподобия для Я 
и р выводится из двух равенств, полученных путем подстановки 
наблюденных значений i, т и п ,  при равенстве нулю соответ­
ствующих производных по Я и р:

л л л л
X =  (|Х —: X) (ft —[- i —
л л л  ̂ л
X:i=: (X — р) (m — / — рт) .

(2.56)

л лл л
кроме того, при подстановке Я =  рр после исключения р полу-

л
чим квадратное уравнение, из которого найдем р — оценку для р.
Данное уравнение обладает единственным решением, которое на-

л
ходится между нулем и единицей. Поэтому оценка р является 
однозначной.

Упражнение 6. Найдите это квадратное уравнение и однознач-
л

ную оценку р.

2.8. Процесс принятия решений. (Метод оценки 
частоты появления неисправностей 
в каналах обслуживания)

Содержание этого параграфа не имеет непосредственного от­
ношения к теории массового обслуживания, однако излагаемый 
метод может оказаться полезным при определении сроков ремонта 
или переоборудования обслуживающего устройства. Для автома­
тических каналов обслуживания, например для телес^онных ли­
ний, требуются периодические технические осмотры, чтобы пред­
отвратить возможные отказы. Частота ао, соответствующая пре­
дельному сроку действия системы, определяется с учетом
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'СТОИМОСТИ эксплуатации и стоимости отыскания неисправностей, 
возникающих с различной частотой. Если выборки показывают, 
что частота отказов больше ао, то после этого канал обслуживания 
исправляется, в противном случае не предпринимается никаких 
действий. Неверные выводы, полученные на основании выборок, 
могут причинить убыток.

Если п — число наблюдений, х  — наблюденное число неисправ­
ностей, а а — частота появления неисправностей и если Ху число 
неисправностей, есть случайная величина, распределенная по за­
кону Пуассона (это допущение справедливо, если вероятность по­
явления неисправностей при каждом наблюдении мала и посто­
янна, а число наблюдений велико), то

я (^ <  л:) = (2.57)

Для данного п проверяется справедливость гипотезы а=ов, 
конкурирующей с гипотезой а^оо- Нулевой гипотезой является 
а = о о ,  альтернативные гипотезы а<Со или а>оо. Задаваясь п и 
ао, находим такие значения Xi и Х2 , что

< ® ь

1 -  •̂ о, (-^г) <  S2 .

где 81 +  82 — выбранный уровень значимости.
Если x i< x < X 2, то принимается нулевая гипотеза, в противг 

ном случае она отвергается. При этом всегда с вероятностью, 
меньшей или равной 81 +  82, рискуем принять неверное решение, 
т. е. отвергнуть правильную гипотезу.

С помощью последовательных выборок находят различные 
значения п с соответствующими значениями Xi и Хг. Не­
редко должен быть установлен верхний предел числа наблю­
дений.

Путем исследования различных уровней риска [209] можно 
получить выражения для значений оптимального решения.

Упражнение  7. Возьмите всё обозначения, введенные выше, в 
вспомните их смысл.

2.9. Моделирование и применение 
метода Монте-Карло

При решении задач массового обслуживания для получения 
численных результатов часто применяется метод Монте-Карло. 
Применение этого метода можно показать на примере вычисле­
ния времени ожидания в одноканальной системе с обслужи­
те



ванием по принципу 
(табл. 2.2).

«первым пришел — первым обслужен»

Т а б л и ц а  2:2’
Иллюстрация метода Монте-Карло

промежутки времени между последователь­ными моментами поступ­ления

Случайные числа, взятые в виде десятичных дробей Соответствующее время обслуживания, получен­ное из графика
Времяожидания

5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5
5

0,10
0,22
0,24
0,42
0,37
0,77
0,99
0,96
0,89
0,85
0,28
0,63
0,09

0,20
0,50
0,55
1,05
0,90
2,90
9.00 
6,30 
4,50 
3,80 
0,65
2.00 
0,20

о
о
о
о
о
о
О
4,00
5,30
4,80
3,60
О
О

Примечание. Десятичные дроби округлены.

Графики функции распределения входящего потока и функ­
ции распределения времени обслуживания определяются на осно­
вании экспериментальных данных или с помощью формул. После 
этого составляется последовательность случайных двоичных чисел. 
Представленные в виде десятичных дробей они являются ордина­
тами функции распределения ©ходящего потока. Затем нахо­
дятся соответствующие им абсциссы. Последние образуют после­
довательность временных интервалов между требованиями. Ана­
логично образуются две другие последовательности чисел для опи­
сания времени обслуживания. В четвертом столбце для каждога 
клиента вычисляется время ожидания как сумма времени ожи­
дания и времени обслуживания предыдущего клиента минус за­
держка в прибытии нового клиента относительно момента при­
бытия предыдущего клиента. Если эта разность отрицательна, та 
время ожидания полагается равным нулю.

Среднее общее время ожидания вычисляется непосредственно. 
Для того чтобы существовало стационарное распределение, тре­
буется условие — <1. Прежде, чем применять метод Монте- 
Карло, следует проверить данное неравенство. Приближенна 
можно считать, что точность метода пропорциональна V Л̂, где 
N — число проб. Теперь проиллюстрируем это на численном при­
мере.
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Было подсчитано, что ускорение операций на конвейере дает 
возмож-ность каждые 5 мин. доставлять на линию технического 
осмотра одно изделие. Когда измерения времени, затрачиваемого 
на осмотр, были соответствующим образом сгруппированы и по 
точкам была построена кривая, то оказалось, что она соответ­
ствует экспоненциальному распределению

Ь(0 =  0,5е~°’ ‘̂ .

В этой задаче при вычислении среднего времени ожидания, 
которое производится с целью увеличения производительности 
процесса обслуживания вследствие возросших темпов выпуска 
продукции, использовался метод Монте-Карло.

В данном случае входящий поток характеризуется постоян­
ными интервалами между требованиями. В любом эксперименте 
должна использоваться информация о входящем потоке, если она 
имеется. С другой стороны, время обслуживания каждого требо­
вания случайно; в связи с этим необходимо соблюдать условие, 
чтобы случайные числа, используемые для моделирования времен 
обслуживания различных требований, были независимы. После­
довательности случайных чисел были образованы так, как опи­
сано выше, и была вычерчена кривая распределения времени об­
служивания. Было рассмотрено 100 изделий, поступивших на про­
верку. Вычисленное среднее время ожидания оказалось рав­
ным 0,25 мин., следовательно, дополнительный технический ос­
мотр не обеспечивал плавного протекания процесса произ­
водства.

Упражнение 8. Повторите этот эксперимент, взаимно поменяв 
местами распределение входящего потока и распределение iBpe- 
мени обслуживания и их параметры, т. е. рассмотрите экспонен­
циальное распределение промежутков времени между требова­
ниями, равное 0,2 и обслуживание с постоянной длитель­
ностью, равной двум временным единицам. Вычислите среднее 
время ожидания. Сравните этот результат со значением, получен­
ным по формуле Полячека—Хинчина.

2Л0. Разложение в степенной ряд
Изложим метод, иллюстрирующий выполнение вычислений при 

получении численных решений задач массового обслуживания. 
В данном случае понимание реального смысла применяемых урав­
нений не обязательно. В качестве примера рассмотрим типичную 
задачу массового обслуживания и покажем, как получить реше­
ние с помощью разложения в ряд вероятностей Pn{t) при началь­
ном числе i требований, находящихся в очереди, и заданных па­
раметрах Я и р.

Рассмотрим задачу (с двумя поглощающими барьерами — в на­
чале координат и в точке n =  N] процесс прекращается, как только
60



он достигает какой-либо из этих точек), описываемую уравне­
ниями:

P'o{i) =  V-P̂ (t),
Р'г (О =^ -{^  +  V)Pi (t) + 2 \̂ Р2 (t),
Р'п (О =  ( « - ! )  ^Рп-г (i) -  « (Х+1̂) (i) +  (« +  !) {(),

P's-x it) =  { N - 2 )  \Pn- 2 it) - { N - \ ) { \  +  (x) (t),
P ^ i t )  =  { N - l ) l P ^ _ , { i ) ,

при начальном условии P„iO) =  Ь̂ „.
Пусть i =  2 и N = 5 ;  допустим, что

P n i t ) = P n { o ) + p : i o ) t + p : i o ) ^ + . . . .

Теперь вычислим коэффициенты Р̂ ^ЦО), выразив их через 
параметры X и (а. Имеем ^ 2(0) =  ! и Я„(0) =  0 при п ф 2 .  Начи­
ная с третьего уравнения, получим

Я' (0) =  ХЯ, (0) -  2 (X -f [А) Яг (0) + 3 [аЯз (0),

и, следовательно, Я  ̂(0) =  —2 (X 4-{а), так как Я, (0) =  Яз (0) = 0 . 
Кроме того, из уравнения, определяющего Яз (^), находим 

р; (0) =  >Р'г (0) -  2 (X +  (А) я ; (0) +  ЗрЯ' (0).
Но

я;(0) =  -  (X +  (А) Л  (0)-ь 2[аЯ2 (0).

После подстановки начального условия Р[ (0) =  2(а и 
я; (0) =2ХЯз (0) -  3 (X +  (А) Яз (0) +  41аЯ4 (0) =  2Х.

поэтому
я; (0) =  2(аХ -f 4 (X +  {а)2 +  брХ.

В свою очередь,
р ;  (0) = хя; (0) -  2 (х +  (а) я; (О) +  3[ая; (О) ,

где
(0) =  -  (X+ |а) я; (0) -f 2ря; (0) = - 6IA (X+ (А) 

и
я; (0 )= 2хя; (О) -  з (х+ ,а) я ; (О)+ 4ря; (О).

я; (0) =  ЗХЯз (0) -  4 (X -f (А) Я  ̂(0) =  0.

Следовательно, Я3 (0) =  — ДОХ (X (а).
Наконец, получаем

р ;  (0) =  X [-6JA (X +  (а)] -  2 (X +  |а) [8[аХ +  4 (). -f [А)̂ ] +
+  3[А [—10Х ( X |а)] .

6 Зак. 2076 81
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Аналогично можно вычислить P^  ̂(0), и т. д. Таким образом, 

p,(^) =  l - 2 ( X  +  ,x)^+[8tiX +  4(X +  (.)^]|- +  . . . .

Кроме того, нам известно, что

л  (О = я ,  ( 0 ) + р ; (0) ^+ р ; (0) + . . . ,

откуда после подстановки результатов выполненных ранее вы­
числений получим

Л (o=2tx ^+i -6 ix (x+ fx )]4 -f . . . .

Так так P^(^) =  fi.Pi(^), то

Ро (О =2(х^ +1^) I -  +

В свою очередь,
1!2Р з (0  =  2Х^-10Х(Х +  ! г ) ^ + . . . .

Аналогично находим P4{t) и Ps(0-
В качестве примера читатель может вычислить указанным спо­

собом P iit). Вследствие необходимости выполнения условия схо­
димости эти разложения справедливы только в окрестности точки 
^=0. Используя метод приращений, можно вычислить значения 
Pn{t) ,  удаленные от начала отсчета. Для этого разделим времен­
ную ось на интервалы длительностью, скажем, в одну единицу 
каждый. Вычисление вероятности для промежутка времени задан­
ной длины начнем с ^=0, при этом получим значение Р„ (0). Для 
вычисления Р „(1 ) используем приближенное значение прй|ра- 
щения, которое дает значение Р„  в момент времени В исход­
ной системе, п-е уравнение которой имеет вид
Рп {t +  АО =  Pn{t -  АО +  [{п -  1) (0 -  /г (X +  |х) Я, {t) +

+  (/  ̂+  1 )Л ^ . , ( 0 ] ,  (2.58)
имеем

2М (2.59)

Таким образом, начинаем с ^=0 и А^= 1 и т. д. Заметим, что для 
отрицательных значений аргумента вероятности равны нулю и 
только Рг(— 1) =  1-

При таких вычислениях встречаются ошибки двух типов:
1) ошибки округления вследствие пренебрежения остаточным чле­
ном ряда при применении аппроксимаций; 2) ошибки вследствие 
отбрасывания членов при замене производных первыми разностями. 
Мы не станем, углубляться дальше в этот вопрос. Желающие могут 
изучить методы численного анализа, которые достаточно развиты 
и повсеместно используются.
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Однако, представляется очевидным, что можно найти какой-то 
прием, аналогичный описанному выше.

Замечание, Кэмп [104] исследовал различные методы получения 
верхних и нижних оценок решений задач массового обслуживания. 
Это еще одна интересная идея; она полезна в том случае, когда 
ясно, какой ответ следует ожидать.

Знание характера решения при указании верхней и нижней гра­
ниц его значений представляет в этом случае весьма ценную ин­
формацию. Понятия о верхнем и нижнем пределах будут встре­
чаться в тексте.
З а д а ч и

1. Используя формулу Полячека—Хинчина, определите среднее число тре­
бований, находящихся в очереди и в системе, и соответствующие им время 
ожидания и время пребывания в системе при экспоненциальном времени обслу­
живания.

2. Решите систему уравнений
ЯР1 +  qPi =  Ръ

РР)-1 +  ЯР}+1=Р1>  — 1,

где

Покажите, что

Р Р с - \  +  Р Р с  ■— Рс^

i  = 1 
/ = 1

p +  q - \ .

PJ =
I z i .

- i f i

при р ф д

1
Pj =  7  при p - q .

3. Используя таблицу случайных чисел, составьте модель для 100 проме­
жутков времени и определите среднее время ожидания и среднее время про­
стоя канала в одноканальной системе с пуассоновским входящим потоком 
(Х = 1) и постоянной интенсивностью обслуживания, равной двум требованиям 
в единицу времени, при обслуживании в порядке поступления. Сравните ответ 
с результатом, полученным по формуле Полячека—Хинчина.

4 . Для вывода экспоненциального распределения рассмотрим урну с боль­
шим числом шаров диаметром d. В урне В  черных и А  белых шаров. Задано, 
что вынут черный шар. Вероятность того, что расстояние х  между его центром 
и центром черного шара, который будет вынут следующим, не больше rd, за­
дана в виде ^

P { x ^ r d ) : = l — ( l — bY, Ь Л А - В '

1
Пусть F s ( x )  — плотность распределения расстояниях, ^ =  7  и $ д = : 1 .  

Если Ь о  и 5 оо так, что X и х  остаются неизменными, то Fg (х) =  1 —
__1 . Интерпретируйте X, как математическое ожидание
частоты событий на единицу длины.
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г  л а в а  3

ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ, ЦЕПИ И ПРОЦЕССЫ 
МАРКОВА, ЭРГОДИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА СИСТЕМ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

3.1. Введение
Для удобства читателя в этой главе сообщаются некоторые по­

нятия из теории вероятностей и теории случайных процессов. Боль­
шая часть материала книги не связана с излагаемыми здесь 
вопросами, за исключением теорем об эргодичности систем мас­
сового обслуживания и примеров на вычисление времени ожидания. 
В дополнение к этому материалу читателю полезно изучить ввод­
ный курс теории вероятностей. Здесь можно найти некоторые 
указания, которыми можно воспользоваться для дальнейшего 
углубления знания материала. Однако при выводе большинства 
уравнений ,в различных частях книги не. потребуется. глубокого 
знания теории вероятностей.

Рассмотрение некоторых частных случаев процесса рождения и 
гибели, подобных описанным в предыдущей главе (модель Эр­
ланга), в сочетании с хорошим пониманием 1рассматриваемой си- 
.стемы обслуживания, как нам кажется, будет очень полезно для 
формирования интуиции читателя.

Понятие цепей Маркова и марковских процессов является фун­
даментальным и весьма полезным. Хотя марковские процессы и 
встречаются в теории массового обслуживания, однако нельзя 
делать вывод о том, что все процессы массового обслуживания яв­
ляются марковскими.

Марковские процессы характеризуются тем, что при фиксиро­
ванном состоянии системы ее будущее поведение не зависит от 
поведения в прошлом. Это свойство упрощает анализ систем мас­
сового обслуживания, так как приводит к удобным функциональ­
ным уравнениям. Впрочем, исследуются также и немарковские 
процессы.

В этой главе кратко рассматриваются такие понятия, как собы­
тие, булева алгебра, сигма-алгебра, пространство с мерой и вероят­
ность. Кроме того, вводятся такие понятия, как условная вероят­
ность и независимые события. Затем следует определение случайной 
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величины. Кратко сообщаются наиболее важные положения из 
теории вероятностей. Из-за недостатка места вывод формул, дока­
зательства и примеры опущены. Это предлагается выполнить чи­
тателю. Для некоторых важных распределений дается сводка фор­
мул. Затем вводится понятие вероятностного процесса, после чего 
рассматриваются цепи и процессы Маркова, приводится классифи­
кация состояний по Феллеру и даются теоремы, связанные с этим 
вопросом. Все эти положения используются затем в теории массо­
вого обслуживания. Наконец, приводятся примеры некоторых ве­
роятностных процессов. Наиболее важным из них вследствие его 
широкого применения в теории массового обслуживания является 
процесс рождения и гибели, который будет рассмотрен в следующей 
главе.

3.2. Основные понятия теории вероятностей
Теория вероятностей занимается количественным описанием слу­

чайных событий. Изучение ее основных понятий необходимо начи­
нать с события. В абстрактной форме события можно представить 
как множества точек. Комбинируя их, можно получать другие 
события. Для двух событий а и 6 запись в виде о U ̂  употребляется 
для обозначения события, которое происходит в том и только в то.ч 
случае, если происходит хотя бы одно из них, а а Г\Ь означает 
событие, которое состоит в совместном появлении событий а и Ь. 
Событие а' является противоположным событию а, оно происхо­
дит в том и только в том случае, если событие а не происходит. 
Достоверное событие обозначается е, а невозможное О.

Единственным основанием для введения алгебраических опера­
ций над событиями является следующее: 1) событие может яв­
ляться комбинацией других событий и 2) необходимы правила 
для обращения с комбинациями событий, определяемыми через 
ИЛИ и И.

Система элементов (в данном случае совокупность событии; 
О, а, Ь, е, в которой определены операции а', а[]Ь, а^Ь,  на­
зывается булевой алгеброй, если выполняются следующие соотно­
шения:

0 П а = 0 , 

е{\а— а, 
а ^ Ь  =  Ь П а ,  

{ а ^ Ь ) ^ с = а ^ { Ь ^ с ) ,  

а П( ^ и < ^ )  =  ( « П ^ ) и ( а П < ^ ) ,
0 '  =  е,

{ a ^ b y  —  a ' [ i b ' . ,

а ^ а '  — О,

0 \ ] а — а, 
е \ ] а = е ,  
а \ } Ь =  Ь\]а,
{a\Sb)\ic=^a\i{b\}c),
a\}{b{\c)— {a\^b)[\{a\\c),
е' =  0 ,  (а')' =  а,

( а и ь у  =  а ' П ^ ' ,

aUa' =  e.
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Это определение справедливо для конечного числа событий. 
При бесконечном множестве событий необходимо ввести -понятие 
сита-алгебры. Вначале рассмотрим обозначение ааЬ. Оно озна­
чает, что а содержится -в Ь, или Ь включает в себя а (например, 
совокупность элементов {1, 2, 3} содержится в {1, 2, 3, 4}). В допол­
нение :к приведенным соотношениям в сигма-алгебре требуется, 
чтобы вместе с любой бесконечной последовательностью событий 

принадлежащих сигма-алгебре, она -содержала также собы­
тие, задаваемое условием а =  a iU ^ 2 U ___  Таким образом, если
в определение булевой алгебры входит свойство «счетной аддитив­
ности», то имеем сигма-алгебру.

Кроме того, для булевой алгебры справедливы следующие 
соотношения: а[\а =  а\ а\}а =  а\ acza; из а с й  и b a a  выте­
кает, что а =  Ь; из aczb и Ь(^с вытекает, что aczc\ три усло­
вия: ааЬ , а ( ] Ь = а  и =  ^ эквивалентны.

Вероятность есть числовая функция Р{а)  элементов булевой 
сигма-алгебры, для которой

0 < Я ( а ) < 1 ,

а также Р (а )= 0  при а =  0 и Р (а) =  1 при а=е. Кроме того, 
P { a U b ) = ^ P { a ) + P { b )  

при а ( ] Ь=^0 ,  По индукции находим
Р ( а , и . . . и а „ ) Я ( а , ) + . . . + Р ( а , ) ,  

где aif\aj =  0  при i ^ j .
Если [Uf) — бесконечное множество, то для вероятности выпол­

няется условие счетной аддитивности, т. е.
Р  {а,\]а,\} .. .)= ^ Р  {а,) +  Р  {а )̂ +  ,,  

где

Всеми этими свойствами с незначительными изменениями обла­
дает мера общего вида (которая, однако, не обязательно должна 
находиться между нулем и единицей). Таким образом,-вероятнО'Сть 
есть хмера, т. е. это конечная, неотрицательная счетно-аддитивная 
функция элементов булевой сигма-алгебры. Кроме того, Р (а) =  1 
означает, что а — е. ^

Как показал Халмош, если В есть любая булева сигма-алгебра, 
а Р есть вероятностная хмера в В, то существует такое простран­
ство Q с мерой, что система В абстрактно тождественна алгебре 
подмножеств из Q (в случае необходимости множества, разность 
которых имеет меру нуль, отождествляются), а значение Р для

* Читатель должен иметь в виду, что изложение вопросов, связанных 
с мерой, у автора весьма поверхностно и нестрого. Поскольку соответствующие 
факты имеются в строгом изложении во многих книгах, мы не станем коммен­
тировать подобные рассуждения. — Прим. ред.
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любого события тождественно со значением меры для соответ­
ствующего подмножества из пространства £2. Таким образом, по­
нятия меры и вероятности тождественны. В теории вероятностей 
мера всего пространства конечна и равна 1.

Теперь дадим определение условной вероятности и независи­
мости событий. Введем обозначение

Р ь { а )
-  Р ( а т
-  Р(Ь) (3.1)

где Pj (а) — вероятность появления события а  при условии, что 
произошло событие Ь.

Если же появление события Ь не влияет на появление собы­
тия а, то

Р , { а ) ^ Р { а ) .

Следовательно, события а и 6 независимы в том и только в том 
случае, если

Я (а П й )= Р (а )Я (6 ). (3.2)

Широкое применение находят следующие формулы:
1. Формула сложения вероятностей

Я («1 и . . .  и ) = 2  Я («/) -  2  2  Я («i П а;) -f
/-1 i j

+ 2 2 2 ^ ( а /П а у П а * ) -  ...±Я (а1П а2П  Па„).
i ]  к

2.. Формула полной вероятности
P { a { \ b ) = ^ P { b ^ P { a \ b i ) ,

I

где Я (а I bi) — вероятность появления события а  при условии, что 
произошло событие bi, вероятность появления которого равна
P{bi) ,  и b = [ J b i ,  где — несовместные события, 

г
Случайная величина есть измеримая функция, определенная 

в пространстве с мерой, при суммарной мере, равной единице’ . 
Говорят, что функция л(о)), определенная в пространстве Q, изме­
рима в том и только в том случае, если при любых а и р  множе­
ства тех и, для которых а < х ((о Х Р , принадлежат основной сигма- 
алгебре В  из пространства й.

Функция распределения Р { х )  -случайной величины X  есть функ­
ция действительного переменного, определенная для каждого дей­
ствительного значения х  как вероятность того, что Х ^ х ,  т. е. 
F { x ) = ^ P { X ^ x ) .

1 Н а 1 m о S Р. R. The Foundations of Probability, Am. Math. Monthly, 
1944, vol. 51, p. 493—510.
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Множество значений х может быть дискретным или непрерыв­
ным. Мы будем рассматривать только непрерывные величины, так 
как краткое описание случая дискретных величин уже давалось. 
При вычислении функции F{x)  читатель может воспользоваться 
понятиями, которые приводились для случая дискретных значе­
ний, как, например, при бросании двух игральных костей.

Функция F{x)  (которая непрерывна справа)— неубывающая 
функция, она стремится к нулю при л: —> — оо и к единице при

оо. Плотность вероятности случайной величины X опре­
деляется выражением

/ W
dF(x)

dx (3.3)

плотность существует, если функция F{x)  абсолютно непрерывна. 
В этом случае

X

F { x ) =  l f { y ) d y .
— оо

Определим характеристическую функцию распределения F{x)  
с помощью интеграла Римана—Стилтьеоа:

<f{t) =  E  (е“ -̂ ) =  J e ‘̂■̂ dF (л;), / =  I/"— 1, (3.4)

который существует для действительных t и необязательно суще­
ствует для мнимых t. Если моментная производящая функция су­
ществует, то- она имеет вид

Ж ( 0 =  J Q-*^dF{x), (3.5)

т. е. она является преобразованием Лапласа— Стилтьеса функ­
ции F{x) .  Если M{t)  существует, то M{t)  =  cp(i7).

Характеристическая функция и моментная производящая функ­
ция являются важными инструментами при вычислении моментов 
распределений, при отыскании распределения суммы случайных 
величин и при исследовании пределов последовательностей распре­
делений [см. (3.8) и задачу 3], что будет проиллюстрировано на 
примерах.

Характеристическая функция (моментная производящая функ­
ция) суммы независимых случайных величин равна произведению 
их характеристических функций (моментных производящих функ­
ций). Если Z —X +Y ,  где X и Y — независимые случайные вели­
чины, характеристические функции (моментные производящие 
функции) которых равны соответственно F {х) и G(x),  то харак- 
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теристическая функция (моментная производящая функция) для Z  
имеет вид оо z —y  оо 2 :— у

H { z ) =  J J d F  {х )  d G  {у) =  J F  { х )  | d G { y )  =—  с о  — 00

оо

= S (3.6)

Если соответствующая ей плотность распределения существует, 
то она равна

Л ( г ) =  J  / ( ^ - y ) g ( y ) £ ( y . (3.7>

Если распределения сосредоточены только на положительных 
значениях переменных, а для остальных значений равны нулю, то

о о  Z

N ( z )  =  j  F ( z - y ) d G ( y ) — j F ( z - y ) d G ( y ) .  (3.8)

Плотность вероятности, если она существует, может быть полу­
чена также путем дифференцирования по z. (Заметим, что интеграл

I
/ ( x - y ) g ( y ) d y (3.9)

называется сверткой функций f и g:.) Как будет показано впослед­
ствии, этот вывод можно распространить на сумму нескольких слу­
чайных величин. Вводя производящие функции для диск|ретных 
случайных величин, можно получить аналогичные результаты.

В книге Дуба [187] приводится доказательство того, что с по­
мощью характеристической функции можно получить функцию 
распределения F  ( х ) :

1|^(д: +  0) - f  (д:-0)|- 4  [/'(0 +  0 ) - f  (0 -0)] =

=  5Г (3-10)

где, например, х-гО означает, что аргумент стремится к х со сто­
роны значений, больших х. Начальные моменты (первый из кото­
рых есть математическое ожидание pi) можно получить, взяв 
п-ю производную от <р при нулевом значении аргумента:1х„ =  £’ (^«) =  (-/)''Ч><''>(0), я =  0, 1, . . . .
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в  дополнение к моментам семиинварианты образуют другой 
ряд важных характеристик. Они определяются из тождества

ехр { k̂it krf
2! г! ) =

=  1 + К ^
V-rt'

2! г!
где = Е [{X  — ау\ — r-fi момент относительно произвольной 
точки а.

Если заменить t на it, то правая часть выражения будет пред­
ставлять разложение функции ф (t) в степенной ряд. Таким обра­
зом, ft' — коэффициент при в разложении функции <р (^),

{itYкоэффициент при

Значит,

г\

К  =  {

в разложении функции log<p(^), т. е.

(V
W U o-

P'1---P'2--------- k2-\-k\.

Для моментов относительно математического ожидания jxi (цен­
тральных моментов) имеем

1̂ =  0, t*2 =  2̂-

Для пуассоновского распределения, характеристическая функ­
ция которого равна ехр [Х(е‘  ̂— 1)], все семиинварианты равны X.

Поясним некоторые из этих положений на примере, а затем ис­
пользуем полученные результаты для вычисления времени ожида­
ния в марковской модели массового обслуживания.

Пример 1. Покажем, что закон Пуассона можно получить, рас­
сматривая распределение суммы одинаково распределенных неза­

висимых случайных величин /, (/ — 1, . . . ,  п) с соответствующими 
экспоненциальными распределениями

Моментная производящая функция экспоненциальной плотно­
сти равна

М (6; î) =  j  е'
и

(X — I

Если рассматривать каждое значение ti как длительность 
обслуживания t-ro требования в одноканальной системе при обслу­
живании в порядке поступления требований, то нам потребуется 
определить время ожидания п-го требования при условии, что 
в очереди находится п требований и одно требование только что 
поступило'на обслуживание.
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Чтобы получить распределение суммы случайных величин, возь­
мем произведение их моментных производящих функций и найдем 
плотность вероятности, соответствующую полученному произведе­
нию. Последнее равно (1—в/|х)~" 
роятности будет равна

( я - 1)!

следовательно, плотность ве-

t > 0 .

Уп ра ж н ен и е .  Покажите, что математическое ожидание этого
распределения равно а дисперсия — j .

Функция распределения, соответствующая этой плотности, есть 
вероятность того, что длительность ожидания п-го требования 
меньше t. Требуется вычислить ? „ {% )— вероятность того, что за 
время т будет обслужено ровно п требований. Пусть т=^-1-(т— t).  
Вероятность того, что за время t будет обслужено п требований, 
получена выше, а вероятность того, что за время т— t ни одно тре­
бование не будет обслужено, равна так как вероятность
того, что обслуживание одного требования закончится за время х,  
равна 1—е* ,̂ а вероятность того, что за время х  требование не 
будет обслужено, равна 1 — (I — е~'^) =  е“ ‘̂ - Таки.м образом.

(,А Т )«  _  (IT

п\

т. е. получили закон Пуассона.
Пример 2, Вычислим время ожидания и время пребывания 

в системе, описанной с помощью модели Эрланга. Воспользовав­
шись выражениями, полученными в предыдущем прихмере, П|роиз- 
ведем непосредственное вычисление распределения времени ожи­
дания следующим образом.

Поступающее требование будет в системе (/г+1)-м, если впе­
реди него находится п требований. Как уже было показано, вероят­
ность этого события равна р"(1— р). Время ожидания поступаю­
щего требования — величина случайная. Оно равно сумме случай­
ных длительностей обслуживания п предыдущих требований. Нам 
известно, что время обслуживания имеет экспоненциальное рас­
пределение с параметром |л. Кроме того, хмы знаем, что вследствие 
свойства «отсутствия пахМяти» экспоненциального распределения 
время, оставшееся до конца обслуживания требования, имеет то 
же распределение, что и время обслуживания требования, только 
что поступившего на обслуживание.

В предыдущем параграфе хМЫ получили выражение для плот­
ности времени ожидания (я-И )-го требования

*  Н) =  ■‘ ( l . O - 'e - » '
^ п \ Ч  -  (тг — 1)! (ЗЛ1)
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Так как рассматривается произвольное требование, которое 
может занимать в очереди любое положение, то для того чтобы 
найти вероятность ожидания в промежутке между t и не-
обходимо умножить вероятность наличия в системе п требований 
на плотность вероятности времени ожидания (п + 1)-го  требова» 
ния и результат просуммировать по .всем п ^ 1 . При ^>0 получим

/1=1
■p)t* ( « - 1)! : !Ар (1 — р) е' (1 - (3.12)

Среднее время ожидания найдем, умножив правую часть вы­
ражения (3.12) на  ̂ и взяв интеграл от нуля до бесконечности. 

Получим
W„ (3.13)

Функция распределения Р ( -< 0  есть вероятность того, что дли­
тельность ожидания не превышает t. Она находится следующим 
образом:

со

Р « / ) = 1  - Я ( > / )  =  1 -  J w{x)dx=l~pe-^^-^^'^*. (3.14)
t

Заметим, что 1У(0) =  (1— р )б (0 , где 6 (0  — дельта-функция, 
которая всюду равна нулю, кроме начальной точки, где ее значе­
ние равно бесконечности; интеграл от дельта-функции в беско­
нечных пределах равен единице.

Упраокнение. Покажите, что функция распределения времени 
пребывания в системе имеет вид

Найдите среднее время пребывания в системе.
Пример 3. Вычислим число требований, находящихся в системе, 

и время ожидания в очереди для модели Эрланга, если система 
имеет ограниченное место для ожидания. Если число требований, 
находящихся в системе, не может превосходить N (т. е. место для 
ожидания ограничено), то уравнения Эрланга применимы до 
n =N;  при этом вид последнего уравнения несколько изменится. 
Рещение для этого случая легко найдем, используя рещение, полу­
ченное для N =  с о :

Рп

Ра

N.  (3.15)

Применяя правило Лопиталя, можно найти решение также при 
Л=р.. Если N—*co, получим значения вероятностей для системы 
с бесконечной очередью при Я<р..
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Плотность вероятности времени ожидания равна
N

® ' ( 0  =  2 р л (0 -л =0
Следовательно, среднее время ожидания в очереди составляет

W „

N  оо N

л=0 о л=1
X

Р =  1Г (3.16)р [1 - ( я + 1 )рЛ ^+яр^ + ч
^( l_p /V + l ) ( l _ p )

откуда можно получить известную уже формулу для среднего 
времени ожидания, когда не накладываются ограничения на место 
для ожидания, т. е. когда N - ^ c o .  Заметим, что согласно (3.16)
W a  =  — -Ч ц

У п р а ж н е н и е .  Проверьте это выражение для W g  и вычислите
Wg  при 7V - оо. Найдите JP t) из выражения для w { t ) .

Пример 4, Незначительно изменим полученные ранее соотно­
шения между временем ожидания п-го к временем ожидания 
(п+1)“Г0 требований, включив вероятность отсутствия ожидания. 
Получим следующее выражение:

‘a!)„+,=max(‘oy„ +  s„ — 0).
Нужно вычислить распределение времени ожидания 

при стационарном состоянии. Допустим, что /> 0 , т. е. (п+1)-е 
требование будет ожидать:

Р < w )  =  P{w„-]-s„ — tn<'w) =  P ( w „ < w — Sn->r in)-
Обозначи.м через P„+i (ш) и Р „ (w)  распределение времени 

ожидания в очереди соответственно (п+1)-го и п-го требований. 
Члены s„ и в правой части выражения — независимые случай­
ные величины с распределениями, равными соответственно А (х)  
и В (у) .  Кроме того, время ожидания п-го  требования не зависит 
от времени его обслуживания и от промежутка времени, через 
который поступит (п+1)-е требование.

Поэтому вероятность сложного события, состоящего в том, что 
1) время ожидания w„ удовлетворяет приведенному выше нера­
венству; 2) промежуток времени между моментами поступления 
требований лежит в пределах л : <  л о?л: и 3) длительность 
обслуживания s„ заключена в пределах у < s „  <  у -f-fify, равна

P „ ( w - { - x  —  y )  d A  (jc) d B  (у).
Суммируя эти (Вероятности, получим [680]

Pn^i (®) Pni?^ +  x - y ) d A  (х) d B  (у).о о
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Эту формулу можно также получить, рассматривая распреде­
ление суммы .трех независимых случайных величин. Как будет 
показано в гл. 9, в стационарном состоянии все требования будут 
иметь одно и то же распределение времени ожидания P ( w ) ;  сле­
довательно,

оо оо

=  | J P ( w - j - x  —  y ) d A ( x ) d B ( y ) .
о о

Допустим теперь, что время обслуживания имеет постояннун> 
длительность, равную одной единице времени. Тогда

В ( у )  =
О, у < 1 ,

и

1, у >  1,
Д ( 1 + 0 ) - Д ( 1 - 0 )  =  1

оо

Р  (w )  =  j  Р ( т е > - { - х ~ 1 ) с ( А  (х) .

где Р  (w)  =  О при да <  0.
Так как для отрицательных аргументов вероятность равна 

нулю, то при да< 1  имеем

P ( w ) =  I  P ( w - j - x  —  l ) d A ( x ) .
1 — W

Интегрируя по частям, получим преобразование Лапласа— 
Стилтьеса функции Р (да)

оо оо

7 (s) =  J е~ (да) =  S J е “  ^^Р (да) du.
о о

Положим Л (jc) =  1 — е~ подставим значение Р(да), учиты­
вая последнее замечание. Получим выражение

1  оо оо оо

7(s) =  sje'"^rfte> J . . . + s j  e'^^dwj ...,
о 1—w 1 о

которое на основании свойств преобразований приводится к более 
простому:

т ( « ) -
s e - \ a )  

S  —  X Хв - S  ■
Пусть S —* 0; тогда 7 (s) 1 и е~^7 (X) —* 1 — X,
Окончательно имеем

( l - X ) s7 (s):
s —X 4- Хеs  *

94



Для существования стационарного режима требуется выпол­
нение неравенства А,<1.

Обратное преобразование можно получить из выражения

где С  — контур, идущий от — i оо до i оо и обходящий начало коор­
динат по малой полуокружности сдрава.

Подставив значение f  (s), передвинув путь интегрирования к

Re (s) =  X -|- 8 ^  X,

что допустимо, так как f (s )  регулярно для Re(s)!>0, и разложив, 
знаменатель по формуле геометрической прогрессии, получим

Р ( д а )  =  ( 1 - Х ) 2
Х«(/г — x ( t - n )  

п{ ^
/1 =  0

где [/]— наибольшее целое число, меньшее t.
Вычет для членов, находящихся под знаком суммы, находится; 

на полюсе подынтегральной функции s — X, в то время как инте­
грал остальной части разложения, где t — [f]— К О , равен нулю,, 
что найдем, взяв в качестве пути интегрирования полуокружность, 
в правой полуплоскости и устремив ее радиус .к бесконечности (см. 
описание подобной задачи в гл. 9).

Допустим, что имеется несколько случайных величин 
X i ( i = \ ,  . . . ,  N f ) ,  которые непрерывны, независимы и имеют 
одинаковые распределения/'(л:). Допустим, что, в свою очередь,. 
Nfy т. е. само число случайных величин, есть величина слу­
чайная. Найдем распределение их суммы SI^^— Хх- \ -  . . . XN^.  
Можно показать, что если распределение случайных величин Nf-  
не зависит от распределения случайных величин {Xi } ,  то спра­
ведливо следующее соотнощение:

Я <  X) =  2  Р  =  «) Р  (5„ <  д;).
/1=0

Моментная производящая функция этого распределения будет- 
иметь вид

feo г оо 1 л

П = 0  , — оо J

Моментная производящая функция имеет показатель степени 
п, так как рассматривается свертка порядка п. В результате- 
имеем производящую функцию Р { г )  для вероятностей P { N f = n )
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значений дискретной случайной величины. Здесь вместо z  (как 
в гл. 2) используется выражение

РС7
Q ~ ’̂ ^ d F { x )  =  М ( Ь ) .

Следовательно, моментная производящая функция для 
P ( S N t  ^ х )  задана через Я [Ж (6)]. Математическое ожидание най­
дем путем дифференцирования по 0, положив 6 =  0:

P ( S m )
dP
dM Ж- ( - 1)

dM 
dd le=o =  E ( N , ) E ( X ) ,

где X  — любая случайная величина из Xi, так как все они имеют 
одно и то же математическое ожидание.

Вывод формулы для дисперсии предлагаем сделать читателю. 
Должно получиться выражение

(5лг,) =  W  Б т -
Эти идеи будут использованы в теории восстановления.

3.3. Некоторые важные распределения
В табл. 3.1 дается перечень некоторых распределений и соот­

ветствующих им характеристических функций. Для лучшего по­
нимания некоторых из этих распределений следует обратиться 
к обычным руководствам по теории вероятностей.

Распределение Пирсона III типа является общим типом рас­
пределения, которое Пирсон получил при разработке классифи­
кации распределений. При частных значениях его параметров по­
лучаются известные распределения, относящиеся к этому типу: 
гамма-распределение, распределение хи-квадрат, эрланговское и 
экспоненциальное распределения.

Значение хи-квадрат равно
(3.17)

где Xi — нормально распределенные взаимно независимые случай­
ные величины с нулевым математическим ожиданием и единичной 
дисперсией, а 'к — число степеней свободы распределения.

Эрланговское распределение есть распределение хи-квадрат 
с 2k степенями свободы.

Наличие параметра k в эрланговском распределении, которое, 
как было показано в начале главы, находится как распределение 
суммы случайных величин, каждая из которых имеет одинаковое 
экспоненциальное распределение с математическим ожиданием,'
равным , имеет важное практическое применение. Заметим, 
что при k =  1 получаем экспоненциальное распределение, а при
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Т аблица 3.1

Вид распределения Выражения для плотности 
распределения

Характеристи­
ческая функция

Равномерное, или 
прямоугольное . . . .

Биномиальное . .

Гипергеометрическое

Пуассоновское

Нормальное . .

Логарифмически 
нормальное . . .

Пирсона III типа . .
Г амма-распределе- 

н и е ...............................

Распределение хи- 
квадрат ........................

Эрланговское (рас­
пределение длитель­
ности интервала вре­
мени до появления k 
событий процесса Пуас 
сона) ............................

Экспоненциальное .

Паскаля, или отри­
цательное биномиаль­
ное ................................

7 За к. 2076

п\
{n — k)\k\"С) V .  Р +  ? =  1

, N̂  +  N̂  =  N

k\

1 -  [<-^]
qY  2̂  

1 1
X

У — а

X ехр I — 2^  [log ( у  — а ) —  

где а <  у

1)ауа — \ Q—by

T(5j

2  ̂ Г ( т )

ре~\̂ у

( п - { -  k — 1\
i  k

ibt iat e — e
i {b — a) t

{q+P^^^Y

. —  1)

i\U
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& оо — вырожденное распределение, т. е. от случайной величины 
переходим к детерминированной. Многие важные распределения, 
встречающиеся при решении реальных задач, занимают промежу­
точное положение между этими двумя случаями и могут быть при­
ближенно описаны как эрланговские при соответствующем вы­
боре значения k. Следовательно, если система массового обслужи­
вания описывается эрланговским распределением, то полученные* 
для нее решения можно применить и в других случаях, когда вы­
бор значения k обеспечивает хорошее совпадение.

Модифицированный эрланговский входящий поток (к одному 
каналу), в котором k заменено на с, а k\i — на Я, может рассма­
триваться как отфильтрованный пуассоновский входящий поток 
с параметром Я, поступающий к с параллельным каналам, каж­
дый из которых имеет свою очередь. Требование, поступившее 
первым, становится в очередь к первому каналу, требование, по­
ступившее вторым,— ко второму, с-е требование — к с-му каналу, 
а затем (с -И )-е  становится в очередь к первому каналу, а 
(с+ 2 )-е  — ко второму и т. д. в таком же порядке. Входящий по­
ток каждого канала и есть данный модифицированный эрлангов­
ский поток. Это положение будет встречаться и в дальнейшем.

В качестве упражнения вычислите первый и второй моменты 
этого распределения. Затем найдите дисперсию ст̂  =  (второй на­
чальный момент) — (математическое ожидание)^ =  |И2 — где 
а — среднее квадратическое отклонение.

Для многих случаев полезно знать, что распределение выбо­
рочного среднего произвольного распределения приближается 
к нормальному закону в том смысле, который определен централь­
ной предельной теоремой. В частности, если совокупность имеет 
конечные дисперсию и математическое ожидание р, то по мере 
увеличения объема выборки п распределение выборочного сред­
него приближается к нормальному распределению с дисперсией
а2—  и математическим ожиданием р.

3.4. Вероятностный процесс
Процесс есть изменение состояния системы, подверженной по­

стоянному воздействию случайных факторов. Обычно будут рас­
сматриваться такие системы, которые в моменты времени tu 
. . . ,  находятся в состояниях Ей £ 2, • • •» каждого из этих
моментов времени существует вероятность того, что система может, 
перейти из состояния, в котором она находится, например, из со­
стояния Ei, в любое другое состояние.

Мы уже указывали, что вероятностный процесс определяется 
семейством случайных величин {X }, зависящих от параметра t. 
Кроме того, уже указывалось, что число параметров может быть 
больше единицы, однако мы ограничимся одним параметром — 
временем. Если рассматривается дискретное время, как при бро­
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сании монеты, то записываем Xi,  Aq, . . . .  Каждое значение А,- имеет 
функцию распределения, которая, в свою очередь, может быть 
дискретной или непрерывной.

Бросание монеты является 'примером конечного, или счетного 
семейства случайных величин, каждая из которых имеет два зна­
чения, При бросании монеты возможны два исхода и каждый из 
них имеет определенную вероятность появления. Например, 
Р (А /=1)=р  — вероятность выпадения надписи, с которой свяжем 
число 1. Выпадение герба, которое обозначим — 1, имеет вероят­
ность P { X i =  — 1)=9- Должно выполняться условие р +  ̂ =1, по­
скольку обязательно появится один из этих исходов.

Заметим, что с течением времени эти вероятности не изменя­
ются. Они будут одни и те же для всех /. Это является иллюстра­
цией стационарного процесса, для которого вероятности не зави­
сят от времени.

Может представить интерес число появлений надписи при до­
статочно большом числе бросаний /г^ Если это число разделить 
на я, а п устремить к бесконечности, то получим

4 -  . . .  +  Xfilim-
/2->оо

: l l m ^
Л-СО «

Согласно закону больших чисел при увеличении п

^ - РП ^ <  4 1

при произвольном е>0. Это означает, что при увеличении числа 
испытаний увеличивается точность приближения вероятности ча­
стотой.

5
Представляет интерес определить, как быстро —̂ -----р  стре­

мится к нулю. Ответ на этот вопрос дает закон повторного лога­
рифма:

lim sup-7=4=4=i=-= l = 1 .
V л-оо V 2 p tflo g lo g «  )y 2 p q  log log

Кроме того, из центральной предельной теоремы следует, что 
при больших п  величина имеет распределение, близкое
к нормальному.'

Число возможных исходов Xf для каждого t не обязательно 
должно быть конечным, как в приведенном примере, или даже 
счетным. Может существовать континуум исходов, как при слу­
чайном выборе действительных чисел. Если — непрерывная 
случайная величина, то можно выбрать любое число.

» J. D o o b ,  What is а Stochastic Process. Am.  Math.  Mo nt hl y ,  1942, vol. 49, 
pp. 648—̂ 53.
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Наконец, время t может рассматриваться как непрерывное; 
при этом распределение каждого значения может быть непрерыв­
ным или дискретным. Примером такого дискретного распределе­
ния, когда сам параметр может принимать любое значение, 
является пуассоновское. Число телефонных абонентов, производя­
щих вызов в любой момент времени, имеет дискретное распределе­
ние, которое в любой момент времени t определяет вероятность 
появления события, заключающегося в том, что поступил вызов от 
одного абонента, от двух абонентов и т. д. Эти величины опреде­
ляются экспериментально путем записывания в течение многих 
дней информации о том, сколько абонентов производит вызов 
в данном интервале времени, и подсчета частот. Часто допу­
скают, что время принимает значения от — оо до + с о ,  хотя это 
может и не иметь практического смысла, а затем после соот­
ветствующей интерпретации результатов получают требуемый 
ответ.

Допустим теперь, что время t принимает дискретные значения, 
и в результате каждого испытания может произойти конечное мно­
жество исходов, называемых состояниями и обозначаемых 
Ei ( / = 1 , . . . , m). (В задаче на бросание монеты т =  2.) Попытаемся 
ответить на некоторые важные для этого случая вопросы. Исход 
каждого испытания не зависит от исходов предыдущих испытаний; 
следовательно, вероятность появления каждого исхода не зависит 
от того, что было раньше.

Теперь допустим, следуя Маркову, что вводится некоторый 
вид ограниченной зависимости: условная вероятность исхода Ej 
в я-м испытании при условии, что исход (я — 1)-го испытания был 
El (i =  l , 2, . . . ,  яг), равна рф  при дополнительной информации 
об исходах (я — 2)-го, (я — 3)-го и т. д. испытаний данная вероят­
ность остается неизменной. Помимо вероятностей перехода pij 
требуется задание вероятностей Pi{0) ( г = 1 ,  . . . ,  т) получения 
г-го исхода в первом опыте, т. е. в момент времени t =  0. Подоб­
ная схема приводит к весьма интересным результатам. Заметим, 
что вероятности pî  описывают переходы Ei-^E^ от одного испы­
тания к другому, следующему непосредственно за ним.

Можно рассмотреть более общую схему, введя вероятности 
перехода для двух опытов, .не следующих непосредственно друг, 
за другом. Это означает, что появление событий в будущем может 
зависеть от появлений событий в некоторых или во всех опытах. 
Имеется много реальных физических систем, для которых тре­
буется такое описание. Действительно, могут оказаться необходи­
мыми вероятности, описывающие исходы нескольких испытаний, 
проводимых одновременно.

В приведенном выше простом случае вероятности начального 
состояния Oi и вероятности перехода Р/у (которые могут быть рас­
положены в виде квадратной матрицы Р, называемой стохастиче­
ской матрицей) определяют цепь Маркова (которая называется
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конечной, если 1КОнечно число исходов). Э т а  матрица записывается  
в виде _

Р\2

Р =  \ Рол р22 •У "
= Р 21

В любом случае сумма элёментов каждой строки матрицы 
равна единице, так как за один шаг .мы обязательно попадем 
в какое-нибудь состояние. Не исключена возможность того, что 
при переходе от одного испытания к другому может сохраниться 
то же самое состояние. Если сумма элементов каждого столбца 
также • равна единице, то матрица называется двойной стоха­
стической.

Отметим, что переход из одного состояния в другое в после­
довательных опытах 'может происходить не непосредственно, а 
минуя ряд промежуточных состояний. Число шагов при переходе 
будем обозначать с помощью верхнего индекса. Имеем

P f  = Р ф  P f  =  '^PikPk), • • •, P f  =  2 ( 3 . 1 8 )

Чтобы получить вероятность перехода из состояния Ei в со­
стояние Ej  в момент п-го перехода, совместно с вероятностью пе­
рехода pij рассматривается вероятность того, что в момент 
(п— 1)-го перехода система находится в некотором состоянии. Та­
ким образом, в любой момент времени вероятность нахождения 
системы в определенном состоянии зависит только от знания со­
стояния системы в предыдущий момент времени. Это основное 
свойство цепей Маркова и марковских процессов.

С помощью матриц вероятностей перехода последнее урав­
нение можно записать в виде />{«) =  Я Можно написать и
более общее соотношение я(/п+п)_/з(т)/>(л)^ которому соответст­
вует равенство элементов матриц

р(п+ш) =  ^ р Ш р ( п ) ^

Вообще представляет интерес вероятность

Это вероятность того, что в момент времени п система находится 
в состоянии у независимо от того, в каком состоянии система на­
ходилась в предыдущий момент времени. Желательно, чтобы при 
п о о  система асимптотически приближалась к стационарному 
состоянию, т. е. в этом случае слева существует предельный 
вектор, а справа — предельная переходная матрица, в которой
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вероятности не зависят от состояния i. Наличие этого свойства ожи- 
дается интуитивно. Это свойство эргодичности является важным 
при длительном протекании 'Процесса, когда вероятности пере­
стают зависеть от времени. Для многих задач массового обслу­
живания такие результаты имеют большую ценность, чем неста­
ционарные распределения*

Проиллюстрируем эти положения с помощью конечной цепи 
Маркова с матрицей вероятностей перехода

1
6 0

1
6 0

2
3

0 1
4 0 0

3
4

1 3 1 1
04 8 8 4

0 0 0 1 0

0
1
3 0 0

2
3

Множество состояний, в котором для каждой пары состояний 
существует отличная от нуля вероятность перехода из одного со­
стояния в другое, есть класс эквивалентностей. В данном случае 
имеется три таких класса. Они объединяют соответственно: 1) пер­
вое и третье состояния; 2) второе и пятое состояния и 3). одно 
четвертое состояние. Например, p25=^U и Р52=7з; следовательно, 
система может оставаться во втором или в пятом состоянии или 
переходить из второго состояния в пятое и наоборот. .Переход 
в другие состояния невозможен.

Заметим, что возможен переход из первого класса эквивалент- 
йостей во второй и из первого в третий. Если же переход во вто­
рой или третий класс произошел, то обратный переход в первый 
класс невозможен. Поэтому первый кЛасс неустойчив. Он назы­
вается неустановившимся классом эквивалентностей, и его состоя­
ния являются неустойчивыми. Второй и третий классы находятся 
в равновесии, т. е. если система перешла в один из этих классов, 
то переход в другой класс невозможен. Эти классы являются 
замкнутыми. Переход из них в другие классы невозможен, т. е. 
вероятности pij равны нулю для значений /, входящих в этот 
класс, и значений не входящих в него. Эти два класса называ­
ются эргодическими классами эквивалентностей, а их состояния 
называются эргодическими. Третий класс имеет единственное эрго- 
дическое состояние, называемое поРлощающим. Цепь, в которой 
каждое эргодическое состояние является поглощающим, назы­
вается поглощаюьуей цепью Маркова, В такой цепи возможен пе­
реход из любого состояния в поглощающее через один или боль­
шее число шагов.
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Заметим, что в общем случае подматрица вероятностей 
перехода между состояниями аргодического класса также 
является стохастической матрицей, т. е. сумма значений 
в строке равна единице. Стохастическая матрица называется 
регулярной, если все элементы некоторой ее степени положи­
тельны. .

Если подматрица, соответствующая эргодическому классу, ре­
гулярна (ее состояния также называются регулярными), то и сам 
класс называется регулярным. В противном случае эргодический 
класс эквивалентностей является периодическим (с периодиче­
скими состояниями).

Если Р  — стохастическая матрица регулярной цепи, то \ \ т Р " ~
П~*-оо

— Т (в гл. 5 будет показано, как находятся функции от матриц), 
и матрица Г будет иметь в каждом столбце одинаковые положи­
тельные элементы. Таким образом, все векторы-строки матрицы Т 
одинаковы. Если V  — такой вектор-строка, то можно показать, что 
для любого вектора вероятностей W  (вектора, все элементы кото­
рого имеют значения от О до 1 и в сумме составляют единицу) 

l l m W P " = V .  (Читатель может проверить это положение  ̂ вое-
Л-̂ оо
пользовавшись определением F.) Из этого свойства следует, что 
вероятность пребывания в данном состоянии не зависит от вектора 
вероятностей начального состояния а,-.

Кроме того, V P  =  V, что получим из определения Т путем умно­
жения справа на Р. Среднее время, необходимое для возвращения 
в состояние, в котором система уже находилась ранее, для регу­
лярной цепи Маркова равно обратной величине предельной вероят­
ности пребывания в этом состоянии.

В случае поглощающих состояний представляют интерес 
вероятность перехода в это состояние, среднее время перехода 
и средняя длительность пребывания системы в каждом из не­
устойчивых состояний до перехода в поглощающее состояние. 
При этом результат может зависеть от вероятностей начальных 
состояний а,-.

Заметим, что в предыдущем примере в цепи было два замкнутых 
класса состояний. Если в цепи Маркова нет таких замкнутых клас­
сов, за исключением,’ разумеется, класса всех состояний, то в этом 
случае цепь называется неприводимой. В противном случае она 
называется разложимой.

Обозначим через Д р  вероятность того, что, находясь в мо­
мент времени  ̂=  0 в состоянии Ei,  система в момент времени п  
в первый раз перейдет в состояние Ej .  Тогда

л-1
A f = p \ f -  2
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Вероятность того, что система когда-либо возвратится в состоя­
ние Ej, обозначим через

F , ,=  i / r -

Таким образом, если Ej — начальное состояние, то Е^ — ве­
роятность того, что система когда-либо возвратится в состояние 
Ej. Математическое ожидание времени первого перехода из со ­
стояния El в состояние Ej имеет вид

(время между двумя испытаниями .принимается за единицу).
Феллер [236] предложил следующую классификацию состояний 

для цепи Маркова со счетным числом состояний.
Рекуррентное состояние при Eij—  1 (т. е. система достоверно 

возвращается в это состояние).
Рекуррентное нулевое состояние при [Ауу =  оо.
П ереходное состояние при Ри <  1 (т. е. возвращение в эта 

состояние не является достоверным).
Периодическое состояние с периодом если возвращение воз­

можно только через t, 2t, . . .  шагов, где / > 1 — наибольшее целое 
число, обладающее этим свойствам, и, с л е д о в а т е л ь н о , =  если п 
не кратно i.

Рекуррентное ненулевое апериодическое (т. е. не являющееся 
периодическим) состояние называется эрго.дическим состоянием.

Конечная цепь Маркова может не содержать нулевых состоя­
ний, и невозможно, чтобы все ее состояния были неустойчивыми. 
В самом деле, если М — число состояний, то по крайней мере для
одного / и м е е м , так как сумма всех вероятностей, взятая
по /, равна единице, а всего имеется М состояний. Следовательно, 
при п — > о о  невозможно выполнение условия О для всех /.

Феллер приводит теоремы, в которых характеризуются различ­
ные виды состояний. Мы приведем некоторые положения из статьи 
Фостера [264], имеющие отношение к теории массового обслужива­
ния; в последующем эти результаты будут нами использоваться. 
Имея в виду подобные приложения, мы при формулировке резуль­
татов захменим слово «цепь» словом «система».

Пусть требуется найти
/г->оо

Теорема 3.1. Неразложимая апериодическая марковская система 
является эргодической, если существует ненулевое решение си- 
сте-мы уравнений

— О, 1, 2,i = 0
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Теорема 3.2. Система является эргодической, если неравенства
оо

2 Р у У ;< У г - ь  /  = 0 ,
оо

имеют неотрицательное решение, причем 2 /> о /У ;< °°-
У = 0

Теорема 3.3. Бели система является эргодической, то (конеч­
ные) математические ожидания времени dj, истекшего от /-го до 
нулевого состояний, удовлетворяют условиям:

оо

—  d i — \
;  = 1

^ P o j d j  <  со .

Теорема 3.4. Система является неустойчивой в том и только 
в том случае, если существует ограниченное непостоянное реше­
ние уравнений

оо

2РуУ ; =  У/.;=о

Т еорем а 3.5.  Система является рекуррентной, если сущест­
вует такое решение |у̂ } неравенств

оо

2 А/У/ У/»  ̂^
что при i —>с» у^-ч-оо.

Т еор ем а  3 .6 . Система является неустойчивой в том и только 
в том случае, если существует такое ограниченное решение (Уг) 
последних неравенств, что для некоторых i выполняется условие 
Уг <  Уо.

Т еорем а  3 .7 . Если [Рп]{Ц— 0,  1, . . . )  есть распределение ве-
оо

роятностей, причем р о > 0 ,  то 2  z"p'' =  z  имеет корень 5, значе-
я= 0  .

ние которого заключено в пределах 0 <  $ <  1, в том и только
оо

в том случае, если ^ п р „ = . \ .Я  =  1
Пусть k„ — вероятность поступления п новых требований за 

время обсл-уживания одного требования в одноканальной системе 
массового обслуживания Af/G/l с пуассоновским входящим пото­
ком с параметром Я и произвольным распределением времени об­
служивания B { t ) .  Имеем (см. гл. 7)

=  n  =  0 , 1 , . (3.19)
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З^атрица вероятностей перехода имеет вид

\Pij\

к о k i к ^

к о к \ к ч

0 к о к х

0 0 к о

Теорема 3.8. Система MJGjl является эргодической в том и 
-только в том случае, если выполняется условие

оо

р = 2  <  1-
«  = 1

Она будет рекуррентной в том и только в том случае, если р <  1. 
Доказательство. Пусть р < 1 ;  введем обозначение У/ =  у - ^  ;

тогда У] будет удовлетворять теореме 3.2.
С другой стороны, если система — эргодическая, то из матрицы 

вероятностей перехода видно, что Рг; — математическое ожидание 
времени первого перехода из состояния Ei в состояние Ej — 
удовлетворяет условию

г—1 =  PiO)

Переход в состояние Е  ̂ может произойти только из состоя­
ния El через состояние Ei^i. Следовательно,

V-io =  i-i +  0.
И по индукции имеем 

Воспользовавшись теоремой 3.3, получим

Поэтому
t*'io ^ j P t j  —  P'10 —  1 • 

/=1

PPiO — PlO 1

р = 1 - ^ < 1 .Pio
Пусть р-<1. Примем У / = у ;  тогда y j —>°° при у —* о о  и усло­

вие теоремы 3.5 выполняется, следовательно, система является 
рекуррентной. С другой стороны, если р > 1 ,  то к выражению

оо

=  2 применим теорему 3.7 и примем у> =  У. Теперь вы-
Л = 0
полняется условие теоремы 3.4, Уу—̂ О при у —*О и У о = 1 ,  сле­
довательно, система является неустойчивой.
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Заметим, что limp(?) =  0 при р>-1 для всех i и у. Система
Л -»■  оо •'

является недиссипативной, если сумма строк матрицы предель­
ных вероятностей равна единице. В противном случае она яв­
ляется диссипативной.

Для системы G//M/1 также можно записать матрицу вероят­
ностей перехода и доказать аналогичную теорему. Для примене­
ния изложенных выше положений процесс массового обслуживания 
должен быть выражен через цепь Маркова, имеющую вероятности 
перехода ру. Процессы .массового обслуживания с непрерывным 

' временем являются более трудными для исследования.
Если вероятности перехода Ру становятся зависимыми от не­

прерывного параметра (времени t), то имеем марковский процесс, 
который является примером вероятностного процесса с непрерыв­
ным временем. Другими примерами вероятностного процесса яв­
ляется пуассоновский процесс и процесс Эрланга.

Вероятность перехода системы в момент времени t в состояние /  
при условии, что в момент времени s система,находилась в состоя­
нии г, обозначается через р (/, t; i, s ) . Конечно, существуют и такие 
системы (например, в статистической механике), в которых инфор­
мация обо всех предыдущих состояниях влияет на исход нового 
состояния.

Одномерный марковский процесс описывается уравнениями 
Чепмена— Колмогорова, которые являются обобщением уравнений, 
описывающих цепи Маркова.

р(/, t; i, s ) = 2 / > ( / ,  k, u )p {k , и; i, s), . (3.20)
= 0

при s < u < t  и у =  0, 1 , 2 , ____Из этого уравнения выводятся
две системы уравнений:

1. Прямые уравнения, которые получим, взяв производную по t 
и заменив затем и на t

2. Обратные уравнения, которые получим, взяв производную 
по 5 и заменив затем и на 5.

Так, например, если переходы в состояние i в момент времени t 
могут осуществиться только из двух соседних состояний /^ 1  и г +  1, 
как в процессе рождения и гибели, то обратные уравнения имеют
вид

p,{j\  t\ i, s ) = p ( j ,  t\ i, s)p^{i, s; i, s ) - f  
-\-p{J, t\ l — \, s)p^{i — \, s; i, s ) - f  

+ P U ,  i - f  1, 5)/?Д/ +  1, s; i, s), (3.21)
где p , — производная от p  no s.

Если же возможны только переходы вида как в слу­
чае пуассоновского процесса, то имеет место чистый процесс 
рождения (если же только E i-*E i+i, то имеет место чистый 
процесс гибели).

107



При выводе прямых уравнений принимаются во внимание пути 
достижения данного состояния; для обратных уравнений рассма- 
триваются пути выхода из данного состояния. В общем случае ре­
шение одной из этих двух систем при одинаковых начальных усло­
виях является также решением и для другой системы. Иногда легче 
решить систему обратных уравнений, чем систему прямых урав­
нений.

Пример 5. Покажем, что пуассоновский процесс, который яв­
ляется марковским процессом, удовлетворяет уравнению Чепмена — 
Колмогорова. Используя соответствующую форму записи пуассо­
новского процесса:

— и~к)1p U , t\ k, и) =  е

p {k , и; i, s )= :e X ( u - s )  [ X ( « - s ) ] f e - ^
( * - 0 !

и производя подстановку в уравнение Чепмена—Колмогорова’ 
получим

* = i ( / - * ) ! ( * - 0 !

=  е -^ ( '-^ ) IX V -  u)V  |X(u -  ( ^ ) *  -j— .

Пусть m — k — i, тогда k =  m-\-i и

т =0 (у —  т  —  i )\m\

r i f iz i f ) ] '
L ( ^ — “ ) J \  / ц _ 5 \ т  U — )̂̂

(У—')! — и.) (j—i—m)\m\
m = 0

__ 1 / а  —  ^ y / i  I “ —  s \j  - i - __
~  (У -0 ! W - и  M  —

__ 1 /  Ц — S у  /  t — s \) -  i
(У— 01 \ t — и ) \ t — и )

Первое выражение принимает вид
— s) [X (t —  и)У /  и — 5  у  /  i —  5  у  -  <___

— «)] 'W —« /  W — и /(У -0 ! [Х(«

что и требовалось доказать. 
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Наконец, заметим, что пуассоновский процесс является одно­
родным, он зависит только от длительности промежутка времени 
и не зависит от того, где находится начало отсчета (т. е. он не за­
висит от положения на временной оси). Таким образом, пуассонов­
ский процесс есть однородный марковский процесс рождения.

Поскольку обычно будут рассматриваться начальные условия 
{т. е. начальное состояние Ei) в момент времени t — 0, то во 
избежание громоздких обозначений запишем вероятность того, 
что в момент времени t система находится в состоянии Ej при 
условии, что в момент временив =  О она находилась в состоя­
нии El, в виде Существует такая матрица вероятностей
перехода Я ( < ) =  [Л у (0 ]. что

оо

0 < Я у ( О ,  =  И т Я у ( 0  =  8у,у=0
оо

Pij (S +  о  =  2  Pik {s)Pkj{t), о <  S <  о о ,  о <   ̂ <  со .= 0
оо

Матрица, для которой-выполняется неравенство W <  1, на-0
зывается вырожденной.

Если обозначить через Pi (0) вероятность того, что система 
в начальный момент времени находилась в состоянии /, то

оо

2  Яг (0) =  1. Вероятность того, что через промежуток времени i
» = 0

система будет находиться в состоянии у, равна

P j'{() ^  2 Яу it) Яг (0 ), /• =  о, 1 , . . .  . (3.23)
i = 0

При ЭТИХ обозначениях коэффициенты матрицы P {t) удовлетво­
ряют прямому уравнению Чепмена— Колмогорова

dt ■■'̂ Pikit)(^kj, i, J =  0, 1 . 2 , (3.24)
k = 0

где A = {Uij) — такая матрица постоянных вероятностей перехода, 
что

оо

inhj'i

{aijdt — вероятность перехода из состояния Ei в состояние за 
время dt, и, следовательно, А  — инфинитезимальная матрица 
вероятностей перехода).

Обратное уравнение найдем, транспонировав матрицу А. В мат­
ричной записи эти уравнения имеют вид Р' {t) — P (t) А и Р' {t) =  
=  A P {t)  при Я(0) =  /. Если справедливы оба уравнения, то
^у(0) =  % .
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Хилл [352] и Ройтер [719] исследовали решение этой задачи, 
применяя теорию полугрупп линейных ограниченных операторов.

Для процесса рождения и гибели матрица А приобретает осо­
бый вид:

1+1 =  К  %  =  — (k +  \̂ i)̂  Ч  i-i =  (3.25)
й Uij =  О, если I / — у 1 >  1, где \  >  О при / >  О, >  О при i >  1 
и р-о =  0.

Более подробное рассмотрение процесса рождения и гибели 
с помощью прямых и обратных уравнений будет дано в следующей 
главе.

В заключение заметим, что марковский процесс имеет простую 
структуру вероятностей, которые легко описываются, так как бу­
дущее состояние системы определяется только ее настоящим со­
стоянием. Информация о ее состоянии в прошлом не оказывает 
влияния на ее состояние в будущем. Именно это свойство и опре­
деляет значение марковских процессов для теории массового об­
служивания.
Задачи

1. Используя моментные производящие функции и свертку, покажите, что 
плотность распределения суммы взаимно независимых случайных величин

= А"! +  ...  +  Хп,
распределенных по одному и тому же закону (ле

{м (iity

-\xt имеет вид

(п-1)\ при  ̂>  0.

2. Решите задачу 1 для двух случайных величин, имеющих плотность того 
же вида, но различнее параметры pi и рг-

3. Покажите, что преобразование Лапласа свертки двух функций равно про­
изведению преобразований этих функций. Выполните это для двух последова­
тельностей.

4. Если принять, что время обслуживания имеет экспоненциальное распре­
деление, то вероятность того, что длительность обслуживания будет заключена 
в интервале (t, t-\-dt), равна Допустим, что имеется с каналов с раз­
личным экспоненциальным временем обслуживания, каждый с соответствующим 
параметром р^, и бесконечное множество требований, ожидающих обслужива­
ния. Каждый раз, когда требование поступает в систему, оно направляется 
в один из каналов, а все остальные каналы бездействуют, т, е. требования 
обслуживаются поодиночке и только одним из каналов. Пусть ап — вероятность 
того, что в момент поступления требования в систему оно направляется 
в л-й канал. Покажите, что плотность распределения промежутков времени 
между двумя последовательными требованиями, поступающими на обслужи­
вание, равна

2  2  "п = 1-
я=1 л=г

Это выражение для гиперэкспоненциального распределения. Покажите, что 
его математическое ожидание равно

с

V^ = Zj —>
Л = 1

по



а дисперсия —

а2 =  2

Заметим, что всегда выполняется условие 1 и что для фиксирован­
ных т можно найти такие отличные от нуля значения ап и \in (^ = 1» •••» )̂г 
что среднее квадратическое отклонение а может быть сделано сколь угодно* 
большим.

Пальм разделил распределения на два класса. Вместо функции распреде­
ления F{t) он рассматривал функцию 1— -^(0- Введем величину

F K t ) ] d t = \ + —„

где т — математическое ожидание, вычисленное обычным способом для"̂  
1 — F{i) ; 02 — дисперсия.

Всегда 8<Г. Если 1 <  е <  2, то кривая распределения будет крутой, 
а при е > 2  она будет пологой. Экспоненциальное распределение лежит на 
границе, е—2. Примером крутого распределения является вырожденное распре­
деление времени обслуживания при е=1. Можно показать, что при помощи 
гиперэкспоненциального распределения можно приближенно представить любую 
абсолютно монотонную функцию. Такие функции образуют важный подкласс, 
пологих распределений. Для абсолютно монотонной функции t{t) знак ее р-й про­
изводной определяется из выражения

(-1 ) / '/(р )(0 > о .
Сама функция имеет вид

где Н(х) — ограниченная неубывающая функция при x > 0 , Я (0 )= 0 . Действи­
тельно, любая функция Такого вида абсолютно монотонна. Если такая функция' 
описывает распределение времени обслуживания, то математическое ожидание' 
оставшегося времени обслуживания, задаваемое выражением

7  f { x ^ i ) d x
J / ( 0  ’
о

увеличивается с течением времени. То же выражение убывает при увеличении 
времени, если f(t) — крутое распределение. Приведите примеры для каждога- 
случая.

5. Рассмотрите логарифм функции правдоподобия для выборки из п наблю­
дений (хь . . . .  Хл), взятой из эрланговокой совокупности:

logll (ife— 1)1 xt е̂ - l x .
— nk log \ -

/=1
n n

— n log г (Й) — X 2  +  (* -  1) 2  log X f
1 1

Найдите оценку наибольшего правдоподобия для % vl k. Оценку для к' 
можно оставить в неявном виде.
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6. Используя статью Фостера [264], покажите, что система G//M/1 будет 
эргодической в том и только в том случае, если р <  1.

7. Напишите матрицу вероятностей перехода для четырех состояний с двумя 
классами эквивалентностей, один из которых является эргодическим.

8. Приведите пример разложимой цепи Маркова.
9. Найдите математическое ожидание и дисперсию распределений, приве­

денных в таблице.
10. При каком соотношении параметров распределения Пирсона III типа 

получается гамма-распределение, эрланговское и экспоненциальное распреде­
ления.

И. Приведите пример немарковского процесса.
12. Допустим, что прибытие свободных такси на стоянку образует пуассо­

новский процесс с параметром а. Предположим также, что прибытие пассажи­
ров на стоянку такси соответствует другому пуассоновскому процессу с пара­
метром Ь. Пусть в момент времени 1?=0 нет пассажиров, ожидающих такси, 
и нет машин, а в момент времени t имеется X пассажиров и Y такси. Пусть 
Z =X  — У определяет длину очереди пассажиров. Покажите, что среднее зна­
чение Z равно (Ь — a)t, а дисперсия равна (a-\-b)t. Вычислите характеристиче­
скую функцию для Z и покажите, что все семиинварианты четных порядков 
равны (а +  b)t, а семиинварианты нечетных порядков равны (Ь — a)t.

Если Ь'^а, то, рассматривая среднее квадратическое отклонение случай­
ной величины Z, покажите, что с течением времени число пассажиров будет 
неограниченно возрастать с вероятностью, приближающейся к ^единице. Рас­
смотрите также случай а=6. При оо ни в одном из этих случаев устойчи­
вое состояние не достигается.

13. В одноканальной системе с произвольным входящим потоком и произ­
вольным временем обслуживания [157] интенсивность поступления требований 
равна к, а интенсивность их обслуживания равна ji. Загрузка системы рав'на

X
р =  “ Г- Рассмотрим неустановившееся состояние системы, когда р>1. Допустим,г
что процесс начинается в момент времени ^=0, когда в очереди находится i 
требований. За время t в среднем будет обслужено \it требований. Однако за 
это время поступит еще %t требований. Всего за время t очередь увеличится на 
%t — fi^=p,f(p— 1) требований. Таким образом, среднее число требований, ожи­
дающих в очереди в момент времени t, окажется равным /+|и^(р— 1), что 
совпадает с результатом, полученным для детерминированной системы массо­
вого обслуживания, рассмотренной в гл. 2  ̂ Покажите, что дисперсия распреде­
ления числа требований, находящихся в очереди в момент времени t, равна 
дисперсии числа требований, поступивших за время t [т. е. плюс диспер­
сия времени обслуживания (т. е. \x,tĈy где — коэффициент вариации рас­
пределения времени обслуживания).

Если начальное число требований распределено по определенному закону, 
то в выражении для среднего числа требований, находящихся в очереди в мо­
мент времени t, значение i заменяется математическим ожиданием этого за­
кона, а его дисперсия добавляется к дисперсии, вычисленной выше. Пусть w{t) — 
плотность распределения времени ожидания в очереди в момент времени /, 
а Lq{t) — плотность распределения числа требований, находящихся в очереди 
также в момент времени t. Покажите, что

4 ( t )

[да {t) \ Lq (<)]
Lg{t)Ci

 ̂ Этот результат является приближенным. Его относительная погрешность 
стремится к нулю при t оо. —  Прим. ред.
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Здесь вертикальная черта заменяет слова «при условии, что». Покажите, что

=2 [W (f)] =  Е  ILg (0 ] [W (0  I Lg (<)] +  ILg (<)] E  [w  (0  | Lg (/)]

iC2 t ^ »«(0

Если входящие требования равномерно распределены в интервале [0, Т] 
с плотностью %у то общее время ожидания в очереди всех требований, посту­
пивших в этом интервале, приближенно равно 

г
С р(р — l)u72
\ Е  [W (Q1 dt =  грГ +

14. Случайная величина называется безгранично делимой, если она может 
быть представлена как сумма п независимых одинаково распределенных слу­
чайных величин, где п — любое натуральное число (см. Б. В. Гнеденко и 
А. Н. Колмогоров. Предельные распределения сумм независимых случайных 
переменных. Гостехиздат, М.—Л., 1949).

Функция распределения является безгранично делимой в том и только 
в том случае, если ее характеристическая функция равна п-й степени некото­
рой характеристической функции (зависящей от п) для любого натурального 
числа п. Последняя может быть однозначно представлена как корень п-й сте­
пени из характеристической функции безгранично делимой функции распреде­
ления, если учесть условия непрерывности и (равенства 1 в нуле.

Покажите, что нормальный закон, закон Пуассона и закон гамма-распреде­
ления являются безгранично делимыми. Кроме того, проверьте на примерах 
этих распределений, что характеристическая функция безгранично делимой 
функции распределения нигде не обращается в нуль.

Покажите, что функция распределения суммы конечного числа независи* 
мых безгранично делимых случайных величин безгранично делима.

8 Зак. 2076





Часть II
МАРКОВСКИЕ МОДЕЛИ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ

в  двух главах второй части исследуются одноканальные и мно­
гоканальные системы массового обслуживания с пуассоновским 
входящим потоком и экспоненциальным временем обслуживания 
при обслуживании требований в порядке поступления. В гл. 4 рас­
сматриваются случаи, когда параметры системы зависят от вре­
мени и числа требований, находящихся в очереди. В гл. 5 основное 
внимание уделяется применению матриц и операторных методов 
в теории массового обслуживания. Изложение начинается с мар­
ковских моделей вследствие их особого значения. Изучение подоб­
ных систем обеспечивает хорошее ознакомление с задачами мас­
сового обслуживания и с методами их формализации и решения. 
В тексте обычно даются общие решения для стационарного случая, 
а большое число частных случаев вынесено в задачи, помещенные 
в конце гл. 4.





Г л а в а  4

ПРОЦЕСС РОЖДЕНИЯ И ГИБЕЛИ 
В ТЕОРИИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

4.1. Введение

Изучение марковских моделей массового обслуживания (по­
ступление требований в систему и окончание обслуживания имеют 
марковский характер) началось с телефонных линий. Поток вызо­
вов есть пуассоновский процесс, а экспоненциальное распределе­
ние продолжительности телефонных разговоров подтверждается' 
экспериментально. Вероятность поступления за малый промежуток 
времени более одного требования мала. Это условие наряду со 
свойством «отсутствия памяти» экспоненциального распределения 
находит широкое применение. Можно считать, что эти допущения 
справедливы также для процесса прибытия судов в большой порт 
и для процессов их разгруз1ки. Марковские модели массового об­
служивания начали изучаться раньше других. Так как теория 
этих систем разработана достаточно полно, то исследование нач­
нем с уравнений процесса рол<дения и гибели, в которых содер­
жатся допущения, сделанные для пуассоновского потока. Мы уже 
видели в гл. 3, что уравнения процесса рождения и гибели состав­
ляются для вероятностей того, что в момент времени t в системе 
находится то или иное число требований. С помощью этих вероят­
ностей путем дальнейших выкладок можно найти распределение 
времени ожидания.

Уравнения процесса рождения и гибели играют важную роль 
в теории массового обслуживания. Частным случаем этого про­
цесса является процесс, соответствующий модели Эрланга. Уста­
навливая определенным образом значения коэффициентов, полу­
чим описание соответствующих систем массового обслуживания 
с пуассоновским входящим потоком и экспоненциальным временем 
обслуживания.

В этом параграфе будут приведены лишь основные уравнения. 
В следующих параграфах будут решены некоторые задачи массо­
вого обслуживания, первой из которых является задача для одно­
канальной системы. Результаты, полученные для стационарного 
состояния, будут сведены в таблицу.
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1. уравнения процесса рождения и гибели

«Прямые» уравнения процесса рождения и гибели имеют вид
dPinit)

dt --- (̂ л +  Ы  P i n  ( )̂ Н“ ^л-1^, п - 1  ( О  +  я+1 (^).

^ > 0 , п > 0 ,  i =  0, 1, 2, . . . .

P'loiO-
dPi„(f).

dt

n =  0, i =  0, 1, 2 , ----- (4.1)
Здесь Pj„ (0  — вероятность того, что в момент времени t система 
перейдет из состояния Ei, в котором она находилась в момент 
времени t = 0 ,  в’ состояние Е„.

Заметим, что
[ О, t tby

Лл(0) =  §г„ =  {

где 8г„ — символ Кронекера.
Применительно к теории массового обслуживания говорят, 

что система находится в состоянии Е„, если в данный момент 
времени в ней находится п требований. Вероятность перехода 
из состояния £■„ в состояние Е„+^ в течение временнбго интер­
вала {iy t-\ -dt) равна а вероятность перехода из
состояния в состояние Е^-\ за такой же промежуток времени 
равна ^x^dt-^oidt). Существует связь между этими допуще­
ниями и теми, которые были сделаны для пуассоновского про­
цесса и экспоненциального распределения. При fb„ =  0, Х„ =  Х 
уравнения (4.1) становятся уравнениями пуассоновского про­
цесса. При Х„ =  Х и =  эти уравнения описывают одноканаль­
ную систему массового обслуживания.

С прямыми уравнениями связаны «обратные» уравнения:
Рщ ( )̂ =  ~  ( \ ~  Рщ (0  +  \ P i + i ,  п (О +  V-iPi-u п (0>

п > 0 ,  ^ > 0 ,  (4.2)

P',„{t) =  -\ P < ^ n {t)+ h P u n {t)-

Рещение прямых уравнений (удовлетворяющее заданным на­
чальным условиям) является также рещением и для обратных 
уравнений. Существует возможность сделать выбор, какую из этих 
двух систем следует решать.

На данном этапе целесообразно вновь ввести понятие о погло­
щающих и отражающих барьерах. Если рассмотреть, например, 
прямые уравнения, то мы обнаружим, что при Хо=0 невозмо­
жен переход из состояния Е'о в состояние Еь т. е. если система 
перешла в состояние Ео, то она навсегда остается .в этом состоянии; 
следовательно, Ео—, поглощающее состояние. С другой стороны, 
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если Ко ф  О, то Ео — отражающее состояние, и переход в состоя­
ние Ех 'возможен. Число состояний может быт̂ > конечным. В этом 
случае последнее состояние Е может быть поглощающим или от­
ражающим. В любом случае не обязательно начинать с состоя­
ния Ец. Любое другое состояние может быть нижним поглощаю­
щим или нижним отражающим состоянием системы.

Представляет интерес рассмотреть вопросы существования ре­
шения задачи и его единственности. Мы кратко изложим некото­
рые относящиеся сюда результаты, приведенные в замечательной 
статье Ройтера [719]; этот автор исследовал проблему существова­
ния единственного решения уравнений процесса рождения и ги­
бели.

со

Если 2  ci,k =  0, то матрица А, рассмотренная в гл. 3, назы-
й = 0

вается консервативной. Рекуррентно определим

/«+1 =  + е"''''J [2 ««Д- («)]
где а^=—% ( > 0 ) .

При увеличении п функция возрастает и стремится к ко­
нечному поеделу

fij {t) =  Пт/ "(t) .
П-^оо ^

Кроме того, удовлетворяется следующее соотношение:

Предельные функции / у  определяют такой п р о ц е с с { / у  (^)), 
что =U ij. Как прямые, так и обратные уравнения спра­
ведливы для процесса F. Любой процесс Я у (0  при P 'ij{0 )= a ij 
называется Л-процессом. Процесс F  естественно назвать мини­
мальным Л-процессом, так как можно показать, что для любого 
Л-процесса / у  -<Я у (0 . Л-процесс называется собственным,
если В противном случае он называется несобственным.

*
Минимальный Л-процесс F всегда обеспечивает решение как пря­
мых, так и обратных уравнений. В статье Ройтера приведены не­
обходимые и достаточные условия для того чтобы процесс F яв­
лялся единственным решением этих двух систем уравнений. Если 
матрица А консервативна, то любой Л-процесс, в частности каж­
дое решение прямых уравнений, есть решение и обратных урав­
нений.
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Выберем коэффициенты «у так, как было указано в (3.25) при 
получении уравнений процесса рождения и гибели.

Теорема 4.1. Если матрица А с коэффициентами, определен­
ными для процесса рождения и гибели, консервативна и если

оо

D __ V  /  J__I I I 1̂ п - • -1̂ 2 \
••• I

Я = 1

s = V ( -Vf̂ n+l
n = l

H'/l-hlH'n +  • • • +  7 ) .

'Г__ Y  /  l̂ n -  ̂‘ 1̂2
Л = 1 )■

t o :
1) при R =  CO существует только один Л-процесс; этот процесс 

является собственным и удовлетворяет прямым уравнениям;
2) при Ж  ОО И 5 =  ОО существует бесконечное множество 

Л-процессов; только один из них удовлетворяет прямым уравне­
ниям, но он является несобственным;

3) при /? <  о о  и 5 <  о о ,  или, что то же самое, при Г <  о о ,  

существует бесконечное множество процессов, удовлетворяющих 
прямым уравнениям. Из них только один является собственным.

Легко показать, что для системы массового обслуживания 
с с обслуживающими устройствами справделиво первое условие 
(см. ниже). Заметим, что Яо =  0 и матрица А консервативна. Каж­
дый член ряда, определяющего /?, не меньше соответствующего 
члена расходящегося ряда

оо

= + ••• + - +гЬ + 7Л = 1
С +  1

следовательно, R =  со.Таким образом, существует единственное ре­
шение задачи, которое является собственным и удовлетворяет 
прямым уравнениям. (Для эрланговской модели с =  1.)

Карлин и Мак-Грегор [410, 411] также получили необходимое 
и достаточное условие того, что уравнения процесса рождения и 
гибели имеют единственное решение Рщ (t) >  0, удовлетворяющее 
начальным условиям и соотношению

оо

л = 0

Это условие выражается в виде

л =0
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где
XoXi.. Д/i-i п > \ .

Замечание. Имеем интегральное представление

Рщ ( O ^ ^ n j e  '‘ R̂i (X) R„ (х) dif (л).

Здесь
^0 (•«) =  1;

— xRo (л:) =  — (\) +  (I'o) Ро (-*̂ ) +  ^0^1 (-̂ )!
- x R „  (л) =  v-nRn-i {х) ~  {\„ +  (i„) R„ (х) +  KRn+i (■«). л >  1.

а 1|) — положительная регулярная мера на интервале 0 < x < o o ,  
удовлетворяющая соотношению

00

1Ri (•«) Рп {X) flf'l» (̂ ) : 1̂П
7 С „  ’

/, /г =  0, 1, 2, . . . .

Подобная мера -ф называется решением проблемы моментов. Если
1

п=0

ТО, поскольку ^ „(0 ) =  1,
lim Рщ (0  =  р’с„=/>„.
П-*оо

Здесь ;р— мера ф точки д:=0. Постоянная р принимается равной 
нулю, если ряд расходится. В данном случае имеем классическую 
зргодическую теорему, характеризующую предельное поведение 
вероятности Рщ (t) при оо, исходя из интегральных представ­
лений, При соответствующей классификации состояний было по­
казано, что система является эргодической в том и только в томNH I

'г —  =  оо. Аналогичным образом выпи-
сываются и условия принадлежности к другим классам.

Во многих случаях вместо способа, основанного на классифи- 
дации состояний, используется методика, аналогичная той, которая 
применяется в статистической механике. Для условия равновесия, 
если допускается его существование, необходимо, чтобы производ­
ная равнялась нулю (т. е. чтобы вероятности не изменялись
с течением времени и, следовательно, не зависели от времени). 
В этом случае можно найти решение системы дифференциальных 
уравнений для стационарного состояния.

Таким образом, вероятности стационарного состояния (если 
выполняются условия существования последнего) находятся путем
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решения этих уравнений при равных нулю производных по вре­
мени или путем использования идеи приведенного выше доказа­
тельства. Имеем

Р п  = / 'о П N
/  =  1

где ро определяется из условия 2  / ’л =  1 •
я-О

В качестве упражнения для подготовки к решению задач, при­
веденных в конце этой главы, читателю предлагается рекуррент­
ным способом получить решение для стационарного состояния.

Вспомните полученное в гл. 2 решение задачи для частного 
случая;

/ X \п X
P n = P o ( j )  , P o = ^ - J -

Перейдем теперь к решению задачи для переходного состояния 
и к другим вопросам теории массового обслуживания. При этом, 
чтобы показать возможные пути решения таких задач, будут ис­
пользованы различные методы. Сущность процесса рождения 
и гибели такова, что положения этой главы применимы к систе­
мам массового обслуживания с пуассоновским входящим потоком 
и экспоненциальным временем обслуживания.

Нередко при анализе систем мы будем иметь дело с диффе­
ренциальными уравнениями, уравнениями в конечных разностях, 
преобразованиями Лапласа и теорией функций комплексного пе­
ременного. Важную роль в теории функций комплексного перемен­
ного играет теорема Руше, которая будет применяться довольно 
часто.

Георежа4.2. Если две функции/(г) vig{z) аналитические в замк­
нутой области, ограниченной контуром С и удовлетворяют на кон­
туре С условию |gf(2 ) I <  |/(ё̂) I, то внутри с функции f{z )  и 
/ ( 2 )-l-^ (z) имеют одинаковое число нулей.

Доказательство этой теоремы можно найти в известной работе 
Титчмарша, посвященной этому вопросу (836]

4, 2. Случай 1. Одноканальная система 
^модель Эрланга); х„ =  х,

Такой выбор параметров приводит к уравнениям, описываю­
щим достаточно знакомую читателю систему массового обслужива­
ния с одним обслуживающим устройством.

* См. Т и т ч м а р ш  Э. Теория 
стр. 137— 138. — Прим, переводчика.
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с  тех пор как в 1953 г. Кларк получил решение для переход­
ного процесса, было предложено еще несколько способов решения 
этой задачи. Здесь будет изложен простой способ последователь­
ного нахождения решения, основанный на усовершенствовании не­
которых существующих методов.

До получения в явном виде преобразований Лапласа для про­
изводящей функции наш способ во многом следует методике 
Бейли.

1. Уравнения

Для упрощения обозначений опустим индекс i, примем =  
и Получим уравнения для одноканальной системы с пуас­
соновским входящим потоком и экспоненциальным временем об­
служивания для вероятностей того, что в момент времени t в си­
стеме будет п требований при условии, что в момент времени 
/ =  О в системе было i требований:

-  (X +  ,х) Р„ (О +  ХЯ„_, (О +  (ХЯ„+, (О, «  >  1, (4.3)

^ “ = - х р , ( 0 + [ х Л  (0 .

2. Решение уравнений

Введем производящую функцию для вероятностей P „{t)  

P {z ,
л*0

(4.4)

которая, очевидно, сходится внутри единичного круга |2: К ; 1 . 
Умрожая каждое уравнение на г"'*'* и суммируя по д, получим

 ̂ =  {Z, t) -  (хЯо (01. (4.5)

Заметим, что начальным условием является Я (г, 0) =  2г̂  так 
как Я „ (0 )= 0 , за исключением случая n — i, когда P j(0) — 1.

Преобразуя это линейное дифференциальное уравнение первого 
порядка в частных производных по Лапласу, находим преобразо­
вание функции P{z, t) в виде

Я* {z, s) ==■
г‘^ ^ -;х (1 -г )Я о (5 ) 
SZ — (1 — г) (|j. — Хг) (4.6)

здесь

/ * ( 0 - 1
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Заметим, что

dt=^ е""'Я
сю

P d t= -z^ -\ ■ sP * . (4.7)

Несколько позже будет получено более удобное выражение 
для Р*(2 , s). Коэффициент P*„{s) при z'̂  в разложении Я* (г, s) 
в степенной ряд является преобразованием функции Pn(t)- Взяв 
обратное преобразование Лапласа, получим искомое значение 
Pn{t) для переходного процесса.

Так как для R e (s ) > 0  функция Я*(г, t) сходится внутри еди­
ничного круга и на его границе, то нули знаменателя выраже­
ния (4.6), лежащие внутри круга |z|<l и на его границе, должны 
совпадать с соответствующими нулями числителя. Нули а* (s) 
знаменателя найдем, решив относительно z  квадратное уравнение

Ч  (s) ^
X -|- ±  [(^ +  М- 4“ — 4Xfx]

2Х ^ =  1, 2. (4.8)

Здесь берется значение квадратного корня только с положитель­
ной действительной частью, т. е. a*(s) имеет R e (s )> 0 . Нуль 
ai(5) имеет перед радикалом знак плюс.

Кроме того, согласно теореме Руше знаменатель Я* (г, s) 
имеет один нуль внутри круга |г! =  1. В данном случае

/  (г) =  (X- j -|х-j-s) г, ^ (2:) =  Хг®-|-}!,,

l/(2 )| =  |x +  (. +  s | > | x - f н .  |^(^)| =  |Х +  М,  '
и поэтому I ^ (2:) I <  |/(л:) I на окружности |г| =  1.

Так как функции f { z )  и g '(2 ) — аналитические внутри круга 
|2 | = : 1  и на его границе, то функции f { z )  и f { z ) -\ -g {z )  имеют 
одно и то же число нулей. Этот нуль должен , быть равен «2 (5). 
а так как |«2 (s) I <  |®i («) |, то на окружности |г| =  1 нулей нет. 
Заметим, что

Ч +  Ч = ----г-----. Ч Ч = Т >  s =  —Х(1 — ai)(l  — «г).

Числитель выражения (4.6) при z = a 2{s) должен обращаться 
в нуль, иначе при этом значении z функция P*(z, s) не будет су­
ществовать. Отсюда найдем

PUs)-0V-/

подставив значение Pgis) в (4.6), получим

,1+1
Р* {z, s) =  •

Г( 1 - ^ ) 4 + Ч
L (1 — аг) I

-Х(г —сс,)(г — аг)

(4.9)

(4.10)
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После умножения числителя и знаменателя на 1 — аг числи­
тель упрощается и разлагается на множители. Имеем

Р* {z, s) —

{z —  а.2) (z  ̂-f- â ẑ   ̂+  • • • +  « 0  — 
—газ (г ■ аз) (г'  ̂+  а̂ г̂  ^+  ■ • • -Ь “2 *).

Ха, (г — аз)^1—-—  ̂ (1 — «г)
(4.11)

Сокращаем числитель и знаменатель на z — 02, в числителе 
вычитаем и прибавляем Это дает возможность вынести за 
скобки множитель 1 — т. Записав

Jfe = 0
получим

k = 0
р *  (Z, S) =  ±  (z^ +  +  . . .  +  а|) I ;  ( | - ) Ч

i-hi
+ Ха,(1^-аг) S У  ' (4.12)

*=о

Заметим, что < 1.
Теперь Р* (s) — коэффициент при z" в преобразованном по 

Лапласу выражении (4.4). Второй член выражения (4.12) дает 
следующее слагаемое для этого коэффициента (равное коэффи­
циенту при Z" в этом члене):

Хап+1 (1 -«2 ) ХдП+г ( 1 + “2 +  “2+ - - - )  —

— X U ;  Zi u ;  аГ (4.13)
fc = n+l-f-2 1

Здесь использовано то обстоятельство, что |а21<1 и а,а2 =  
=  у . Из последнего соотнощения следует, что при умножении 
каждого значения aj в степени т (т =  0, 1, 2, . . . )  на полу­
чим , при этом каждый раз необходимо умножать знаме­
натель на а” . Остальные коэффициенты при z" получим из пер­
вого члена правой части выражения (4.12) после умножения 
множителя, записанного слева, на члены разложения, содер­
жащие Z  в соответствующей степени, и сложения коэффициентов 
при Z".
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Если, например, я > г ,  то все члены выражения 
4 -а2г'“ Ч - . . .  +  *2) войдут в этот коэффициент. Так, г ' умно­
жается на член разложения, содержащий и коэффициент,
равный в этом случае , умножается на стоящий слева мно-

житель ^ . К этому произведению добавляется коэффициент, 

полученный при умножении ẑ ~̂  на равный (xTi)("^^5+rj»

и т. д.
В общем виде при умножении z^~'" на получим сле­

дующее слагаемое этого коэффициента:

Х®1
Л2 ( f ) '

n̂—i+mh Ха, дЯ-'1-\'̂2тп ^̂ п-1+2т+1 (4.14)

Следовательно, при n '^ i  имеем

1 т
,я-г+1 „«-г+з

+ а -  S  Ч

уП-1+5

( f ) 1

k=̂ n+i+2

n-j- i+l +

(4.15)

Теперь найдем P„(t )  как обратное преобразование выраже­
ния (4.15):

С -j-too

(4.16)Р . ( 0  = 4  J

Чтобы найти обратное преобразование, применим вначале сле- 
духющую теорему. Если f*{5) — преобразование Лапласа функции 
f{ t) ,  то f*(s +  a) — преобразование Лапласа функции Этот
результат легко получить непосредственно. Обратное преобразо­
вание можно применить к каждому члену выражения для P^{s)r 
т. е. распространить на всю правую часть.

Упражнение. Докажите два последних предложения.
Заметим, что в равенстве (4.8) к s прибавляется постоянная 

величина Я+|х; следовательно, при обратном преобразовании каж­
дого члена выражения (4.15) нужно применить'приведенную выше 
теорему к функциям, преобразование Лапласа которых имеет вид
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(а,) Выражение j^-- -  — l^ iL j есть преобразование Лап­
ласа функции

(2Х)-” V (2 / ^ ) - ' ^ - Ч ( 2  1 /^ ^ )  =  V ( ] / t-Ч , (2 y j ^ t ) .  (4.17) 

Здесь / ,  (г) — обобщенная функция Бесселя первого рода:

( 0 -
/,(2 ) =

* = 0
г  (V  +  * +  1) , I,{z ) =  i -4 , ( z ) , (4.18)

Д(2) = - ^  при Д (^ )=  при г — оо. (4.19>

Окончательно имеем

Pn{t)
-(Х+р.)/

+  Г ( / ( «  -  i +  3) (2 У ^  t ) + ....+

+  ( } ) " "  S  [ Y ^ ) ' k t - 4 , { 2 y r ^ t ) ] .  (4.20)
ft — /? ■j“/4'2

Подставляя известное соотношение
2v— /,  (2 ) =  Л_1 {z) -  /,+ , (2 ), (4.21)

получим

Pn it) =  2̂ 1/Xix t ) -

-  /„_i+2 (2 y ^  i ) ] + ( Y 7 )" [4-г+г(2 0  ~

in-i+i (2 )̂] Ч- • • • +  ~ j  1^ !̂* [4+< (2 t)

(21/¥0]+(^Г‘ i  (/5)V¥[/.-.(2V^0-Л+/+2
ft = /?+/+-2

-7 * + .(2 l /X ,x  ^)]}. (4.22)
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Но

( i p  I ;  ( p i )  [ /.- ,(2 у ^ < ) - / . « ( 2 ухто] =
k = -n + i+ 2

= ( i f ‘ > ^ ' ) +

+Vi t  (/i)‘/.(2 /x;̂ )+(pfp"'-'«(2 >̂ '>-
A5 = /i+i+2

- / 7  S .  ( /? ) * ■ '.  (2 v ^ O
“ /г-р i+2

= ( P  7 )'"' '■+!+' (2 / 5  0 + ( P i P " ^ '  i +<*«(2 v ^ ' ) +

+  ( ' - 7 ) ( 7 ) ’ / |  t ( P i ) ‘ /.(21/X?i); (4.23)
Л = /Н-/+2

поэтому второе слагаемое первого члена равенства (4.22) сокра­
щается с первым слагаемым второго члена и т. д. При п >  i 
имеем

[(Рт)' ”4-1(2/̂ !*')+

+  ( Р г Г " ‘ 4 « + | ( 2 У ^ 0  +

+  ( ' - 7 ) ( 7 ) ’  i  ( P f ) '4 (2 V T ;( )| . (4.24)
k = n + i+ 2  J

Покажем теперь, что это выражение справедливо также и при
n<i.

Отыскание коэффициента при 2 " в первом выражении правой 
части равенства (4.12) начинается с умножения членов ряда

2 ( - р )  на член множителя . . . + а 'j, содер-
k =0 '
жащий 2 ", при этом используются все члены, стоящие справа 
от 2". Далее все операции выполняются аналогично. Следова­
тельно, сокращения будут производиться таким же образом. 
Однако необходимо показать, что первый член при л <  t совпа­
дает с первым членом равенства (4.24).

Первое слагаемое для коэффициента при 2 " найдем путем 
умножения коэффициента при 2 " во множителе, стоящем слева
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от знака суммирования, на первый член разложения (равный 
единице). Получим выражение

{ ^ Г
Ха̂ (4.25)

Соответствующее ему обратное преобразование имеет видg-(X+[j.)<

- 7 , _ „ ^ 2 ( 2 / ^ 0 ] } .  (4.26)

Кроме того, известно, что /^ „ (2 ) = / „  (г); поскольку, как было 
показано ранее, второе выражение сокращается, первые члены 
совпадают. Таким образом, решение найдено полностью.

3. Доказательство того, что сумма вероятностей 
равна единице

Покажем, что сумма вероятностей равна единице. Доказатель­
ство будет просто упражнением в изменении порядка суммиро­
вания.

оо г  / г ____\ Ш

2 р „ ( 0  =  е-<^+"^Ч S  ( / 7 ) +
п-0 L т = —t

+ ( Т | Г '* "  Ё  (7 )” /-(2 У м ) +
m - i - h l

~ л = 0Л = л + /Н-2 J
(4.27)

После изменения порядка суммирования последнее выражение 
примет вид

00 k - i - 2

( 1 - 7 ) S  S  ( ^ ) * ( П ) ' . ( 2 П Т 0 =
k = i+ 2  л = 0

k = i+ 2

=  2  ( V W l { 2 v >^i ) -
m =

- ( / ? ) ■

m = i+ 2

9  Зак. 2076

(4.28)
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Объединяя первое выражение правой части формулы (4.28) 
с первым слагаемым, стоящим в квадратных скобках равен­
ства (4.27), используя то обстоятельство, что/„(г:) =  /_ „ (г ) ,и  при­
бавляя затем второе выражение соотношения (4.28) ко второму 
слагаемому, стоящему в квадратных скобках равенства (4.27), 
получим

/71 =  0 

-(/+2) ,
L  /71= — /

+  +  ‘“ ' ’ ^-о+оЙ >"»■>*<)] =

/71= — оо

=  ехр [ / ¥  ( / у  +  f / f )  if] =  1- (4.29)

Здесь использован тот факт, что

(т )(^ Ч ) =  ^  У^П “1-
/2 =  - * о о  П =  0  /7 =  1

так как /^„ (х )=/„ (х ) ,  если /г— целое число.

=  2  =  2  +2  (4.30)

4. Решение для стационарного состояния

Упражняясь в действиях с асимптотическими разложениями, 
покажем, что полученное решение при t  ->■ с о  стремится к стацио­
нарному, если Я<р. Упростим вычисления, положив i =  0. Для 
фиксированных значений Я и р при / —» оо получим выражение

/ . ( 2 / ц / ) = . - 2 ь а е д .
У2к(2УХ(х t)

(4.31)

которое не зависит от п.
Подставим это значение In в первые два члена, стоящие 

в квадратных скобках выражения (4.24), а результат умножим на 
их общий множитель, записанный слева. Можно легко показать, 
что каждое из двух полученных выражений стремится к нулю при 

со. при этом принимается во внимание то обстоятельство, что 
Я+|1>2>/Яр. Это неравенство справедливо при Я/р<1. Рассмот- 
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рим поведение последнего члена выражения (4.24) при 
Заметим, что

Л=л+2 k-0

-  S  ( V r f  (2 (4-32)

После умножения на конечная сумма в правой части
при t —>co стремится к нулю, следовательно, и каждый член, 
взятый отдельно, также стремится к нулю. Теперь рассмотрим 
разложение в ряд.

После умножения на при t - *  последняя сумма
в правой части равенства (4.30) при у =  и л:=  ̂ будет 
стремиться к нулю; к этому выводу приходим путем рассмотре­
ния асимптотического выражения для /„(л:) при условии — < 1 . ̂ г*
с  другой стороны, первая сумма в правой части выражения (4.30) 
и есть искомое разложение в ряд выражений (4.32). Оконча­
тельно находим

2  ( / - j ) "  I,  (2 t) =
/2 = 0

При t-
e*p[-5'<(2/^l‘) (V ^ X + 1^ 7 )] =  *-

(4 .S 4 )

5. Вероятность того, что число требований в системе 
не меньше заданного

Читатель может убедиться самостоятельно, что вероятность 
того, что число требований в системе больше или равно /, задается 
выражением

n - j  l/2=jr—I

+  Ё  (тГ '^ ^ » (2 Т /^ ) . (4.35)
л-Я-1+1

6. другой способ решения
Конолли [145] получил решение данной задачи, применив пре­

образование Лапласа-К системе уравнений, а не к уравнению для 
суммы P{z, t), как это делали мы; Он ввел начальные условия, 
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в уравнеиие с Р'̂  (О, где i — начальное состояние в момент вре­
мени ^=0. Полученная бесконечная система дифференциальных 
уравнений линейна. Решение ее может быть записано в общем 
виде ка'К

=  (4.36)
Здесь А и 5  не зависят от п.

Из условия 2 ^ п ( 0 = Ь  из которого следует, чтол=0

S ^ . w = T . (4.37)
п=0

заключаем, что последний бесконечный ряд будет расходиться, 
так как [а ,| > 1 , если не сделано разграничение между значе­
ниями /г< ;»  и значениями

При используем равенство (4.36), а при n ^ i  восполь­
зуемся выражением Р* (s) =  Са“ , где С не зависит от п. Эти 
два выражения должны совпадать при л =  г. Это условие дает пер­
вое соотношение между А, В, и С. Еще одно соотношение получим 
из. первогр уравнения (s +  X)P*(s) =  |j.P*(s). Третье соотношение 
найдем из этого уравнения при п=г, в котором подставляется со­
ответствующее решение, имея в виду, что n =  i есть критическая 
точка. Таким образом, решение определено при t и при n ^ i .

7. Решение методом случайного блуждания
Случай 1 был также рассмотрен Чемпернауном (109], который 

использовал метод случайного блуждания.
Введем обозначения; qt — длина очереди в момент времени t\ 

X — параметр пуассоновского входящего потока, — число тре­
бований, поступивших’ за время t. Таким образом,

=  (4.38)

Пусть среднее время обслуживания равно единице, т. е. |л=1. 
Время обслуживания имеет экспоненциальное распределение. 
Если — число требований, обслуженных за время (0, t), — из­
меняется в зависимости от величины параметра t по закону Пуас­
сона, то

P (a , =  a) =  e -^ J = A ,(a ) .  (4.39)
Пусть

Ct^bt  — Ut, (4.40)
а — наибольшее по абсолютной величине отрицательное зна­
чение Ct в интервале Тогда

qt =  qo+Ct  при v̂  +  ̂ o > 0 ,
I I (4.41)=  — +  при v ^ -f^ o < 0 .

Необходимо найти f i { q )  =  P{qt — q).
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Вначале необходимо определить (via, — функцию рас­
пределения для при условии, что Ut —  a и bf =  b. Все траек­
тории ат- и в интервале таковы, что события [ат =
=  а} и [bf =  b] имеют одинаковую вероятность. Таким образом»
Ĵ  (v I а, Ь) есть доля тех ^  траекторий, содержащих Ь шагов

Рис. 4.1.

вверх и а шагов вниз, которые достигают барьера v. При О >  v 
>  —а существует таких траекторий. Отсюда следует, что

а\ Ь\Jt b\a,  Ь): (a +  v)!(*-

/ /Н л ,  & )= {

V)! ’

0 < v ,
V <  —а.

0 > v >  — а. (4.42)

(4.43)

Рассмотрим случай, когда v =  —2, а = 7  и 6 =  9, как показано 
на рис. 4.1. Все траектории идут из О в Р; всем траекториям, ко­
торые достигают барьера v, соответствуют отраженные траектории, 
ведущие из О в Р', где Р' — отражение точки Р относительно 
барьера v. Кроме того, каждая последовательность шагов, веду­

щая из О в Р', есть траектория, являющаяся зеркальным отраже­
нием по отношению к траектории, идущей из О в Р.

Чтобы попасть из О в Я ' за а -|- 6 шагов, потребуется 6 — v 
шагов вверх и a-f-v  шагов вниз. Поэтому таких траекторий
всего В нашем случае имеется траекторий длиной

в 16 шагов, идущих из О в Я '. Следовательно, имеется и  ̂
таких траекторий, идущих из О в Я, которые всегда пересе-
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( s )каются с барьером v =  —2. Отсюда следует соотношение
( 7 )

для общего числа траекторий длиной в 16 шагов, идущих 
из О в Р.

Пусть Ff {q\a,b)  — вероятность того, что > q, при условии, 
что Uf — a  и bt =  b, и пусть — вероятность того, ч то^ ^ > ^ ; 
тогда

Ft{q) =  ^ % h , { a )g i i . b )F ^ ( ,q \ a ,  Ь),
а =0 6 - 0

И искомое распределение имеет вид

(4.44)

(4.45)

Из равенств (4.40) и (4.41) и соотношений и Ь( — Ь
находим, что

F t (q \ a ,b )  — l при q ^ q o  +  b - a ,

а из равенств (4.41) и (4.43) имеем

Ff{q\a,  b) =  Jt{— а — \\ а , Ь ) = 0  

при q >  qo-\-b — а н q > b .

Из равенства (4.42) и соотношений =  а и Ь (= Ь  имеем

F,{q\a,  b) =  J , { b - a - q \ a ,  ^) =  +

при b ^ q  >  qo-\- Ь — а.

Например, для случая q '^qo

РЛя)

=  е-(1+х)<

f
 ’ ОО ОО л  ОО ° °

а = 0  6 = ^0 b~qa-b—q-{

[ I; хч(2х̂ )̂+ ^
1с = (7—

{a +  qy.{b-qy-

(4.46)
С = ? + ?<1 + 1

а f t  (я) находится по формуле (4.45), которая приводит к извест­
ному выражению (4.24). Решение для случая q<qo  можно полу­
чить аналогично.

Замечание. Выражение для расцределения длительности пе­
риода занятости см. в задаче 15, приведенной в конце главы.
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4.3. Случай 2. Бесконечное число 
каналов; х„ =  х,

Очевидно, что в этом случае очереди не образуется, так как 
поступающее требование немедленно направляется на обслужива­
ние. Уравнения имеют вид (индекс i для упрощения снова опу­
щен)

_  (X +  р„  (О +  ХР„_, (О +  (я +  1) V-Pn+i (0 . п > \ .

^ ^  =  -Х Я о (0  +  1^Л(0. (4.47)

Введем производящую функцию для Р „ (/) :

P (z ,  =
Л = 0

Как и ранее, для производящей функции имеем следующее 
дифференциальное уравнение в частных производных:

f = ( l - ^ ) ( - W > + ^ f )  (4.48)

или в стандартной форме записи

| f - ( l - ^ ) , g = _ X ( l - ^ ) P .

Найдем его решение обычным способом.
Соответствующие уравнения Лагранжа имеют вид

— ----  ( Л  4Q \1 (1 — Х( 1— v**--*̂ /
дРЗдесь коэффициент при di является коэффициентом при ^ , 

коэффициент при dz является обратной величиной коэффициента 
при ^ , а коэффициент при dP — обратной величиной к правой 
части уравнения.

При решении уравнений по методу Лагранжа первое уравнение 
используется для нахождения одного однопараметрического семей­
ства поверхностей m (z , t, P )= c i ,  а второе уравнение — семейства 
v{z, t, Р )= С 2. Общее рещение уравнения есть такая произволь­
ная функция /  от «  и V, что /(ы, о)=-0. Можно найти решение от­
носительно V в виде v = g { u ) .  Затем вид функции g  можно опре­
делить из начальных условий.

В нашем случае
dt dz
I —

откуда
и (г, t, Р ) =  (1 - 2 ) е
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Кроме того,
dz dP

-X (1 — г) /> >

откуда

г> = Яе
Следовательно, общее решение имеет вид

( —)  г
P  =  e^‘‘ ^ V [ a - 2 ) e - ‘‘ '].

При ^ = 0  имеем Я = 2 ', поскольку все значения "/^„(О) равны 
нулю, кроме одного, а именно Я^(0) =  1, так как начальным со­
стоянием системы является Е̂ . Поэтому

( - )  -

Пусть у =  1 — г, тогда

^ (у ) =  е ( 1 - у У .
При произвольном значении t аргументом функции g  является 

( 1 — z ) e “ '‘^ поэтому в правой части этого уравнения нужно за­
менить у на значение этого аргумента. Получим g  [(1 — г )е “ ‘‘ ]̂.

Подставив это выражение в общее решение, получим
Г—) г -  Г—')

Р  (2, t) =  г  ̂{1 _  (1 _  2) {1 -  (1 -  Z) е-'^']' =

=  {ехр [ -  1  (1 _  2 ) (1 -  е-'^О]) [1 -  (1 -  Z) е - “'] '. (4.50)

Итак,
Р /у х _ 1 д ^ Р (£ Л  I

п\ дг’  ̂ |г-0'
Заметим, что Р(г, /) — произведение двух множителей. Если 

первый из них обозначить через f {z) ,  а второй — через g {z ) ,  то 
для нахождения производной можно применить формулу Лейб­
ница;

d"f(z)g(z)
dz" (4.51)

при л <  / имеем

P n { i )  = ---- i  X

(4.52)
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Аналогичное выражение можно получить и для n>i.  (Опреде­
ление среднего числа требований, находящихся в системе, см. в за­
даче 13.)

Если начальное число требований есть величина случайная и 
распределена, например, по закону Пуассона с математическим^ 
ожиданием, равным т ,  то следует рассмотреть выражение

I т^еи-т

i=0
получим вероятности, которые зависят не от начального числа тре­
бовании, находящихся в системе, а от его математического ожида­
ния. Можно также найти новую производящую функцию

1 -
1=0 П P{z ,  t).

Упражнение. Вычислите введенную производящую функцию.

4.4. Случай-3.
(параметры зависят от времени)

Кларк {124] исследовал одноканальную систему, в которой 
в момент времени /= 0  находится начальное число требований i 
и параметры которой зависят от времени. При анализе задачи 
массового обслуживания, удовлетворяющей этим условиям, было 
принято, что параметр входящего потока есть периодическая функ­
ция времени. В этом параграфе и рассматривается такой случай. 
Выкладки довольно громоздки, поэтому мы приводим их в сокра­
щенном виде. Читателю предлагается рассмотреть аналогичный 
случай, сформулированный в задаче 24. Вначале введем преобра­
зование времени т, определяемое следующим образом:

I
x = x(^) — j i , ( s )d s .  (4.53)

Затем, используя для упрощения вычислений масщтаб вре­
мени т, положим:

Р  ̂  ̂ F (О ’ (4.54)

7?(т)=-
IX (S) d s  
_о______
t
J И (S) i s

р (S) ds. (4.55)

| Я „ ( , )  =  -р (т )/> о (^ ) +  Я ,(х). (4.56)

Т.Рп(̂ ) =  - [1  +  Р (̂ )1 РА-̂ ) +  Р (̂ ) Pn-  ̂(̂ ) +  Я«+1 (̂ ), л >  О,

Рп (0) =  ^п.

dx
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Пусть Q„ (t) =  (x), n = 0 ,  1 , . . . ,  тогда система урав­
нений примет вид

^ > = Q „ ( x ) - f  Q.(x),

% ^ = p W Q „-,( - )4 -Q « -m (^). п > 0 . (4.57)

Как и ранее, Qin{0)=Ь^„. (Заметим, что индекс /, который 
характеризует начальное состояние, снова опущен для упро­
щения обозначений.)

Применение производящей функции

Q(2, t) =  2 Q „ ( t )
л«0

(г -х ) "
я! (4.58)

приводит эту систему уравнений к гиперболическому дифферен­
циальному уравнению в частных производных, которое называется 
телеграфным уравнением:

(4.59)

Граничные условия

d Q  (А  х)
dz , =  Q(^. ^)

находим, дифференцируя Q(2 , х) по х ,  принимая г = х  и исполь­
зуя уравнение для Qq(x). Кроме того, из условия начального
состояния системы находим, что Q (z ,0 )  =  - ^ .  Пусть / ( х )  =
_  dQ(0.x)
~  <?х

Дифференциальное уравнение (4.59) содержит функцию Ри­
мана (обобщенную функцию Бесселя)

/о (:2 {[7 ? (х )х -7 ? (о )а ] (Z (4.60)

после интегрирования приходим к выражению

Q (г, t ) = A i  (0, ''> ^) +  J ̂ 0  (», z)/i (о) da. (4.61)
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Здесь:

А„(^, Z ) = / ^  [ / ? ( t ) x - / ? ( a ) a ] " T 4 ( 2 { [ / ? ( , ) x - / ? ( a ) a ] 2 p ) .
^ = о, ±  1.........

■ ^л„(а, Т, 2)= A „ _ j (c7, X, г);

■^А„{р,  Т, Z) =  р (т) (а, X, Z), (4.62)

л„(0, о, 0) =  8<,„,

А  (X X х ) - ( ' ^ ’Л _ „ ( Х ,  т ,  ) —

^ni^ , '')==Л(«. ■') — Р (̂ ) ̂ „+1 (<’ . )̂-
т

(х) =  Bi (О, х) +  j  Во (в. '') А  (в) do. (4.63)

Пусть

Тогда

Это выражение можно использовать для получения решения 
данной задачи в явном виде, т. е.

Я„(х) =  е х р {-х  [1 4-/?(х)]) |̂ Лг_„(0, X, х) +

+  J А_„ (о, X , , х) / ,  (а) flfaI . (4.64)

Если (х) =  р — постоянная величина, т. е. р(х) =  рХ(х), то 
можно показать, что

Р;„(х) =  е"̂ *̂+̂  ̂ [Л -п(0г )̂ +  Р"^„+г+1 (О, ,̂ )̂ +

+  (1 -р)р« 2  Л (0, X, х)1. (4.65)
k — /z+i*j“2 J

Заметим, что
Л Л - ) = р " Ч , /+ « ( " )+

^е-^(1+Р)[Л,_„(0, X, х)-рМ ,^„(0, X, х)]. (4.66)
Таким образом, вычисление В,л(х) может проводиться с помощью 
таблиц для Яол('̂ )-

Дифференцируя математическое ожидание и дисперсию

1 ( х ) = 2 « я „ ( ^ ) ,л =0

с«(х) =  2 И - ^ ( ^ ) ] ^ / " Л 0 .л = 0
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используя систему дифференциально-разностных уравнений, запи-
со

санных для т, и учитывая, что —  получим
Я=0

£ ^  =  р (,)_1 + Р о (^ ).
или

т

Z (t) =  [/? (х) -  1 ] X +  j  Яо (о) do +  i, (4.67)
О

^  =  2 {р (Т) +  [р (х) -  1] Z (х)) -  [1Н- 2L (Х)] ^  , (4.68)

откуда
т

о** (Х) =  2 J {р (а) - f  [р (о) - \ ] L  (а)} d o - L  {о) -  [L (а)]*» +  i +  Я. (4.69)
О

Если функция р (т) ограничена для всех значений т, то при 
т о о  математическое ожидание и дисперсия равны 0 (т ) .

Если р >  1 — величина постоянная, то, воспользовавшись тем 
обстоятельством, что

оо

О ^
f

и полагая т: =  J[x(5)r fs—> оо при т —»оо, получим 
о

i ( , ) = ( p - i ) , . 1

рЧр- 1 )
г +  0 (1 ),

‘j ( ’')  =  y " 'c (p +  1 )+  0 {у -^ ) . .

Если р = 1 ,  то при больших X решение имеет вид 

Р .( , )  =  е - ’ Ч /,(2т) +  / „ , ( 2 , ) | « - р ^  [ ' +  <’ ( ^ ) ]  •

а, следовательно,

^ (^ )= | л (а )^ /а  +  г =  2 } / ^  +  0 (1 ),
О

° ( ^ ) =  V^2x ( l  — A j _ | _ 0 ( l ) .

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

(4.74)

(4.75)
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4.5. Случай 4. х„=Х(^), {!.„=«(* (параметр 
входящего потока зависит от времени; 
бесконечно большое число каналов)

Для упрощения примем среднее время обслуживания равным 
одной временной единице, т. е. р, =  1. Здесь P„{t)  — вероятность 
того, что в момент времени t будет занято ровно п каналов. Соот­
ветствующее уравнение имеет «ид [862]
Р'п (О  =  -  [>̂  (О  +  п\ (О +  (/t +  1) (О  +  {t) Р„.г ( 0 .  (4.76)

Введя производящую функцию

P{Z,  t ) ^ ^ p „ { t ) z - ,
Я- 0

получим линейное дифференциальное уравнение первого порядка:
д Р
dt д г

Если принять, что Х(^) =  Х — величина постоянная, то
И т Я (г , t )  -.

(4.77)

(4.78)

Отсюда
/? „ = И т Я „ ( 0  =  - ^ е  \

/-VOO

что совпадает с выражением для переменного параметра, т. е. не­
зависимо от начального состояния число занятых каналов в пре­
деле будет распределено по закону Пуассона.

Если принять, что в момент времени t—Q также имеет место 
распределение Пуассона, то для Х=Х(0) получим

Х(г-1)Я (2 , 0) =  е (4.79)
и окончательное решение, использующее эти условия, имеет вид

__[А(0]" А/^\___ - t
п\Pn{t) A { t ) . X -f jx (^ )e< i/J  . (4.80)

Упражнение. Выполните все промежуточные выкладки. 
Заметим, что в частном случае, когда % — величина постоян­

ная и число каналов равно N, для стационарного состояния имеем

п\
N п!

N2  Я /|=1 и р „ =

/=1
2 -

(4.81)

Эта формула представляет собой распределение Эрланга.
Можно получить и более общее выражение, заменив X на

X
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4.6. Случай 5. Многофазовое 
обслуживание
1. Число фаз в системе

Рассмотрим одноканальную систему массового обслуживания 
с пуассоновским входящим потоком с параметром Я и пред­
положим, что обслуживание является многофазовым. Время 
обслуживания требования представляет собой сумму случайного 
числа фаз, длительность каждой из которых распределена по экс­
поненциальному закону с параметром ц. Вероятность того, что 
время обслуживания требования будет состоять из /  фаз, обозна­
чим через Cj. Таким образом, в каждый момент времени систему 
можно характеризовать состоянием и, где п — общее число фаз 
обслуживания находящихся в ней требований. Если при ^=0 си­
стема находится в t-м состоянии, и если Р„ (t) — вероятность п-го 
состояния системы в момент времени t, то

Р ; ( 0  =  -Х Р о (0  +  [»Л (0 , (4.82)

Р'п (О =  -  (>̂ + it) +  it) +  X2  с Л -у  (О, «  >  1.

Введя производящую функцию
оо

л = 0

при P(z ,  0) — z\ получим [534]: 

дР
dt =  j  1)Я о(0.

Преобразование Лапласа функции P{z ,  t) имеет вид

Я* (2, s ) ;
(Х-Ь(х-}-5)г — fi—Х г2

(4.83)

/ “1
Заметим, что при с, =  1, Су =  0 и j=^\  задача сводится копи- 

санной для первого случая.
Как уже было показано ранее при помощи теоремы Руще, зна­

менатель имеет внутри единичного круга единственный простой 
нуль I, который является также нулем и для числителя. Это дает 
возможность вычислить Я о(0, а затем и Я л(0 . используя исход­
ную систему уравнений или применяя P*(z, s).  Приведем способ 
определения вероятности Po{t), которая используется для вычи­
сления других вероятностей.
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Пусть

W-

Р = Т ’

= Т Т 1 Г Т Г »
X

 ̂+  и* +  5 *
оо

g{z )  =  z'^Cjzf .  ^
j•‘ '̂

Произведем подстановку l ' " = F { l ) ,  где т — произвольное це­
лое число, а f ( | ) — аналитическая функция от заданная раз­
ложением Лагранжа (см. задачу 25) [877],

•/ " ( i ) = ^ (С ) +  2 (Q [S'Ш .л = 1
Наконец, пусть

тогда получим
7 = 1 ;=о

(4.84)

(4.85)

+ m 2 - ^ 2- • ;=0п = 1

и + 2 п  +  т —  \у. 
и + п  +  ту.

Необходимо найти обратное преобразование Лапласа этого вы­
ражения и использовать результат для вычисления обратного пре­
образования функции P q*-{s), д л я  которой при разложении в ряд 
по степеням | потребуется вычисление обратного преобразования 
для всех членов ряда. Поэтому достаточно написать обратное пре­
образование правой частей равенства (4.86) и, воспользовавшись 
им, найти Ро(0- Первое преобразование имеет вид

I оо оо • о I
t \ ml ^  п! ^  '*^(У+п +  т)! р

Отсюда

Кроме того, математическое ожидание состояния системы 
равно

дР
Z ( 0 = - dz =   ̂ +  (  ̂2 -^ 0   ̂ “i" I  ^0 W  (4.89).

\  у=1 /  о
. L(f)откуда среднее время ожидания в момент времени t равно . 

Аналогично находится дисперсия времени ожидания.
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время обслуживания имеет распределение Пирсона III типа (или 
распределение Эрланга) и

=  j  ф п { к - \ ) .

Лучак получил для этого случая выражение
“  _  Г(т-1)1 jk /-Ч

Я о(0  =  2 2 '"Рт  = /+1
где ^

г  \ т + п (к + 1 )

(4.90)

г =  2р(1+*) H-i!, /* (г ) Jad  n!(ffл=0 '! (m + nky.

Заметим, что при k =  l функция /„ (^ ) .  свойства которой 
исследовал Лучак, есть обобщенная функция Бесселя первого 
рода. Читатель может попытаться найти Po{t) при с^-=<х, =  р
и С] =  0, или, что то же самое, при а-|-р =  1 для случая, когда

п̂, «р+л(*-!)=  ( 9 -̂ =  0, 1, ..., л.

2. Распределение длительности периода 
занятости

Период занятости начинается с момента поступления требова­
ния в свободный канал (т. е. начальное число требований i, ожи­
дающих в момент времени t — Q, равно единице) и оканчивается 
в тот момент, когда канал снова освобождается. Это приводит 
к системе, у которой £о — поглощающее состояние, т. е. как только 
это состояние достигается, процесс прекращается. Чтобы найти

ofPoраспределение длительности периода занятости, вычислим •
Это выражение для скорости изменения во времени вероятности 
пребывания системы в состоянии £о и есть искомая функция рас­
пределения длительности периода занятости. Она находится с по­
мощью системы уравнений ^

Р'п (О =  t̂ n̂+i (̂ ) ~  (̂  +  (*■) Рп (0 +  ̂ ^2 <̂ jPn-j (0. 2,
p ; ( 0  =  t ^ P 2 (0 - (x + V )> , (t),

P'o{t) =  yPi (0 . (4.91)
oo

Производящая функция равна P{z,  0  =  2 ^ я (^ )2 ". Анало-
/1 =  1

гично находим ее преобразование
,i+i.

Р* (Z , S )  —  ■ (4.92)
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в данном случае Pl{s)-  
рил ось выше,

, где $ — нуль, о котором гово-

L л=1 J - 0
( /  +  „  +  /)! е

При
_  1, j  =  k, 

1 О, j  Ф k, 
это выражение принимает вид

^ ^  =  2/(хр-dt (4.93)

При 1 = 1  это будет функция распределения длительности пе­
риода занятости.

3. Распределение времени ожидания

Пусть фазовая загрузка системы равна

■ = 4 - 2 /1C ,.
‘ ;=1

Обозначим через w{x, i)dx вероятность того, что обслужива­
ние требования, поступающего в момент времени /, закончится 
в промежутке (л:, x + d x ) .  -Если требования, поступившие до мо­
мента времени /, должны пройти п фаз обслуживания, то время 
ожидания данного требования равно сумме п независимых экспо­
ненциально распределенных случайных величин; соответствующую 
вероятность необходимо умножить на вероятность PnXt) присутт 
ствия этих случайных величин. Затем следует произвести сумми­
рование по всем п. Таким образом.

W
/Z I

{ X ,  t ) d x = ^  Р„ {{) ^
/г =  1

где б {х) — дельта-функция.
Заметим, что распределение времени обслуживания одного тре-' 

бования (включая все фазы) равно

b{z)dx =  '^Cj& (4.95)

так как для каждого требования существует вероятность Cj того, 
что потребуется /  фаз обслуживания. Обозначим преобразование 
Лапласа функции Ь(х) через b*{s),

10 Зак. 2076 И5



Введем производящую функцию для (4.82) и примем, что аргу­
мент данной функции равен z — — , где s — параметр преоб- 
разования Лапласа w*(s, i) функции (4.94). Имеем

^  +  {X [1 -  й* (S)] -  S} «;* =  -  «Яо (О.

откуда для стационарного состояния получим

(S) : Ро
. Я о =  1 —  Р-

' “  S [1 — 6* (5)1
Если для каждого требования необходимо k фаз обслужива­

ния, то Cj =  biii, где — символ Кронекера, и время обслужи­
вания каждого требования имеет распределение Пирсона III типа:

b{z)d'z =  e
л- 1

(4.97)

Пусть

Тогда
W* (s) ■■

и
ft

1 —  Р (4.9»>

Разложив преобразование Лапласа в ряд по степеням 
можно получить начальные моменты Vi-

W*
оо

(S) =  J  е""да  (х) rfx =  1 -  Sfi, +  Vz - (4.99>

Следовательно, если разложить в ряд функцию (4.98), то, при­
няв математическое ожидание времени обслуживания равным еди­
нице и введя параметр а, получим

а  +  1 рГ  = (Х,=

Д +  1 Р / 
Д 1 - Р  \

2а 1 — р ’ 
а “1“ 1 р , а 2

(4.100>

4а 1 • За

При с = 1  и k = l  имеем экспоненциальное распределение вре^ 
мени обслуживания, а при а = оо  и Л=оо время обслуживания 
будет постоянным.
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Упражнение, Найдите W  vi при

j = \ ,  2, . . . ,Cj-.

И при
лУр ^

л » У =  Ь 2, . . . .( 1 - е - “)У!

Найденный результат сравните с результатом Гейвера (283].
Упражнение. Покажите, что преобразование Лапласа дельта­

функции тождественно равно единице (см. § 4.8).

4.7. Случай 6. Несколько параллельных 
каналов; Х„=Х; [!.„=:яц, я<с;
1. Решение уравнений

Допустим, что в момент времени i= 0  в системе, состоящей из 
с параллельных каналов, ожидает i требований. Образуется общая 
очередь, требования поступают в свободные обслуживающие 
устройства по принципу «первым прищел — первым обслужен». 
Такая система описывается следующими уравнениями:

- ^ ^ = - Х Я о ( 0  +  1̂ Л

(X +  я,*) Я„ (О +  (О +  (« +  1) (О, К  « <

+  +  +  с < я ,  (4.101)

с начальными условиями Ял(0) — б/л. Интенсивность обслуживания 
пропорциональна я (числу требований, ожидающих в очереди) 
при я < с  и пропорциональна с при с. Перепишем уравнения 
в следующем виде:

Р'о it) =  -  (̂  +  1̂̂) Ро (t) + cv-Po it) +  срЯ, (t) - i c - \ )  1хЯ, (t),
P'„ i t ) =  — (X +  fH-) Pn i t )  -\-i<^ — V-Pn i t) +  ̂ Pn-\ it) +

+  c ^ P „ + \ i t ) - i c - n -  1)(»Я„^1 (0 ,

P ' ^ ( t ) ^ - { \  +  c ^ ) P „ { t )+ \ P „_ , { t )+ c v .P „^ , { t ) ,  c K n .  (4.102)

Введем производящую функцию

Я (г, t) =  ^ P „  {t) г", Я (г, 0) =  zK (4.103)
п=0
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Затем умножим второе и третье уравнения на ẑ  ̂ и просумми­
руем по всем п, включая и первое уравнение. Введя обозначение 
Р  = P(z, t), получим

-я- — — (̂  +  Р  +  ^^Р 4- • •Л (О cV'Pa (i) —ЁЕ
dt

- ( с - 1 ) р ь ( 1  - z ) P ,  { z ) - { c - 2 ) \ > . z ( \ - z ) P ^ { t ) ~
- { c - n )  (1 -  z) Я„ i t ) - . . . -  p / - '  (1 -  z) P^_, (t). (4.104)
Возьмем преобразование Лапласа. Произведя группировку 

членов и решив уравнение относительно P*(z, s), получим
С —  1

^ (I _  г.) 2  (с -  п) z«P* is)

P * ( z , s )  = ----------------- ------------------------------ • (4.105)

Применим теорему Руше к знаменателю правой части этого вы­
ражения, два нуля которого внутри единичного круга \z\ =  l и на 
его границе равныX -j- -|- 5 dr i/”(X “f" “h 5)̂  —

-----------------------2X , Л = 1 ,  2. (4.106)

что tti имеет положительный знак перед ради-Будем считать, 
калом.

Так как функция Р* должна быть конечной внутри единич­
ного круга |2 | — 1 и на его окружности и так как 1а2 | < 1 . то 
числитель должен иметь множитель (z — a.̂ ), т. е.̂  при z  — a2 
он обращается в нуль. Имеем

С — 1

л = 0 >(1 — CCj) ■ (4.107)

Чтобы определить Я* ( 0 < д < г - ^  1) и тем самым иметь воз­
можность определить в явном виде Я* при п~^с,  потребуется с 
уравнений, содержащих с неизвестных Я* ( 0 < ! д < ; с — 1). Одно 
из них—уравнение (4.107), а остальные (с — 1) — уравнения (4.101). 
Заметим, что без уравнения (4.107) нельзя решить с уравнений, 
так как последнее из них не будет определено. Так как Я* 
определено, то P„{t)  можно найти с помощью формулы обрат­
ного преобразования

Й-f/o o

=  ^  J e^^;(s)rfs.

Эти уравнения имеют вид
я ; ( о  =  - х Я о ( 0  +  1^Л(0,

Р'п (О =  -  (X +  «(̂ ) я„ (0 +  хя„_1 (0 +  (« +  !) V-Pn+x (̂ ).
1 < « < с - 2 .

(4.108)
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Заметим, что второе уравнение справедливо только при с 3. 
Случай с = 2  нужно рассмотреть особо. Как было показано, при 
с= 1  требуется только одно уравнение (4.107), с помощью кото­
рого определяется Р .̂ В данном случае задача состоит в том, 
чтобы, используя (4.107) и (4.108), найти преобразование 
Лапласа функции P„(t)  ( 0 < я < с  — 1) в явном виде. Используя 
(4.108), выражаем Я* (s) ( 0 <  — 2) через P*_i(s), а затем,
используя (4.107), определяем P*_j(s).

Введем производящую функцию

Q(z, =  (4.109)
/2 = 0

Допустим, что в момент времени ^=0 начальное число требова­
ний 1> с  — 2. Как буде'  ̂ показано далее, приведенное доказатель­
ство можно применить также и для случая i с.

Умножив второе уравнение системы (4.108) на z", просумми­
ровав по п и прибавив первое уравнение, получим

- XQ -  +  (X - f  X^Q -  +  КС -  \ )z ‘ -^ Pdz c-i ’

или в стандартной форме записи для линейного дифференциаль­
ного уравнения первого порядка в частных производных

1)2^"^Я.с —\ *

Соответствующие уравнения Лагранжа имеют вид
d i __ й г  _____________________ dQ  ______

—1 [t(I.—г) ■ ,С -2т

Из первого уравнения находим
с,е' ‘̂ =  1 — г; с, =  (1 — г) е"'^^ г =  1 — .

(4.110)

(4.111)

(4.112)

Подставив это значение z  в третий член и рассмотрев уравне­
ние, состоящее из второго и третьего членов, найдем

^  +  Xc,e>̂ 'Q =  Ix (c - 1)(1 -с.е '^Г’ Ч - г  “

- Х ( 1  -  с,е«^0^"‘ Яс -2 (4.113)

Q = e  [К^ -  1)(1 - ^ . е ‘^)^-^Я,_1 (л) -

- Х ( 1 - с , е ' " ) ‘^ -> _ К х 1 ]е " ‘‘
11ЛГ

dx. (4 .114)
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Заметим, что постоянная интегрирования C2=f{c i )  = f [ ( l  — 
для некоторой функции /(c i) ,  которую нужно определить, обра­
щается в нуль, так как Q {г, 0) =  0. Это условие не выполняется 
при t с — 2, так как в этом случае

Q{z,  0) =  г^ / ( 1  — 2 ) ^

Пусть у =  1 — 2 , тогда 2 — 1 — у,

/(У ) =  е У  ^ ( 1 - у ) 'И
/ [ ( 1  _ 2 )е - '^ ']  =  [1 - ( 1 - 2 ) е - ' ^ ' Р е х р  - z ) e - ' ^ * ]  .

В этом случае, подставив значение с из (4.112), получим

Q (2, О =  е“ j  {(J. (с -  1) [1 -  (1 -  2) (л) -
о

- X  [1 -  (1 -  2 ) Я ,_2 (.X)} ехр [-^  (1 -  2 ) dx  +

+  е х р [ - ^ ( 1 - 2 ) ( 1 - е - ' ^ ' ) ]  [ 1 - ( 1 - 2 ) е - ' ^ ' ] ' .  (4.115)

Продолжая решение задачи для случая i > c  — 2, опустим вто­
рое выражение в правой части. Заметим, что первое выражение 
есть свертка, это удобно для применения преобразования Лапласа, 
к которому мы впоследствии обратимся.

Использовав результат из книги Эрдейи и др. ([218], стр. 147, 
формула 40) при v = l и р =  — (с — 2) после подстановки «/=рш и
dw= —  для R e ( s ) > 0  найдем:

оо

J е-""' (1 -  (1 - 2)е -П '~ 'е х р [-^(1  - 2)6-'^“'] d w ^
о

" У ’’ |1 _ ( 1  — 2)0- ’]'-®ехр [ i ( l  — z)e-’]

(f)

ск

I

'(7 + 0

Ф, [ f ,  - ( с - 2 ) ,  1, (1 -2 ) ,  | ( l - 2 ) ] .  (4.116)

Здесь использовано гипергеометрическое распределение, имею­
щее вид

(“)/п+л(Р)я
®i(a, Р. Т. у) = 2  2
(а)̂  = и (а)„ = a(a+l). . . (a +  /t — l).

150



Отсюда

I =  е(^ {Z ,  S) =  e
г ( — ) р

(с -  l ) P U  (^) / /  л Ф« [ у  - -  -  2)-

( f )

+ 0
1, ( 1 - 2 ) ,  - ^ ( 1 - 2 : ) ]  -

^ ̂ :-2(^) - т т М :  Ф. [ f , -  -1 ). 1. (1 -  г), ^ (1 -  ̂ )] .(4.117)

г=0

Вначале путем дифференцирования найдем Я*_2 («), выразим 
через P*_i{s), а затем полученное значение P*_2 (s) под­

ставим в (4.117). Наконец, найдем функцию P^^s) { О ^ п ^ с  — 2)» 
выраженную через P*_i{s).  Затем полученное выражение под­
ставим в (4.107) и найдем P*_i(s).

Имеем
р *  ( s ) —  ___ -_____^ ^

( с — 2)!
Пусть

g { z ) ^ Ф ,  [ -^ , - ( с - 2 ) ,  1, ( 1 - 2 ), у ( 1 - 2 ) ] .

Для нахождения производной воспользуемся теоремой Лейб­
ница. Получим

1

с - 2
(С- 2 ) !  dz -̂2— 2\ / X \ c - k - 2  -  d*

(с^ 2 ( “ T ^ ) ( i ) ' - ‘ - V

Таким образом.

p : - d s ) -

dz>‘

( 1 - г ) ,  - ^ ( 1 - г ) ]

Ki)

г=0
Ф. [ f . - ( ^ - 2 ) .  1,

(4.118)
г«0

гг-2
( г - 1 ) / > ; _ . ( » ) 2 ( " / )

л=о' '

-  (  I  ) ' - V ( t ) ^  « ,  [ i ,  -  (С -  1 ) ,  1.

г = 0.
(4 .119)
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с -

с-2

Решив это уравнение относительно P*_2 {s), получим 

(^-“
' ^ 1 Ф, II —  ]  ̂ ,г=0X

2 ) i r ( i  +  r) Я ' -  ‘
X

1 + ( 7 ) :

г ( — ) с - 2  ^ х \
---------- Ш -------  у  (С- 2 ,  -  ( - )

(4.120)

X

>'■ (-5) *■ [ ( f )  ( f ) < ' - » ' ] U
При п ^ с  — 2 имеем

4 f )
( f +‘)

X
Й = 0

X ^ ® , [ f - ’ >• 0 - г ) ,  - ^ ( 1 - г ) ] | |<г = о

1.̂  X
ft = о

X

Таким образом,
Qj/ + 1 t ~

/ ^ - . о ) = т Ь г ^ г г ' +  2  ( о - » ) » ;

(4.121)

с -  3
■ ( f )

Л = О п1Г (  ̂ + 0 ,
1 X

X j L
dz^

( - u i ( : ) ( i ) " - ' e - f ) :  

- ( ^ - 2 ) ,  1, ( 1 - г ) , А ( 1 - г
«г = о

X -  2 (g)
i : ( n ( f - ) ” - ' ^л =0

dz^X  - ^ Ф | [ f , - ( . - I ) ,  1 , ( i - ^ ) . i a - ^ ) ] L _ ^

+  2а̂ _2 ^с - 2

+

(4.122)
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Теперь это выражение необходимо подставить в (4.120) и. 
(4.121), чтобы получить в явном виде значение Я*(а) при 0< ] 
< л < с  — 2. Возвращаясь к (4.105), заметим, что P*„{s) для 
остальных значений п можно найти как коэффициент при г". 
Чтобы выполнить это, запишем знаменатель в виде — X(z — ai) х 
Х ( г  — «г) и применим к произведению (г — a,)~i (г — a2)”  ̂ тео­
рему Лейбница. Имеем

т

' < ^ - “ '*“ 1 , . . = - ^ 2  ( " ) хт\ dz^

1 )'п -* (т  — А)!(г- г

( f )
т +1

— 2 (4.123>

При п с коэффициент при z" найдем, взяв сумму коэффици­
ентов, полученных при умножении знаменателя выражения (4.105)' 
на г в соответствующей степени. Получим выражение

.n—j + l

K ( s )  =  i -

с —I

^ ( c - y ) p ; ( s )
1 (t)

Ciia‘n — j  — 2

J=0
1 - - “̂l

{ c - j ) p ; i s )

n - j

n - i
1 — «1

n — i

, Л > С . (4.124)-
1 —

(Чтобы избежать путаницы при суммировании, в (4.105) вместо п 
используем индекс /) .  Подставим в (4.124) полученное ранее вы- 
рацсение для P *(s) ( 0 < у < с — 1).

Из определения преобразования Лапласа как производящей* 
функции моментов можно найти моменты путем разложения в ряд 
в окрестности точки s= 0 .

2. Стационарное решение
Вероятность р„  для стационарного случая можно найти непо­

средственно из уравнений, приравняв производные нулю, или из- 
соотношения.

lim Р„ (t) =  lim s /^  (s).
t  -*■  со
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Имеем (см. задачу 1) 

Р п = (4.125)

Ро =

2  /»л = 1 ./1=0
1

с — 1
у  (ср)" , (ср)-

п! + с1 (1 -( .)
(ср)'

(4.126)

я = о

Среднее число требований, находящихся в системе, и среднее 
число требований, ожидающих в очереди, равны, соответственно,

-------------^ рС ^ !-------------------  (4,127)

(с-1 )1  2  [ - т ]  [ ( « -п )* -п ]
я = о

Р(срГ
d ( l -p ) ^ -Ро- (4.128)

Вероятность того, что в системе находится с или более требо- 
ний, а следовательно, поступающие требования должны ожидать, 
равна

Я(>0): ■Pt>- (4.129)Cl ( l -p)
И, наконец, вероятность того, что время ожидания больше t, со­
ставляет

Р  О  /) =  ехр [ -  c^t (1 -  р)] Я О  0). (4.130)

Упражнение. Дайте вывод последних шести выражений. 
Среднее время ожидания (исключая ожидание в процессе об­

служивания) равно

W  =  —

Пример. Как и в случае одноканальной системы,

я (<  t ) =  2  Яя +  2  Яс-ня̂ я(̂ )./г = 0 п =0
где 1^„ (/) — распределение времени ожидания (n - f - l ) - r o  требо­
вания.
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Значение найдем следующим образом. Вероятность
того, что к моменту времени t закончится обслуживание требо­
вания (уже находящегося на обслуживании), равна 1 — e“ ’̂  ̂ Ве­
роятность того, что к моменту времени t обслуживание будет 
все еще продолжаться, равна e“ ’̂  ̂ Вероятность того, что к мо­
менту времени t все с каналов будут заняты теми же самыми 
требованиями, составляет e“ ‘^^ Вероятность того, что освобо­
дится любой из каналов, равна 1 — Чтобы на обслужива­
ние поступило ( / t + l ) - e  требование, подобное событие должно 
произойти п раз. Таким образом, необходимо взять /г-кратную 
свертку функции 1 — Следовательно,  функция распреде­
ления времени ожидания (я-|-1)-го требования имеет вид

• Ĉt

w .„ ( 0  =  J  W , _ , { x ) d , W , { t - x )  =  \ — Ĉt
I =0

что можно проверить с помощью метода индукции.
Упражнение. Выполните вычисления для нахождения P { < t ) .  

Ограничьтесь получением результата для с=1.

3. Период занятости
Обычно, если имеется с каналов, то для нахождения распреде­

ления длительности периода занятости при любом промежуточ­
ном числе каналов в соответствующую точку следует поместить 
поглощающий.барьер. Например, в случае k ^ c  каналов имеем

я ; _ 1 ( о = № ( о ,

Р'„ it) =  -  (^ +  «(*) Рп it) +  ^ п -1  it) +
+  +  k ^ n < c .  (4.131)

Отбрасывая член ( )̂ при n =  k, получим
Р'„ it) =  — (̂  +  Рп it) +  ̂ л-! (̂ ) “Ь <̂V-Pя+1 (0. С^П.

Начальное число требований i должно равняться рассматри­
ваемому числу занятых каналов.

4.8. Случай 7. Поглощающие барьеры;
ц = 0 , Х„ =  0, |Х„ =  0 при (модель
размножения бактерий)

Допустим, что интенсивность пуассоновского входящего потока, 
поступающего в одноканальную систему, пропорциональна числу 
уже имеющихся требований, т. е. к„=пХ.  Допустим также, что 
время обслуживания имеет экспоненциальное распределение
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с интенсивностью обслуживания, также пропорциональной числу 
имеющихся требований, т. е. p,„=np,. Предположим, что как только 
число требований становится равным N {N — очень большое чи­
сло), процесс сразу же прекращается. Предположим также, что, 
кроме того, процесс прекращается, как только система освобож­
дается. Таким образом, £дг и Eq— поглощающие состояния. Вурав- 
нениях процесса рождения и гибели оба эти условия выражены 
равенствами Xq =  0 и Х„ =  0, =  0 при n ' ^ N .

Допустим, что нас интересует Q„ {t) — функция распределения 
времени, необходимого для того, чтобы система перешла в состоя­
ние ^дг, если в момент времени <=0 она находилась в состоянии 
Е„\ будем считать, что Я>р. Случай малых значений N [747] рас­
сматривается в следующей главе. Найдем распределение времени, 
необходимого для превращения начальной дозы бактерий объема 
п, имеющейся в момент времени ^=0, до инкубационного объ­
ема N. Предположим, что скорость размножения и гибели бакте­
рий в организме пропорциональна имеющемуся числу их.

По определению,

Qn{t) dt (4.132)

Подставив это выражение в обратные уравнения процесса рож­
дения и гибели, получим

Q ; ( О  =  -  /г 4 - 1») Q „ (О  +  n̂ Qn-x it) +  (О ,

я = 1 ,  . . . ,  1, (4.133)

Qo(0 =  Q jv (0 = o ,

Q „(0  =  8 „ ,iv - . '4 A r - l ) .  (4.134)

Выражение (4.134) найдем из последнего уравнения системы

=  \nPn,N-y{t) ,  (4.135)

положив i= 0  и воспользовавшись значением Qn(0).
Введя производящую функцию

Q(z,  0 =  2 ' q « (0 2 "n -1
-1

получим линейное дифференциальное уравнение первого порядка 
в частных производных

-  ^  +  li«=‘ -  (>-1-1*) г + ч - § ■ = (^+ и -

г- 2(*z) Q +  y-NQjv_i (t) z N-\ (4.136)
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Заметим, что в этом уравнении появляется величина 
которая является одной из неизвестных. Заметим также, что

Q;v_,(0) =  X ( 7 V - l ) .

Непосредственно интегрируя эти уравнения, можно показать,

- Ш ’

ЧТО

Qn (О --Яп ”
- ( х Г

(4.137)

Таким образом, путем интегрирования получим постоянную qn, 
которая зависит от п; решая полученные уравнения в конечных 
разностях, находим значение интеграла.

В момент времени t = 0  значение Q^r_i(0 равно k { N — 1). При 
больших N  оно должно быстро уменьшаться таким образом, чтобы 
величина интеграла от этой функции не превосходила единицу. 
Действительно, если Л/—>оо,^то ведет себя как дельта­
функция. Дельта-функция всюду равна нулю, кроме начальной 
точки, в которой она равна бесконечности. Интеграл от дельта­
функции равен единице. Таким образом, из определения дельта­
функции имеем

О
t

J / ( x ) o ( x )  dx — f {0 ) . (4.138)

если для некоторой функции f{x)  этот интеграл существует. Здесь 
употребляется правосторонняя дельта-функция.

Решая линейное дифференциальное уравнение в частных произ­
водных, получим

t
Q (Z, t) =  -  Що?  I  Q^v_, (s) е- X

X {X [l — e~ “ -  г[;л -  e~ “ ~ >̂] 1N - l

{[X

+  { N -  l)Xa*e 

где a =  X — (X.

\N 3 j- ds +

[ ( Х _ ^ е - “0 - ^ ^ ( 1 - е - “0 Г
(4.139)
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Учитывая замечание относительно значения Q^r-i (s) при 
больших N,  можно заменить интеграл значением подынтеграль­
ной функции при 5 = 0 .  Затем можно найти

Qn(t) 1 й«-10(г, О
(л — 1)! д г " - ^ Z = о

и, воспользовавшись теоремой Лейбница для отыскания производ­
ной, вычислить производную от Q по Z.

Получим довольно сложные выражения, которые можно 
упростить, имея в виду, что решение содержит множитель 
вида {р — целое положительное число). Если
меньше е ~ “̂  ̂ то результат равен нулю; если же больше 
то при больших N  этот множитель велик. [Используя выраже­
ние для Qi (О. можно показать, что a ^ ^ l o g M ]  Окончательно 
получим следующее решение исходной системы уравнений для
больших N  и Р =  -^  (см. задачу 21):

ОпШ.
- В е - “0 "  + "( 1 - Р ) ^ - (1 _ р е - “0 X

ft = о

(ЛГе- “0 *  '

=  d - P ) p . e x p ( - i = ^ ) - £

{k +  1)!
d L „ ( -x )

d x (4.140)

где
(1-P)2 TVe—

a Ln(x) — полином Лагерра.
Теперь можно произвести вычисление и нормировку матема­

тического ожидания и дисперсии для Q„ {t) [так как Q„ if) — 
условная вероятность]. Заметим, что

Замечание. В формуле (4.140) под знаком суммирования со­
держатся распределения экстремальных значений, одним из кото­
рых является хорошо известное распределение Фишера—Типпетта.

Формулировка и решение нескольких задач, рассмотренных 
в этой главе, обеспечит тем, кто взял на себя труд проследить за 
всеми выкладками, глубокое понимание вопроса и отсутствие за­
труднений при обращении к подобным задачам массового обслу­
живания. Задачи, приведенные в конце главы, дают хорошую воз'- 
можность проверить свои успехи.
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Задачи

1. Проверьте решения для следующих частных случаев стационарного процесса рождения и гибели и в каждом 
случае покажите справедливость указанного соответствия системам массового обслуживания,

а . Терпеливые клиенты

Неограниченный входящий поток

Число
каналов с =  1 С>1 С =  оо

Значения
параметров

Xi =  X(/ =  0, 1. . . . )  

=  =  2. . . . ) _  f /р-, i < c ,  
 ̂ 1 Cfi, i > с

h  =  х

р/ =  'р

Решение Р я = Р о П - ^  =  ^ ( - ^ )  . К Ж с

р я = р о П - ^  П• *  ffJL *  *  Cfi.

Ро /  X \Л 1
“  с! \ р. /  с"-^  ’

S3



о>о Продолженйе

Ограниченный входящий поток^

Число
каналов

Значения
параметров

Решение

с =: 1

— i)\ (/ =  О, 1, . . . ,  т) 

^ (/ = 1 , 2 , . . . ,  т)

Р п  — Ро
(m —/ + 1)Х

\ \я т\
{т — п)\

О  I

= (т  — О X
f «>, 1 < /< б ,

f*' =  1 ^ ^I, cji, с <  I < . т

Р п  = Р о
■ /- j -1) X

Р п  =  Ро

= л ( ^ )

п

X \я т !
п\ (т — п)\ 1 < « < с

{т — i +  1) X

/-1
1]Х П  (” - ^ +

С(А

- (т Г С ) с\ с 
п:^ с

+ 1 
П\

с  =  оо

li :sz{m -- i) X

fX̂ =  ill

/-1

( Ж )

* Для ограниченного входящего потока X является характеристикой требований, поступающих из определенного источника; эта величина 
постоянна в интервалах, когда обслуживается определенное число требований из данного источника.



б .  Нетерпеливые клиенты
Продолжение

Неограниченный входящий поток

Число
каналов

Значения
параметров

Решение

с =  1 

Х/ =  Х

= М* +  Cl

п
1

(i. +  С/_1

1 ф,

с>1

Х̂ =  Х 
i (М* + i <  с, 

i >  с

Найдите Рп

с — оо

X/ =  X 

N  =

Найдите' Рп

Значения
параметров

Решение

Ограниченный входящий поток

X; =  ( т  — |) X

Р/.= Р +  <?/

Р/| = гЛ" П .
/ = 1

т — / +  1
■ F +  Ч

н

X/ =  ( т  — /) X

([А +  сг), t <  с 
с ((X +  Cl), i >  сч :

Найдите />„

\i =  (m — /)Х 

W =  <■ (t̂  +  Ci)

Найдите р „



ою
Продолжение

в. Дополнительное поступление требований. Нетерпеливые клиенты

Неограниченный входящий поток

Число
каналов

Значения
параметров

с =  1

 ̂ +  di  
=  (А +  а

с >  1

\i =  \ -\- di

{ (t̂  +  Cl), i  <  0, 
~  1 с{1, i > c

C =  oo 
l l  =  l  +  di  

N =  i(l^ +  «<)

Решение p n - p o i [ Найдите Найдите p„

Ограниченный входящий поток

Значения
параметров

X/ — ( т  — /) (X +  di) l l  =  {m —  i) (X +  di)

_  i < {(̂  +  ^i)’ ‘

~  1 « ((* +  «0. *■ >  c

h  =  (.m —  i) (X +  di) 
N  =  i{l>- +  Ci)

Решение Найдите Рп Найдите /»„ Найдите p„



2. Рассмотрев следующие показатели, эффективности функционированияX
с-канальной системы MjMIc при р =  в стационарном состоянии, покажите.
что:

а) Математическое ожидание числа требований, ожидающих в очереди, равно
оо

^  ( / — с) Р/ =  Рс __ рР .
i - c

б) Вероятность того, что заняты все с каналов, равна
оо

^ Р 1 = Р с - г = т -
/=0

в) Вероятность того, что имеются требования, ожидающие начала обслу­
живания, равна

V  РP i - P c  1 _р
i = c+l

г) Среднее число требований, ожидающих начала обслуживания, составляет
оо

2  ii — <̂ )Pn
i^c+l

оо I  ----  р •

2  Pi/ = с+1
д) Среднее время ожидания в очереди для всех требований равно

оо
1

^ ( i  — c)pi=pc
i = c «I* (1 — р)*

е) Среднее время ожидания начала обслуживания для тех требований, 
которые действительно ожидают, составляет

1 1 1
1  —  р ' ср. “  C(JL —  X *

ж) Вероятность того, что в с-канальной системе занято ровно кана­
лов, равна р. Определите ро из условия

2  Рп —Л = 1
3. Покажите, что среднее время ожидания для требований, ожидающих 

начала обслуживания, равно ^ .
4, Покажите справедливость следующих формул и рассмотрите случай двух­

канальной системы:
а) среднее число обслуженных требований равно

С-— 1 . оо

2  ЧРп + <^2 Рп,
/1=0 п = с

б) Среднее число свободных каналов равно с минус среднее число обслу­
живаемых требований;
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в.) коэффициент простоя каналов равен отношению, среднего ^исла. свобод­
ных каналов к общему числу каналов с;

г) коэффициент использования системы равен отношению среднего числа 
требований в системе к числу каналов;

д) если входящий поток конечен и общее число требований т > с ,  то, заме­
нив в выражении для коэффициента использования системы с на /п, получим 
коэффициент простоя требований вследствие обслуживания;

е) коэффициент простоя требований вследствие ожидания для случая, когда 
в системе находится т требований и все каналы заняты, получим, разделив 
среднее число требований, ожидающих начала обслуживания, на /п;

ж) общий коэффициент простоя равен сумме коэффициентов простоя вслед­
ствие обслуживания и вследствие ожидания;

з) для случая конечной совокупности среднее число потерянных требова­
ний равно

с —\ т

т 1 П Р п +  с 2 j Рп-
л =0  п - с

Если совокупность состоит из станков, требующих обслуживания, то коэффи­
циент использования станков получим, разделив эту величину на т.

5. Выведите закон Пуассона, рассмотрев одноканальную систему M / M I I  
при р,=0.

6. Для стационарного состояния двухканальной системы с пуассоновским 
входящим потоком с параметром X и экспоненциальным временем обслужива­
ния с параметром \i при обслуживании требо.ваний в порядке поступления най­
дите необходимое увеличение интенсивности обслуживания Afi, которое даст та­
кой же эффект, что и добавление еще одного канала (с таким же распределе­
нием времени обслуживания), т. е. найдите А[х при условии, что

lF (̂2,fx +  Ajx).
в  данном случае можно сравнить стоимость дополнительного обслуживаю­

щего устройства с расходами на увеличение объема , обслуживания имеющимися 
устройствами. Каким образом?

7. Выведите закон Пуассона с помощью обратных уравнений
(О =  (О +  п (0 . Р щ  (0 ) =  S/л.

Покажите, что производящая функция

удовлетворяет уравнению 

dt

/=о

+  х( 1 - 4 - ) ^  =  - 7 / ’оЛ0-
Покажите, что математическое ожидание случайной величины с распреде­

лением Pin(^) равно Xt- î, а дисперсия — Xt.
8. Пусть Xi и Х2 — случайные величины, которые распределены по закону 

Пуассона с параметрами Х\ и Х2. Покажите, что У=^Х\— Х2 имеет следующее 
распределение:

оо

Р (Г  =  лг) =  Р { Х ,  =  Х .  +  х )  =  ' ^  P ( X t  =  k +  x ) P ( X ^  =  k)  =
k = 0 

X

Покажите, что характеристическая функция этого распределения имеет вид
 ̂ ^  g(̂ i+̂ 2) (coŝ —1) + ̂  sin̂   ̂ ^
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математическое ожидание равно Xj — Xs, а дисперсия равна Xi +  Xg. Пусть

^ = 2  Р^вно + Г  или — 1, а величина Xi распределена по закону
i = \

Пуассона с параметром X/. Покажите, что
п \ ^

P{Y  =  jc) =  exp I —

где индекс /  распространяется на все переменные, к — на переменные с поло* 
жительным знаком, а т — на переменные с отрицательным знаком.

Введя функцию правдоподобия для п наблюдений, равную

2 —‘ ”
g-«(X,+x,)  ̂ л  (2 ]/ХЛ),

г=1
покажите, что А, — Aj =  ^  — есть оценка для математического ожидания от, 
а

л л 2 ]  ~  '” )■1̂ +  h  ^
— оценка для дисперсии.

9. Найдите преобразование Лапласа решения задачи в случае двухканаль­
ной системы с одинаковым экспоненциальным временем обслуживания в каж­
дом канале и покажите, что оно может быть выражено в виде разности двух 
функций, первая из которых есть производящая функция для одноканальной 
системы, в которой р заменено на 2р. Покажите, что [748]

^ o ( s ) -  ( i_ a ^ )[2 ( i  +  (s +  A)a2] ’

Л  ^ (1 _  „2) (2(Х +  ( S  +  А) а̂ ] •

Заметим, что в этом случае в выражения для корней ai и аг входит 2р. 
Проверьте значения Ро и Pi для стационарного состояния.

10. Найдите производящую функцию и укажите способ решения задачи 
для двухканальной системы с экспоненциальным временем обслуживания с раз­
личными параметрами pi и рг. Заметим, что в этих уравнениях необходимо 
принимать во внимание то обстоятельство, что поступающее требование может 
попасть в любой канал. Поэтому необходимо ввести 0, 0  и Pi(0, 1, t) — 
вероятности того, что в системе имеется одно требование, которое находится 
соответственно в первом или втором каналах. Вероятность Pi(t) равна их сумме.

11. Решите задачу для поглощающих барьеров, аналогичную приведенной 
в тексте, с той лишь особенностью, что в данном случае Х,г=Х и ря =  р. Вос­
пользуйтесь преобразованием Лапласа функции Q(z, /), определение которой 
дано в последнем параграфе этой главы. Так как Q — полином, то преобразо­
вание Лапласа существует для всех г. Таким образом, два нуля знаменателя 
преобразования Лапласа Q*(z, s) сокращаются с соответствующими нулями 
числителя. Из двух уравнений, получаемых при этом, находятся значения 
Qn -  .1 (s) и Qi(5). Подставив эти значения в выражение

О *  (-?, S )  = (xẑ  — (X 4- Н“ 5) 2 ■
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и произведя упрощения, получим
N-1

в*(^. S  ( i  - 4 ) * - .
Л = 1

где Cl и 02 —  нули.
Отсюда (5) находится как коэффициент при Затем по способу, ука­

занному в книге Эрдейи и др. [218], находим обратное преобразование.
J2. Покажите, что решение уравнений

P'^(t)=:glP, (О,

Р\ (О -  -'^Рп (О +  Р^Рп-х (О +  Ч^Рп-х « >  2,
(р + ^ = 1 ), описывающих систему с поглощающим барьером в начальном состоя­
нии и начальным числом требований i в момент времени if=0, для нестационар­
ного случая имеет вид

Pnif) =   ̂ ( | / X  V m  Un-l Vpq i) —

— /я + г (2 Х / '^ ^ ) ] ,  л > 0 ,
* _

{ у  jh ru  h  [2X VFq  (<— «)] du.».(0 =  |
-̂Mt-U) I

Перейдя к пределу, найдите решение для стационарного состояния.
13. Вычислив

дР{г. t)
dz = 1 ’

покажите, что в случае бесконечно большого числа каналов среднее число тре­
бований, находящихся в системе, равно

I  = -  (1 -  e-̂ 0̂ +

Для стационарного состояния

L =

Вычислите также среднее число требований, находящихся в системе, с по­
мощью новой производящей функции, учитывающей распределение начального 
числа требований. Заметим, что решение можно получить также, изменив вы­
ражение для L. Значение i заменяется его математическим ожиданием.

Предполагая, что место для ожидания ограничено и максимальное число 
требований равно N, введите в уравнения верхний поглощающий барьер и най­
дите производящую функцию для этого случая. Определите среднее число тре­
бований, находящихся в системе. Положив найдите соответствующее вы­
ражение для системы с потерями, а затем, приняв N ^  оо, найдите это выра­
жение для системы с неограниченным местом для ожидания (эта величина 
получена выше).

14. Решите уравнения процессов рождения и гибели при 
{т —  п) X, ~  nil, п — О,. . . ,  т,
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т. е. для случая ограниченного числа требований. Покаж]^те, что решение диф­
ференциального уравнения

дР ткР 
дг р. +  Хг

для производящей функции имеет вид

=  •
(Ш \(  \ \ « / fx \^~п

Покажите, что Рд ==  ̂ является решением уравнения
для стационарного состояния.

15. Решив данную задачу, найдем распределение длительности периода за­
нятости одноканальной системы. Решим задачу для случая, когда Ео— погло­
щающее состояние. Положим, что в момент времени ^=0 в системе находится 
i требований

Р'„(^ = -( ^  +  1̂) Рп (0 +  (0 +  (ХЯ„+, (0, я >  2.
Найдите следующее выражение для преобразованной по Лапласу произ­

водящей функции

Р *  (г, S )  = —Х(г — а,)(г —а,)

где tti и аг — те же нули, что и в случае одноканальной системы. 
Покажите, что

=  ( У " т У  л > 1 .

^̂ о(0 =
( 2 / Ы )

Период занятости начинается с момента поступления требования в свобод­
ный канал и оканчивается, когда этот канал снова освобождается. Это приво­
дит к системе, в которой Eq является поглощающим состоянием; таким образом, 
как только это состояние достигается, процесс прекращается. Заметим, что функ­
ция Pq {t) при /= 1  описывает распределение длительности периода занятости 
для одноканальной системы. Она является мерой скорости достижения состоя­
ния Eq,

16. Для вывода распределения Q^(0 времени t, которое истекло до того 
момента, когда длина очереди в первый раз стала равной h (h <  i, где i — на­
чальное число требований в момент времени ^=0), рассмотрим следующий про­
цесс, который обрывается, как только достигается состояние Е^, Система урав­
нений имеет вид

Л̂+1 (0 “  — 4* Р-) Ph-¥\ (0 + V-Ph+2 (0>
Рп (0 -  -  {t) +  \Pn-i (t) +  (0, n > h  +  2.
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-(Эти выражения можно получить непосредственно из задачи 15.) Покажите, 
что дифференциальное уравнение для производящей функции ’

имеет вид
дР(г, t) 

• dt

p ( z , f ) =
n~h

=  (1 -  г) ((X -  \Z) [Р (Z, t) -  Рн (О Z^l

а ее преобразование Лапласа выражается как
г.^+1_гА(1_г.)(^_Хг)Рд(5) 

Р { г ,8 ) ~  (1 — г)((л — Xs)

Покажите также, что

Phis) =  ■

0■vкyк̂
Q*his) =  P*нis)-4~'^^

r -r -\ l~ h

Qa (0 =
(2K M )

Распределение длительности периода занятости одноканальной системы полу­
чим, положив t= l , /1=0, Первые два момента этого распределения равны

i — h

. . .  ( f - f t ) ( t x  +  X)
® —

17. Распределение времени 0дг(0» истекшего с того момента, когда в оче­
реди находилось i требований, до момента, когда стало N требований (когда 
процесс обрывается), найдем, решив систему уравнений

p 'n̂ i it) =  -  +  (х) (0  +  (0,

Пусть

Покажите, что

. N
Р(г, i) =  ' ^ P „  it) zn, Р (г, 0) =  zi. 

л=0

z ^ = i l - z ) { i i ^ - l z ) [ P i z , f ) - P f f i t ) z ^  -(хРо it) }

г«+1 - i l - z )  ffxPo (s) +  ((̂  -  ? )̂ ̂ ^Plr (s)]
P *  (Z, 5) — 0
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Эта функция выражается полиномом относительно г  и конечна для всех 
включая оба нуля знаменателя. Следовательно, Яо(5) и получим, прирав-^
няв числитель нулю и подставив значения обоих нулей ai и аг знаменателя! 
(для каждого из которых числитель равен нулю). Имеем

Qn (s) =  P\,(s) ^ sP U s') =
\ (а'+* — «(+*) —  ̂(а̂  —

E(t) =
^  т - { щ
—  (X L  (X  —  [Х)2

N  
X
N — i

2tx (Л Г+/+1)
"Р« 7  <

X , при - = 1 .

18. Решите уравнения для процесса рождения и гибели при №
(возрастание по линейному закону). В момент времени ^=0 начальным 

состоянием является £/. Заметим, что начальное состояние является погло^ 
щающим. Покажите, что производящая функция

оо

Р (г, о  =  S  / ’л (0 г". Р (г, 0) =  г‘'.
/г = 0

удовлетворяет уравнению
дР дР
di ~  — йг-

Решив это линейное дифференциальное уравнение первого порядка в част­
ных производных, получим

Я( ,̂

Покажите, что при / =  1

Xe(W)<_x^[l — /

X _  Хе<^-'‘ ) '  1 Г X —  Хе< -̂>^>' 1 "“ ‘Г X — Хе( -̂>‘)П ГХ  — Хе< -̂>^>4"“ ‘
/>Л (0 =  [1 -  Л  (01 [1 -  ; г х е ^ ] [ ,  J •

Найдите liin (^.
t->-oo

Покажите, что

L =  E {n)= :e

Заметим, что если X < р., то при t-^ оо Р{г, t) -^1 и процесс непременна 
обрывается. При г =  1 и р. =  0

■Р„ (f) =  (1 — e - ’'0"“ S п > 1 .

При ^-► 0 0  эта вероятность стремится к нулю, давая предельную вероятность- 
обрыва процесса.

19. Пусть в уравнениях процесса рождения и гибели  ̂ и р.„ =  д - f - 
+  6 (п — 1), где а и  ̂— постоянные. Покажите, что производящая функции 
удовлетворяет уравнению

dt
Г дР d^Pl=  ( 1 - г )
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Если а =  О, а X и Ь положительны, то при t <х> вероятность обрыва 
процесса равна нулю. Покажите также, что

Ь
Е {п )=  —

1— е ь

20. Для систе.мы MIMJl автокорреляционная функция длины очереди n(t) 
согласно эргодической теореме (которая устанавливает эквивалентность усред­
нения по пространству реализаций и по времени для эргодического процесса), 
равна

т

^ (t) =  lim у  Г п (х) п{х +  t)dx — ^  nPi
X L л=0

Х2
(^^Х)2 +  (н-

2it
л = 0 

-w t
Sin2 е - w'̂ -̂ /0,

где =  р. +  X — 2 ]/^Хр cos 0.
Покажите, что при /= 0  среднее выражение представляет собой второй 

ivioMeHT распределения вероятностей того, что в очереди находится данное число 
требований. Применяя аппроксимацию Кларка ко второй сумме среднего выра­
жения для больших 4, найдите приближенное значение ф (0- Покажите, что 

при t оо оно равно L2, где L — средняя длина очереди.
Косинус-преобразование разности ф — зависящая от времени часть ко­

торого есть четная функция от t, имеет вид
2ic

Sin2 Ы Ь
O’ (/) =  4 J  [«но — ьц cos (2it/0 =  4Х|Х J +  4ic2/2) •

Покажите, что

w(/)-

4Xfx (р. +  X)
П Р И / - . 0 .

4м.
при /  -  ̂0.

Величина w ( f )  есть средний квадрат частотного спектра флуктуаций длины 
очереди относительно среднего значения. Обозначая среднее значение через 

имеем

w(/) = limY^[IS(/)l^h

тде

S ( / )  =  I [п (0  — Ц

Интегрируя вначале по f, а затем по 6, покажите, что

^ w ( / ) d f  =  E [(я -  Lf] =  .
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Морз [590] показал, что при низкочастотная составляющая разности
n(t)— L быстро возрастает, в то время как высокочастотные составляющие 
почти не изменяются. Таким образом, как только приближается насыщение, 
n{t) после отклонения медленно возвращается к своему среднему значению. 
Покажите справедливость приближенных выражений

[---- 1-----J

4X2u,
Определим время релаксации для случайных флуктуаций длины очереди 

относительно L как математическое ожидание времени, необходимого для того, 
чтобы отклонение длины очереди относительно L изменилось от среднего квадра­
тического до значения, равного 1/е этого отклонения. Воспользовавшись выра­
жением для среднего значения ф (0 , покажите, что время релаксации прибли- 

2Х
женно равно __~х)2 '• выражение более чувствительно к насыщению
(т. е. к такому состоянию, когда X р-), чем выражение для L.

21. Произведем следующее упрощение равенства (4.140), которое соответ-
р  - a t p

ствует допущениям, сделанным для произведения величин N и е

bg-r;----n_-lt\N+n =(iV —n—l)log(l—е

— (ЛГ + n) log (1 — ̂ e-“0 = {N— n — 1)

) -
-̂2a/

-(ЛГ +  П) -Эе(- -a t p2e' -2at

Всеми остальными произведениями можно пренебречь. 
Пусть

-У —= iV(l— р) е—at

t = —[y + logAT+log(l —р) —log/и].

Тогда
. —mat _ .

щт -̂ту
(1 — р)'" •

Пусть m =  Aj +  1; подставив это значениё в (4.140), найдите

П - \

Л=0

Последние два множителя представляют собой известную функцию рас­
пределения экстремального значения

Т (xf\___ ^----- -̂ту-т^т̂КУ) -  (т — \)\̂
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(при m =l  эта распределение Фишера—Типпетта), моменты которого равны
оо
J  T m (y)d y= l ,

т - 1

f  yTm(y)dy =  logm +  T — ' ^  Л ,
-со / = 1

ОО о о  /  т — 1 \ 2

- с о  } = т  \  ;  =  1 /

где Y — постоянная Эйлера, равная 0,5772156649___
В выражениях для первого и второго моментов при т = 1  отсутствуют по­

следние члены, содержащие знак суммирования. Проверьте справедливость по­
лученных выражений.

22. Согласно Эпстейну распределения экстремального значения появляются 
при выборочном методе следующим способом. Если выборка, состоящая из п 
независимых наблюдений (х\, . . . ,  Хп) , взята из совокупности с функцией рас­
пределения F(x) и плотностью вероятности f{x) и если

Уп =  min (JC............
Zn =  max (л:,.......х „ ) ,

то
Р (У п  >  у) =  >  у, X i >  у , . . . ,  Х п >  у ) =  [1 — /"(у )]"

G„ 0-) = />  <  у) =  1 -  [1 -  F (у)]«,

g n  (у) =  0 ' „  ( у )  =  я /  (у) [1 -  (у)]"-».
Кроме того,

H „ ( z )  =  P { z „ ^ z )  =  P ( x i ^ z , . . . ,  x „ < z ) = [ F ( z ) ] > ‘ , 

h „  (z)  =  Н '  { z )  =  n f  (r) [F (г)]"-*.

Таким образом, если F { x )  =  l  — x 'l^ O , to

gn (y) =  nXe“ "^y при у >  0, 

gn (У) =  0 при у <  о, 

h„ (у) = пХе-^^ (1 — при г >  о,
hn (у) =  о при Z <  0.

Для больших п можно ввести случайную величину == пР  (уд); при 
О <  ц <! л получим

Гл(«) S Р  (1)„ <  и) =  Р  [яР (у„) <  я] =  Р  [уя <  j  =

П р и л -> оо  имеем Г„(а)-9-1  — е“ = Г (а ). Таким образом, плотность ве­
роятности также сходится, т. е.

f\ц > 0 .7 (a)= lim  Y „(«) =  е"
/г-»-оо
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Кроме того,

Покажите, что если

Уп-

f { x )  =

' 0 , X < Q ,

0 < А Г < 1 ,

, 1 , АС >  1,

то для больших п распределение Уп равно r ;j(y ) =  l — е“ '*̂  при у > 0  и 
равно нулю при у < 0.

Для 2fi при больших п употребляем выражение
гп =  п{\-Р(г„)\.

при 0 < v < n

A „(v)=P(5/i<t/) =  p [ F ( ^ „ ) > l — = Р  -7 ) ]  =

=  . -  я ,  [г-'( l  -  J -)] =  I -  j f  [ л - ( l - i ) ]  j “ =  I -  ( l - i ) ' ,

v > 0 .

При n ^  oo имеем (v) ^  1 — e“" .̂
Таким образом, случайная величина сходится по вероятности к случай­

ной величине g, а плотность вероятности последней составляет
I (t/) =  lim Xfi (t4 =  e”"^, V >  0.

Л-*-оо

Следовательно, 2„ 2 , где

Если P(x) =  I — при a: >  0 и F  (л:) =  0 при a: < 0, то 5„ =  ne~^n и
log я logSff

Тогда
А„(г) =  е - ”®
Л „(л)=0

(z) =
Х„(л) =  0

при г' >  о, 
при 2' < о,
при 2 '> 0 , 
при 2Г < о,

что является распределением I типа для максимального значения.
Наиболее вероятное значение hn(z) получим, решив уравнение
Наряду с другими возможны следующие применения теории экстремаль­

ных значений:
1) она дает масштаб для линейного вычерчивания функции распределения 

наблюденных значений, т. е. log log [ x ( i ) ]  ® зависимости от z или loga', и 
2) указывает, например, что более крупные образцы более чувствительны 
к действующим силам. Покажите, что если f {x )  — ^  при л: < — 1 и f {x )  — 0
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при X >  — 1, то 7л е  ̂ при у < О и 7л (у) =  О при у >  О, что яв­
ляется асимптотическим распределением II типа для минимального «значения* 
Если

F{x) = X

А
1,

то покажите, что

{Z) =1

X  <  О,

0<л: <  Л,
X  >  А ,

, О < Л,

и hfi {z) =  О при г < О и г > Л.
23. Используя теорему Ройтера, покажите существование и единствен­

ность решений для одноканальной системы и системы с бесконечным числом 
каналов.

24. Решите уравнения процесса рождения и гибели, заменив Ял на Я (О и 
Рл на ЛМ'(0» а также в случае nX(t) и n\i{t). Введите пуассоновское распреде^ 
ление начального числа требований и вычислите соответствующие вероятности.

25. Пусть Дифференцируя по двум независимым переменным,,
вначале по ш, а затем по покажите, что

С̂*
Пусть w=F(5), положим, что S F (и), и, следовательно, ^ (с) =  ^ [ /(и ) ]  =  

=  Ф(ц). Тогда
да du да da dl 
dw ~  d̂  да  ̂ д^~  d̂  д̂  *

Покажите, что

Далее имеем

да t ^  
dw ^ дТ 'dV ( 1>

dw
Г даЛ д [ dal

так как каждая часть равна
да да д̂ а

Отсюда, воспользовавшись формулой (1), получим
дЫ д Г  ̂ dal  ̂ Г да! д (  ̂ да\
d w ^ d w  “  д^ dw\ ~~ (?С *

С помощью метода математической индукции находим
д'Чи)
dŵ

 ̂ ( . .  да

Дайте вывод формулы Лагранжа, приведенной в тексте, разложив и в ряд: 
по степеням ш, что законно при малых значениях w, т. е.

п «О

w^d^F I 
dŵ  U=o ■
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Г л а в а  5

СЛУЧАИ ОГРАНИЧЕННОГО БЛУЖДАНИЯ

5.1. Введение
К решению уравнений процесса рождения и гибели могут при­

меняться матричные методы. Так как эти дифференциальные- 
уравнения и уравнения в.конечных разностях линейны, то можно- 
использовать матричный метод и по крайней мере записать реше­
ние в общем виде. Чтобы получить решение в явном виде, нужно- 
найти характеристические корни, или собственные значения мат­
рицы коэффициентов.

Материал, изложенный в этой главе, имеет двоякое назначение. 
Во-первых, читатель ознакомится с применением матричных мето­
дов в теории массового обслуживания, а во-вторых, приводятся 
примеры, поясняющие, как применяются эти методы. Наряду с ме­
тодами, приведенными в предыдущей главе, существует много 
других алгебраических и аналитических методов, которые, приме­
няются для решения задач массового обслуживания, это требует 
определенного мастерства.

В конце главы кратко рассматривается решение бесконечной 
системы уравнений процесса рождения и гибели.

Глава начинается с решения уравнений процесса рождения и 
гибели для системы с поглощающими барьерами при таких поло­
жениях верхнего барьера, для которых можно получить решение- 
в явном виде. Эта задача в значительной степени связана с проб- 
лемой разрешимости уравнений. В процессе решения уравнений 
кратко излагаются необходимые теоретические положения [268].

5.2. Вывод уравнений
Мы Приведем уравнения процесса рождения и гибели с отра­

жающими и поглощающими барьерами. Напомним, что переход из 
отражающего состояния возможен только в одном направлении: 
или в высшее или в низшее состояние. Таким образом, оно ведет себя 
как отражающий экран. Если система достигла поглощающего со­
стояния, то выйти из него она не может. Это ловушка, или погло­
щающий экран. В каждом рассматриваемом случае существует
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два барьера, один в точке £*о, а другой в точке причем оба 
«барьера в первом случае являются отражающими, а во втором 
случае — поглощающими.

При отражающих барьерах уравнения принимают вид

Р'„ ( О  =  -  +  \̂п) Рп ii) +  K-lPn-l it) +  l̂ n+lPn + l ( О ,

n = \ ,  N -  1, (5.1)

P'n (t) =  — t̂ f̂PJV (t) +  Л̂Г-1̂ ЛГ-1 (t)̂

Уравнения при поглощающих барьерах получим, подставив 
в  (5.1) >-0 =  0 и {ijv =  0: я; (/)=[*,Л ( t ) ,

Р'п it) = ^ -i K  +  v̂n) Рп it) +  K-^Pn-  ̂it) +  V-n+iPn+i it), (5.2) 
я = 1 ,  . . . ,  N - 1 ,

P '^ i t ) = l „ _ ,P ^ ^ , { t ) .

Если в момент времени  ̂=  0 система находится в состоя- 
иии El, то как для (5.1), так и для (5.2) имеем

(0 , я =  /.

где 8гя — символ Кронекера.
Для удобства в приведенных уравнениях в Pmit) опущен 

индекс i, показывающий зависимость от начальных условий.
Упражнение. Выпишите уравнения для процесса рождения и 

гибели с отражающим барьером в точке £о и поглощающим барь­
ером в точке Eff, и наоборот.

5.3. Способ решения
Как будет показано в следующих параграфах, полученные си­

стемы у^внений 1шжно представить в матричной записи в виде 
P ' { t ) —BP. Здесь РЦ ) — транспонированная матрица к Pit) ,  
а. В — транспонированная матрица к матрице А параметров про­
цесса рождения и гибели. Проведем вычисления, используя мат­
рицу В. Можно также провести анализ, воспользовавшись соотно­
шением P ' i t )= P { t )A .  Заметим, что решение уравнения

dP{t) = B P i t )  
dt
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можно записать в виде _
P {t )  =  Q^*C,

где матрица С определяется из начальных условий, т. е. при i= 0 . 
_  Отсюда следует, что С — единичная матрица, следовательно, 
P(t)=e^*.  Эти положения относятся ко всем случаям, рассматри­
ваемым далее. Решение для конечной квадратной матрицы В п-го 
порядка можно записать в виде

=  -7Гj = 0

В случае бесконечной матрицы ряд не всегда сходится, осо­
бенно когда элементы матрицы неограниченно возрастают.

При наличии с обеих сторон поглощающих или отражающих 
барьеров В — конечная квадратная матрица с постоянными эле­
ментами. Заметим, что для поглощающих и отражающих барье­
ров соответствующие коэффициенты матрицы В, т. е. о̂. М-лг. 
равны нулю.

Рассматриваемая здесь матрица В — конечная подматрица ко­
эффициентов Л̂ -го по,ряд'ка. Для ее получения берутся первые N + 1 
уравнений процесса рождения и гибели (4.1) и отбрасывается 
один член последнего уравнения. Эта подматрица имеет вид

В =

0 0 0

0̂ —  (̂ 1 +  l î) 0 0

0 (̂ 2 +  1*2) Рз 0

0 0 Х2 (̂ 3 !̂ з) • • • 0

0 0 0 0 H'jv
0 0 0 0

При Хдг=0 матрица В становится матрицей коэффициентов 
системы уравнений (5.1). При Х(,=0, l f f = 0  и (Алг= 0 матрица В 
становится матрицей коэффициентов системы уравнений (5.2). 
В свою очередь,

P{t) =

Для определения P'{i)  берется производная от каждого эле­
мента матрицы P(t).

На основании теории ограниченных операторов применительно 
к целой функции f{B)  от ограниченного оператора В или 
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с немощью известной теоремы Сильвестра [268] получим следую­
щее спектральное представление:

/ ( В ) = . - 2  2  /<” )(«,)z ( « ,) (5.3)
i— \ ш = 0

Здесь k — число различных характеристических корней мат­
рицы В ’,

nil — кратность t-ro корня характеристического уравне­
ния |а/ — 51 =  0;

{̂т) _  общий формальный вид производной т-то порядка 
от / ,  вычисленной при а̂ ;

Z  (а̂ ) — полные ортогональные идемпотентные матрицы для 
матрицы В.

Это означает, что имеют место соотнощения:

2 Z ( a , ) = / ,  Z(a,)Z(a^) =  0 Ц ф ] ) ,  Z^(a,) =  2 (а ,), 
г = 1

где /  — единичная матрица, а 0 — нулевая матрица.
Более детальное рассмотрение этого вопроса предлагается 

выполнить читателю.
Если все характеристические корни различны, то для мат* 

рицы В п-то порядка имеем

=  (5.4)
i = 1

где

Z («0
П ( a j i - B )

J+l  .. (5.5)
П (а; — «г)

J+i
Если / ( 5 )  =  е *̂ и характеристические корни матрицы В раз­

личны, то существует спектральное разложение функции / ( 5 ) :

е ® '=  2  e“''Z (a ,): (5.6)
I = 1

Случай кратных характеристических корней выводится из 
формы теоремы Сильвестра. Если для краткости запишем

/ ( 5 )  =  Д Г ( а , ) ,  (5.7)

где k — число различных корней, то
Т («/) = / ( « Л  -1 (®i) + / '  (“ /) -2  (“ /) +

/ "  (аЛ
2!

(5.8)
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Здесь nil показывает кратность корня а̂ , а

(«/)
1 cTl F(a)

mil (5.9)

где
=  о т ! ( - ( а / - 5 )  (5.10)

J + 1

производная m-vo порядка от F,

(5.11)

Теперь применим эти положения к частному 'случаю про­
цесса рождения и гибели с поглощающими барьерами в точках 
и £г, так как в этом случае можно вычислить характеристические 
корни матрицы в явном виде. Затем выполним это для случая; 
поглощающих барьеров в точках £о и £з, и £ 4, Ец и £ 5.

Рассмотрим вначале случаи, когда Х„ =  пХ и =  Пусть 
N = 2 .  Начнем с рещения для такого поглощающего состояния,, 
для которого при сделанных ранее допущениях имеем

В:
(i. 0'

(Х +  (.) о
X 0.

[ а — [I. о
о л — X —|— [X о 
о -X  а.

а / . - £  =

Прежде чем переходить к рещению этой задачи, необходимо 
кратко пояснить ее физический смысл. Для одноканадьной си­
стемы эта задача соответствует пуассоновскому потоку, интенсив­
ность поступления требований в котором зависит от числа уже 
имеющихся требований, и экспоненциальному времени обслужива­
ния с интенсивностью обслуживания, также, зависящей от числа 
ожидающих требований. Однако как только число требований до­
стигает заданной величины N, процесс полностью прекращается. 
Это происходит также и в том случае, когда очередь отсутствует. 
Если бактерии, находящиеся в организме, подчиняются приведен­
ным выше законам размножения (поступление требований) и ги­
бели (обслуживание), то N будет соответствовать числу бактерий, 
вызывающему заболевание организма, а нуль — случаю, когда 
бактерии полностью уничтожены и организм здоров. Скорость 
размножения и гибели бактерий пропорциональна имеюще­
муся числу их. Заметим, что эта задача для больщих N уже 
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рассматривалась в конце предыдущей главы. Здесь же рассмат­
риваются случаи малых значений N.

Приравняв определитель нулю, получим характеристическое 
уравнение |а/ — 5 ] =  0 . Оно имеет вид

+  (  ̂+  Н')] = 0 .

Характеристические корни матрицы В равны а ,— 0 3 = 0  и
«3 =  —

Из (5.7) имеем

е ® '= / ( 5 )  =  Д  Т { щ ) ^ Т { 0 )  +  Т [ -  (Х +  ^)]. (5.12)

Кратность первого корня равна т^ =  2. Кроме того, / ( 0 )  =  
=  е " = 1 ,

/ ' ( 0 )  =  ^е" =  ;̂

таким образом, из (5.8) получим

Т (0) = / ( 0 )  Z , (0) +  / '  (0) Zo (0) +  ^  Z _ , (0) +  . . .  =

=  Z ,(0 ) +  ^Zo(0). (5.13)

Производные от /  берутся по В как переменной. Из (5.9) 
имеем

Z ,(0 ):

И

F(a)
(“) а о 

Р { а )А (0 )

Д,(0)^'(0) -F (0 )A i(0 )  
[Д.(0)р

_  (0)

И

da<«) Д.(“) 1 .  = о ~  ^i(O) ■

Из (5.10) находим

(0 ) =  1 ! ( -  1 1 4 0 /  -  5)0 (а^/ _  В)

I ( _ i ) [ _ ( X  +  ^ ) / _ . e j  
/=•<0) (0 ) =  ( _  1)2 (0 /  _  В) I -  (X +  ( . ) / -  В] 

I ( _ . в ) [ - ( Х + 1 л ) / - 5 1 .  

Наконец, из (5.11) имеем
Д, (0) =  [0 — ( — X — |х)] = Х - | -  (i,

а; ( 0 ) = 1 .

(5.14)

(5.15)

(5.16)

(5.17)
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Теперь можно вычислить
Y р  ^  -  (X + (1) [ -  (X +  fx) /  -  в] - ( -  В) [ -  (X +  ft) / -  в\

+

(X +  (л)2
^ (-B )[ - (X  +  tx )/-B ] 

X +  (X

+

Но

Поэтому
( - 5 ) [ - ( Х + [ х ) / - ^ ] = 0  

7(0) X +  fX

Х -| -| Х  (X О
О О О  
о X x +  |xj

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

Таким же  ̂ образом находим 7 [ — (Х +  [х)]. Так как в этом 
случае кратность корня равна единице и / ( — X — (i,) =  e“  
то имеем

Г I  -  (X +  {X) 1 =  е -  ' Zo [ -  (X +  (х) ].

.где
7 [  П I „ и -  / ' [ - ( X  +  ix)]Z o l (Х +  |Х)]- ^̂ (0) д ,[_(Х  +  гх)]

В<0) [ - (Х  +  ?х)] 
Д2[-(Х +  (Х)]

/ Г ( 0 ) - [ - ( Х + ^ ) ] = ( _ 5 ) 2

Д2 [ -  (X +  1̂ )] == [ -  (X +  |Х) -  0]  ̂=  (X +  ix)2. 

Следовательно,
. (X -1~ (х) О

Г [ - ( Х  +  ! х ) ] = - ^ 5 ^ - р ^ | 0  (Х + ^ )^  О 1 =
- Х ( Х + , х )  О

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(X +  fx)2

е -  (!̂  + (X) <
(X +  fx)

ГО — (Х(

о (X- 
L0 -Х |  

ГО - (X  01 
Р  Х+(Х о . 
L0 - X  oJ

(5.27)
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Окончательно находи1\!

Р 00 {i) P\Q {t) ^20 {i)

X +  fi.

Poxit) Pn{t )  P , , { t )
P 02 (̂ ) P 12 (0 P 22 (0 -

X + ( .  + 0
0 е“ ^̂ + '‘>'(Х4-(х) 0
0 + X  X +  jj,

(5.28)

Имеем Poo (0  =  1. Poi (0  =  0,

— ГЙГ—  « Д-

Заметим, что сумма элементов каждого столбца равна единице. 
Кроме того, положив t=0 ,  при начальных условиях находим еди­
ничную матрицу.

Для случая поглощающего барьера при N = 3  (как и прежде, 
Х „=яХ , (*„ =  я(а), ,решив характеристическое уравнение

а« +  (ЗХ - f  3[t) а® +  2(Х" +  Х(х - f  jx*) а*> =  0, 

находим следующие характеристические корни:

_________ ^ _____-(3X-b3(x)-bKX2-M0X(x-f
®1 — “ 2— и, *3— -------------------2-------------------

- (ЗХ +  3(х) — V X̂2 +  lOXfx +  |х2 (5.29)

Чтобы найти е^‘ , поступим так же, как и при N = 2 .  
Имеем:

е ^ '=  2  Г (а ,)=  Г(0) - f  7'(«з) +  Г (а,),
i = 1

r (0 )  =  Z ,(0 )-i- /Z o (0 ) ,

Д1(0)/^'(0)-/'(0)д;(0) ^ _  у.(0)
^1У^ }— гд~7тП----------- ’ ^о(^)[Д, (0)]2 ’ —  Д, (0) ’Р'(0)=./(аз)/(а,), Р(0) =  -/(0)/(аз)/(<х,),

Д, (0) =  аза^, д ; ( 0 )  =  — ( a j - f  а4),

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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Т{0)

Следовательно,
° 3 » 4 /  ( ° з )  / (д<) —  (“ з +  «4> / (0) / (Дз) /  («4> — (0) / ( « з ) / ( « 4 )

В СВОЮ очер ед ь,

»2„2
“3“4

7’ (аз) =  е“=%(аз),

•̂ 0(®з) _ _ Р М .

Значит,

Д2(«з) ’ 

F(a3) =  - [ / ( 0 ) ] V K ) ,
Дз («з) =  а» -  «за .̂

7’ Ы = - е

'3

[/ ( 0 ) ] » / ( « 4 )

“ З (“ З —  “ 4>

. (5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

Поменяв местами а, и в /'(ад), можно легко найти T{al )̂:

(5.41). а.< [/(O )lV fe)Т (а<) =  — е * — 27-------- Г"04(04 — 0(3)

И, наконец, приняв обозначение
гч 1

®3“4 (“з —  “4)

получим:
Р<ю (^) =  [ « К  (®з -  « 4)]

Р 01 (О — Ро2 ( )̂ — Роз (О — О,

Р ю { ^ )  =  { ~  ®3®4 (®3 “  “ 4 ) (*' (^  +  {*■ +  ®3 +  ® i) +

+  e“’ â4t»> {(^ “Ь Р") (̂  “Ь t*" ”Ь *4) +  2̂ (1.]-  е“‘‘а||х [(X +  (з) (X +  {. +  ®з) +  2Х{х]} ДД I (̂ ) =  {“ ■ е“"̂ а4 [2Х[х (4Х +  4fi. +  “4) +  (̂  +  !*■)* (̂  4* 1* +  *4)] +  
4" 4" 4{»' 4* ®з) 4" (̂  +  {*■)* (X +  {*■ 4' ®з)1}

Рхз it) =  {е*»'а2Х [(X +  (4) (7Х +  7fi +  За4) +  2Х(х] -  -  [(X +  IX) (7Х +  7(Х +  3«з) +  2Х{Х]} D ,/>,з {t) =  [аза4 («3 -  а*) 2Х* -  е“»'а|2Х2 (ЗХ +  3[х +  а4) +  4 -е “ 'а|2Х (̂ЗХ +  3)х +  аз)] Д

(5.42)

(5.43)
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Яго (i) =  [«з«4 («3 -  *4) 2[i® -  (ЗХ +  Sjx +  « 4) +

+  e'“ 'a|2t̂ 2(3X +  3[. +  « 3 ) I A

Я21 it) =  {e“ ‘a22!* [{X +  Ĥ )(7X +  7{4 +  3a,) +  2Xf4] -

-  e“ ^2i* [(X +  J4) (7X +  7ix +  Заз) +  2 Щ } D,

P 22 i t ) = { -  e“̂ 'a2 [2X(X(5X +  5(X +  a,) +

+  (2X +  2{x +  a,) (2X +  2(x)*] +  e“*'a2 [2X(x (5X +  5(x +  аз) +
+  (2Х +  2|* +  аз)(2Х +  2[х)*]}Д

Ягз (О =  {— “з«4 («3 — «4) 2Х (2Х +  2р. +  аз +  а,) +
+  е“ '̂а|2Х [(2Х +  2\>-) (2Х +  2р +  а,) +  2Х(х] -

-  е“‘ а̂22Х {(2Х +  2{ib) (2Х +  2р +  аз) +  2Х[г]) D,

Язо(0=Яз,(0 =  Яз2(̂ ) =  0
и

Я33 (О =  [*з“4 (®3 -  «4)] D.

5.4. Общий случай
Решим задачу для конечной подматрицы коэффициентов В 

N-TO порядка при N=2,  Для этого случая можно легко найти со­
ответствующие решения для отражающего и поглощающего барь­
еров.

Характеристическое уравнение \dl — В\ =  0 при N = 2  имеет 
вид

Ч" (̂ 0 Ч" 1̂ 2̂ Ч" 1̂1 ”1” 1̂ 2) +
Ч" (̂ 0̂ 1 Ч“ 0̂̂ 2 Ч“ о̂Р*2 Ч" Ч" 2̂1̂ 1 Ч“ P'lP'2)  ̂Ч“ =  0. (5.44) 

Для решения этого кубического уравнения положим

а =  р - 4 .

Тогда исходное уравнение примет вид

r + p ^  +  q =  0.
где
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Я — d;
be ,. 2̂ 3

Таким образом,

P ~  "з“ (̂ 0̂ 1 “t“ ^0  ̂“b ̂ ol*2 4“ ̂ 1  ̂“b 1̂*1 “b !*i(*2 — 2Xq1i.i — XJ —— 2Х,(Л, — 2X,[X2 — X2 — 2X2[J.2 — ia2 — ji2 _  X2) (5.45)
и

^ ^  [2 (X, +  2 (Xj +  1x2)3 -  X2 (ЗХ2 +  3ix2 +  3X, -  2X0 -  6(xi) -

(^2 +  Xq 2 p*2) — 3 x2 (Xq +  ^1 +  Î i) —
3[Aj (X2 +  1̂*2 2Xq) — (Xq — 2Xj +  [lij) — 

— 3Xq (— 4XjX2 +  2 X2IJ.1 +  2[Ai |A2 +  2Xi[i-2 ~ \ - 2 У ^ 2 ^ 2

—  3Xj {2l2\^i —  |Ai |X2 +  X2(l2) 6X2fl.i[X2]. (5.46)
Пусть

тогда

c o s 3 9 = - A ( - f ) “ ,

[ - + ( - # ]»=  -у  arccos

Решая обычным способом приведенное кубическое уравнение, 
находим три корня:P, =  ^ C O S 0 . P2 =  4 - c o s (9 +  120°), ?s =  4 - c o s (6 +  240“). 

Искомые корни равны
 ̂ __ о Хо +  Xi +  Х2 +  p-i +  (Х2

*1   Pi 3--------------  ,

 ̂ __ Q Xq 4- Xi +  Х2 +  fX, +  f̂ 2^2 ?2---------------- Q-------------- »

 ̂ __ 0 Xq +  Xl +  X2 +  P'1 +  P-2
—  Рз 3  -
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При N = 2  решение имеет вид

р  //ч __ е°'  ̂[(^  +  «а) (\) +  Дз) +  ^(^|] I
ooW . («1 — as)(“ l —  “з)

I [ ( ^  +  « i)  4- ° з )  +  ^ | ]  I
1 {п__ _______ I

P o l  (О

(“2 —  “l) (“2 — “з)

I [ ( ^  +  Др fio +  “з) +  ^оНч1
(а з  —  a j )  ( 0 3  —  а з )

_  [— (.К  +  °з) — f ii  Ч- (*1 +  Дг)1
(а, —  o j) (а, —  03)

_  [ftp +  «з) +  (^1 +  Мч +  ° |) ]
(“2 —  “О (“2 — «з)

__ [(\) +  Дг) Ч~ fti +  1̂ 1 4 - Д|)]
(“3 — “l) («3 — “2) к1

р  ( / )  — ______ е*’% Х|_________ I
^02 ( П —  ( а . - а з )  ( а , - а з )  +

0“3<XqXi

(«2 — “l) ( “2 — “3) (®3 — “1) (“3 —  “2) ’

р  / 1 \ ____ с°‘ [ii [(Хр +  аз) +  (Хх 4- Нч +  Дз)1
(а^— аз)(а1-аз)

—  ~Ь °l) ~Ь (̂ 1 “Г м-1 +  Дз)]
(“2 — “|)(® 2— “з)

_  [(^0 +  ° l )  +  On +  t*l +  “2)]
(“3 —  “1) (“3 — “2)

л . (О [Хр?*| +  (X] +  (J4 +  Дг) (^1 +  +  °з) +  ^1Р’г]
(“1 — “2) (“1 — “з)

[Хр;̂ 1 +  fti +  1̂ 1+ Д)) (Х| +  t*i +  «з) +  |̂(*2] I 
(“2 — “i )(«2  — ®з)

+

+ Ч~ (X) +  Кч ~Ь ° i )  (^1 ~Ь (̂ 1 ~Ь ^2) ~Ь Xitt2]
( “ 3  —  “ 1 )  ( “ 3  —  “ 2 )

р  / 1 \ ____ е°' X, (X, +  Нч +  °з ^2 +  +  Д2)
12  ̂ ! (а, —  аз) (ai —  аз)

____e“ '̂Xi (X) -)- р-1 +  °1 Ч~ Хз 4~ Н'з 4~ Дз)
( “ 2 —  “ |) ( “ 2 —  “з)

_ 6*°̂  Xj (X] -|- [Л) -f- gj -|- Х/-|- 3̂ Н- Сз)
(аз —а,)(аз — Оз)

P20{t) __ e°'ViH'2 e“*Vi(A2
(а, — аз) (а, —  аз)

+

(“2 — “l) (“2 — “3) ■ +

e”‘"Vi(*2
(«3 — «1) (“3 — “2) ’
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р  /ф\____ ft i ~Ь ~Ь °2 ~Ь 2̂ ~Ь И'г ~Ь Дэ)____
'  ' ~  (“ I —  “ 2) ( “ 1 —  “з)

_ S*̂ V2 (̂ 1 4- t*l +  Д| Н~ 2̂ ~Ь (̂ 2 Н~ Дз) _
( “ 2 —  “ l) ( “ 2 —  “ 3)

____ С°‘*У2 f i i  ~Ь t̂ i 4~ °1 Ч- 2̂ ~Ь К’З ~Ь Дг)
(оз — о,) ( 0 3  —  02) ’

e“ ‘  ̂ [Х1Ц3 -Ь (Xg -|- fj.2 -|- Од) (Хз 4 -1*2 °з)1 I
(Oj — О2 И 0 , —  О3 ) "Г

I [ ^ # 2  ~Ь (^2 Ч~ 1^2 ~1~ °|) { ^ 2  +  ~Ь “з)1 i 
' ; (® 2 —  ®i) ( “ 2 —  “ 3) '

P22(t)-

+ [Xifx.3 4- (^ 2  +  +  °i) (У +  t̂ 2 +  Д2)]
(O 3  —  о,) (О з — O j)

(5.47)

Аналогично, решая уравнение четвертой степени, можно получить 
решение для N — Ъ.

Упражнение. Дайте вывод приведенного решения.

5.5. Решение уравнений процесса 
рождения и гибели методами 
спектральной теории

Приведенный ниже анализ является кратким изложением ме­
тода, в котором содержится более общий подход к решению урав­
нений процесса рождения и гибели. Идеи этого метода не отли­
чаются от рассмотренных в предыдущем случае, но здесь предпри­
нимается попытка получить решение в общем виде.

Ледерманн и Ройтер [493] исходили из конечной подматрицы 
/г-го порядка матрицы Л, рассмотренной в гл. 3 и 4. Обозна­
чим ее Решение уравнения dX{t)

dt Х(0)
записано в спектральной форме. В пределе, т. е. при « —  о о  , 

оно стремится к решению задачи для процесса рождения и ги­
бели в общем виде.

Положив в подматрице А(”> параметр Х„ =  0, получик урезан­
ную конечную матрицу п-го порядка, которую обозначим В<"К 
Урезанная матрица представляет собой рассмотренную ранее 
конечную подматрицу В, в которой N  за.менено на п и Х„ =  0. 
Решение дифференциального уравнения

rfK(0 _  
d( ~ Y { t ) B W ,  Г  (О) =  /(«),

также записано в апектральной форме; существует такая последо­
вательность значений п, для которой имеет место сходимость к ре­
шению задачи процесса рождения и гибели. Последнее не обязано 
совпадать с решением, полученным ранее.
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Авторы показывают, что в первом случае при. / элементы 
неотрицательны и, являясь вероятностями, не могут превосходить 
единицу. Чтобы получить спектральное решение, вначале устанав­
ливается соотношение между определителями (| ):

ф« (̂ ) -  (5 +  +  \̂ п) Ф„-1 (?) +  K-iV^n^n-2 (?) =  0. (5.48)
Это определители конечных подматриц, полученных для урав­

нений процесса рождения и гибели, преобразованных по Лапласу 
с napaMCtpoM Ледерманн и Ройтер показали, что характеристи­
ческие корни, или собственные значения, подматрицы при 
условии, что Ф (| )= 0 , различны и отрицательны или равны нулю. 
При этом наибольшее собственное значение равно нулю в том и 
только в том случае, если Я<>=0. Собственные значения подматрицы 
А̂ "'> не совпадают с собственными значениями подматрицы 
т. е. существует наибольшее собственное значение подматрицы 
превосходящее наибольшее собственное значение подматрицы 
или равное ему. Последнее превосходит собственное значение под­
матрицы превосходящее собственное значение матрицы
и т. д. до наименьщего собственного значения подматрицы А̂ "̂ .

Собственные значения урезанной конечной матрицы, располо­
женные в убывающем порядке, меньще соответствующих собствен­
ных значений исходной конечной подматрицы или равны им. Част­
ные решения удовлетворяют тем же соотношениям (с соответ­
ствующими индексами).

Введем обозначения: / о =  ( ^Лг- • >  1,

Л«)'
1, а(̂ ) (/г =  о, 1, . . . ,  л ) для соб- 

(г =  0, 1, . . .  , п) для собственных
/гео =  1, =  . .[А,)-*
ственных значений; л(">, уу 
векторов; т. е.

д;(п)Л(”) =  , / =  о, 1, ...,л.
0("> =  4»)y(«)', г =  0, 1 , . . . , л ,

6о"̂  =  1, если Хо =  0.
Запищем ортогональные идемпотенты в виде

(̂л). У'г'
0(Л)

= dW {i, j ) .

Затем покажем, что

Г  (л J) =  , г = 0 ,  I, . ., л.

Если записать

то =  если Х„ =  0.
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Спектральное разложение элемента подматрицы п-го порядка 
имеет вид ~ - ТП I п\ / ̂\

(5.49)■' г=0
Аналогично находится разложение элементов урезан­

ной конечной матрицы. Путем предельного перехода из этих 
результатов можно построить решения и gij{t) бесконеч­
ной .системы уравнений.

Для подматрицы при >  О спектральная функция (х) 
в  пределах —  о о < л ; < о о  определяется как неубывающая сту­

пенчатая функция с величиной скачка, равной в(«), при л :=а(")
< г = 1 , . . . , я )  и р<">(0)=0.

Таким образом,
Jc>0,

pW(x) =

“ (ж -Ь

0,

+  - ^ ) ,  А:<а(«).

Заметим, что при х ^ О  функция p"(jc) =  0, так как 
Использовав полученные ранее результаты, можно записать

оо

f ( f { t )  =  l^.^mJjф^^^ix)ФJ.tix)e‘-dpW{x),  0 < i < « ,  (5.51)

0 < у < я .
Так как Л"Ч0) =  ^у. то при t = - 0  это выражение равно нулю. 
Если ajy) — элемент подматрицы А<"), то имеем следующее 

соотношение:
оо

«<"> =  / j - i /Яу J л:Ф̂ _1 (Jc) Ф;_ ,(л:)</р(” ) (л:), 0 <  г <  0 < у  <  л. (5.52)
— со

При п —>оо функция р<") (л*) —> р(х), и полученное значение fу (0  
удовлетворяет уравнениям процесса рождения и гибели. Аналогич­
ные рассуждения приводятся для g/j (t), и задача рассматривается 
также при Хв=0. Затем, положив рассматриваются пре­
дельные значения (стационарное состояние). Потом эти резуль­
таты применяются к тем процессам, для которых

п̂+1е = 1+т+о(-^.). 
-^=4 ' + 4  + о(у)]. ^>0.

где а, Ь п с — постоянные.

(5.53)
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Такой процесс выражается аналитически через параметры а, Ь 
и с. Показано, что для определенных значений а, Ь и с две аппро­
ксимации, т. е. решения для конечной подматрицы и для урезан­
ной конечной подматрицы, имеют различные значения. Приводятся 
примеры для случая постоянных коэффициентов Я„=Я и р „ = Я  как 
при Яо =  О, так и цри Яо>0, а также предпринята попытка рас­
смотреть случай линейно изменяющихся параметров.
З а д а ч и

1. Рассмотрев корни характеристического уравнения, покажите, что если

ТО

Вычислите от.

1̂00 г=
-3100 +1  3100 _  1 

2 2 
3100 1 3100 +  1

L 2 2 J

2. Пусть
dx rfy

+  л  =  х - у .

Запишите эту систему в матричном виде и дайте ее решение с помощью матрич­
ных -методов.

3. Покажите, что при 0 < р < \ и 0 < ^ < 1

lim ГЛ =: 1 I п Л- /т^+Р +  Я
\Я 1 - Р ]
U 1 - p J  ’

где

=[:■ 1л ]'
Джилтей рассмотрел следующую задачу. Пусть aijdt.— вероятность того» 

что за промежуток времени dt система перейдет из состояния / ( / =  1, . . . ,  /и) 
в состояние / (г =  1 , . . т\ i ф j).

Пусть далее Pj (t) — вероятность того, что в момент времени t система 
находится в. состоянии /. Тогда

P i  { t+ d f)  =  P i ( f ) ( \ - ' 2 i  dkidt\ +  2  <4iPi ( 0 dt.
\ kî -i / j^i

Запишем 2  После упрощения получим

Кроме того, имеем

2  Я;(0 =  1-
У = 1
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Если рассматривается матрица Л, составленная из элементов а/у, то можно* 
показать, что все отличные от нуля корни характеристического уравнения 
|Л — 2/1=0 (где I — единичная матрица) имеют отрицательные действительные 
части. Так, если

(что справедливо для данного случая), то D., определитель матрицы Л, не равен 
нулю. Если же он равен нулю, то между строками матрицы существует линей­
ная зависимость, т. е. существуют такие числа Ьи . . Ьщу не все равные кулю, 
что

т
2  =  1,..., т.

Выберем такое число что 1 | =  max | 6 /1, (/ =  1, . . . ,  т ) ,  тогда ра­
венство при У =   ̂ примет вид

k̂k =
2  \̂ ik\
ii=k

\ h \

< I ^ik \
i^k

что приводит к противоречию.
Если — отличный от нуля комплексный характеристический ко­

рень, то главная диагональ элементов матрицы [А — z*I] имеет в качестве мо­
дулей

1

[(«ft* — хУ +  у2]: k — т.

Определитель \А — zl\ (который должен обращаться в нуль при значениш 
характеристического корня, равном z*) не может равняться нулю, если хотя 
бы для одного значения k не выполняется следующее соотношение:

1
<  ^  I I < \Hk\

При этом для I А — z*I I должно выполняться первое неравенство, а для Df 
всегда выполняется второе неравенство. Это приводит к соотношению

кк'
Но, ПО определению, нигде не положительно, следовательно, для того чтобьк 
это неравенство удовлетворялось, значение х должно быть отрицательным. 

Предложите пример применения этой теоремы.





Часть III
НЕМАРКОВСКИЕ МОДЕЛИ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ

В ЭТОЙ части книги рассматриваются случаи, когда распреде­
ление длительности промежутков времени между моментами по­
ступления требований в систему или расп-ределение времени обслу­
живания, или же то к другое не является экспоненциальным. В гл. 6 
исследуется многоканальная система с пуассоновским входящим 
потоком и постоянным временем обслуживания. Затем рассматри­
вается одноканальная система с пуассоновским входящим потоком 
и эрланговским временем обслуживания и система с эрланговским 
входящим потоком и экспоненциальным временем обслуживания. 
В гл. 7 вводится понятие о методе вложенных цепей Маркова; этот 
метод применяется к исследованию группового обслуживания. 
В гл. 8 изучается система с пуассоновским входящим потоком и 
произвольным временем обслуживания. Исследование этой си­
стемы продолжается в гл. 9, в которой главное внимание уде­
ляется. времени ожидания. Затем здесь же рассматривается си­
стема, имеющая общий входящий поток и произвольное распреде­
ление времени обслуживания. В гл. 10 рассматривается однока- 
нальная система с экспоненциальным временем обслуживания,, 
в которую поступает поток с ограниченным последействием.
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Г л а в а  б

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ НЕМАРКОВСКИХ МОДЕЛЕЙ

6.1. Введение
После рассмотрения различных моделей обслуживания с пуас- 

соноэским входящим потоком и экспоненциальным временем об­
служивания (будем называть их просто марковскими системами) 
читатель может заинтересоваться, все ли системы массового об­
служивания являются марковскими. Очевидно, что могут суще­
ствовать и другие случаи. Например, на практике система может 
иметь не экспоненциально распределенное, а постоянное время 
обслуживания. В различных частях книги мы будем возв'ра- 
щаться к марко®ским системам массового обслуживания при. 
изучении смежных вопросов, связанных с  рассмотренными слу­
чаями.

Здесь исследование будет проводиться главным образом для 
стационарного состояния, поскольку решение для переходного 
состояния получить трудно. Будут изучены две системы с пуассо­
новским 'ВХОДЯЩИМ потоком: с постоянным и эрланговским време­
нем обслуживания. В последнем случае каждое требование можно 
рассматривать проходящим через ряд обслуживающих устройств,, 
расположенных одно за другим, каждому из которых соответствует 
свое распределение времени обслуживания. Будем считать, что 
в данном случае они имеют одно и то же экспоненциальное рас­
пределение. Это может иметь место, например, когда автомобилям,, 
случайным образом прибывающим на пункт обслуживания, тре­
буются различные операции, скажем, заправка бензином, водой, 
зарядка аккумуляторов и т. д.

Третья система — одноканальная, с эрланговским входящим по­
током и экспоненциальным временем обслуживания при обслужи­
вании требований в порядке поступления.

Все дело в том, что именно требуется исследовать. Одним ив 
естественных показателей является вероятность того, что в си­
стеме находится заданное число требований. С ее помощью 
можно найти среднее число требований, находящихся в си­
стеме. Другим показателем является распределение времени 
ожидания. Ниже будут получены выражения для обоих этих 
показателей.
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6.2. Многоканальная система 
с постоянным временем обслуживания

Рассмотрим пуассоновский поток с параметром X, поступаю­
щий в систему с с параллельными каналами, имеющими одинако­
вое постоянное время обслуживания. Этот случай исследовал 
Кроммелин [164, 165]. Примем время обслуживания равным одной 
временной единице. Заметим, что для эргодичности системы необ­
ходимо, чтобы с>Х.

Пусть р„ — вероятность того, что при стационарном состоянии 
в данный момент времени в очереди и на обслуживании находится 
ровно п требований, и пусть а„ — вероятность того, что в этот же 
момент времени в системе находится не более п требований, т. е.

/ = 0
(6 . 1)

Поскольку время обслуживания принято равным одной времен­
ной единице, то вероятность того, что к концу временного интер­
вала в системе будет находиться определенное число требований, 
можно выразить через вероятности того или иного числа требова­
ний, имеющихся в начале интервала, умноженные ца вероятности 
поступления в этом интервале соответствующего числа требова­
ний. Так как это событие может появиться при различных комби­
нациях, то вероятности складываются. Заметим, что в этом вре­
менном интервале будет закончено обслуживание всех требований, 
уже обслуживающихся в момент начала данного интервала и они 
покинут систему.

В таком случае через интервал, равный одной временной еди­
нице (постоянное время обслуживания), имеем

=  ^+/>c+ie ,
( 6.2)

X" -X
Р п  — + Д

Хя-1
С+1 (я—1)1 е  ̂-j- . . .  -{• Рп+с  ̂ •

Первое уравнение описывает случай, когда очередь отсутствует, 
если в начале интервала на обслуживании находилось не более с 
требований и в течение интервала требования не поступали. .Вто­
рое уравнение описывает случай, когда в очереди находится одно 
требование, если в начале интервала на обслуживании находилось 
не более с требований, а за это время поступило еще одно; или 
же в начале интервала в системе находилось с 4-1 требований, 
а затем не поступило ни одного требования, и т. д. Множитель

— вероятность поступления п требований в этом интер­
вале.
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1. Начнем с вычисления р„. Введем обозначение:

Тогда
Я(2) = 2  Рп "̂-

/1 =  0

Р ( 1 ) = 1 .

Если, кроме того, ввести обозначение

Pciz)=^1i
п = 0

(6.3)

то, умножая уравнения на z в соответствующей степени и сумми­
руя, получим

Рс (г) —P{Z) = 1 _ (6.4)

Так как то P {z ) — регулярная функция, ограни­
ченная внутри единичного круга 1г|<1. Таким образом, внутри 
единичного круга и на его границе числитель имеет нули, которые 
совпадают со всеми нулями знаменателя В1нутри единичного круга 
и на его границе. Согласно теореме Руше существует с таких ну­
лей. Обозначим их через Zi, . . ẑ . Очевидно, что Zc= 1 есть нуль.

Поскольку числитель есть полином степени с, то его можно 
представить в виде

АГ(г— l ) ( z  — Z i ) . . . ( z  — z^^i), (6.5)

где постоянная К  определяется из соотношения
lim P (z )  =  1.

В этом случае имеем
с — X

^ (^ ) =  - т п г
( г — l) ( z  — zi ) . . . (z  — Zt-i) /fi 04

Теперь можно найти вероятность р„  как коэффициент приг”, 
разложив функцию P(z )  в степенной ряд. Например, при с =  1, 
дифференцируя функцию

( 1 - X H 1 - Z ) (6.7)

п раз по Z , разделив на п\ и положив z  =  0, получим
у

/>о= (1  — Р). /»1 =  (1 — р)(е'’ — 1),
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j > . = ( i  - p ) | ] ( - i ) - v '  [ | g ^ +  f f r - i V i ]- '’ > 2 -  M
ft-1

Здесь p =  — (заметим, что рассматривается интенсивность
обслуживания 1̂  =  1,. но выражение справедливо при любом (J.).

2. Вычислим теперь P ( t = 0 ) — вероятность отсутствия ожида­
ния. Она, очевидно, равна сумме вероятностей того, что занято 
i < c  каналов. Таким образом.

С—1
Р ( /  =  0) =  а^_1 =  2  Pi- (6.9)

Пусть
/ = о

00
Q (г) =  2  CLk̂ , (6.10)

тогда.

*=о

поскольку а  ̂— cik-1— Pk, имеем
Q ( z ) { \ — z) =  P{z )  или Qiz) =  ̂ ^ / (6.11)

Так как P(z)  известно, то легко вычислить a^-i как коэф­
фициент при в выражении для Q(z).  Нетрудно показать, 
что в числителе появляется с коэффициентом К,  следова­
тельно,

=  =  ----------

И
с-1

logP (^  =  0) =  Iog(c — X) — 2  lo g ( l  — 2 *).к-1
(6 . 12)

Вычислим теперь это выражение в явном виде.
Исп'ользовав результат из книги Уиттекера и Ватсона [877] *, 

имеем

2 . i J f ( z )
S ' { г)  ^ -------d z = Y t r i f { a i ) - ' 2 i S ] f { b j ) ,  (6.13)

где С — контур в плоскости г, а функции /(г )  и ^ (г) — аналитиче­
ские внутри контура С и на его границе; кроме того, функция g(z)  
имеет внутри контура С конечное число полюсов bj порядка Sj с о ­
ответственно. Функция g  (z) также имеет внутри контура С 
нули ai с соответствующей кратностью г̂ .

 ̂ Имеется русский перевод: Уиттекер и Ватсон. Курс современного ана­
лиза, т. I—И, М., 1963.— Яриж. ред,
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Запишем

S'(2)^ 1
рХ(г-1)

(6.14)

где Zi, . . . ,Z c - i  — простые нули, а 2 = ^ 0  — полюс порядка с. 
Итак,

1
2л/Г J 10g (2 - l ) ^ / / 2 = J ] l O g ( 2A - l )  - C l O g ( - l ) = =

Г = l
с—1 с—1

=  (с — 1 )та +  2  lo g (l  — 2 ft) — с я г = — +  log (l — г„) =  
= - я /  +  log (с -  X) -  log P  {t =  0). (6.15)

Таким образом, чтобы получить выражение для P {t= 0 )  в яв­
ном виде, вычислим интеграл, записанный слева.

Разделим Г [контур, который исключает особую точку 2 =  1 и 
внешние нули функции на две части: 1) вдоль контура С и
2 ) вдоль остальной части, как показано на 
рис. 6.1 . Влачале вычислим интеграл по кон­
туру С. Путем интегрирования по частям 
получим

^ J l O g ( 2 - l ) ^ / / 2  =

-5;^  [log (2 -  1 ) log g ( 2 )]c 

___ 1_ Г logg(g) дг-
2л/ J 2 — \

где первая величина в правой части должна быть вычислена 
в граничных точках контура С, т. е. при 0 = 0  и при 0=2jt, а зна­
чение при 0 = 0  вычитается из значения при 0 =  2я. Чтобы пока­
зать это, положим

2 — 1 - f ^ e ‘®,

логарифмируя, получим

log (2 — l) =  l o g ^ - f /0 

и

log g  (2 ) =  log 1̂ 1 —

=  log [1

(l+Re^^У

X/?(cos e+/sin9)
(1 + / ? c o s 0  +  i R  sin0)'

] -
] •

(6.16)
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Можно показать, что при изменении 0 от нуля до 2я аргумент 
lo g g (2 ) возвращается к начальному нулевому значению. Таким 
образом.

[log (2 -  1) log g  (2 )]2’' =  (log +  2ш) log [ l  -

- l o g y ? l o g [ l  - - ( r ^ ]  =  2 ^ /g ( l+ ;? ) . (6.17)

Вдоль прямолинейных отрезков имеем
i+i?

^ l o g { z - \ ) - ^ d z = j  l o g ( Z - \ ) - ^ ^ d z - { -
1 +/•

(6.18)
1+̂ ?

Здесь для первого выражения правой части 0=0, а для второго 
0=2я. Когда log ( z — 1) разлагается на действительную и мнимую 
части, то после сокращения это равенство будет иметь вид

1+̂ ?

,1
-  - f H "  d z= ^ -2 r .i  [log g ll+ f =

=  —2 n  [log (1 +  7?) — log g  (1 +  r)|. (6.19)

Ha меньшей окружности имеем z —l+re^^, dz=lre^^dQ. При 
г —» о, или, что то же самое, при z —>1, из разложения в ряд 
в окрестности точки z = l  имеем, что функция g(z )  ведет себя как 
первый член, так как нулевой член при z = l  обращается в нуль, 
т. е.

lim g (z ) ^  (z -  1) g'  (z) ^ ( c - X ) ( z - l )

И

l l m ^
z ^ i  S  ( г ) z — l r

(6.20)

(6.21)

Итак,
U

J log (z  — \ ) - ^ d z =  J(log r  +i6)ic?e [1 +  0 (/■)] =2u^  — 2itilogr.
Cn

Так как l im r lo g r = 0 ,  то
r-O

I l o g (z — l)-y fi?z  =  2w2 — 2w [g ( l  + r )  — log (c  — X)[, (6.22)
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потому что

а при 2 = 1 + г, 9 =  0
log g  (1 +  г) ^  log (с — X) г =  log (с — X) +  log г

или
lo g r ^ i  log (l +  г) — log(c — X). (6.24)

Объединив полученные ранее результаты, получим

l o g { 2 -  1)-|^ й Г 2 = - ^  J ^ ^ f l f 2 - i t i  +  l o g ( c - X ) .  (6.25)

g- (2) ^  -  X) (2 - 1 )  =  (с -  X) Ы \  (6 .23 )

Поэтому

Но
С

l o g g ( 2 ) =  lo g [l  - - Ц г - ^ ]  =  - 2
П = 1

g/iX(2-l)

(6.26)

(6.27)

что справедливо, так как на контуре С

Поэтому
<  1.

1 „ г '^ ( '= о )  =  - + 1 + г 1 ;
g/гХ (2-1)

я = 1
оо _

= - у и _ Г
2ж1 J 2 — 1 • (6.28)

В данном случае при 2 = 0  существует полюс порядка пс, а при 
2 =  1 существует другой полюс первого порядка. Произведем по­
членное интегрирование. Согласно теории вычетов получим, что 
если 2 = 2о — полюс функции h{z) порядка т, то вычет равен про­
изведению выражения , на ( т — 1)-ю производную
функции (2  — 2оУ” h{z),  вычисленной при 2fl. Затем все вычеты 
складываются. Окончательно получим логарифм искомого выра­
жения

оо г П С — \ 1

i o g p ( /= o )^ — s ^ b -  s + " ‘ " i =
n = i  L i=o J

_  V   ̂ V
~  Zu n 2j  ./! ^

n = l i = nc

(6 .29 )
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так как
n \ { z - l )

= 1 .

Согласно теореме Лейбница

1 .„  1 Й ( « с -1 ) !
рЛХ(2-1)

г"<^{г— \)

ПС̂ 1

S '
У-0

(6.30)

^ е - \  (6.31)

3. Полячек получил для больших с следующее приближенное 
выражение;

1 о«р(1-Р)С
P ( O 0 ) = l - P ( ( = 0 )  =  - i i ^ ^ . (6.32)

где р =  ( 4 )  < 1 .
Это еще один важный показатель — вероятность ожидания 

положительной длительности. Кроме того, для больших с Полячек 
получил выражение

9 с]Л2пс (1 — р)2 L ^  \ c J i

4. Вычислим теперь вероятность того, что время ожидания 
будет меньше t, т. е. P ( < t )  =  1 — P { > t ) .  Пусть t =  Т +  s, где Т — 
целое число временных единиц, а s — дробная часть. Пусть Ь„ — 
вероятность того, что не более п требований из числа находя­
щихся на обслуживании в данный момент времени будут обслужи­
ваться в момент времени s, а Ьтс+с-\ — вероятность того, что после 
момента времени s на обслуживании будет находиться не более 
Тс-\-с— 1 требований, и, следовательно, после момента времени 
.5-1-7’=^ будет обслуживаться не более с — \ требований, так как 
обслуживание с требований заканчивается за 0|Дну единицу вре­
мени, и, значит, обслуживание Тс требований закончится за Т еди­
ниц.

Тогда
Р  {К  t ) ---Ьтс->гС-\- (6.33)

Заметим, что

2Lk"!̂  ( n - k ) \ ■ = 0
(6.34)

Пусть
oo

7? (г) =  2  при 12 К  1 *-0 (6.35)

и

Q (2) =  2  =  e-"" 2/1 = 0 Л = и
(6.36)

202



R{z)

(6.37)

(6.38)

является

(6.39)

Тогда
R (z) =  Q(z)e^^^-^> =

=  a ,-i (2 -  2 i ) . . .  (г -  2^_i) S
]  = 0

Коэффициент при равен

h _  V  V  ^ [-X(m +  5)]^-'"^+^-»~* X(m+s)
‘’rt+t-i — 2 j ^  (^„дас +  с— 1 — ife)! ®

m = Qk = 0

Более удобным способом для получения Ьт̂ +с-х 
использование функции

.ас_,(2 — г,) ... (г —
l_ ^ g X ( l-^ )

которая имеет полюс в точке г — 1 [несмотря на то, что функция 
Q(z) не имела такого полюса, так как ее числитель имел нуль 
в точке 2 = 1]. Разложим функцию R(z) в ряд Лорана до следую­
щего полюса, который является действительным. Чтобы показать, 
что следующий полюс является действительным, рассмотрим выра­
жение

При возрастании z от значения 2 = 1  производная данного вы­
ражения положительна. Но при г —* с о  это выражение обращается 
в нуль. Следовательно, существует такое значение Го, при котором 
это выражение принимает значение, равное единице, и, таким об­
разом, знаменатель функции R(z) обращается в нуль. То, что Го — 
первый полюс, следует из соотнощений

(1-г) _  (1-г cos в)^1 (с9-Хг sin в) ^  _  ^̂ 19̂

1 при 1 < г < Г о .

Так как 2 = 1  есть особая точка, то можно записать 

R(z)  =  -  ^ - \ - H { z ) ,

где функция H(z)  аналитическая внутри круга |2 1 </"о.
оо

Пусть Я ( 2 ) =  2  При 1 <  |2| <  Го функцию R(z )  можно
п = 0

разложить в ряд Лорана, записав ее знаменатель в виде

_ 2 V < ^ " ^ '[ l______ i____ 1

Таким образом,
R{z)  =  - a c - i ( z ~ Z i ) . . .

. . .  (2 -  2 ,_ , )SЛ = 0
(6 .40 )
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Затем получим
о о

H { z) =  R{z) +  - ^  =  R{ z) +  Y^-1^ п р и  K \ z \ < r o .
п = 1

Заметим, что при |2 |> 1
1

2Г— 1
/г = 1

Это позволяет определить H{z).  Но функция H{z)  аналити-
оо

ческая также ипри|г| <  1, и функция (1 — г)~ ‘ =  2  •г" аналити-
п = 0

ческая при | г| < 1 ; следовательно, можно получить разложение 
функции R{z)  при | г| < 1 , откуда находим искомые коэффи­
циенты.

о о

5. Используя выражение 2  >̂ Рп и проведя аналогичный
л = 1

анализ, можно показать, что среднее время ожидания равно
с —1

1 . >.2_с2+-с
И", =  т Е тА = 1 ■̂ к 21 (с —  X)

(ixy

/ = 1 l j - = i c  J  = ic-hl

(6.41)

гдеЕсли желательно пользоваться постоянной р =  —
——  постоянное время обслуживания, принятое равным одной
временной единице, то можно заменить X на рс. Читатель может 
показать справедливость этого, произведя анализ размерности W^.

6. При с — \ имеем (см. гл. 3)

Р { <  О =  (1 -  Р) S  , (6.42)
t=0

где k — наибольшее целое число, не превосходящее р.̂ , и
о о

Укажем на то важное обстоятельство, что для системы с экспо­
ненциальным временем обслуживания время ожидания при регу­
лярном входящем потоке составляет половину среднего времени 
ожидания при пуассоновском входящем потоке при одинаковой 
интенсивности поступления требований. Таким образом, более вы­
годно иметь регулярный входящий поток.
204



Wa 1

Среднее время ожидания для требований, которые ожидают 
положительное время, равно

(6.44) 

выра-

(6.45)

Р(^>0) 2^х(1-р) •
7. Для общего случая Молина получил приближенное выра­

жение

где
1 1 —  р

с - 1

— р) С+1 l — f  ’

■

P { t > 0 )  = --------------

s ® + ш
с — X

(6.46)

В последнем выражении было принято р = 1 . Чтобы получить 
выражение, содержащее р, нужно заменить к на .Г"

8. В качестве примера проведем вычисление среднего вре­
мени ожидания Wq при с = \  с помощью альтернативного ме-

____  _ _ __ La
, гдетода, предложенного Фраем [271]. Известно, что U7̂  =  —

Z,, — среднее число требований, находящихся в очереди. Но 
Lg =  L — p, где р — загрузка системы (если р = 1 ,  то р =  Х) и

со

L - ^ t i p n -  Значение этого выражения можно получить, вы-
п=0

числив S  что позволяет найти L.
п = 0

Итак,

5 = 2  S  Pn+i-h ------ Ь Рй- ®
Л = 0

Заметим, что
л=0

п\ (6.47)

оо л со со

S  S  =  S  2 .
л = 0 й = 0  k = 0 n = k

(6.48)

S( Х̂ б—̂ \п? [ — находим следующим образом:

оо
х«

Л = 0

п\
X=  е ,

dX ^  п\ ^  п\ ^
л=0 л=1

.  ̂ . со
d  Х  ̂ 1  ̂ V Х/2-2

Л = 1 л = 2
(6.49)

205



После упрощения получим, что среднее выражение соста-

Х2
D с*' Xвляет -Tj-— Таким образом, D  — Хе (1 + Х ). Следовательно,

п\ (6.50)
п = 0

При двойном суммировании положим /га =  л — А +  1, тогда

Л=0 л=Л ft = 0
2  "^^Рш+
m = l

ft^-X

ft = 0 m = l

Окончательно имеем
5 = 5  +  2 ) X - 2 Z  +  ( l - / ? o ) X ( l + X ) - 2 ( l

'^Pm -
m - \

(6.51)

+  (1 -/^ о)+ /> оМ 1+ > ^ ). (6.52)
Но

Р й =  \ — X, (6.53)
поэтому

,  Х2 —  2Х 
2 ( Х - 1 ) (6.54)

и
( Х 2 - 2 Х )  , ,

TV7 _  2 ( Х - 1 )  X
X 2 (1  — X) • (6.55)

Если необходимо получить результат для общего значения 
времени обслуживания jx, то, заменив X на — =  р, получим

w „9 2 ( Х ( 1 - Р ) -
9. Эверетт [228] приводит метод вычисления для больших 

значений п, используя то обстоятельство, что для больших «  
справедливо соотношение Рп+\‘̂ Р п К  или, в более общем виде, 
Рпл-с~^ ‘̂ Рп'> где /С — постоянная, зависящая от числа каналов с 
и от X (время обслуживания снова принято равным одной вре- 
меннбй единице). После подстановки этих значений в систему 
уравнений и упрощения можно просуммировать полученные 
ряды, которые для больших п можно заменить бесконечными 
рядами. Это приводит к следующему соотношению, которое 
дает возможность получить ЛГ:

к)
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Показано, что постоянная К аналогична загрузке р для много­
канальной системы с экспоненциальным временем обслуживания. 
Заменив в щредыдущей задаче р на К, получим оценку для системы 
с постоянным временем обслуживания, которая подставляется в си­
стему уравнений для нахождения вероятности р„. В данном слу­
чае р„ есть новая оценка. Затем значение р „  используется в этих 
уравнениях и т. д. до тех пор, пока не достигается стабильное со­
стояние. Этот итерационный метод был успешно проверен Эверет­
том.

6.3. Пуассоновский входящий поток, 
эрланговское время обслуживания

В этом параграфе рассматривается система ЛГ/Я*/!, а в следую­
щем — система При эрланговском распределении времени
обслуживания можно считать, что требование, поступившее на об­
служивание, проходит k фаз обслуживания. Эти фазы имеют оди­
наковое экспоненциальное распределение с параметром pk. Как 
уже было показано в гл. 3, плотность распределения суммы k слу­
чайных величин, которые являются взаимно независимыми и имеют 
одинаковое'  экспоненциальное распределение с параметром pk, 
равна £*.

В этом параграфе плотность распределения £* будет употреб­
ляться также и для входящего потока с математическим ожида-

Xнием, равным-^, что, по существу, означает, что используется

только часть требований, поступающих по закону Пуас­
сона; Ё обоих случаях результат, полученный для распределения 
Эрланга, говорит о том, что можно изучать задачу в более широ­
ких предпрсылках; это уже пояснялось в гл. 3.

В гл. 4 было рассмотрено решение задачи для многофазового 
обслуживания в переходном режиме. По соображениям, связан­
ным с историей вопроса, рассмотрим указанный случай при неко­
тором изменении распределения времени обслуживания для ста­
ционарного Состояния одноканальной системы с пуассоновским 
входящим потоком с параметром Я при обслуживании требований 
в порядке поступления. Общее время обслуживания требований 
имеет эрланговское распределение с плотностью

Напомним, что эта функция есть распределение хи-квадрат 
с измененным масштабом и 2k степенями свободы. Математиче­
ское ожидание этой случайной величины равно — (оно в k раз 
меньше математического ожртдания длительности каждой фазы).
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Пусть Pn{t) — вероятность того, что с момента времени t для 
ог:ончания обслуживания тех требований, которые поступили в си­
стему раньше t, необходимо выполнить п фаз обслуживания. По­
следнее число мы будем для краткости называть «фазой системы». 
Каждое поступающее требование увеличивает фазу системы на к, 
а Б каждый момент времени, когда завершается одна фаза обслу­
живания, фаза системы уменьшается на единицу. Таким образом,

Р„ {t +  ДО =  (О [1 -  +  h )  Щ  +  ^«+1 (О - f
+  Р „ _ , ( 0 Ш .  д > 1 .  (6.56)

Аналогично находим выражение для п =  О- При /  <  О имеем 
Pj (О =  0. Обычным способом эта система приводится к следую­
щей системе уравнений для стационарного состояния:

Х/>о =  ^Р/?1, (6.57)
(X - f  k) )̂p  ̂=  k^p„+1 +  lp „-„ , л >  1.

Загрузка системы составляет р =  - ^ .  При у < 0  имеем pj = 0.
Если разделить каждый член на (л и ввести производящую 
функцию

оо

P{z )  =  ^ p , ^ \л-0
ТО, след уя Кроу, обычным способом  получим

Р ( 2 ) = . Ро
Г (1 - г » )  I

Р [̂ (1 _ г )  J /1 = 0

= р о  2  р " (г + 2 ® +  ••• + 2 0 " -п = 0
(6.58)

Так как Я(1) =  1, то Я о =  1 ~  ^Р-
Заметим, что при к =  \ задача вычисления р„  нам уже зна­

кома. При произвольном к столь же легко найдем:

(1_2^)« =  2 ( - 1 ) ' ( ” ) 2 “
- / = 0

со оо • 1 \

/ = 0  7=0
как

Следовательно,

2” (1 +  2 +  . . .  +  2^-1)« =  2  2  ( - 1 С/  )  ( ” ~  ^

так как

7=0/=0
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P{z)  =  (1 — Ар) 2  p"* X
m = 0

oo m .

J = 0 i = 0

Коэффициент ири z", где /г— / + i A  +  /w, равен
m + у — 1

j; , „ = ( 1 - А р) 2 рП - 1 ) ^ ( 7 ) ( ' ” ^ Г ^ ) -

(6.59)

(6.60)

Здесь суммирование производится согласно указанному разбие­
нию числа п. Например, при А =  2, п =  7 имеем

Р 7 = (1 - 2 р )  (4р1-Ь10р5 +  6р« +  р )̂.
Среднюю величину фазы /.фаз можно получить непосредственно

оо

из промежуточных уравнений путем вычисления 2  как это
Л = 1

было выполнено для случая постоянного времени обслужива­
ния. Таким образом, имеем

оо со оо

(1 +  р) 2  tPPn =  2  +1 +  Р 2  rPPn-k^
л=1 п=\ n = k

или, в другой форме записи,

(1 +  р) 2  п?Рп~ 2  ( « -  +  р 2  (л +  kfpn-
п=1  л=1 л=0

Произведя вычисления, получим
2 ( l - A p ) / :ф a з = ( l - p „ ) - f p A ^

Средняя величина фазы системы равна
г __ (  ̂+  1)
i-фаз — 2 (1 _  ySip) ’

а среднее время ожидания для одной фазы —
^  __ р̂ ~1~ 1)

фаз ■ ■2(л(1-^р) ’

(6.61)

(6.62)

(6.63)

откуда путем деления на k получим среднее число требований, на­
ходящихся в системе, и среднее время пребывания в очереди:

р(* +  1) _ (6.64)2 (l-.fep) - 0 - т ) ’
ту/ __ Р (  ̂+  1) __ (т)“ + '> (6.65)? 2}»(1— *р) 2^ ^ ( l —

14 Зак. 2076 209



6.4. Одноканальная система с эрланговским 
входящим потоком и экспоненциальным 
временем обслуживания

Предположим, что входящий поток имеет эрланговское распре­
деление

dA (О =  e“ V " V / fГ(*) (6 .66)

с математическим ожиданием, равным - у . Поток с таким рас­
пределением эквивалентен пуассоновскому потоку с параметром Я, 
из которого в систему направляется каждое ^-е требование.

Допустим, что время обслуживания имеет экспоненциальное 
распределение с параметром р. Р. Джексон и Николс [371] начи­
нают исследование с некоторых упрощающих приемов. Предста­
вим состояния системы в виде (П], Пг). где П\ — число требований, 
поступивших из исходного пуассоновского потока с момента по­
ступления последнего требования на обслуживание, а пг — число 
требований, фактически находящихся в системе. Таким образом, 
0 -< « 1<А, а переход { k — 1, По)-*{0, Пг+1) характеризует схему 
входящего потока. Если принять, что n = k n 2+ni,  то пара чисел 
(« 1, Пг) однозначно определяется с помощью целой части вели­
чины, заключенной в квадратных скобках.

Обозначим через Pn{i) вероятность того, что в момент вре­
мени J  система находится в состоянии п. Тогда уравнения для ста­
ционарного состояния будут иметь вид

' P̂o — V'Pk — O, л =  0,

'>̂Рп -  \̂ Pn+k -  ^Рп-1 =  0, к  /г <  ^ -  1, 

ЦРп -  \̂ Pn+k -  ^Рп-\ =--0, га >  к.

(6.67)

Пусть

P (2) =  2 j»«2:" И
и

Чтобы получить Р^г), умножим приведенные выше уравнения 
на z’ ,̂ просуммируем по указанным значениям га и произведем 
сложение найденных результатов. Получим Следующее выра­
жение:
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k-\
(X/»o -  ^Pk) +  2  (X/>„ — -  x/7„_,)2" +Л = 1

+  2  iV-Pn +  ~̂Pn -  V-Pn+k -  '^Pn-l) 2" =  0. (6.68)л = Л
После упрощения получим

оо оо со оо

2 PnZ" -  [12 pn+kZ’  ̂-  X 2 p n -\ z" + 2 v-PnZ"= оrt=0 л=0 л=1 n̂ k
или

5^ (2) -  ^  (-г)+ (̂  2
/2 = 0 Л = Л

Дальнейшее упрощение приводит к выражению 

\P{Z) -  -ktPiz) -  ( ^  -  2  Рп^ =  ^
n = k

ИЛИ
[ А-1

/2 =  0
{Z) =  0, (6.70)

откуда находим

P {z )

Окончательно имеем

*-г

я = 0

Х г —  X +  - p f  —  (Л

ft-i
(а(1—г*) 2  Pnг'̂

, Р ( г ) = - л = 0

А-1
(1 — г*) 2  PnZ"

Л = 0Хгг*+1 — Хг* +  ц — 1>.г" рг*"*"* — (р +  1 )2 *+ '1 (6.71)

Нужно вычислить неизвестные вероятности, появившиеся в пра­
вой части выражения. Функция P{z )  должна сходиться, по край  ̂
ней мере, внутри единичного круга. В данном случае знаменатель 
имеет k + l  нулей. Применяя к знаменателю теорему Руше, полу­
чим, что k этих нулей лежат внутри единичного круга или на его 
границе.

Таким образом, е с л и /(г )  =  —г* (р +  1). g (г) =  р2:*+‘ +  1, абсо­
лютные значения этих функций на окружности 12 [ =  1 -|-8 удо­
влетворяют теореме Руше, и, поскольку функция f(z ) имеет к ну* 
лей внутри этого круга, то сумма функций /  и равная знамена­
телю, также имеет там к нулей. Один нуль знаменатёля равен
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k-l
z = l ,  a k — 1 нулей должны совпадать с нулями ^pnZ"- В про-

/г = 0
тивном случае {P{z)  не будет сходитыся для значений z внутри 
единичного круга, вследствие того, что какой-нибудь из нулей зна­
менателя не совпадает с нулем числителя. Следовательно, один 
нуль знаменателя находится вне единичного круга; обозначим его 
Zq. Затем, приравняв общие множители числителя и знаменателя, 
можно записать

{ z - \ ) { z -  Z,) 2  Р ^ " =  л  [pz>‘ +̂  -  (1 +  Р) +  1 ], (6.72)
л = 0

где А  — постоянная. 
Имеем

P { Z ) :

k-l

п = 0 
Zn —  Z

Определив А из условия Р(1) =  1, получим

(г-о-1) 2  -г"
/1 = 0

(Zo —  Z )k
(6.73)

Дифференцируя эту производящую функцию, можно показать, 
что

Ря = ------- й-------, П < ^ - 1 ,

p .= J ^ ------- n > k . (6.74)

Вероятность того, что в системе находится п требований, равна
nkA-k—l

Р п =  2 .  Р р  (6.75)j = nk
откуда -

Ро =  1 - р ,  P „ = { l - z - ^ ) z ^ i ^ ^ - ^ ) K  (6.76)
Для пуассоновского входящего потока, т. е. при k — \, ве­

роятность Рд того, что в момент поступления требования в си­
стеме находится п требований, равна Р„;  при ^ >  1

Qn ^Pkn+k—l (1 Zq) Zq

Q ^ = l - z - K  (6.77)
Распределение времени ожидания имеет вид

(/) =  2  Q„ е - " '=  2о-*Х(2о -  1) ехр [-Х (^о -  1) /]. (6.78)
П
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Распределение времени ожидания для тех требований, для ко­
торых оно положительно, имеет вид z^w{t) и, как показал Смит 
(см. гл. 9), является экспоненциальным.

Теперь найдем решение для регулярного входящего потока
, |0, л < 1 ,

'’ <•'> =  11, л :> 1 .
kДопустим, что k —*Q и X—»0 таким образом, что-^- =  1- 

Пусть Zq =  1 И - и  РУ =  1 — е~^- f -0 (^ “ ‘ ), откуда 

z,  =  \ + ^  +  0 {k-^) ,

где Уо — действительный положительный корень уравнения 
. _  (̂  —

У
После подстановки в выражение для Р„  получим

—  Р.

Я „ = p ( l - e - ^ » ) e - ^ " ' ^ ^ ^  п > \ ,

Qn =  РУо (1 -  РУо)" =  (1 -  е- “̂)
W ( )̂ =  е~^> (1 — е“ "̂) ехр [—р. (1 — е̂ °) . (6.79)

6.5. Эрланговский входящий поток, 
постоянное время обслуживания

Приведенная в гл. 3 методика вычисления распределения вре­
мени ожидания для системы с пуассоновским входящим потоком 
и постоянным временем обслуживания, равным одной временной 
единице, может быть применена для общего случая, когда

—Хх,Ч х.

Равенство с= 1  соответствует частному случаю. Введем оператор 

2 : ( с - 1)1 —1 >

с помощью которого после преобразования переменных получим 
выражение

Я(гу) =
J  Я ( и ) 2 е ~ ^ ‘“+ '“ “'^ и ,  ■ а у < 1 ,О

оо

J Я (и )2 е "^ ‘“+̂ “ “'^и , ® > 1 .
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преобразование Лапласа—Стилтьеса имеет вид
оо

—— — Tf (s) — S J  Р  (и) 2е “ ^̂ “ :----------^Л- 1  (S)Т (S) = ( X - s y i c ^ - s _  (X— s y

где /(._i (s) — многочлен (г — 1)-й степени относительно s.
Можно показать, что при  ̂<  1 знаменатель имеет ровно с 

нулей (в полуплоскости P ( s ) ^ 0 ) ;  обозначим эти нули
So =  0 , S], , 5^_].

Имеем
P ( s i ) > 0 ,  1 = 1 , . . . ,  с — 1.

Поэтому в данных точках числитель также обращается в нуль. 
Окончательно имеем

T(s)
_  ( с — X)

С =  1 ^
XCg-i —  П — 5ь

Положив S —> о о ,  получим (см. определение)
Х^-1(с —X)Р (  =  0) с - 1

П Sft
ft=l

Разложив f  (s) © ряд по степеням s, можно вычислить моменты 
распределения. Так, среднее время ожидания равно

С — 1

IV /  _ V  1 . 1 Х2 —  С2 +  С
Sft 2 Х(с — X) •

к = 1



Г л а в а ?

ГРУППОВОЕ ЛОСТУПЛЕНИЕ ТРЕБОВАНИЙ 
И ГРУППОВОЕ ОБСЛУЖИВАНИЕ

7.1. Введение
До сих пор мы рассматривали системы массового обслужива­

ния, в которых клиенты прибывали и обслуживались поодиночке. 
Однахо существуют такие ситуации, когда клиенты могут прибы­
вать группами и обслуживание их также должно быть групповым. 
К примеру, несколько человек могут пойти в ресторан одной ком­
панией и будут обслужены все вместе. Телефонистка может полу­
чить несколько междугородных телефонных вызовов одновре­
менно. В одно и то же время лифт обслуживает несколько чело­
век. Даже в том случае, когда самолеты прибывают в аэропорт 
поодиночке, при рассмотрении процесса обслуживания прибыв­
ших пассажиров выясняется, что в некотором смысле можно 
применять допущения о групповом поступлении требований, 
как, например, при проведении таможенного досмотра групп пас­
сажиров. Заметим кстати, что пассажиры прибывают на обслу­
живание не все одновременно, так как идут обычно небольшими 
группами.

В данном случае мы имеем дело с более общим типом задачи 
массового обслуживания, частным случаем которой является ор­
динарный входящий поток и обслуживание одиночных требова­
ний. Для многих практических приложений единственно реаль­
ными являются допущения о групповом поступлении требований 
и групповом обслуживании.

Мы выведем зависимости для среднего числа ожидающих тре­
бований и среднего времени ожидания в случае стационарного 
состояния одноканальной системы с пуассоновским входящим по­
током и произвольным временем обслуживания, в которой требо­
вания обслуживаются группами, не превосходящими определен­
ного числа S.  Так, всякий раз, когда обслуживающее устройство 
освобождается, на обслуживание поступает s требований, если 
число требований, находящихся в очереди, не меньше s. В про­
тивном случае на обслуживание поступают все требования, нахо­
дящиеся в очереди. Будем исходить из работ Бейли и Даунтона 
[21, 188, 189]. Для наших выкладок потребуется простое понятие 
о вложенных цепях Маркова, введенное Кендаллом [428].
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Кендалл использовал то обстоятельство, что ]МОжно исследо­
вать одноканальную систему с пуассоновским входящим потоком 
в моменты времени, когда требования покидают систему. Эти мо- 
хменты являются моментами (точками) регенерации (понятие, вве­
денное Пальмом). Согласно методу Кендалла момент времени 
является точкой регенерации, если информация о поведении про­
цесса до этого момента времени не влияет на прогноз дальнейшего 
поведения процесса; это марковское свойство, но требуется, чтобы 
оно было выполнено лишь для отдельных моментов времени. Мар­
ковский процесс является именно тем процессом, для которого 
каждый момент времени является точкой регенерации. Эффект 
метода Кендалла заключается в том, что задача приводится к за­
даче для марковской цепи с дискретным временем, несмотря на 
то, что сам процесс массового обслуживания может и не быть 
марковским.

Понятие о точках регенерации может быть применено и к мо­
ментам поступления требований, если время обслуживания имеет 
экспоненциальное распределение.

Для произвольного входящего потока и произвольного времени 
обслуживания единственно возможными точками регенерации яв­
ляются такие моменты времени, в которые одновременно посту­
пает новое требование и обслуженное требование уходит из 
системы (что случается исключительно редко), или моменты вре­
мени, в которые поступающее требование находит систему сво­
бодной (что является случайным событием). Однако в последнем 
случае весьма сложно установить соотношение между точками 
регенерации.

Заметим, что необходимо предполагать пуассоновский харак­
тер входящего потока, для которого число требований, находя­
щихся в очереди в момент времени, когда обслуженное требова­
ние покидает систему, и число требований, поступающих за время 
следующего периода обслуживания, взаимно независимы (чита­
тель может убедиться в этом на примере вывода формулы Поля- 
чека—Хинчина). Для входящих потоков более общего типа можно 
ожидать наличие зависимости между указанными двумя величи­
нами.

7.2. Пуассоновский входящий поток, 
групповое обслуживание

Рассмотрим систему с пуассоновским входящим потоком и 
произвольным распределением времени обслуживания B(t) ,

Введем вероятности перехода Гф Каждая из этих постоянных 
обозначает вероятность того, что следующим состоянием будет £ } 
(т. е. в очереди будет находиться j  требований) при условии, что 
предыдущим состоянием было Е̂ . Длина очереди измеряется 
в моменты времени (точки регенерации), непосредственно пред- 
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шествующие окончанию обслуживания группы требований, или, 
что то же самое, в моменты времени, следующие непосредст­
венно за окончанием обслуживания группы требований. Если обо­
значить через (У =  0, 1, . . . )  вероятность того, что система
в момент времени, предшествующий началу обслуживания, на­
ходится в состоянии Ej, то очевидно, что «у получим из путем 
умножения Ki на Гу и суммирования по i, чтобы учесть все воз­
можные пути перехода из состояния f,- в состояние Ej. Если 
система находится в состоянии статистического равновесия, то

— S
1 =  0

(7.1)

(См. § 7.6, где определяются вероятности р^.) Заметим, что для 
не установившегося состояния в левой части имеем 
а в правой — п".

Так как необходимо получить для всех у, то вначале нужно 
найти способ определения Гу. Заметим, что мы будем иметь дело 
с величиной Яу-, которая не обязательно будет выражать в любой 
момент времени вероятности для действительно стационарного 
состояния.

Вероятность поступления за время t требований пуассонов­
ского потока равна (И)" е -It

(п — 0, 1, 2, . . . ) .  Пусть B(i) — функ­

ция распределения времени обслуживания ĵ ee производная, если

она существует, равна Предположим, что дли­
тельности обслуживания, которые одновременно являются проме­
жутками времени между двумя последовательными уходами тре­
бований из системы, имеют взаимно независимые распределения. 
Тогда вероятность поступления п требований за произвольно вы­
бранный промежуток времени обслуживания равна

п =  0, 1, 2,
О

(7.2)

где интеграл взят по всем интервалам t, имеющим распределение 
5 (0 -  Введем обозначение

со оо

АГ(2) =  2 ^ « ^  =  1 = (7.3)
п = 0 о

Существует простая связь между K(z) и преобразованием 
Лапласа—Стилтьеса р(г) функции распределения времени обслу­
живания.

217



Умножив обе части равенства (7.1) на и просуммировав
по j, получим

Р  (2) =  2  =  2  2̂  2
j = 0  J = 0  1=0

(7.4)

Так как обслуживание производится группами, содержащими 
не более s требований, то изменение числа требований, находя­
щихся в системе, от i к /  получим, когда все i требований обслу­
живаются в составе одной группы (при — 1) и поступает /  
требований или когда (при i ^ s )  обслуживается s требований, 
i  — S требований остается в очереди, поступает еще / — (/ — s) но­
вых требований и общее число их становится равным /. Наконец, 
при i > j + s  имеем Гц = 0 , так как даже в том случае, если обслу­
живается S требований, число их не может уменьшиться до /. Та­
ким образом,

(kj при о f •< S — 1,
при / - { -  S >  / >  S, (7.5)

о при / >  у +  S
п kj =  0 при j  <  0.

Итак, имеем ^

Р  (г) =  2  Z’  (  2  +  2  =
 ̂ у=0 \ t=0 J

=  А'(г) 2  ’'г +  2  z^{п kj +  . . .  +  (7.6)/=0 j^O  ̂ '
Заметим, что +  . . .  -Ья^+уh  — свертка двух последователь­

ностей. Мы воспользуемся тем обстоятельством, что производящая 
функция свертки равна произведению производящих функций ис­
ходных последовательностей. Производящая функция последова­
тельности {kj}  равна K{z) ,  а последовательности {я^+у}—.

2  «у+уг-' =  2  ■̂ lẐ ~̂ ‘
Далее,

у=о i^s
оо г 5 - 1 - 1

' 2  '^iZ^ =  Р  (2) — 2  ^̂ lẐ  2 -''
i = s  L «=0 J

Окончательно получаем соотношениеР  (2) = Л Г  (2) 2-^ [ Р  (2) - f  '2  ’ 'i (2̂  -  20]  . 
Разрешив его относительно Р (г ) , находим

Р (2) = 1=0

(7.7)

(7.8)

(7.9)
К{гУ 1
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Здесь неизвестные вероятности яо,. . . ,  л^_1 определяются с уче­
том того обстоятельства, что для сходимости функции P{z)  внутри 
единичного круга и на его границе нули числителя должны сов­
падать с нулями знаменателя внутри круга |2| =  1 б для малых 
положительных значений б. Эти условия выполняются для приме­
ров, рассматриваемых ниже.

В этом параграфе будем считать, что длительность обслужи­
вания распределена по закону хи-квадрат с 2k степенями свободы, 
т. е. что она имеет эрланговское распределение

kгде среднее время обслуживания —  связано с загрузкой соотно-f**
щением

=  ’'л/=^+1
Среднее число требований, поступающих за время обслужива­

ния, равно среднему числу фактически обслуженных требований 
в группе. Заметим, что в такой системе стационарное состояние 
может наступить при р<1,  и будем полагать, что это условие вы­
полняется.

Теперь, используя (7.2) и (7.3), получим
Р5(1 — z) ~\ -  л/С {2 )= [1 (7.11)

Если рассмотреть знаменатель выражения (7.9), то можно по­
казать, что внутри круга |2 | < 1  он имеет s —1 простых нулей г, 
отличных от 2 =  1.

Замечание. Для определения числа нулей к функциям 2* и 
2  ̂— K{z)  внутри круга |zl =  l-f-6 и на его границе применяется 
теорема Руше. Внутри единичного круга и на его границе не мо­
жет быть кратных нулей: в противном случае как знаменатель, так 
и его производная будут обращаться в нуль, и, разделив оба эти 
выражения, мы получили бы р>1, что невозможно.

При Z —►! имеем P { z ) —>\. Таким образом, применяя к (7.9) 
правило Лопиталя при z —*l,  получим

* 2  (S- » )  «,. =  s - p s .  (7.12)

Эти уравнения совместно с s —1 уравнениями, которые получа­
ются при подстановке в числитель соответствующих нулей знаме­
нателя, образуют невырожденную систему уравнений (т. е. опре­
делитель матрицы коэффициентов не обращается в нуль), 
с помощью которой можно определить вероятности Лу, а затем 
нормировать их. Если коэффициенты, соответствующие данному
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значению записаны в столбец, то вычтя из каждого столбца со­
седний с ним левый столбец, получим новый определитель, и, на­
конец, из каждой строки вынесем общие множители.

Получим:
1 1  ... 1
1 - 1

1 _ 1

S — I
П (Zi 1) . (7.13)

Этот определитель не обращается в нуль, так как все значе­
ния Zi различны и ни одно из них не равно единице.

Рассмотрев (7.11), заключаем, что знаменатель в формуле 
(7.9) имеет k нулей Zj, лежащих вне единичного круга, так как 
всего имеется s +  k нулей. Следовательно, после сокращения 5 об­
щих множителей числителя и знаменателя, т. е. г — 1 и z — Zi 
(i =  1, . . . ,  5 — 1) [в противном случае для этих значений не суще­
ствовало бы значение P{z)  внутри единичного круга], имеем

Р (^ )= п гт т г4 -------- . (7.14)
П ( Z J - Z )

J  =  S

где Л — коэффициент пропорциональности.
Положив z = l  и используя условие Р(1) =  1, можно также за­

писать
 ̂+ л — 1 ,

Z J — I
P { Z ) =  П

J  = s
-Z' (7.15)

откуда путем разложения на простые дроби можно получить Яу.
Замечание. Краткое изложение методики нахождения нулей 

функции см. в работе Даунтона [189].
Подставив в выражение для P{z)  значение г =  е , получим мо- 

ментную производящую функцию М(6) ,  а. взяв логарифм от по­
следней, получим производящую функцию семиинвариантов ф(0).  
Среднее число требований, находящихся в очереди, найдем, взяв 
первую производную от производящей функции семиинвариантов 
по 0 цри 0 =  0. В результате получим

S k  — 1 
2  (2/'
j  = s

1)-

Вторая производная дает дисперсию
+ /5 — 1

2  Z j { Z j - \ ) -
i^s

(7.16)

(7.17)
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Упражнение. Проверьте справедливость последних двух 
формул.

Для экспоненциального времени обслуживания в формуле 
(7.15) следует положить k~\\ получим

Р {г )  = 2s~  1 
г'с — г

где 2  ̂— единственный нуль, расположенный вне единичного 
круга.

Вероятности образуют геометрическую прогрессию.
Для постоянного времени обслуживания принимаем со 

и 5 —>*оо, их отношение сохраняется равным единице; полагаем 
PS---L Это приводит к бесконечным произведениям. Положив 
 ̂ > оо в выражении для К (г) при непосредственном анализе, по­

лучим выражение
-1

=  (7.18)

Так как знаменатель в формуле (7.18) имеет 5 нулей Zi внутри 
единичного круга и на его границе, то числитель можно записать 
в следующем виде:

S — 1  ^

(7.19)2  (2^ — 2 ^  =  ( 2  (2 — 1) П  ( Z —  Zi) ./=0 \^=0 V  i=l

Совместно с s уравнениями, прихменявшимися ранее для опре­
деления это соотношение используется при получении выра-

S-1
жения для 2  Здесь снова употребляется определитель мат-

; = 0
S —1

рицы коэффициентов, где 2  считается постоянной величиной.
Так как для определения 5 неизвестных имеется s + l  уравне­

ний, то определитель расширенной матрицы должен обращаться 
в нуль. Вычитаем из каждого столбца соседний с ним левый стол­
бец; оставляем предпоследний, т. е. 5-й, столбец без изменений; 
выносим за скобки общий множитель из каждой строки и прирав­
ниваем нулю определитель, отбросив вынесенные множители (так 
как их произведение не равно нулю); затем производим раз­
ложение по элементам первой строки и сокращаем общие мно­
жители.

Имеем выражение
5—1
2j=0

i s - p s ) ' n  ( \ - z , ) - \ (7.20)
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(7-21)
Аналогичным способом найдем выражения для среднего числа 

требований, находящихся в очереди, ^

(7-22)
/  =  1

Подставив значение равенства (7.20) в (7.18), получим

И дисперсию

^ (5  +  2р5) -4- 6р^ (S  —  р5)2 —  (S  —  p s y  

12 ( 5  —  р 5 ) 2

-̂1
(7.23)

г- 1

7.3. Преобразование Лапласа функции 
распределения времени ожидания

Обозначим через C^iw) вероятность того, что если к началу 
обслуживания требование окажется г-м в группе, то его время 
ожидания будет меньше или равно w. Вероятность того, что тре­
бование, которое является г-м в группе, поступает в промежутке 
времени {t, t+dt ) ,  равна Wrdt, где — среднее число г-х требо­
ваний, поступающих за время —  (кроме того, это — среднее число

г-х требований, обслуженных за время , так как система нахо­
дится в статистическом равновесии).

Если E{t)  — среднее время обслуживания, то

W
1ZJ

J = r kE(t) * (7.24)

так как вычисление произведено ^ля г требований, и вероятность 
того, что в очереди находится не меньше г требований (а также 
среднее число г-х требований, обслуженных в каждом промежутке

V оо
времени обслуживания), равна 2  и при статистическом рав­

новесии среднее число периодов обслуживания за время —  равно
S

1 Заметим, что 2  '̂ .̂ =  1.
Теперь можно записать распределение- времени ожидания 

3 виде ^
C{w) =  i!^w ,C ,{w ), . (7.25)г =1
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Вероятность того, что за время <о поступит у требований, равна 
(ХдаУе-i— i-Tj------ , и, следовательно, выражение

оо

{Iw ye-^ ’̂ dC^iw) ;̂+г

î T

(7.26)

есть условная вероятность того, что в момент времени w в очереди 
находится j + r  требований, при условии, что имеется не менее г 
требований. Следовательно,

Я (г) =  ̂  . jz i  +  ( 2  J  е -  2  dC, (W) :
; = 0 \ i = г

в данном случае
оо

/ 0  /*0

(7.27)

(7.28)

Умножая обе части равенства (7.28) на и суммируя по г  
( 1 < ; г - < 5 ) ,  получим выражение

уИ (г) =  j  I — (1 — <г) IwdC{w) =  т [Х(1 -  Z)], (7.29)

которое связано с преобразованием Лапласа—Стилтьеса функции 
распределения времени ожидания. Заметим, что

уИ (2) =  2  ‘WrMj. (z).
Г = 1

(7.30)

Умножим (7.27) на z^~’’ и просуммируем по г (1 < !r < ;s ) .  Вос­
пользовавшись (7.24) и (7.9), получим

fw ) ]  ~  ̂

Из (7.29) и (7.31) можно найти преобразование Лапласа— 
Стилтьеса (с параметром р) функции распределения времени ожи­
дания

Т(Р) = ' ’ ( ’ - т ) г  1
pE(t) [р(Р) Ф (7.32)

где Р (р )— преобразование Лапласа— Стилтьеса функции распре­
деления .времени обслуживания.
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Из (7.10), используя то обстоятельство, что Л1(1) =  1, находим
X (1 — г) ■] * i + ft - 1

Ж (г) =  4 1 —-г п Z i  — 2 '
(7.33)

где Zi — нули, лежащие вне единичного круга. Искомое преобра­
зование Лапласа—Стилтьеса имеет вид

S +  k - l

Х(г, — 1 )+ р  • (7.34)

Пусть Х = 1 , тогда из (7.34) найдем среднее время ожидания
S +  k  — I

1E { w ) = k ~ l
2fx (7.35)

s +  k - l

( w )

i = s

( k - l ) { k - 5 )
12(1.2 (7.36)

Для постоянного времени обслуживания, если (х— оо и k —*oo  

и если при этом их отношение ~   ̂остается постоянным.

M { Z ) :
s — b 1 г  — г,п--  6 5̂0̂  (1 --  I 1 --2l

Преобразование Лапласа—Стилтьеса имеет вид

S — Ь г”р — \
— Ь 1— г/

(7.37)

(7.38)

S — 1
с /  \ V  1 I S (6 +  1 — S)
^ ( ^ ) = 1  ЬГ7: +  Л- (Г - ^ ) - ’

/  =  1
{s^b)

S -  1
S(6 — 5 +  2 )̂ 5(55 —  8 )̂ V  1

 ̂ 12 12 (s — by Z ^ ( l  — г )̂2*
i = l

(7.39)

(7.40)

Для случайной величины q, определяющей число требований, 
находящихся в очереди, при распределении времени обслужива-
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Ш1Я по закону хи-квадрат с 2k степенями свободы и при
Даунтон [189} получил формулы:

lim- 5(г^— 1)*

11т £ (£ ).
S2

к

у=1
[ S ( ^ ; - l ) p >

11m
S - *o o

Е {w) 1

/  = 1
«(•г/ — 1)

( f e- l )p
2k

l l m ! i W L = , y _____L
y_^oo 52 ^  Г5(2Г/ —

( f e - l ) ( ^ _ 5 ) p 2
12/fe2

Первые две величины можно найти с помощью производящей 
функции моментов распределения длины очереди

5 S

и т. д. в  пределе эта функция превращается в преобразование 
Лапласа функции распределения llm ^-|-^, которое имеет вид

(7.41)

Вторые две величины находим из преобразования Лапласа— 
Стилтьеса функции распределения отношения времени ожидания 
к числу требований в группе s. Это преобразование получим из
(7.34), заменив z на — .

Для случая постоянного времени обслуживания с помощью 
аналогичных, но более сложных выкладок, находя вычеты (боль­
шей частью в простых полюсах), Даунтон получил преобразование 
Лапласа функции распределения времени ожидания при s —* со

® (7.42)
в виде 

Отсюда
рг

11т
S-̂ oo

lim

s 2
02 ( W)    р2

S2 12

.. Е (q) .. а2 (q)lim— P =  lim ,C ' V

Само собой разумеется, llm ^ -^
S-*oo

1$ Зак. 2076

0 .
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Как показал Бейли, предельные свойства распределения длины 
очереди применимы и к распределению длины очереди в много­
канальной системе со случайным входящим потоком и постоянным 
Бременем обслуживания. В данном случае этот способ можно при­
менить и для того, чтобы получить аналогичные результаты для 
распределения времени ожидания.

Замечание 1. Групповое обслуживание и групповое поступле­
ние требований. Недавно Миллер-младший (568] рассмотрел этот 
ьопрос по-новому и исследовал случай группового поступления 
требований в одноканальную систему при групповом обслужива­
нии по принципу «первым пришел — первым обслужен». Требова­
ние, поступающее последним, может присоединиться к группе 
требований, уже находящихся на обслуживании, если число тре­
бований в группе не превышает заданного, или же оно не присоеди­
няется к ней и, следовательно, будет ожидать начала обслужива­
ния в составе следующей группы. Для того, чтобы обслуживание 
началось, не обязательно, чтобы число требований в группе до­
стигало заданного. Для второго случая получить решение трудно.

Для первого случая, когда требование, поступившее послед­
ним, присоединяется к группе, находящейся на обслуживании, 
Миллер-младший получил

оо оо схэ

АГ (2 ) =  2 zj j  aj {t) dB it) =  J e ~ ' '  (0 , (7.43)
/=0 0 0

где a, ( )̂ — вероятность того, что в промежутке времени [О, t\
оо

поступит у требований, и Q{z) — '^q]Zj, где qj =  P {N  = j )  =  Q прп

j  >  «о ДЛЯ некоторых щ, а N  — число требований в группе, по­
ступившей в промежутке времени [О, t\.

Из выражения
К  (г) = -----/ > ч (7.44)

^ + ( у ) 1  1 - р г )

ОН получил производящую функцию вероятностей для стацио­
нарного состояния системы, в которой входящий поток имеет 
геометрическое распределение ( 1— О < / ? < ! ,  а время 
обслуживания одного требования имеет экспоненциальное распре­
деление ВЦ) —  \ Искомая производящая функция имеет
вид

К
оо 1 /? -—

2 V  =  — 7— т у - -  (7.45)

Следовательно, распределение для стационарного состояния 
также является геометрическим с параметром у? Н----- .
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7.4. Биномиальный входящий поток, 
произвольное время обслуживания

в  этом параграфе используется метод вложенных цепей Мар­
кова.

Излагаемый здесь материал поможет читателю получить луч­
шее представление об этом методе.

Начнем рассмотрение с упрощенного варианта одной важной 
задачи, которая не решается аналитическим путем. Затем будет 
дано аналитическое решение простой задачи массового обслужи­
вания, которая может оказаться полезной при решении первой 
задачи.

Пусть на борту авианосца находится N самолетов. В течение 
промежутка времени Т в воздухе должно непрерывно патрулиро- 
ьать m<.N самолетов. Во время патрулирования самолетов авиа­
носец облегчен.

На авианосце имеется с ремонтно-технических пунктов. Про­
должительность обслуживания каждого самолета имеет экспонен­
циальное распределение, одинаковое для всех самолетов во всех 
пунктах. Самолеты поступают на обслуживание независимо друг 
от друга с вероятностью р. Распределение числа самолетов, тре­
бующих обслуживания, подчиняется биномиальному закону. Са­
молет, совершающий посадку в конце полетного времени Т, по­
ступает на обслуживание. Сколько самолетов должно быть на 
борту авианосца, чтобы с заданной вероятностью я: в любой мо­
мент времени в течение всего периода операции t патрулировало 
т самолетов?

Этот пример можно использовать для рассмотрения биноми­
ального входящего потока. Для углубленного изучения биноми­
ального потока читатель отсылается к .многочисленным работам 
Полячека. Здесь приводится лишь упрощенный анализ.

Мейслинг (561] рассмотрел одноканальную систему при обслу­
живании требований в порядке поступления. Этот автор предпо­
ложил, что ось времени разбита на интервалы определенной 
длины, в каждом из них может поступить одиночное требование 
с вероятностью р; поступление требований в различных интерва­
лах времени — события независимые. Вероятность отсутствия тре­
бования в течение интервала равна q =  I — р. Требования имеют 
взаимно независимые одинаково распределенные длительности 
обслуживания.

Получив среднее число требований, находящихся в очереди, и 
среднее время ожидания, Мейслинг переходит к пределу и нахо­
дит решение для непрерывного времени при пуассоновском вхо­
дящем потоке. Если промежуток времени t„ рассматривается как 
состоящий из п интервалов длительности Alf, то вероятность того, 
что за время t„ поступит т  требований, равна

pmqn-m 0 < » г < л .  (7.46)•4fn, я —■=С)
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При т у-  п эта вероятность равна нулю. Нетрудно показать, что 
Е [м\ =  й/7 и

E {m {m  — \ ) ] = n { t i — \)p .̂

Математическое ожидание числа требований составляет
) _  ^ [w] _  р

пМ Д̂ • (7.47)

Длительность обслуживания t имеет распределение, при кото­
ром время принимает значения, кратные М. Она задается веро­
ятностями Ь„ (п=0, 1, . . . )  того, что время обслуживания равно 
пМ (точнее, принадлежит соответствующему полуинтбрвалу с ис­
ключенным левым и включенным правым концом). Заметим, что

оо оо

2  Ь „= \ ,  E { t )  =  M  2  пЬ„, E [ t { t - U ) \ ^
л=0 п - 0

оо

=  2  л (я — 1) Ь„,/г = О
где E {t ) — математическое ожидание, а E{t{t  — Д^)] — дисперсия 
времени обслуживания.

Загрузка системы (отношение интенсивности поступления тре­
бований к интенсивности обслуживания) р=Я,Д(0; в этом случае 
предполагается, что р<1.

Используя изложенную ранее в общих чертах теорию вложен­
ных цепей Маркова, получим вероятность того, что за время об­
служивания одного требования поступит т требований:

2  ^т,Фп-
п = 0

(7.48)

Вероятности Гу те же, что и полученные ранее, с тем лишь от­
личием, что в данном случае число требований в группе равно еди­
нице. Из рассмотрения систем с групповым поступлением требо­
ваний и групповым обслуживанием имеем

P{z ) (7.49)

где
2 — К{г) ’

со оо оо

/С (г )=  2  2  ^  =
т = 0 т = 0 п = т

оо П со

=  2  2  ( m =  2  (^Р +  ЯГ- (7.50)л = 0 т = 0 ' ' л = 0

Так как Р(1)  =  2 1  и АГ(1) =  1, /С'(1) =  р, то, применяя 
)-0

к формуле (7.49) правило Лопиталя (при г —*1), получим
=  1 - р .
228



Среднее число требований, находящихся в очереди, получим, вы­
числив ^^'(1). Это потребует повторного применения правила Ло- 
питаля. В выражении

К " (1) =  2  Ь„рЧ ( п - \ ) { р  +  д у  =  ш  [̂  (̂  -  ДО]
/1 =  0

используются два полученных ранее выражения, определяющие X 
и E[t{ t  — ДО]. Получим

L =  P' { l )  =  p +  • (7.51)

При Д^—»0 биномиальное распределение превращается в пуас­
соновское, распределение времени обслуживания становится не­
прерывным. В этом случае имеем

г —  I
^ Р“Ь2(1 — р)'  - (7.52)

Среднее число требований, поступающих за среднее время ожи­
дания и среднее время обслуживания, равно математическому 
ожиданию числа требований, находящихся в очереди. Это обстоя­
тельство используется в данном случае для получения среднего 
времени ожидания ^  _ _  Х£ — AQ]

2 ( 1 - р ) (7.53)

Если время обслуживания имеет геометрическое распределение
b , =  { \ - d ) d \

то

-.2[E{t)V-,

и, следовательно, при A t —*0
L: 1 - р ’

(7.64)

Это выражение совпадает с формулой, полученной для пуассонов­
ского входящего потока и экспоненциального времени обслужи­
вания.

При постоянном времени обслуживания То
E [ t ( t - М ) ] = Е  (Р) -  AtE (0  = Т 1 ~  AtTo,

z  =  p +  ^

w , =  T,

2 ( 1 - р )

о 2 ( 1 - р )

(7.55)

(7.56) 
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7.5. Групповое поступление требований 
в систему с произвольным временем 
обслуживания (случай переходного 
состояния)

Исйользуя метод вложенных цепей Маркова, Гейвер {284] рас­
смотрел задачу группового поступления требований в одноканаль­
ную систему, находящуюся в нестационарном режиме при произ­
вольном распределении времени обслуживания В (<)• Поступающим 
требованиям приписываются определенные номера для об­
служивания в установленном порядке. В этом параграфе дается
краткое изложение полученных результатов.

Пусть {Aft} — последовательность положительных независимых 
в совокупности случайных величин, причем

Р ( Д ^ ^ < л : ) = 1 - е " ^ ,  Х > 0 ,  (7.57)
где Aft— промежуток времени между моментами поступления двух 
последовательных групп.

Время поступления ^-й группы записывается в виде

=  S  А/. (7.58)

Число требований в группе равно Cft, где
^ ( C f t = y ) = 0 -  (7.59)

Число требований, поступающих в промежутке времени (О, t), 
равно

(7.60)Л(0, 0 =  S Qо < aj < <
Имеем

Р И (0 , t) =  k \ = a , { t )  =  ^  е-
л = 0

X/ (XQ "
п\ ’ (7.61)

где eg* — «-кратная свертка {Cft}.
Кроме того, можно ввести производящую функцию

а  (г, 0  =  2  Oft(0 '2‘  =  exp {— [1 — c{z)\ ] ,
к=0

где

с(г). = 2  CjZj.

(7.62)

(7.63)

Состояние системы задается двумя величинами. Первая из 
них — число требований, находящих(?я «в системе в момент ухода 
д-го требования, считая с начального момента времени /о, а вто­
рая — время ухода п-го требования. Последовательность таких со­
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стояний образует цепь Маркова. Вначале оцределяется период 
занятости. Если {t) — условная вероятность того, что в си­
стеме в момент времени, непосредственно следующий за уходом 
я-го требования (который происходит до момента времени <Н-г̂ о). 
находится /> 0  требований при усл'овии, что в момент времени 
в системе находилось t> 0  требований и число требований за это 
время не стало равным нулю, то -Р!?* {t) удовлетворяет приведен­
ному выше уравнению Чепмена— Колмогорова:

Р(п + »)(Р. =  2  J W dB (л). (7.64)
ft = - l  о

Используя преобразование Лапласа—Стилтьеса и производя­
щую функцию, найдем рещение этого уравнения в общем виде. 
Затем получим совместное распределение числа требований, на­
ходящихся в системе в момент времени t после начала периода 
занятости, и числа требований, обслуженных за это время.

Математическое ожидание и дисперсия длительности периода 
занятости соответственно равны

(7.65)Х5, ( 1 - р )
32 +  р(Х2 (^)

1 (7.66)

где p=A,6ip! — загрузка системы, pi — математическое ожидание 
времени обслуживания, рг — его второй момент; о®=р2 — Рр б/ 
( /= 1 , 2 ) — соответственно первый и второй моменты распределе­
ния {с*}.

Математическое ожидание числа требований, обслуженных за 
период занятости, и его дисперсия равны соответственно

ь !г г  (7.67)

( 1 - р ) 3 (7.68)

Наконец, на основании результатов, полученных для периода 
занятости, рассматривается весь процесс, включая периоды заня­
тости и периоды простоя, и с помощью теории восстановления ис­
следуются его эргодические свойства. Производящая функция 
вероятностей pj стационарного состояния (при р< 1 ), соответ­
ствующих Pij (t) (вероятностям того, что в момент времени t
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в системе находится / требований при условии, что в момент вре­
мени / =  О в системе находилось i требований), равна

;=о
[1[Х{1-с(гг))]- (7.69)

где р — преобразование Лапласа—Стилтьеса функции 5 ( 0 -  
Математическое ожидание числа требований, находящихся 

в системе, равно

Распределение времени ожидания имеет преобразование Лап­
ласа—Стилтьеса

(7.71)

Если вся группа будет покидать систему одновременно, то это 
выражение примет вид

1 — Р________

)■
(7.72)

Это выражение — формула Полячека—Хинчина. 
Среднее BpfeMH ожидания в этом случае равно

а дисперсия составляет

■^ПГйг1|>С? +  и - Р ) С ,| .

(7.73)

(7.74)

где Cl и Сг — первый и второй начальные моменты распределения, 
преобразование которого имеет вид

1 1—с{В(г)}
fijS, г (7.75)

7.6. Доказательство А. Я. Хинчина
Рассмотрим одноканальную систему с пуассоновским входя­

щим потоком и произвольным распределением времени обслужи­
вания. Пусть я„ (п==0, 1, 2, . . . )  — вероятность того, что в момент 
времени, следующий непосредственно после окончания обслужи­
вания, в очереди находится п требований. Вероятность того, что 
в момент поступления требования в системе находится п требо­
ваний, также обозначается через Ял» так как ее значение равно 
предыдущему. Это справедливо для стационарного процесса 
с одношаговыми переходами (заметим, что групповое обслужива­



ние к этой категории не относится), в котором состояние п = 0  есть 
рекуррентное ненулевое состояние.

Чтобы показать это, заметим, что при длительном протекании 
процесса среднее число поступающих требований стремится 
к тому же значению, что и среднее число требований, покидающих 
систему, и, таким образом, спустя некоторое время переходы из 
состояния Е„ в состояние сопровождаются переходами из со­
стояния в состояние Тождество этих двух распределений 
определяется законом больщих чисел.

Следующее далее доказательство есть видоизмененный ва­
риант приведенного А. Я. Хинчиным доказательства того положе­
ния, что для стационарного состояния вероятность равна веро­
ятности р„. Заметим, что вероятность я„ рассматривается для тех 
моментов времени, когда требования покидают систему, в то 
время как р„ берется для произвольного момента времени. Вна­
чале установим связь между значениями

Пусть Пп — вероятность того, что после окончания обслужива­
ния требования в системе находится п требований. В этот момент 
времени на обслуживание поступает новое требование, и, таким 
образом, число требований, находящихся в очереди, сокращается 
с п до п — 1. Вероятность того, что случайно выбранное требова­
ние поступит на обслуживание без ожидания, равна яо. Необхо­
димым и достаточным условием этого является следующее: 
в момент поступления предыдущего требования в системе нет ожи­
дающих требований (вероятность этого события равна яо-ЬяО, и 
за время его обслуживания новые требования не поступают.

Вероятность того, что за время обслуживания поступит п тре­
бований, равна

=  я > 0 .
о

Следовательно,
’'0 =  (’ О̂ "f" ’'l) 0̂-

В общем виде
Ид —  ^я+1^0 “Ь ■ • • ~f" 1 "i” (^1 "i“ ^о) ^  ^

(7.76)

(7.77)

1-
/2=0 (7.78)

Таким образом, вероятность того, что после ухода данного тре­
бования в системе останется п требований, равна вероятности 
того, что после ухода предыдущего требования в системе оста­
нется я-М  требований и за время обслуживания данного требо­
вания не поступят новые требования, плюс вероятность того, что 
после ухода предыдущего требования в системе останется п тре­
бований и за время обслуживания данного требования поступит 
одно требование.
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Пусть- р„ — вероятность того, что в любой момент времени 
в установившемся состоянии в системе, находится п требований. 
А. Я. Хинчин приводит следующее доказательство того, что 
Рп ~  •

Можно показать (см. также гл. 9), что вероятность того, что 
через промежуток времени у  обслуживающее устройство оста­
нется занятым тем же самым требованием, равна

оо

Вс (л) dx. (7.79)

1где В<,(аг) =  1 — В (х) и --------среднее время обслуживания. Так,
для длительности пребывания, заключенной между моментами 
времени у  и y+dy ,  эта вероятность равна \nBc(y)dy. В данном
случае р=  -----вероятность того, что канал занят. Таким обра­
зом, если Л„—^^вероятность того, что за время, пока канал занят, 
поступит п требований, то

(7.80)

Так как вероятность р„ рассматривается для произвольного 
момента времени, а вероятность л„ — для моментов, когда тре- 
'бование покидает систему, то необходимо рассматривать и те тре­
бования, которые могут поступить в течение периода занятости 
канала, имеющего любую возможную длительность.

Таким образом,
Рп "Ь ̂ я—1̂ 1 • • • ~1“ ('*̂1 Я̂—I >

или просто

где

=  X J (д:) и„_, (х) dx.

и„_, (ж) =  1с„е- ^  - f  1с„_, (Xjc) е -  ^  4- • • • +

+  ( ’ î +  ’'о)
(Хлг)"-»е-^

(7.81)

(7.82)(я— 1)!
Можно показать, что это выражение удовлетворяет дифферен- 

ииально-разностному уравнению

=  X [а„_, (х) -  и„ (дс)1.

Из соотношения (7.78) имеем
оо

— j  u„ (x )dB(x ) ,

(7.83)

(7.84)
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после интегрирования по частям получим
со

=  »/, (0) +  J <  (х) [1 — Д (JC)) dx =
о

оо

=  K_,(JC) — tt„(jc)] (1 - B { x ) ] d x - -

-\-Pn — Pn+\-

Отсюда имеем

(7.85)

(7.86)

Это соотношение показывает, что разность — р„  должна 
быть постоянной и одинаковой для всех п. Но '̂ п  ̂ Р п ~  члены 
сходящихся рядов, поэтому если просуммировать ic„—p„ =  const 
по я, то в левой части равенства (7.86) получим конечную величину, 
в действительности равную нулю, так как Р п ~  вероятности. 
Следовательно, и для правой части эта величина будет конечной 
в том и только в ,том случае, если эта постоянная равна нулю. 
Поэтому мы заключаем, что iz„=p„ .

Для многих практических целей представляет интерес выра­
жение

ОО

Pn =  j  u„{x )dB{x) . (7.87)

Замечание 2. Подход к системам с групповым поступлением 
требований и групповым обслуживанием с точки зрения полумар- 
ковских процессов, Фабенс (230J исследовал систему EglGIl и 
одноканальную систему с пуассоновским входящим потоком и 
групповым обслуживанием, когда в группе находится ровно 5 тре­
бований. Пусть для системы jE^/G/I, в которой входящий поток 
имеет гамма-распределение или эрланговское распределение по­
рядка S (s — целое число) с параметром Л, В ( 0 — распределение 
времени обслуживания одиночного требования. Применяя метод 
вложенных цепей Маркова, Фабенс нашел, что Яд (вероятность 
того, что в момент окончания обслуживания данного требования 
в системе остается еще п требований) имеет ту же самую вели­
чину, что и л„ в системе с групповым обслуживанием. Таким обра­
зом, даже в том случае, когда постановки задач различны, вло­
женные цепи Маркова могут быть одними и теми же.

Имея Пп можно определить Рп — вероятность того, что в лю­
бой момент времени в системе находится п требований. Именно 
в этом случае используется понятие о полумарковском процессё. 
Пусть X {t ) — случайный процесс с непрерывным или дискретным 
временем, который принимает в любой момент времени одно из 
счетного числа состояний. Пусть последовательность состояний,
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или значений X{t)  есть цепь Маркова с вероятностями пере­
хода

P [ X „ ^ , = J \ X „ = ^ i ]  =  q,j. (7.88)

Пусть длительность Т времени пребывания в состоянии i на­
кануне следующего перехода при условии, что следующий пере­
ход происходит в состояние /, есть случайная величина с распре­
делением Wij (t). Будем считать, что первый переход происходит 
в момент ^=0. Пусть значение Х( / )  непрерывно справа, за исклю­
чением тех состояний, время пребывания в которых равно нулю. 
Такой процесс называется полумарковским.

Имеем
Л

(7.89)
J ~ Q

ври П <  5 и

J^s О

(7.90)

ири n ^ s ,  где
^-1 J
2  с =  аЬ; а —  . ■  ̂ ;/•-о 1 -t- я
1

I

i < s ,  
+  i =  s, 

ащ, i >  s.

(7.91)

(7.92)

Ъ — ^ Ч 1}Ьр где Р'г/— математическое ожидание IFy(T’).

Вероятность того, что в системе EJG/\ время ожидания 
меньше t, равна

Я «  0  =
7 = 0

(7.93)

где

5 4 0 = J -
- В { Х ) dx,

а (i) — свертка функций 5  и 5 "  при /г >  1.
аэв



ОО

Р { <  0 =  2 2  V ( t - w \ W ,  i, j ) d B ‘ {w)pi,+j+u (7.94)
£=0;=1

Для системы с групповым обслуживанием и пуассоновским
входящим потоком имеем

где
5 -1

V ( u \ w ,  г, J ) =  ^Г^-яг(ц) +
m==j \ J)

+  Н(и)  2
n = s —J

Здесь

Г „(« ):
П

‘ 1 (п -1 )!

(7.95)

(7.96)

и Н{и) — функция, равная О при ы<0 и равная 1 при «>-0 .
Для системы с групповым обслуживанием и входящим пото­

ком, имеющим гамма-распределение, время ожидания можно 
определить, комбинируя те два метода, которые использовались 
для вывода полученных выще величин. Средняя длительность 
периода занятости для системы E^IGIl и для системы с группо­
вым обслуживанием одинакова и равна

-  1 (7.97)

Если система с пуассоновским входящим потоком и групповым 
обслуживанием имеет конечное число состояний N, то матрица 
вероятностей перехода вложенной цепи является усеченной. В по­
следнем, т. е. в Л̂ -м, столбце усеченной матрицы каждая вероят­
ность перехода Q,- равна сумме вероятностей, записанных в ее 
строке и опущенных при переходе от бесконечной матрицы к усе­
ченной, включая и элемент, который занимает то же самое поло­
жение, что и в бесконечной матрице. Таким образом, обозначая 
звездочкой вероятности для конечного числа состояний, имеем

N~

= (7.98У
N - S - 1

7  =  0 (7.99)
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N oo oo

i=s  0 т=ЛГ
(m-y)l \ \~B(t ) \dt  +

OO oo

+ " ■ * 1 2
(XOm—s^— \t

[1 -B( t ) ]d t . (7.100){m — 5)1
0

З а д а ч и .
1. Пусть в системе с пуассоновским входящим потоком при обслужива­

нии группами, содержащими по s требований, время обслуживания постоянно:
, 0. 0 < < < . ,
I 1, 5  ̂ <  оо

Покажите, что /С(^) =
2. Джейсуол [382] определяет рпг как вероятность того, что в стационарном 

состоянии в очереди ожидает п требований, а обслуживание находится в г-й 
фазе. Он исследовал систему, в которой на обслуживание поступают группы по 
S требований; если же в очереди находится менее 5 требований, то очередь 
также поступает на обслуживание в момент освобождения обслуживающего 
устройства. Джейсуол предполагает, что обслуживание состоит из /  фиктивных 
фаз. Группа может по выбору поступить в любую фазу. Если с вероятностью 
Сг будет выбрана г-я фаза, то после окончания обслуживания группа должна 
перейти в (г — 1)-ю фазу и т. д. до первой фазы. Входящий поток — пуассонов­
ский с параметром Я. Время обслуживания в каждой фазе — экспоненциальное 
е параметром fi, обслуживание групп в одноканальной системе производится по 
принципу «первым прибыл — первым обслужен». Покажите, что уравнения 
имеют вид

— (X +  1̂ ) р„ г  +  Х/7„_ ,  ̂ J =  0. я > о, \ < г  < j ,

-- (̂  +  f‘ )Pn/ +  ^ P n — i, j  +  ^ ^ ! P n + S , 1 ~  я > 0 ,
s

— (X -j- p-)/?or "b P-Po, r + 1 2  XC/«/?o =  0, 1 г < y,
m  =1

—  (X +  p)Po; +  2  Pmi +  XCijpo =  0,
m  =1

— X/?o +  PPoi ~
где po — вероятность того, что обслуживающее устройство свободно.

Джейсоул получил уравнение для производящей функции.
Совсем недавно он рассмотрел решение этой задачи для неустановившегося 

состояния [383]. Уравнения для переходного состояния читателю предлагается 
вывести самостоятельно.

Пусть преобразование Лапласа (с параметром а) производящей фун1ЩШ1 
P„r(t) имеет вид

г = 1
и ПУСТЬ

Р ( Х ,  У , а ) =  2  “ )-
п = 0

fx -f- ot -}- X '— Ху
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Тогда, умножая эти равенства на л: и у в соответствующих степенях и 
суммируя по г и /1(1 < Г < / ,  0 < / 1  < оо), после упрощения получим

G ( y ,  а )=  2  y "^ » l (“ )
 ̂— 1

Л = О

2  (“ ) ( /  -  у " )  +  (“ ) -  а -  X) +  1Л  =  1

^ С , [ .
• =  1

(р. 4- а +  А. —  Ху)

Применив к знаменателю теорему Руше, найдем, что знаменатель имеет s 
различных нулей внутри единичного круга. Окончательно имеем

1
оо

у '> р ;а , а) =
[( .а + а  +  Х -Х у ) ]  V

а -f- X — Ху О (у, а).

Заметим, что Qn(l, а) — преобразование Лапласа вероятности того, что 
в момент времени t имеется п требований, ожидающих в очереди.

Джейсуол предпринял попытку приспособить это решение к эрланговскому 
распределению времени обслуживания; однако оказалось невозможным полу­
чить решение в явном виде. Он воспроизвел известную формулу, полученную 
Кларком, приведенную в гл. 4, для одноканальной системы с экспоненциальным 
временем обслуживания, где Сг =  1 при г = 1  и Сг= 0  при г ФЛ .  '

Получите эту формулу с помощью предыдущих выражений.



Г л а в а  8

ЧИСЛО ТРЕБОВАНИЙ, НАХОДЯЩИХСЯ В СИСТЕМЕ; 
ДЛИТЕЛЬНОСТЬ ПЕРИОДА ЗАНЯТОСТИ;
ЧИСЛО ТРЕБОВАНИЙ, ОБСЛУЖЕННЫХ 
В ТЕЧЕНИЕ ПЕРИОДА ЗАНЯТОСТИ 
В СИСТЕМЕ С ПУАССОНОВСКИМ ВХОДЯЩИМ 
ПОТОКОМ и ПРОИЗВОЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ 
ВРЕМЕНИ ОБСЛУЖИВАНИЯ

^.1. Введение
Рассмотрим для одноканальной системы с пуассоновским вхо­

дящим потоком и произвольным распределением времени обслужи­
вания среднее число требований, находящихся .в системе, распреде­
ление длительности периода занятости и вероятность того, что 
в этом периоде будет обслужено данное число требований.

В.2. Число требований в системе, 
находящейся в стационарном состоянии, 
при обслуживании требований 
в порядке поступления

Предположим, что Pj — вероятность того, что в произвольный 
момент времени стационарного режима система находится в состоя­
нии Ej (j =  0, 1, 2, . . . ) ,  т. е. имеется /  требований, ожидающих 
в очереди и находящихся на обслуживании.

Приведенный здесь вывод основан на доказательстве А. Я. Хин- 
чина, изложенном в гл. 7, где было показано, что в стационарном 
состоянии вероятность pj совпадает с Яу — вероятностью того, что 
в момент окончания обслуживания система переходит в состоя­
ние £ j. При рассмотрении систем с групповым поступлением тре­
бований и групповым обслуживанием мы использовали производя­
щую функцию

i -1

-------------------- • (8. 1)

K(z) 1

Если положить 5 = 1 ,  1 1̂ =  P i  и /С(2 ) =  Р [Х(1 — 2 )], то полу­
чим производящую функцию вероятностей \pj\:

P(z\ —  —  .г)!
2 - р ( Х ( 1 - г ) ]  •

340
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Можно показать, что при г  —► 1
\ - K ( z )

1 — г
1где — — математическое ожидание времени обслуживания. Сле­

довательно,
1 = Р ( 1 ) =  —

1 - -

Итак, окончательно имеем выражение

P { z )
1

( 1 _ В [ Х ( 1 - г ) ) } ’ 
( 1 - г )

(8.3)

которое справедливо при

Если ^  1, то все вероятности р ,  равны нулю, так как каж-
дое состояние является нулёвым рекуррентным состоянием. Это 
можно видеть из того, что рассматриваемая цепь является непри­
водимой; следовательно, все ее состояния относятся к одному й 
тому же классу. (В частности, Ео — нулевое рекуррентное состоя­
ние.)

8.3. Распределение длительности^ 
периода занятости

Нам уже встречалась задача определения функции распреде­
ления длительности периодов занятости для одноканальной си­
стемы. Эти длительности, описываемые случайными величйнами 
А'ь Хг, ..., имеют взаимно независимые одинаковые распределе­
ния, поскольку в то время, когда канал свободен, не происходит 
ничего такого, что могло бы изменить распределение следующего 
периода. Период занятости начинается, когда требование посту­
пает на обслуживание, и заканчивается, когда завершается обслу­
живание последнего требования из очереди, образовавшейся во 
время этого процесса, если непосредственно после этого ни одно 
требование не поступает, и, следовательно, канал становится сво­
бодным.

Пусть G(jc) = P (Z „< [x )— распределение длительности периода 
занятости одноканальной системы с пуассоновским входящим по­
током с параметром X и произвольным распределением времени 
обслуживания B{t). Функция G(x) не зависит от того, как произ­
водится выбор на обслуживание.

Заметим, что распределение суммы п периодов занятости 
есть п-кратная свертка функции распределения G { x ) .  Из гл. 3 

16 З ак . 2076 241



известно, что /г-кратная свертка функции распределения G{x)  
получена сверткой функции G{x) с равной ей функцией, сверткой 
результирующей функции опять с функцией G(x) и т. д. Так, если 
написать Gi{x) =  G{x),  то получим двухкратную свертку функ­
ции G{x) в виде

Gi { х - у ) с Ю ( у ) (8.4)

и вообще, «-кратную свертку
X

0 „ {х )  Q„_i(x — у)сЮ(у),  « > 2 . (8.5)

'Вычислим теперь G{x).  Длительность периода занятости 
можно разделить на длительность обслуживания первого требо­
вания и длительность периода занятости для требований, посту- 
пивщих впоследствии. Таким образом, если длительность обслу­
живания первого требования равна г/ и за это время поступило 
п требований (вероятность этого события определяется законом 
Пуассона), то, как указывалось в гл. 2 для детерминированной 
модели, эти п требований можно рассматривать отдельно. Первое 
требование поступает на обслуживание непосредственно после 
окончания обслуживания начального требования; если за время 
обслуживания его поступят новые требования, то все они будут 
обслужены раньше следующего из оставшихся « — 1 требований. 
Аналогично рассуждаем и при поступлении на обслуживание рас­
сматриваемого требования.

Таким образом, п требований и те требования, которые посту­
пают за время их обслуживания, обеспечивают длительность 
периода занятости от момента рремени х  — у до момента вре­
мени х. Но распределение длит^ьности периода занятости для 
каждого из этих п требований равно G{x  — у),  а взяв «-кратную 
свертку, найдем [х — у).  Это выражение должно быть умно­
жено на вероятность постуцления «  требований за время у  и про­
суммировано по все.м «.

Чтобы получить <3(д:), этот результат нужно умножить на 
dB{y) и проинтегрировать по всем возможным длительностям у. 
Следовательно, окончательно имеем

0{x) =  ̂ '^er^^^^Q„{x-y)dB{y),  (8.6)
О Л«=0

где

242.

Go( .^ )= { q’
1, если л;!>0. 

если л: <  0. (8.7)



оо

Г(5) = (8.8)
о

имеем (см. статью Такача {800])
оо

г  (S) =  2  Г (Хх)” dB (JC) =
л=о ■ 5

оо

=  2  т  (S +  X) == Р [S +  X -  ХГ (S)],  ̂ (8.9)
/г = 0

где р — преобразование Лапласа— Стилтьеса функции распреде­
ления времени обслуживания. Это функциональное уравнение, 
которому должно удовлетворять преобразование Лапласа—Стил­
тьеса функции G(x) для Re(5) ̂ 6 .  Такач приводит доказатель­
ство того, что это уравнение однозначно определяет функцию 
r (s )  [при Г(<ю)=0], а из этой функции также однозначно опре­
деляется G(.jc). Он показал, что выражение для G(x)  справедливо
только в том случае, если — <!1. Время обслуживания с вероят- 
ностью, равной {1 — Ит G(x)], может иметь бесконечную длитель-

ЛГ-*»оо

ность. Математическое ожидание времени обслуживания равно

В данном случае р (s) — убывающая функция при 0 < ! s < o o ,  
при этом р ( 0 ) = 1  и р(оо) =  0. Эта функция дифференцируема 
при 0 < ! 5 < оо, и P'(s) возрастает монотонно. Имеем р'(0) =

то

Применив преобразование Лапласа—Стилтьеса к последнему
уравнению и введя обозначение

1= ------- и р'(оо) =  0. Так как р (s) — монотонная функция,И'
она имеет единственную обратную функцию Р“ *(- )̂ при

8.4. Число требований, обслуженных 
за период занятости

Пусть fj — вероятность того, что за период занятости будет
оо

обслужено У требований, и F(u) = 2 / /  u,i — ее производящая функ-
/=1

ция. Умножим ве!роятность fj на раопределеиие длительности обслу­
живания у требований, которое является п-кратной сверткой рас­
пределения времени обслуживания, и просуммируем от единицы 
до бесконечности. Получим G{x).  Если снова обозначить через 
F{x)  преобразование Лапласа— Стилтьеса функции G{x),  то 
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получим r (s )  — 2 / / так как преобразование /г-кратной /=1
свертки функции есть п-я степень интегрального преобразования 
этой функции.

Так как можно записать р(5) =  и, т. е. s =  p -i(a ), то эта 
величина равна как уже указывалось, она существует
при Из формулы для распределения длительности
периода занятости имеем

/=•(«) =  Г [ Г ‘ (и)] =  р ( Г '  («) 1Г^ {и) ] }. (8.10)

Э то преобразование является линейной функцией своего аргу- 
31ента, оно равно

мр [X — Х/='(й)], (8.11)
Из определения р имеем

оо

(и) =  и , J ,е t o ( 0 . (8.12)

Такач приводит доказательство существования и единствен­
ности аналитического решения F{ti) для при F (0 ) =  0,
где \\тР{и) равен наименьшему положительному корню уравне-

и̂ \
ния

р [Х(1 — х)]
Задачи

1. Покажите, что если распределение времени обслуживания равно 
1 — е“  то

Если же время обслуживания равно постоянной, величине а, то

W = ( .  -  ь )  i  V -  [ :

При k =  l множитель в квадратных скобках опускается.
2. Получите формулу Полячека—Хинчина, взяв, производную от P{z) 

по 2  при 2  =  0,

3. Покажите^ что если 3  (л:) 1 — 6“  ^  (л: >  0), то р .(5) =  -7 -------- л ч и

( ‘ + Т ')
Г(5) _  X +  fX +  5 — У̂ (Х +  р.4-5)2 — 4Хр.

2Х ^
Перед радикалом берется знак минус, так как. Г (оо) =  0., Покажите, что 

G' (х)=  - L е х р ( X  +  {л) л] Л (2 х):
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Покажите также, что при —  <  1 средняя длительность периода занятости 
1

равна __Y  , а в противном случае она равна бесконечности.
4. Если время обслуживания — постоянная величин^ а, то, положив у =  

=  XaF (и), X =  we^ “̂Ха, получим уе”   ̂ =  х.
Записав

W -1
у(^)= 2

J -  1
покажите, что производящая функция F{u) для / /  (вероятностей того, что за 
период занятости будет обслужено /  требований) имеет вид

F(u)=  2
/ = 1 ^

(см. приложение теории массового обслуживания к движению автомобильного 
транепорта). Покажите, что

j j  -17 _ . _ _а  (ж) =  2

и что

0 =

/ - 1

—Х«7‘

у!
Если время обслуживания имеет экспоненциальное распределение с мате­

матическим ожиданием, равным а, то покажите, что

F (и) =  (1 +  Х“) — т^(1 +  ХаР — 4Хаи ^
2Хо(

а следовательно,

f = ± {
2 \ ;  (Ц-Х«)2/-1 ■ 2У-1 •



Г л а в а  9

ВРЕМЯ ОЖИДАНИЯ В ОДНОКАНАЛЬНЫХ 
И МНОГОКАНАЛЬНЫХ СИСТЕМАХ 
С ПУАССОНОВСКИМ И ПРОИЗВОЛЬНЫМ 
входящим потоком и ПРОИЗВОЛЬНЫМ 
ВРЕМЕНЕМ ОБСЛУЖИВАНИЯ

9.1. Введение
в этой главе мы рассмотрим два типа уравнений, решения ко­

торых дают распределение времени ожидания в очереди (исклю­
чая время обслуживания) для одноканальной и многоканальной 
систем при обслуживании требований в порядке поступления. 
Уравнение первого типа — интегро-дифференциальное уравнение, 
которое первоначально получил Такач [800]; независимо от него 
его вывел также Декан [172]. Уравнение Такача дает распределе­
ние времени ожидания в системе с пуассоновским входящим по­
током и произвольным распределением времени обслуживания для 
переходного состояния. Вывод Декана распространяется на с-ка- 
нальную систему, находящуюся в стационарном состоянии.

Уравнение второго типа — это интегральное уравнение Ви­
нера—Хопфа, полученное Линдли. С его помощью можно полу­
чить распределение времени ожидания в системе, в которую по­
ступает поток с ограниченным последействием (т. -е. промежутки 
времени между требованиями взаимно независимы и имеют одно и 
то же произвольное распределение), а время обслуживания имеет 
произвольное распределение. Кифер и Вольфовиц [442] исследо­
вали многоканальную систему с произвольным входящим потоком 
и произвольным временем обслуживания. Эти результаты приме­
нимы и к марковским системам.

Решение уравнения первого типа получается с учетом времен­
ной зависимости, а затем находится решение для стационарного 
случая. Общее решение, о котором упоминалось ранее, рассматри­
вается для случая одноканальной системы, для других случаев 
его нахождение связано с большимй трудностями.

9.2. Интегро-дифференциальное 
уравнение Такача
I. Одноканальная система

Рассмотрим одноканальную систему с пуассоновским входя­
щим потоком с параметром Я и произвольным распределением 
времени обслуживания (одинаковым для всех требований) при
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обслуживании требований в порядке -поступления. При выводе 
уравнения для этого процесса будем следо-вать интуитивному рас­
суждению Декана. Вначале сделаем важное замечание о том, что 
функция W(t),  которая описывает время ожидания в очереди 
в момент времени t, в моменты поступления новых требований 
(если время обслуживания не равно нулю) имеет положитель­
ные скачки на величину, равную времени обслуживания вновь 
поступившего требования. Если новые требования не поступают, 
то функция W\t) стремится к нулю с угловым коэффициентом, 
равным минус единице. Имеем марковский процесс с непрерыв­
ным параметром t. Заметим, что функция W(t)  — это не вероят­
ность ожидания в течение точно установленного промежутка вре­
мени, а промежуток времени, в течение которого требование, по­
ступающее в момент времени t, должно ожидать перед поступле­
нием на обслуживание при обслуживании требований в порядке 
поступления. Подобные замечания относятся и к случаю много­
канальной системы.

Выведем уравнение для одного канала. Пусть P{w, t) — 
вероятность того, что требование ожидает в очереди в течение 
времени при условии, что оно поступило в момент вре­
мени t.

Рассмотрим большое число N одноканальных систем с одина­
ковым распределением входящего потока и одинаковым распре­
делением времени обслуживания,, действующих в одно и то же 
время. Необходимо выразить P{w, t-\-At) через P{w, t) и 
P{w-\-At, t). В момент времени t эти N систем можно разделить 
на две группы:

1. Системы, для которых время ожидания Число их
равно 1Л̂ Р(о», t) [т. е. N умножается на долю тех требований, ко­
торые ожидают в течение времени

2. Системы, для которых время ожидания Число их
равно N —  NP{w, t).

В момент времени t+ A t  число систем первой группы стано­
вится равным NP{w+At,  t) минус число тех систем, которые 
имели время ожидания но вследствие поступления тре­
бований в интервале At время ожидания в них становится рав­
ным W { t ) > w .  Найдем эту величину.

Вначале определим число систем, для которых в момент вре­
мени t время ожидания находится в промежутке {х, x + d x ) .  Так 
как Р(х,  t ) — функция распределения, то после дифференцирова­
ния при х > 0  получим плотность распределения. Число этих си­
стем равно ^ \ ~ ^ ~ ^ d x ,  если л >  О, или NP{0, t), если л: =  0.

Предполагается, что: 1) в промежутке времени (̂ , ^-f Д/) время 
ожидания превзойдет величину ю, если за время At поступит одно 
требование, и 2) время обслуживания у  этого требования, сло­
женное сх , превзойдет w (т. е. x+y>XD,  следовательно, y > w  — х). 
Поэтому нужно умножить число систем, для которых время

247



ожидания равно л:, на вероятность поступления одного требования 
за время А/, т. е. на и на вероятность того, что время обслу­
живания этого требования превзойдет w — х. Если плотность рас­
пределения у  равна Ь{у), то вероятность последнего события

равна J Ь{у) йу).
я )—х

Поэтому для фиксированного значо1ия времени ожидания 
ш >0 число систем, которые перейдут из первой рруппы во вто­
рую, определяется выражением

J  ь (у )rfy] =  М Ш
V— X  J

^  X ) ,  (9.1)

которое должно быть просуммировано по всем х,  'О <  л: да. 
Здесь

в л у )
ч

b{u)du  =  .1 — В {у).

Если л: =  0, то выражение для числа систем, которые пере­
ходят во в,торую группу [с временем ожидания \^(’̂ )>да], 
имеет вид

со

N\b.tP{Q, 4) I Ь{у)4у =  М Ш Р ф , (9.2)
W

Следовательно,
W

N P{w ,  t -\ -A4 )=N P(w -\ -  At, t} -  NXAt j  ^ B, (да ^ x ) d x -
+*0

т м р { о ,  t)B^{w). (9.3)
Мы рассмотрели большое число систем N только для того, 

чтобы получить уравнение. Разделим обе части равенства (9.3) 
на N, вычтем P{w, t) из обеих частей уравнения, разделлм на At 
и перейдем к пределу; тогда получим

W
dPjw, t) __  дР {w, t)

dt dw  ̂ j  - - f e - - ^  (O' (9.4)
+0

Для малых положительных At применено разложение в ряд

Р(да - f  Д̂ , t) = P { w ,  t) +  At +  о {At).

Решение данного интегро-дифференциального уравнения 
должно удовлетворять следующем условиям: P(sy, 0) =  1 для 
всех W, Я (оо, )̂ =  1 для всех t,
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Интегрируя по частям, получим
дР (w, t ) __дР (w, t)

dt dw — lP{w, — V, t )dBc{v),  (9.5)

Заметим, что если в (9.4) записать В(^) =  1— Bc{t) и взять- 
в качестве нижнего предела О вместо + 0  (включая, таким обра­
зом, значение интеграла в начальной точке), то получим

дР (Wy t ) __dP{w, t)
dt dw

w
- l P { w ,  x)d^P{x,  i). (9.6>

Это интегро-дифференциальное уравнение Такача справедливо 
и при замене Я на Данное уравнение было выведено также 
Бенешем.

Обращая внимание на наличие свертки, возьмем от уравне­
ния (9.4) преобразование Лапласа по ш (там, где оно суще­
ствует) . Получим

дР*_̂  i ) ^ sP*{s, t ) - P { 0 ,  t ) - l [ s P * { s ,  t ) - P { Q ,  t ) ] B l ( s ) ^

-ХЯ (0, t)Blis) =  sP^{s, /)[1 -ХД *(5 )]-Я (0 , /),

где

(Х

I

оо
Р* (S, о — J {W, -t) dw\О

»
^-sw dPî t )  aw =  - P { Q ,  t ) + s P * { s ,  i).

Приравняем левую часть уравнения нулю, опустим t, тогда 
получим уравнение для стационарного состояния. Решив его от­
носительно Р*(5), найдем

Р(0) _  Р(0)_______SP* (s) : (9.7)
s s

Ho llm P  {w) =  1, и на основании свойства преобразования"
W’^oo

Лапласа
lim Р  (w) =  llm sP* (s).

Зсщенстие. В данном случае P(w)  играет ту же самую роль, 
что и Р '(<  t), — вероятность того, что время ожидания меньще t. 
Так как lim sP *(s) =  l , то

5-»-0
Р  (0) =  llm

249



Это неопределенное выражение; к нему можно применить пра­
вило Лопиталя. Напомним, что

со оо

Ит Ь* (s) =  11m f  (у) dy —  f b { y ) d y = \ .
i-0 - -

Дифференцируя no 5 отдельно числитель и знаменатель, по­
лучим

Р (0) =  1 - - ^  =  1 - р ,

где

db* (5) 
ds '

00 00

' J d y = - j  ye~^4  (y) dy,

я при s-^0 найдем среднее значение b{y) ,  которое обозначим че­
рез Окончательно решение нашей задачи получим в видеfX

SP* (S) : 1 —Р
I [1-й*(s)] j (9.8)

Взяв обратное преобразование, найдем искомое выражение 
для Р(го) — вероятности того, что в стационарном состоянии 
время ожидания в очереди не больше w.

Пример. Пусть 6(у) =  р.е~'^̂  Тогда

^с(У) =  1 - -\̂ у

и
оо S +  fx

Следовательно, из формулы (9.7) находим

Р»(Ю =  Р (0 ) +  .

Заметим, что второй член этого выражения есть преобразова­
ние Лапласа свертки показательной и единичной функций. .По­
лучим

P{w)  =  P{0) О 1
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Легко проверить, что Р (0 ) =  1 ------- , так как llm f*(w ) =  l .
Кроме того,

И'\!̂  = f  W = ■ ______, ,  ,

dPЧТО можно показать, вычислив производную и проинтегри­
ровав ее. Это знакомое уже нам выражение для среднего времени 
ожидания, которое можно получить также с помощью формулы 
Полячека—Хинчина.

Если функция плотности Ь{х) не существует, то можно ис­
пользовать преобразование Лапласа— Стилтьеса, т. е.

Y(s, г?) =  J е“ ''“'^/Р(®, t),О
оо

P(s) =

Здесь В (jc) — функция распределения времени обслуживания.
Из определения этого преобразования и преобразования Лап­

ласа известно, что при t-* оо имеем sP *(s) = y (s) и 6* ( s ) = p ( s ) ,  
если b{t) существует. Таким образом, мы должны иметь выра­
жение

______1 - р _______T(s):
1

(9.9)

которое было получено Такачем непосредственно из уравне­
ния (9.6).

Для переходного состояния Такач получил

=  t ) [ S - l - \ - l H s ) ] ^ s P { 0 ,  t). (9.10)

Он приводит следующее рещение этого дифференциального
i

уравнения, содержащего Х(^) вместо X и Л(^) =  |х(и)</и:
о

Y (S, О  =  ехр  -  [1 -  Р (S)] А (0 } ^1 -  s f  exp  | -  sa: - f

+  [ 1 - Р ( 5 ) ] Л( л : )  Я(0, x ) d x \ . ^9.11)
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Такач показал, что это выражение действительно является 
преобразованием , Лапласа— Стилтьеса исходного дифференциаль­
ного уравнения.

Кроме того, он показал, что если —----- среднее время ожи-
X

Дания, ИтХ(г;) =  Х и — < 1 ,  то \imP{w, t) =  P(w)  су щ е ств у е т ,
t ôo t-̂ OO

не зависит от распределения P{w,  0) в начальный момент вре­
мени, однозначно определяется преобразованием Лапласа—Стил­
тьеса (9.9) и, таким образом, является решением поставленной
задачи. Если то P{w)  не существует, и для -всех w
имеем \\mP{w, t) =  Q.

t - ^ o o

Вместо использования преобразований Декан предложил чи­
сленный метод решения. Для стационарного состояния можно за­
писать

Это приводит к равенству

Р М -  X) rfa=X'(l -  ВА-О)),  (9.12)

и если а; — о, то
/ ' ( 0 ) = х ( 1 - Л ) .

Введем обозначение q(x)  =  р  (д:) BAw — х ) = р  (х) В,. (яА — л:); 
разобьем интервал интегрирования на я малых подынтервалов 
длины А и решим полученное интегральное уравнение Больтерра, 
применяя метод трапеций

ЛА
J  q (X) d x =  А j - ф . +  д щ  +  ̂  (2Д  ̂ q[{n -  1) А] .

Так как Bc{w) известно, то, используя уравнение для p(w),  
можно последовательно находить р(0),  р(А),  р(2А) и т. д.

Можно допустить, что для переходного состояния P(w, t) =  
= P i { w ) P 2 {w ) . Тогда, подставив это выражение в уравнение, по­
лучим дифференциальное уравнение, левая часть которого 
зависит только от t, а правая часть зависит от w. Это оз­
начает, что каждая из этих частей равна постоянной величине. 
В результате получим два уравнения, каждое с одной пере­
менной.
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2. Время ожидания в мног'оканальной системе 
для стационарного состояния:

Теперь мы снова рассмотрим систему с пуассоновским входя­
щим потоком и произвольным распределением времени обслужи­
вания, одинаковым для всех каналов, при обслуживании требова­
ний в порядке поступления. Число каналов равно с. Анализ 
аналогичен проведенному ранее, с тем лишь отличием, что в дан­
ном случае приращение величины W ( t )  не равно времени обслу­
живания одиночного требования, поступившего за время М .  
В данном случае это промежуток времени между началом обслу­
живания этого требования (требование поступило в момент вре­
мени t, когда все остальные каналы заняты) и моментом времени, 
когда канал впервые стал свободен, так как для того, чтобы тре­
бование ожидало, нужно, чтобы все каналы были заняты.

Вероятность того, что занятый канал (исключая канал, заня­
тый требованием, поступившим в течение времени At)  не освобо­
дится через промежуток времени у  после начала обслуживания 
этого требования, равна

IX j* (л) d x . (9ЛЗ)

1г д е ------ среднее время В течение которого канал занят,
в этом* выражении значение интеграла равнО’ среднему вре­

мени, 'В течение которого канал будет оставаться занятым после 
момента времени у. Отношение этих величин и является искомой 
вероятностью. Производя дальнейшие выкладки и пр-именив пра­
вило Лопиталя, получим

b { x ) d x  \ d y  =  lim I (J. «-о -
OO г  у

0 0 L 0

-s y b (л:) d x \ d y  =

b ( x ) d x ^ e  d y lim 1 — 1

Таким образом, вероятность Н ( у )  того, что все каналы заняты, 
равна вероятности Вс{у)  того, что канал, в который поступило 
данное требование, остается занятым в течение времени, превосхо­
дящего у, умноженной на вероятность того, что остальные с — 1 
каналов также заняты в течение времени, превосходящего у.

Н ( у )  = [

с« П С -1
B c i y ) - (9.14)

В данном случае функция Н { у )  играет ту же роль, что и функция 
Вс{у)  в случае одноканальной системы.
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Как и ранее, рассмотрим для N систем, находящихся в стацио­
нарном состоянии, изменение времени ожидания за время At. Чи­
сло систем, в которых время ожидания иаходится между w и 
w+At,  равно

dw

Из этого числа нужно вычесть число систем, в которых время ожи­
дания превосходит ш. В данном случае это число равно

N\Ai
W

Г
+0

dP(x)
dx H{w — x)d x (9.15)

при л: >  0.
Если х —0, то число систем, которые за время переходят во 

вторую группу, т. е. в группу систем, в которых время ожидания 
становится больше w, вычисляется следующим образом.

Поступающее требование имеет нулевое время ожидания в тех 
системах, где находится (0, 1, . . . ,  с — 1) требований. Число таких 
систем равно NP{0). Только те из этих систем, в которых нахо­
дится с — 1 требований, могут за время At перейти в группу си­
стем, имеющих положительное время ожидания (т. е. когда по­
ступающее требование занимает один канал, а в остальных кана­
лах находится с — 1 других требований). Следовательно, за это- 
время окажутся занятыми все каналы, и вновь поступающее тре­
бование будет иметь положительное время ожидания. Число си­
стем этой группы, в которых в промежутке времени (t, t+At }  
время ожидания станет больше w, равно

Ы рс-гШ Н {w). (9.16>

где Рс-1  — вероятность того, что в стационарном состоянии в си­
стеме находится с — 1 требований.

Следовательно, уравнение для стационарного состояния с-ка- 
нальной системы им^ет вид

W
^ ^ H { w - x ) d x ~ l p c - i H { w ) .  (9.17> 

+0

Преобразование Лапласа функции P(w) ,  которая входит в это- 
уравнение, имеет вид

Р » ( е )  --  I 1 О ___ ( S ) ________
^  S \-Г Р с-\  s [ i _ x « * ( s ) ] ‘ (9.18>

Как Я(0), так и рс-\ неизвестны. 
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Совместно с соотношением IlmsP*(s) =  l рассмотрим следую -
щее разложение в ряд для малых значений s:

со

Я * (5 )=  Ге“ “"Я (й)^иО Л = и *-о^  ^ 0 +  d\S  ....... ..
^ = 2  [ jVn=o L?/

Я  (и) du s».=

где

«о =  j  Я  (и) du.

Получим выражение

(9.19>

(9.20) '

(9.21)

в котором остается найти р с-\ . Данный метод не позволяет опре­
делить рс-\- Эту постоянную приходится; находить по методу 
Монте-Карло или из каких-либо других соображений. 

Замечание. Если Q('zy) =  1 — Р ( ‘ге»), то

Q* ( S )  :
Рс-\ r_Jfo_______ 99VL l — Хао 1— X W* (s )J  • Ув.2,1}

Взяв обратное преобразование, получим

Q { w ) ^ p c - x  . (9.23>

где R{w ) — обратное преобразование второго члена, стоящего- 
в квадратных скобках выражения (9.22), умноженного н а — .

Производная r{w)  =  имеет вид

r(w) r { x ) H ( w  — x ) d x  =  'kH{w). (9.24)^

Как указывалось ранее, она может быть найдена численными 
методами. Заметим, что

=Pc-\r{w),  (9.25)'

т. е. имеем решение с точностью до постоянного коэффициента, 
пропорциональности.

3. Обобщение времени ожидания, принадлежащее 
Б. В. Гнеденко

Б. В. Гнеденко [981] дал общую формулировку задачи опреде­
ления времени ожидания. Требование, поступающее в одноканаль­
ную систему с обслуживанием в порядке поступления, может'
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либо получить отказ, либо уйти из очереди через некоторое время, 
либо дождаться начала обслуживания и затем покинуть систему 
до  окончания обслуживания, либо остаться до конца обслужива­
ния. Пусть для такого режима £>(a») — распределение |Вероятностей 
того, что время ожидания в очереди равно ш; Gx{w) — распреде­
ление вероятностей того, что, прождав в очереди ib течение вре­
мени X, требование остается на обслуживании в течение проме­
жутка времени, равного w  (т. е. обслуживание не заканчивается, 
и, таким образом, требование ожидает в течение д'01ПОлнитель>Н'Ого 
промежутка времени ш), G^:(-t-0)=0; В { у ) — функция распреде­
ления времени обслуживания.

Пусть случайная величина W{t)  — время ожидания начала об­
служивания для требования, соступившего в момент времени t. 
Запишем

P{w,  =

Допустим, что входящий поток имеет пуассоновское распре­
деление с параметром X, Рассмотрим условия, при которых 
справедливо соотношение то:

1. W  {t) <. W -{■ Ixt ТА за. промежуток времени {t,  ̂+  не 
поступает ни одного требования.

2. W{t) — x<iw -\ -  At; за промежуток времени  ̂+  е (О <  е <  Д̂ ) 
поступает одно требование, которое покидает систему необслу- 
женным, т. е. оно ожидает в течение времени, меньшего x  — s. 
^Это определяется с помощью D.)

3. То же, что и 2, с тем лишь отличием, что требование обслу­
живается неполностью и покидает систему до момента времени 
то — x+At .  Заметим, что до начала обслуживания оно ожидает 
в течение времени, большего х — е. (Это определяется с помощью 
Д и  G.)

4. То же, что и 3, с тем лишь отличием, что требование остается 
для завершения обслуживания и, следовательно, находится на об­
служивании в течение времени, большего то — x+At.  Ясно, что 
время ожидания начала обслуживания больше х  — е. (Это опре­
деляется с помощью D, G VL В.)

Переходя к вероятностям, получим

Я(то,  ̂+  Д^ =  ( 1 -X Д ^ )Я (w -f  Д̂ , /) -Ь

М та>+Д/
+  j* J .{^  (л; — +  [ 1 — D { x  — s)] (то — л: -ф At) -{-

[1 — D {x  — е)] [1 — 0^_Дто — Д )̂] Д (то — л: +

-|-Д0)йг^(д:, 0 + о ( Д 0 -  (9.26а)
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произведем упрощения, разделим на At  и затем устремим At  
к нулю. Получим уравнение

W

о  +  X j* {D  (д:) +  11 -  D  (.X)] о ,  (®  -  X ) +О
+  [ 1 -D ( j c ) ]  [ \ - G A ^ - ' ^ ) \ B { w - x ) ] d ^ P { x ,  t), (9.266)

для которого уравнение Такача является частным случаем.
При оо это уравнение превращается в уравнение для ста­

ционарной функции распределения P { w ) ,  существование которой 
можно показать. Это же уравнение получим, приравняв левую 
часть нулю и опустив аргумент t в правой части. В результате 
после упрощений имеем

d P  jw)  
dw

w

: X j [ l - D ( x ) ]  [ \ - G A ' w - x ) \  [ \ - B { w - x ) ] d P { x ) .  (9.26b)‘
Это уравнение имеет единственное решение с разрывом в точке , 

а> =  О и является абсолютно непрерывным при ш=^0.
Введем некоторые важные функции:
1. Функцию распределения эффективного времени ожидания

Р, i w ) = P ( ' w )  -j- [1 — Р(да)] D { w ) , (9.26r)

которая является распределением вероятностей совместного появ­
ления двух событий: ожидания в очереди и ухода из системы до 
начала обслуживания.

2. Функцию распределения общего времени пребывания в си­
стеме

Рг {W) =  Р(®) +  [1 -  (W)] D  (да). (9.26д)

3. функцию распределения отношения эффективного времени 
обслуживания ко времени, которое необходимо для завершения 
обслуживания,

оо оо
Рз(да) =  1 — J J 11 — Од:(да, у)] d P { x ) d B { y ) , 0  < w  <  1. (9.26е)

о о

4. Распределение вероятностей полного удовлетворения потреб­
ности в обслуживании (т. е. требование остается до окончания 
обслуживания)

Л  (а') =  J ,11 -  G^ («»)] d P  (л).

17 Зак. 2076

(9.26ж)
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5. Вероятность потери требования
оо

a, =  jD(A:)flfP(jc). (9.26з)

6. Вероятность того, что обслуживание не будет выполнено 
до конца,

оо оо

«2 =  1 [1 - D ( x ) l  I  0 ^ {y ) d B { y ) d P { x ) }  (9.26и)
О о

Упражнение 1. Плотность распределения времени ожидания 
требований, получающих отказ, есть дельта-функция, и, следова­
тельно,

О , * ^ < 0 ,Ю, *ш<0, 
'^<•’ > =  11, ® > 0 .

Если время ожидания в очереди имеет фиксированную длитель­
ность т, после чего клиент уходит, т. е. покидает очередь, то, пере­
неся начало отсчета в точку т, получим, как и в случае отказов,

Z)(®)) =  | ^  Qj^{w) = 0.i 1, да >  т, '

Если X — случайная величина, то (7д:(да) =  0. Если время пре­
бывания в системе ограничено величиной t, то 0^(да) =  1 при 
да +  ^ > ’';  если X — случайная величина, то

(9.26k)

Покажите, что для системы с экспоненциальным временем об­
служивания с параметром р, в случае, если требования уходят из 
очереди до начала обслуживания, имеем (заметим, что если тре­
бование поступает на обслуживание, то оно остается до его завер­
шения)

п р и « < , ,

1 — рР(0) при да >  X,
(9.26л)

где р =  -
Далее мы приведем результат Баррера, состоящий в том, что

f^iO)=Po-
1 - Р (9.26м)

1 Изложенное здесь аналитическое решение задачи Б. В. Гнеденко полу­
чено в работе И. Н. Коваленко [ЮЩ. — Прим. ред.
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Покажите также, что

я, ( W )  —

(1 __-ii— Р5-------при -а; <  т,
(1_р2е-(Р->^)^)

1 при да >  •:,
7 —  Р (1 — Р) .
‘ p(l̂ ->■) -с _  п2

(9.26н)

(9.26о>

Здесь ai — величина скачка функции Р(да) в точке т. В этой си­
стеме массового обслуживания отсутствуют потери требований 
вследствие неполного обслуживания (т. е. если требование посту­
пило на обслуживание, то обслуживание его производится до 
конца), следовательно, аг=0;

Cl
P2{W)-.

1 -  p [l  -  (1 -  да >  X.

Упражнение 2. Исследуйте разрешимость этого уравнения для 
стационарного состояния.

9.3. Поток с ограниченным 
последействием, произвольное время 
обслуживания
1. Интегральное уравнение Линдли для одноканальной 
системы

Найдем распределение времени ожидания в очереди для одно- 
канальной системы, в которую поступает поток с ограниченным 
последействием, а промежутки времени обслуживания взаимно 
независимы и имеют произвольное распределение; обслуживание 
требований происходит в порядке поступления.

Обозначим через промежуток времени между моментами 
поступления я-го и ( « - f  1)-го требований, а через s„ — время 
обслуживания я-го требования.

1]р.едпогожим, что как t„, так и s„  — взаимно независимые слу­
чайные величины с одинаковыми распределениями и конечными 
средними значениями. Последовательности {/„ } , {5„}, я —1, 2 ,. . . ,  не 
обязательно должны быть полностью независимыми, но нередко 
для многих практических приложений предполагается, что они 
полностью независимы.

Пусть да„— длительность ожидания я-то требования. Напом­
ним, что справедливо следующее соотношение:.

+  и«. если да„ +  я„ >  О,

где Я„: 
17*

дап+\
I

1  о. если да„ +  и „ < 0 , (9.27а>
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Так как всегда имеет положительное значение, то из при­
веденного соотношения имеем

Рп+1 =  Р  (®«+1 <  W) =  Р  — 0) +  Я (О <  <  ®)
=  Я -Ь <  0) +  Я (О <  -да„ +  <  да) =  Я (да„ +  «„ <  ®) =

=  5 d P „ (w „ )d U (u „ )=  I  P „ { w - a „ ) d U { u „ ) ,  (9.276)
Wn+Û <W û <w

где Яд^  ̂(да) — функция распределения времени ожидания («-)- 1)-го 
требования, а (/(й „) — функция распределения случайной вели­
чины и„.

Это распределение одинаково для всех п.
При да^О имеем Я,(да) =  1, так как первое требование не 

ожидает в очереди. Кроме того, имеем

P ^ { w ) =  J fi?i/(«i) =  Я(й, < д а),
U x < W

P^[w)—  J J dU(Ui)dU{Ui) =  P{Ui-\-U2K'w,
UiKW Ui<W — Ui

вообще

=  P (U\ ~\- . . .  -|- tiji -)- . . .  -j- • • • J w)» (9.28)

Второе уравнение справедливо, если случайные величины 
независимы в совокупности и имеют одинаковые распределения, 
следовательно, вероятность останется неизменной при изменении 
индексов случайных величин 

Запишем

(9.29)
Л = 1

тогда
Я„+,(да) =  Я(^^*<да, k = l ,  2 , , . . ,  п) =  
=  Я (^ /„< д а )Я (^ 7 „_ ,< д а )...Я (^ 7 , <да). (9.30)

Таким образом, Рп+\{^) — монотонно убывающая функция п, 
значения которой лежат между нулем и единицей. Следовательно, 
она имеет предел

lim Pn+i{'^) =  i i m P n { w ) ^ P { w ) .  {9*31)
/г->оо V П-*-оо

Можно показать, что этот предел удовлетворяет интегральному 
уравнению Линдли, которое зависит от распределения ы„;

оо

Р (д а )=  J P {w  — u)dU{u) =  ^ P { y ) d U { w  — y). (9,
u<w о

32)
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Бесконечный верхний предел означает, что и изменяется до 
минус бесконечности, & у — до плюс бесконечности после подста­
новки y =  w — и. Это замечание справедливо и для переменной 
и =  S  — t. Можно показать, что P(w)  — неотрицательная, неубываю­
щая и непрерывная справа функция, она равна нулю при ау<0, 
а при W оо стремится к единице, и, следовательно, является 
функцией распределения.

Если U{w — у) — абсолютно непрерывная функция и, следо­
вательно, имеет производную, то получим интегральное уравнение 
Винера—Хопфа

Р  (w) =  J Я (у) U' (w — у) dy (9.33)

где

U' {w) =  ^ Ь {у) а{у  — w) dy =   ̂Ь {у w) а (у) dy. (9.34) 
о о

Заметим, что при отрицательных значениях аргумента функция 
обращается в нуль. Кроме того, имеем

оо оо

U{w) =  ^ В{у -\-w)a{y) dy =   ̂В (у) а{у  — w)dy =  
о о

оо оо

=  1 — ^ Ь {у) А {у  — W) dy — \ — ^ b {y  +  'w)A{y)dy.  (9.35)

Здесь a{t) и A ( t ) — соответственно п.лотность распределения 
и функция распределения длительности промежутков времени 
между |Мо.ментамн поступления требований, а Ь (у) и В {у) — соот­
ветственно плотность распределения и функция распределения вре­
мени обслуживания.

Пример. Рассмотрим случай поступления требований через по­
стоянные промежутки времени Т. Функция распределения проме­
жутков времени между моментами поступления требований в этом 
случае имеет вид

О при t <  Я, 
при t ^  7.

Допустим, что время обслуживания имеет экспоненциальное 
распределение

при t > 0 ,  , 
при т <  0.

Тогда

Л (т )
ч :

» ( ' ) = {  S'

оо

и { х ) =  \ -  I  Ц у  +  Z) dy =  В { Т  +  Z).
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Таким образом,

Отсюда

Р ( т ) =  j* P { x ) b ( T - \ - ^ - x ) d x .
Т + х

(Заметим, что при отрицательных значениях аргумента функция 
Ь{Т+х  — х) обращается в нуль.) Заменив т на х' — Т, положив 
у = х '  — X и, наконец, приняв новое обозначение т вместо х', можно 
записать это выражение в виде

т

Р{^ -  Т) =  ^Р {х  -  у) Ыу) dy. 
о

Подставляя значение Ь{у), будем искать решение в виде
Я(х) =  1+с,е^^^;

для этого решения должны выполняться следующие условия;
J_ I С|
(i " [̂А +  С2 = 0,

(i +  Сг
Отсюда

О =  - [ 1 - Я ( 0 ) ]  =  - ( 1 - А ) ,
2̂ =  —ŴO-

Здесь/?о — ненулевой корень уравнения 1 — =  Таким об ­
разом, вероятность P « [ x ) = P ( x )  того, что время ожидания 
в очереди меньше х, равна

P « x ) b z i - ( 1 ( 9 . 3 6 )
Наконец, среднее время ожидания

W. (9.37)

Для одноканальной системы с входящим потоком, распределен­
ным по закону хи-квадрат с параметрами Л и /г, и временем обслу­
живания, распределенным по закону хи-квадрат с параметрами р, 
и т, Сиски в своей книге приводит решение уравнения Линдли 
в виде следующего выражения для распределения времени ожи­
дания [795];

Р(щ;) =  1 а ^ е  * .
ft = i
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Это решение является единственным. Здесь — различные 
корни характеристического уравнения

т

\ V- J

Среднее время ожидания равно

W  =  -  У  2*

Смит [771] исследовал характер распределения времени ожи­
дания в одноканальной системе, находящейся в стационарном со­
стоянии. Мы уже видели, что в случае пуассоновского и регуляр­
ного входящих потоков время ожидания имеет экспоненциальное 
распределение. Оказалось, что экспоненциальный характер рас-^ 
пределения времени ожидания появляется и при менее ограничи­
тельных условиях.

Если производящая функция распределения является обратной 
величиной полинома га-й степени, то говорят, что функция распре­
деления принадлежит классу /С,.

Если и  (s) — преобразование Лапласа—Стилтьеса функции 
распределения U(u),  где и — разность между .временем обслужи­
вания и промежутком времени между требованиями, и 5 =  а-Н'т, 
то имеем следующую теорему Смита. Доказательство ее не приво­
дится, так как оно весьма громоздко.

Теорема 9.1. Если функция распределения времени обслужива­
ния принадлежит классу /С„, то и распределение времени ожида­
ния (времени пребывания в системе) также принадлежит К„ при 
любых! распределениях входящего потока, удовлетворяющих до­
статочно общим условиям.

Плотность распределения времени ожидания имеет вид

2  V
где

^ ajJ

И Uj — п нулей (предполагается, что они различны) функции 
1 ~  и  (s) в открытой полуплоскости о <  0.

Приведем еще одно важное положение, которое является не­
посредственным следствием этой теоремы.
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Теорема 9.2. Если время обслуживания имеет экспоненциальное 
распределение, то и время ожидания в очереди для тех требова­
ний, которым приходится ожидать, также имеет экспоненциальное 
распределение при любом распределении входящего потока.

Упражнение. Используя теорему 9.1, докажите теорему 9.2.

2. Решение задачи в общем виде с помощью 
криволинейного интеграла

С помощью остроумного способа Вантюра [861] нащел преоб­
разование Лапласа функции распределения времени ожидания 
п-го требования. Используя уравнение (9.27а) и обозначив через 

(s) преобразование Лапласа—Стилтьеса функции распределе­
ния времени ожидания п-го требования, получим

Т„(«) =  Я [ е " '”'"]. (9.38)
Для положительных действительных значений s можно предста- 

вить функцию е с помощью криволинейного интеграла в виде

' (9.39)е "”' " = - ^ - ^ е х р [ - 2(да„_,+  «„_,)] 7 ^ . +

где
0 при да„_, +  И„_1 > 0 ,

е „ = . 1
.2 при +  и„_, =  0, (9.40)

1 при да„_, +  и„_, < 0 .

Контур С идет от —ico  до - f /оо, обходя начало координат 
по малой полуокружности справа от мнимой оси.

Докажем справедливость этого представления. Можно пока­
зать, что для отрицательных значений этот интеграл равен 
нулю. Это делается следующим образом. Возьмем интеграл вдоль 
мнимой оси, в котором путь интегрирования идет от —ia к ia. 
Если этот контур замкнуть полуокружностью в левой полупло­
скости, то интеграл будет равен нулю, так как подынтегральная 
функция — аналитическая внутри этого контура и на его границе. 
Таким образом, интеграл вдоль мнимой оси и малой полуокруж­
ности равен интегралу вдоль большой полуокружности в левой 
полуплоскости с обратным знаком.

Теперь нужно показать, что при а —• оо интеграл вдоль боль­
шой полуокружности стремится к нулю. Это доказывается тем, что 
интеграл действительно сходится в секторе с вершиной в начале 
координат, не захватываюш;ем мнимую ось. Это можно доказать, 
перейдя к представлению z в полярных координатах, взяв абсо­
лютные значения и показав, что интеграл сходится, если радиус 
а стремится к бесконечности. Следовательно, при а —► оо интеграл 
вдоль контура С стремится к нулю при < 0 .  Так как
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левая часть нашего уравнения в этом случае равна единице 
[см. формулу (9.27а)], то мы должны иметь =  1-

При +  ^п-\ >  О применяется аналогичное рассуждение, 
с тем лишь отличием, что большая полуокружность берется в пра­
вой полуплоскости, И, следовательно, при больших значениях а 
этот интеграл имеет простой полюс в точке z =  s. При помощи 
теории вычетов находим, что значение этого интеграла равно

—sw„
— 2тЛе , следовательно, =0. Заметим, что замкнутый контур 
имеет направление по часовой стрелке, отсюда и знак минус. 
Можно показать, что в этом случае интеграл вдоль большой по­
луокружности в правой полуплоскости при а —> оо стремится 
к нулю; таким образом, значение приведенного выше интеграла 
вдоль контура С остается таким же, что и значение интеграла, 
определенное вдоль мнимой оси.

Осталось определить, что будет при =  В этом
случае интегрирование обычным способом выполнить невозможно. 
Однако можно рассмотреть замкнутый контур, как и в том 
случае, когда >  0. Получаем вычет —2тс̂ . В этом случае
интеграл вдоль полуокружности не обращается в нуль вслед­
ствие отсутствия экспоненциального множителя. Интеграл, вы­
численный вдоль окружности, будет равен —2тс/, следовательно, 
его значение вдоль полуокружности равно — tzI. Таким образом,
г^ = -^ . Читателю предлагается самостоятельно проверить эту 
4actb доказательства.

Если в обеих частях приведенного выше выражения взять сред­
ние значения (мы можем поменять местами знаки криволинейного 
интеграла и средних значений) и затем заметить, что обычно ве­
роятность того, ч т о +  W/i-i =  0̂  равна нулю, то на основа* 
НИИ определения имеем [̂ ('<̂ /г =  0)] =/?о- Это об­
стоятельство не должно беспокоить читателя при выводе выра­
жения для /?о.

Имеем важное выражение, которое обычно справедливо:T«(s) =  - ^ ^ ^ [ e x p ( - 2 : w „ _ , )  e x p ( - 2 t t „ _ ,) ] ^ ^ + / ? o -  (9.41)
Если допускается, что tn-x, s^-x и — независимые слу­

чайные величины (заметим, что они могут ицеть и взаимно зави­
симые распределения, но и в этом случае это представление также 
остается справедливым), то их средние значения будут распреде­
лены в соответствии с экспоненциальными функциями этого инте­
грала, т. е.

Е  Е  Е  [е*'"-*]. (9.42)
Более того, если эти распределения одинаковы для всех требо­

ваний, то первое выражение в правой части (9.42) равно Т(2), 
а среднее выражение есть преобразование распределения времени
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обслуживания ^(z).  Если промежутки времени между моментами 
поступления требований имеют экспоненциальное распределение
с  параметром X, то его преобразование равно а иреобра-
зование Т(5), которое теперь не зависит от п, имеет вид

<«■«>
с

Так как обе функции в числителе подынтегрального выражения 
регулярны в правой полуплоскости и можно показать, что они схо­
дятся к нулю на полуокружности в правой полуплоскости с радиу­
сом, стремящимся к бесконечности, то контур С может быть замк­
нут такой полуокружностью, включающей в себя два простых по­
люса в точках Я и S.

Вычет находится обычным способом. Имеем

T W  — -------- X - I  i  ■ ^-------T = r z -------r P o - (9.44)

После упрощения получим

■r(s): _X7(X)8(X)-f/>o(y-X) s — X -{- Xji (s) (9.45)

При s —»0 оба выражения стремятся к единице. Если умножить 
обе части этого равенства на знаменатель, то при s -->■ О левая 
часть будет стремиться к нулю. Таким образом.

/>о =  Т(>̂ )Р(>̂ ). (9.46)

После подстановки этого значения ро правая часть (9.45) при 
3 =  0 становится неопределенной. Применив правило Лопиталя, 
получим

1 ■ Иш------ --------Л  M l- Г  («)]• (9.47)

Но limp'(^) =  ~ .  г д е — среднее время ожидания. Поэтому

(9.48)

а это выражение нам уже знакомо.

3. Иной способ решения

Обозначим снова через W{t) время, в течение которого требо­
вание, поступившее в момент времени t, должно ожидать начала 
обслуживания. Допустим, что при / >  0 промежутки времени
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между требованиями и промежутки времени обслуживания опи­
сываются одной и той же функцией K{t)  [это нагрузка, поступаю­
щая в канал обслуживания за промежуток времени {и, t), и, сле­
довательно, W{t) может рассматриваться как работа, которая 
в момент времени t еще оставалась невыполненной]. Для этого 
случая Бенеш [53] получил

i
W { t ) = K { t ) - t - { - ] u [ - W { u ) ] d u ,  / > 0 ,  (9.49)

где V — функция единичного скачка, т. е.

1, л :> 0 ,
О, л: <  0.U{x)

Заметим, что IF(0) =/С(0).
При таком подходе к системам массового обслуживания не 

делается допущений о независимости распределения входящего 
потока и независимости распределения времени обслуживания и не 
рассматриваются частные случаи. Нет также необходимости обра­
щаться к марковским процессам.

Заметим, что рещение предыдущего уравнения выражается че­
рез функционал верхней грани, распределение которого найти 
очень трудно.

Можно показать, что с вероятностью, равной 1, имеем

ехр [—s i r (^)] = е х р  {—S \K{t) — ]̂) X 

X  f  1 — s j exp {s [AT(и) — u\\P(и, 0 )ofK| (9.50)

где
1, если W(u) =  0, 

Р  (и. 0) I ^  ^  Q

Кроме того, имеем
о при W

Р [ 1 Г ( 0 < ® ]  = Р  [K{t) -   ̂ ^  J p  [ / : ( 0  -  К{и) -  (9.51)
о

и W[u) =  Q] du при w !> 0 .

Читатель, очевидно, привык к такому положению, что всегда 
нужно устанавливать распределение входящего потока и распре­
деление времени обслуживания. Однако при новом подходе тре­
буется лишь определение функции нагрузки /С(0-
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9.4. Многоканальная система, поток с 
ограниченным последействием, 
произвольно распределенные взаимно 
независимые длительности обслуживания

Здесь будет приведен только конечный результат. Читатель от­
сылается по этому вопросу к работам Кифера и Вольфовица. Ав­
торы указывают, что имеет смысл рассмотреть эту задачу в неко­
торых частных случаях распределения входящего потока и рас­
пределения времени обслуживания, но отмечают, что решение, 
вероятно, окажется трудным. Уравнение Линдли является част­
ным случаем полученного ими выражения. Для стационарного со­
стояния имеем

Р(да) =  |р^{ф(а>, c )dB{b )dA{c ) ,  (9.52)

где Роо— показатель, соответствующий P{w)\
А — распределение длительности промежутков времени меж­

ду моментами поступления требований;
В — распределение времени обслуживания.

Показано, что P(w)  является функцией распределения, когда 
загрузка системы р меньше единицы. Однако при р ^  1 это выра­
жение вообще не имеет смысла. Здесь р — отношение среднего 
времени обслуживания к числу каналов, умноженному на сред­
нюю длительность промежутка времени между моментами по­
ступления требований.
З а д а ч и

1. Поток статей в редакцию журнала задан пуассоновским распределением 
с параметром %. Время обслуживания имеет усеченное экспоненциальное рас­
пределение, т. е.

b { t ) ~ [   ̂^
I О, t > T ,

где С — нормирующая постоянная, зависящая от Т.
С помощью уравнения Линдли найдите выражение для среднего времени 

ожидания.
2. Используйте интегральное уравнение Линдли для нахождения распреде­

ления времени ожидания в одноканальной системе для следующих случаев:
а) пуассоновский входящий поток с параметром Я и экспоненциальное 

время обслуживания с параметром ц;
б) распределение входящего потока j и экспоненци­

альное время обслуживания с параметром fx. Найдите распределение времени 
ожидания:

О
X е ^dy 4- J w(i-—y ) t  I .
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Допуская, что решение имеет вид а;(^)==1

—  ̂  ̂ М- — Р

—3̂ае ' , покажите, что

• Ш ’ =
в) входящий поток регулярный с промежутками между моментами поступле­

ния требований, равными одной временной единице; распределение времени

обслуживания -------^ ----------;

W (О = 1 +  S
k =1

Определите и х^.
3. Используя статью Смита, получите доказательство его главной теоремы.
4. Используя статью Линдли, покажите, что искомая предельная функция 

является функцией распределения.
5. Пусть в одноканальной системе с пуассоновским входящим потоком

с параметром Я и произвольным временем обслуживания с плотностью распре­
деления Ь{х) функция t) есть плотность вероятности того, что в момент
времени t в очереди находится п требований, не считая обслуживаемого требо­
вания, и что обслуживание этого требования продолжается уже в течение вре­
мени X. Пусть значение Wn (х, 0) задано. Вероятность того, что обслуживание 
этого требования закончится в промежутке времени {х, л:-|-А), равна Ь(х)И, где

Ь (л:) =  Tj (л:) ехр
л

• j  Y) (у) dy

а 'iTj (д:)Д— вероятность того, что если обслуживание требования продолжа­
лось в момент времени х, то оно закончится в промежутке В(ремени (л:, л:+А);

w„(x +  Î , < +  Д) =  (а-, 0 ( 1 —
Разложив левую часть этого выражения в ряд относительно (х, t), до А 

в первой степени и проведя упрощение, получим
dw» dWf,—̂ + - 5^  +  [̂  +  1̂(дг)]ге-„ = Хда„_„ л = 1,2.......

dWf\ dwn
Т  +  Т  +

Если E{t) — вероятность того, что система свободна, можно аналогично 
найти уравнение

dE (0  
dt +  Х £  ( 0  =  J 1) (а:) (а:, 0  d -t

о
при заданном начальном условии Я(0).

Покажите справедливость граничных условий
44М

»Я(0, о = J «'n+i (Af. t)y\(,x)dx, л =  1, 2.......
о

оо
Wo (0, =  Г (х, t) у\ (л:) dx +  ХЕ {f),

J
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кроме того, имеем
w„ (х, 0) = ( Х  —  Хо), п =  0, 1, 2, . . . .

. где первая величина в правой части этого выражения — символ Кронекера, 
а вторая величина — дельта-функция.

Условие сохранения вероятности приводит к равенству

d
dt ^  (0 +  2 j* «л  ix, t) dx

Л = Oq .
=  0.

Можно ввести производящую функцию С(г, х, t) для Wn(x, t) и обычным 
способом преобразовать систему уравнений. Введем обозначение

G (г, Ху t) =  H{Zy Ху t) е“
X

где N {х) =  ^ f] (у) dy. Покажите, что уравнение 
о

dH dH

имеет решение
H(z, jc, о  =  Яо {Z, t — x) е -  ^

откуда можно получить G{Zy Ху f).
Используя выражение для (jc, 0), можно получить

Но {г — х) =  е^ ~ (х — лго).

Покажите, что граничные условия объединены в выражении
со

zG (Zy о, )̂ =  J Tf) (л:) G (г, х, t) dx +  \zE {f) —
и
со

— J Т| (л:) G (0, Ху t) dx,
о

Можно также показать, что справедливо следующее условие: 

dE ^
+  Х£ 4- zHo ^ Ь (х) Но (Zy t — д:) е*”  ̂ ~ ^dx -f- \zE,

о

Если в начальный момент времени ^=0 система свободна, при этом £(0) =  1 
и G(Zy Ху 0) =  о, то в правой части этого уравнения можно записать интеграл 
в пределах от 0 до t  Преобразование Лапласа по переменной х с параметром s 
после упрощения имеет вид

[s +  X ( l ^ z ) ] E * ( s ) ^ l  
[5 +  Х(1— 2')]— 2' *

Определяя соответствующий нуль зна.менателя для который од­
новременно является и нулем числителя, можно вычислить обратное преоб­
разование функции E*(s),

X
При —  <  1, где т]-— среднее время обслуживания, знаменатель имеет



единственный нуль 2 .̂ Это обеспечивает существование решения для равновес^ 
ного состояния, преобразование которого имеет вид

5 +  •
Применяя тауберову теорему, из которой следует, что 

lim Е (t) =  lim sE* (5) =  1 — —  ,
i -̂ 00 S~*0 ^

докажите равенство

lim H{Zy t) :
i-*oo

M ' - \ )
b* [A (1 -2 ) ] -2

Вычислите £* (5) при b (;c) =  Y]e
Покажите также, что при £  (0) =  1 и Wn (лг, 0) =  0 функция £  {() удо- 

cLE /  dG{t) \
влетворяет условию =  — Х £ + 1  свертка функций Х£ и — — ),  где
G (/) — распределение длительности периода занятости.



Г л а в а  10

ВХОДЯЩИЙ п о т о к  с ОГРАНИЧЕННЫМ 
ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ; ВРЕМЯ ОБСЛУЖИВАНИЯ, 
РАСПРЕДЕЛЕННОЕ ПО ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОМУ 
ЗАКОНУ ИЛИ ПО ЗАКОНУ ЭРЛАНГА

10.1. Введение
В этой главе рассматривается число требований, находящихся В системе, и распределение длительности периода занятости. 

В систему поступает поток с ограниченным последействием, 
а время обслуживания имеет экспоненциальное или же эрлангов- 
ское распределение. Здесь используется материал нескольких ста­
тей Конолли, посвященных данному вопросу. Математический ап­
парат этой главы достаточно сложен и потребует терпеливого 
изучения. Рассматриваются моменты поступления требований и 
вводится достаточное число случайных величин, с тем чтобы 
в результате получить марковский процесс.

Для случая экспоненциального распределения времени обслу­
живания вводится величина Рп(^, t), которая используется для 
вычисления вероятности Р„ {() того, что в момент времени t 
в системе находится п требований. Кроме того, используя преоб­
разование Лапласа, а затем применяя к обратному преобразова­
нию методы численного интегрирования, найдем В частном
случае результат соответствует решению задачи для системы 
с пуассоновским входящим потоком. Для системы с экспоненциаль­
ным временем обслуживания находится также распределение дли­
тельности периода занятости. Полученный результат справедлив 
также в случае регулярного входящего потока.

Кратко описывается система с эрланговским распределением 
времени обслуживания. Для нее находится распределение вероят­
ностей совместного появления двух событий — данного числа 
обслуженных требований и определенной длительности периода 
занятости. Метод доказательства в основном аналогичен тому, 
который приводится для случая экспоненциального времени об­
служивания.

10.2. Число требований, находящихся
в очереди (система с экспоненциальным 
временем обслуживания)

Рассмотрим одноканальную систему, в которой промежутки 
времени между моментами поступления требований взаимно неза­
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висимы и имеют произвольное распределение с плотностью веро­
ятности, равной a(t),  а время обслуживания имеет экспоненциаль­
ное распределение с параметром р. Обслуживание требований 
происходит в порядке поступления. Обозначим через Р„ (() веро­
ятность того, что в момент времени t в системе находится п тре­
бований (включая и обслуживаемое). Обозначим через Р„(и,  t) 
плотность вероятности того, что в момент времени t в системе на­
ходится п требований при условии, что последнее требование по­
ступило в промежутке времени {t — и — du, t — и), а через 
Рп (0. О — плотность вероятности того, что в промежутке времени 
\t — dt, t) поступит требование, в результате чего система перей­
дет из состояния £'„_1 в состояние Е„. Имеем Ро(0, 0 = 0 .  Введем

также функцию Л (0 = J a{x)dx.
о

Вероятность того, что в промежутке времени и, в течение ко­
торого не поступает ни одного требования, будет закончено обслу­
живание п требований пои условии, что в начале промежутка вое- 
мени и число требований, находящихся в систе.ме, было больше п,
равна Ь„{и) =  е~' “̂ ] .Если в начале .промежутка времени и
в  системе находится N  требований, то вероятность того, что все 
они будут обслужены за этот промежуток, равна

bjv(u):
N -1

1 -
;=о (lOilJ

Допускаем, что первое требование поступает в систему в мо­
мент времени ^=0, когда в системе нет других требований. Иссле­
дование для произвольного начального состояния производится 
аналогично.

Вероятность того, что в промежутке времени {t dt  ̂ t)
о о

поступит одно требование, равна Я(0, 0  =  2 ^ л (0 ,  О- Преобра-Л = 1
зование Лапласа этого выражения имеет вид

Я*(0. s) =  S  Я;(0, S).
п = 1

( 10.2)

Заметим, что a{t  — 0 ) — плотность вероятности того, что, на­
чиная с момента времени ^=0, следующее требование поступит 
в промежутке времени (̂  — dt, t). Получив выражение для Р(0, /). 
покажем, что этот ряд сходится, по крайней мере, для R e (s )> 0 . 
Затем получим выражение для Р„ (0, t) .

Поступление требования в промежутке времени (t — dt, t) мо­
жет оказаться первым после поступления начального требования 
в момент времени ^=0 с вероятностью a{t  — Q)dt, или последнее 
поступление, предшествующее данному, может произойти
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в промежутке кремени { t — и — du, t — и) с вероятностьк> 
P(0i, t — и) а (и — 0) du dt. Таким образом, имеем

t
Р (0 , O =  +  ^ -й )а (й )й ?и . (10.3)

Преобразование Лапласа
=  ,10.4)

СХОДИТСЯ, по крайней мере, для R e (s )> 0 . Допускаем, что запись 
в виде a(t  — 0) = a { t )  не вызовет затруднений.

Кроме того, имеем
t оо

л  (0, о =  А (̂ ) ^1 (О =  j  « («) 2  Рш (0, t - U ) b ^  {и) du,
о m =1

Рч (0 , t) z=a{t)  bo (О +  J а (и) 2  Рт+1 (0,  ̂-  и) (и) du,
о т =0

t оо

Я„ (0, о  j  а (и) 2  Рп^ш-1  (0, t - u ) b „ ,  (и) du, п >  3. (10.5)о т = 0

Первое выражение в правой части первого уравнения есть 
плотность вероятности того, что требование, поступившее в проме- 
жутке времени {t — dt, f), будет первым после момента времени 
^=0. Второе выражение есть плотность вероятности того, что тре­
бование, поступившее до этого момента, скажем, в промежутке 
времени (t — и — du, t — и), приводит к состоянию Е^, при кото­
ром все требования будут обслужены до конца промежутка вре­
мени и. Вероятность этого события должна быть просуммирована 
по всем т и всем и, 0^u<^t .  То же относится и к остальным 
уравнениям.

Возьмем преобразование Лапласа последнего уравнения. По­
лучим однородное уравнение в конечных разностях с коэффициен­
тами, не зависящими от п:

р :  (0, S) =  2  ( S ) (0 ,3 ), « >  3..
Здесь

т = 0
( 10.6)

K i s )  = ^ e - ^ “a {u )bM d u = ^ Q - '^ ^ ^ '^ \ l^ u ra iu )  (10.7)
о о

так как имеем свертку. Кроме того, X,„(s) является коэффициентом; 
при л:"' в разложении преобразования

J е а (и) du= -a*  \s-\- {I — х)  р-] ( 10.&)
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по степеням х. В этом можно убедиться, разложив правую часть 
этого выражения в ряд и написав интеграл, преобразованием ко­
торого является коэффициент при дг'” .

Подставляя л :"= Р * (0 , s) в уравнение в конечных раз­
ностях (10.6) и упрощая [чтобы получить общее решение, ко­
торое принимает вид

Р*А0, s ) = S
J-1 ^

если все корни уравнения (10.9) простые], имеем
а* [s-]- (1 — дс)(»-] = х . (10.9)

Коэффициенты kj не зависят от /г и определяются из условия, 
что равенство должно выполняться для всех значений п. Даже 
в том случае, если все корни простые, решение не существует, 
если абсолютное значение каждого из них не меньше единицы, так 
как значение Р * (0, s) конечно.

Решая (10.9) относительно х, находим единственный нуль | 
с абсолютным значением, меньшим единицы, который мы исполь­
зуем в выражении

/>:(о, s)=/fe?«. (10.10)

Это решение справедливо при п=2.
Преобразование Лапласа первого интегро-дифференциального 

уравнения имеет вид
Я*(0, s) =  i f e ? - 1. (10.11)

После подстановки в (0, s) имеем
а* (s) , 1 ki (10.12)

ИЛИ
k — 5[1 — «М*)Г (10.13)

Интегро-дифференциальные уравнения для Pn(i) совпадают 
с приведенными выше уравнениями (10.5), отличаясь лишь тем, 
что в левой части этих уравнений P i(0 , ^  заменено на Я о(0 : 
^ 2 (0, )̂ — на Р|(О и Р„{0, t ) — т  Pn{i) (это справедливо при 
л > 2 ) ,  а в правой части а (  • ) заменено на 1 — Л ( • )=Л<,( • )• 
Заметим, что теперь' подынтегральными выражениями являются 
условные вероятности Ро{и, t), Р\(ц, t) и Рп(и, t). Таким образом.

Я„(и, <) =  А^(гг) 2
/я = 0

{ 0 , t - u ) b ^ { u ) ,
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Взяв преобразование Лапласа, получим

Р*п л :  [S +  (1 -  S) |х], п > 2 .

Заметим, что
Ч«)

Л:{5): 1 —а* (s)

Таким образом,
(1 -?2 )е71— 1

ix [i-fl*(s)] ( f +  1 - г )  ’

что справедливо при д 1, и

p : ( s) = t
1 —  5

f^[i- « * ( « ) ]  ( f +  1 - е )

(10.14)

(10.15)

(10.16) 

(10.17)

Полученные формулы удовлетворяют соотношению 2  Р1 (s) =
л=0

=  — . Они справедливы и для пуассоновского потока. Нуль 5 —
тот же самый, что и \>-а.2 — нуль, встречавшийся при анализе этого 
Случая в гл. 4. Используя соотношения

•, оо
lim P „(0  =  HmsP*(s), a = \ u a { u ) d u ,  (10.18)
t-^oo

можно вывести некоторые свойства стационарного состояния, 
в  окрестности точки 5 =  0 имеем

a*(s) =  l — а5 +  0(5^), (10.19)

|(s) =  5o +  ^.s+0(s®), =  ?i = ?'(0). (10.20)

При а > — (заметим, что для пуассоновского потока  ̂=  - j )
1 ' 

имеем ? о < 1 .  а при имеем 1о=1-  Для первого случая
получим следующий основной результат:

п П. /Ч « > 1 ,lim sP*(s) =  l
S-0 " 1 , 1  п1 ------п =  0.\̂а

( 10.21)

Следовательно, в первом случае выполняется усло­

вие статистического равновесия. При а <  — оба предела равныр.
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S(s) =  l - c s * ,  (10.22)
где k>\,  а с — постоянная; оба предела равны нулю.

10.3. Длительность периода занятости 
в системе с экспоненциальным временем 
обслуживания

Первая часть этого параграфа посвящена основной теории пе­
риода занятости, а во второй части определяется распределение 
длительности периода занятости.

Пусть Рп (t)dt — вероятность того, что период занятости за­
кончится в промежутке времени (t, t+dt)  и что за это время бу­
дет обслужено т требований. Тогда вероятность того, что за пе­
риод занятости будет обслужено т требований, равна

нулю. Наконец, при а =  — функция 1 —I ведет себя как дроб-
ная степень s, т. е.

(10.23)

р {t) d t = ' 2 i P m  {i) dtm = l
(10.24)

есть вероятность того, что период занятости закончится в проме­
жутке времени (/, t +  dt), независимо от того, сколько требований 
будет обслужено. Если существует статистическое равновесие, вы­
полняется соотношение

J p { t )d t  =  \: (10.25)

В противном случае этот интеграл меньше единицы.
Если Сп (/) — плотность вероятности того, что промежуток вре-, 

мени между требованиями равен t, и за это время закончится об­
служивание ровно п требований, а к концу этого промежутка на 
обслуживание поступит следующее требование, находящееся 
в очереди [при условии, что к началу этого промежутка времени 
имеется не меньше п+\  требований], то

c, { t )  =  a { t )b , { t ) .  (10.26)

По определению, (^ — вероятность того, что в промежутке 
времени (0, t) заключено п последовательных длительностей 
обслуживания; при этом в момент времени t обслуживается 
(п + 1) -е требование.
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Допустим, что в промежутке времени {t, t+dt )  после начала 
периода занятости поступает новое требование, и общее число тре­
бований, ожидающих в очереди, возрастает до п'^\.  Пусть на об­
служивании находится т -е  требование из числа тех, которые бу­
дут обслужены в этом периоде. Пусть далее плотность вероятно­
сти этого события равна /„ „ (О . При и =  1 имеем

t тп—\

fmx (О =  J 2 fm-k, k (s) {t -  s) ds, /И >  2, ( 10.27a)
0 ft-1

f u i t )  =  C o ( t ) . (10.276)

Первое уравнение показывает, что если такое требование по­
ступает в промежутке времени (s, s-j-rfs), то на обслуживании 
может находиться любое требование от первого до {т — 1)-го. 
Если обслуживается {т — k)-& требование, то после поступления 
Требования должна образоваться очередь, состоящая из k требо­
ваний. Последнее требование из этой очереди в момент времени t 
должно находиться на обслуживании. Требование, которое посту­
пит в момент времени t, будет единственным требованием, ожи­
дающим начала обслуживания. Аналогичное уравнение можно на­
писать и для п > 2 :

t т = \

f m n  ( 0  =  1 2  /m - f t .  n - I + *  (О  . ( 10.28)о *=0
Заметим, что это выражение является сверткой. Возьмем пре­

образование Лапласа с параметром г. Затем введем производя­
щую функцию z) (которая сама зависит от п) для преобра­
зования Лапласа функции fmn(0- В результате получим уравнение 
в конечных разностях, которое после подстановки в производящую 
функцию/*(»/, г) значений х" имеет вид х = с* {ху ,  г),  где

оо оо

с*(у,г) =  2  A * ( 2) =  ja(/f)exp{—  ̂[г+ (1  — y){i,]}<// =ft =0

— а* [ z +  (1 — у)(*]. (10.29)

Можно показать, что уравнение относительно х  имеет один 
корень S, при этом |1|<1. При л > -1 , 1у |-<1 д л я  К е(а :)> 0п р и  
условии, что S— простой нуль, имеем

Л  (у. 2) =  y^ (y . ■г). (10.30)

Определим теперь искомое распределение Допустим,
что преобразование Лапласа производящей функции имеет вид

Р *(у , г ) =  S  У"'р;,(г).
т  = 1

(10.31)
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Пусть

где
л : { г )  =

СО
=  J a{t )dt ,  

0
, (10.32)

= A A t ) M t ) , (10.33)

i A s ) e x p { -  [2 +  (1 - у ) Н  S)cfs =

— с *  (у, г )
\ ’ (10.34)

■ +  1 — yjf*

1 — а* (г)
Z (10.35)

Вычислим теперь распределение длительности периода заня­
тости. Вероятность того, что период занятости окончится в проме­
жутке времени t+ d t  после окончания обслуживания первого 
требования, равна вероятности соа.местного наступления двух 
событий: 1) в промежутке времени (О, t) не поступит ни одного 
требования и 2) обслуживание первого требования закончится 
в промежутке вре^мени {t, t+dt) .  Таким образом,

p A t )  =  AAt)p^-'^'. (10.36)
Если при поступлении требования до момента времени t на 

обслуживании находится {т — k)-e  требование, то поступление 
данного требования приведет к образованию очереди, содержащей 
А требований — 1). Все требования, включая и то, ко­
торое находится на обслуживании, должны быть обслужены 
в оставшемся промежутке времени, а последнее требование будет 
обслужено в промежутке времени (t, t+ d t ) , ‘ при этом больше ни 
одно требование не поступает. Получим

f т—1
Pm(0 =  l^S ^ / m - l i . l i ( s )d A t -S )d S .  (10.37)

о * =1

Как и ранее, можно взять преобразование Лапласа и ввести 
производящую функцию для преобразованных уравнений. Имеем

Р* (у, z ) =  yd;  (2 ) +  i  y^dAz)/;  (у, z) =

=  i^yD* (iy, z) ■ y ( i - i )

- И —
(10.38)

Заметим, что P* {у, 0) — производящая функция распределения 
р„1, а Р*{1, О )— вероятность того, что длительность периода за­
нятости конечна.'
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среднее число требований, обслуженных за период занятости, 
равно

к т ^дР*(У> 0)
ду

Если у = 1 ,  то
1 - 5

где 5 — наименьший корень уравнения
х  =  с*{х,  z) — a* [ z +  (1 — л:)|л,].

Если ввести обозначение

5 (г) =  2  К^,л-О
где k„ получено из 5 (л) путем дифференцирования, то

P*{\ ,z ) ____ 1 —  fep —  k j Z  —  0 ( z )

^  +  I — ka — kiZ — О (г)Г

(10.39)

(10.40)

(10.41)

(10.42)

Если р = — < 1 ,  где X — интенсивность поступления требова-
Г ’

ний, то ^0 <  1 и Р ( 1 , г ) - ^ 1  при z -*Q .  Если р > 1 ,  то к ^ = \  и
_  1Я* (1,2) при 2 —*0.

Если р =  1, то 1 =  1 — двойной корень при 2 = 0  и Я * ( 1 , 2 ) —'1.  
Используя эти положения, можно аналогично показать, что

\ ( _ 11 — й„ ’
(10.43)N  =

1 - Л о ’
(Ад — hi) р

h\

Р<1,  

, Р>1,

где ha, hi и Лз— коэффициенты в разложении наименьшего корня | 
уравнения дс=о*[(1 — Д̂ «/)р] в ряд (1 — у)®.

Для регулярного входящего потока с промежутками времени 
между требованиями, равными а, имеем

а *(2 ) =  е " “",

Ш ) '
^шшк   ̂(^0П*1

(10.44)

(10.45)

280



Для всех значений р Конолли получил [149]
_ i_

P i = l  - е  ,
1 2

Р2- ('+f).
А , = и т. д.

(10.46>

•2 ( р - 1 )з

Кроме того, он получил таблицу значений для первых пяти т 
и таблицу значений N для различных значений р — как для регу­
лярного, так и для пуассоновского входящего потока.

10.4. , Период занятости в системе 
с эрланговским распределением 
времени обслуживания

Этот случай также рассмотрен в статье Конолли, в которой 
главное внимание уделено вычислению вероятности и плотности 
вероятности совместного появления двух событий: 1) в течение 
периода занятости будет обслужено ровно т групп по k требова­
ний в каждой (k — параметр распределения Эрланга) и 2) весь 
процесс займет время, равное t  Рассматривается также одномер­
ное распределение числа групп т (полученное путем интегриро­
вания плотности совместного распределения по /) и одномерное 
распределение t (полученное путем суммирования по т ) . Эти по­
ложения применимы к известным частным случаям, уже рассмот­
ренным в книге. Вспомогательные функции, которые Конолли ис­
пользует в этом случае, содержат дополнительную информацию 
относительно элемента группы и относительно группы, обслужи­
вание которой производится в рассматриваемом промежутке вре­
мени.

Пусть Р от(0— вероятность совместного появления таких двух 
событий. Возьмем преобразование Лапласа с параметром z  по пе­
ременной t, а затем рассмотрим производящую функцию для пре­
образования Лапласа используя в качестве общего члена
переменную у, возведенную в степень mk (заметим, что т — 
число групп; умножив его на к, найдем число одиночных требо­
ваний). Данная производящая функция имее» вид

( i 2 + • (10.47>

Это выражение приводится только для того, чтобы вызвать 
у читателя интерес к результату исследования. Лучше всего про­
читайте сами эту статью и найдите основные характеристики.

281





Ч а с т ь  I V

РАЗЛИЧНЫЕ СИСТЕМЫ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ. ПРИЛОЖЕНИЯ 
ТЕОРИИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ. 
ТЕОРИЯ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

В этой части содержится пять глав, которые охватывают боль­
шой круг вопросов. В гл. 11 изучаются системы массового обслу­
живания с различными дисциплинами очереди, в отличие от того, 
что в предыдущих частях рассматривались системы только с од­
ной дисциплиной очереди («первым пришел — первым обслужен»). 
В гл. 12 делается попытка охватить разветвленные системы мас­
сового обслуживания, но рассматриваются только элементарные 
формы соединения. В гл. 13 изучаются различные ситуации мас­
сового обслуживания, описанные в гл. 1. В гл. 14 содержится ряд 
важных приложений теории массового обслуживания к различ­
ным областям практической деятельности. Многие процессы мас- 
•сового обслуживания могут рассматриваться как процессы вос­
становления. За йоследние годы теории восстановления уделялось 
большое внимание и были получены важные результаты. Вслед­
ствие того, что прикладное значение теории восстановления воз­
росло, некоторые из ее результатов включены в гл. 15.





Г л а в а  11

РАЗЛИЧНЫЕ ВИДЫ ДИСЦИПЛИНЫ ОЧЕРЕДИ

11.L Введение
До сих пор рассматривались системы, в которых обслуживание 

требований производилось по принципу «первь^м пришел — первым 
обслужен». Очевидно, что этот вид дисциплины очереди не яв­
ляется единственно возможным. Например, выбор требований на 
обслуживание может производиться на основании приоритета. Так, 
если приоритет требования высок, то независимо от его положе­
ния в очереди такое требование поступает на обслуживание 
раньше требований с более низкими приоритетами. Примерами 
этого могут служить телеграф, где срочные отправления прохо­
дят первыми, или отделение неотложной помощи в больнице, где 
высокий приоритет дается случаям, требующим немедленного вме­
шательства.

Кроме того, имеются системы, в которых порядок поступления 
требований не играет роли, а выбор требования на обслуживание 
производится случайным образом. Примером такой системы мо­
жет служить телефонный коммутатор простейшего типа, в кото­
ром оператор случайным образом выбирает абонента из многих, 
посылающих вызовы, и дает ему требуемое соединение.

Четвертым типом дисциплины очереди является такой, при ко­
тором поступающие требования распределяются по фиксирован­
ным каналам. Существует еще одна дисциплина очереди — «по­
следним прибыл — первым обслужен», когда поступающие требо­
вания (например, предметы массового производства) складыва­
ются друг на друга к предмет, изготовленный последним, оказы­
вается находящимся сверху и далее используется первым.

В каждом из этих случаев главной задачей является вычисле­
ние распределения времени ожидания и его среднего значения. 
Последнюю величину можно легко определить, даже не находя 
распределения времени ожидания.

11.2. Приоритеты
Наличие приоритетов у ожидающих требований имеет большое 

значение. Требования с различными приоритетами образуют потоки 
с одинаковыми или различными распределениями. В пределах
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данного приоритета требования поступают на обслуживание 
в один или большее число каналов по принципу «первым при** 
шел — первым обслужен». При поступлении в систему требования 
с более высоким приоритетом обслуживаемое требование, имею­
щее низший приоритет, может возвращаться в очередь (приоритет, 
прерывающий обслуживание) или обслуживание его может завер­
шаться (приоритет без прерывания обслуживания).

При решении задачи для системы с приоритетами возникают 
важные вопросы, связанные со стоимостью обслуживания, кото­
рые следовало бы включать в модель, хотя до сих пор это дела­
лось редко.

В таких задачах учет стоимости может оказаться полезным 
при сравнении потерь в системе, где обслуживание требования 
с низшим приоритетом не прерывается, с общими или частичными 
потерями в системе, где обслуживание требования с низшим при­
оритетом прерывается и это требование возвращается в очередь. 
Возвращение требов^ания на обслуживание при наличии такого 
приоритета может означать возобновление процесса обслуживания 
сначала. Может оказаться необходимым минимизировать общую 
стоимость времени ожидания, стоимость времени простоя обслу­
живающего устройства и стоимость прерванного обслуживания.

1. Приоритет без прерывания обслуживания
Одноканальная система [132]. Пусть требования с г-м приори­

тетом (чем меньше номер, тем выше приоритет) поступают в одно­
канальную систему в соответствии с пуассоновскими процессами 
с параметрами Я* ( ^ = 1 , . . . , / ' ) ,  и, следовательно, общий поток яв-г
ляется пуассоновским с пара!метром  ̂=  Допустим, что ̂" 1
в пределах данного приоритета требования обслуживаются по 
принципу «первым пришел — первым обслужен». Общая функция
распределения времени обслуживания имеет вид/^(^) =  ^ у ^ Х

Г
X где F^{t) — функция распределения времени об-

й = 1
служивания требований с k-ы приоритетом при среднем времени 
обслуживания, равном .

Самый высокий приоритет имеет индекс единица, самый низ­
кий— индекс г. Требования с высшим приоритетом обслуживаются 
раньше требований с низшим приоритетом независимо от времени 
их поступления. Однако обслуживание требования, имеющего лю­
бой приоритет, завершается прежде, чем допускается следующее 
требование, т. е. прерывания обслуживания не происходит.

Пусть
Р* = f*j6 ’ 1 ^ г. (11-1)

286



r =  s  9i, Oo =  0,/=1
1 <  Л <  r. (lt.2>

Допустим, что в момент времени U в систему поступает требо­
вание с р-ы приоритетом и в момент времени ti оно направляется 
на обслуживание. В этом случае его зремя ожидания равно Т=  
=  ti — /о-Пусть в момент времени to на обслуживании нет ни од­
ного требования или находится одно требование, и пусть в очереди 
впереди поступившего требования имеется (А =  1 , . . . ,  р)  тре­
бований с приоритетами не ниже k-ro.  Пусть Го,— время, необ­
ходимое для окончания обслуживания требования, уже находя­
щегося на обслуживании, а Г* — время, необходимое для 
обслуживания %  требований { k = \ , . . . ,р ) .  За время ожидания 
Г в систему поступит й* {k =  l , . . р — I) требований с приори­
тетами не ниже ^-го, которые будут обслужены раньше этого 
требования. Пусть Г ' — время обслуживания требований! 
(т. е. всех требований с k-u  приоритетом, которые поступают 
за время Г). Заметим, что

k = l  ^

в действительности должно иметь место равенство, так как 
в противном случае канал будет свободен, когда требование ожи­
дает в очереди. Возьмем средние значения и поставим: знак ра­
венства. Получим

Е [Т] Е [тп + ^ Е \ Т и \ + Е  [Го]. (11.3)й=1  ̂ *■1 й=1

По определению Е  [Г] =  — время ожидания требования ср-м
приоритетом.

Здесь E[Tj^\ — среднее значение времени обслуживания тре­
бования с k-u приоритетом, умноженное на я*, т. е.

(11.4)

1где -—  математическое ожидание времени обслуживания требо- 
вания с к-и приоритетом;

^  — среднее число требований, умножен­
ное на среднее время ожидания требований, с Л-м. прио­
ритетом.

Аналогично находим

Ш

( U . 5 )



Здесь употреблено обозначение Wp, так как среднее значение п' 
равно среднему числу поступивших требований, умноженному на 
среднее время, в течение которого поступили эти требования, т. е. 
на время Т, в течение которого рассматриваемое требование 
с  р-м приоритетом должно ожидать. Затем получим

2  н Щ  +  Е[То]
Л = 1

с  помощью метода математической индукции находим
Е[Го]

( 11.6)

(11.7)

Для выполнения равенства необходимо, чтобы o^,<l. 
Из формулы Полячека—Хинчина имеем

W--
X f PdP{t)

' _______ ( 11.8)

При р=1  имеем классический случай одноканальной системы 
без приоритета с дисциплиной очереди «первым пришел — первым 
обслужен». Находим выражение

W/ — ^
1 — ( (11.9)

которое должно совпадать с полученным ранее выражением (11.8). 
Следовательно, постоянная £[7о] определена. Она имеет вид

E \ T , ] = \ [ t 4 F { t ) .О ( 11. 10)

Таким образом, мы получили выражения для времени ожида­
ния требований с различными приоритетами.

Можно также получить E[Tq] путем вероятностных рассужде­
ний и, положив р= 1 , найти среднее время ожидания в одноканаль­
ной системе. Но данный метод является более строгим.

Многоканальная система. Допустим, что тип входящих потоков 
тот же, что и в предыдущем случае и что время обслуживания 
в каждом из с каналов имеет одинаковое распределение с пара­
метром [X. Исследование ведется, как и ранее, с той лишь особен­
ностью, что когда все каналы заняты, обслуженные требования 
покидают систему случайным образом с . интенсивностью р. 
Имеем

[Т’о] (11.11)

k = l
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И в этом случае Е[То] можно найти с помощью формулы для 
среднего времени ожидания в многоканальной системе, находя­
щейся в стационарном состоянии, при обслуживании требований 
в порядке поступления. Получим

(ср)̂

Е [ Т о ]  =
C fl

(11.12)

; = 0 J = c

где р — — '

Необходимо, чтобы выполнялось условие ^  <  1- Тогда

выражение для справедливо также при р >  1.
Если система с приоритетом загружена неполностью, то раз­

ница в среднем времени ожидания для требований с различными 
приоритетами мала, но она становится заметной, когда нагрузка 
на систему возрастает. Например, увеличение числа требований 
с наивысшим приоритетом, поступающих в одноканальную си­
стему, приводит к большему времени ожидания как для требова­
ний с этим приоритетом, так и для остальных требований. По­
этому важно контролировать назначение высоких приоритетов и по 
возможности уменьшать время обслуживания.

Обобщение результатов для одноканальной системы. Кестен и 
Ранненберг [440] развили дальше эти положения. Мы приведем 
некоторые из полученных ими результатов. Пусть

f о ’ при / <  о,
Gk (О I J _  при t ^ O  и >  о (11.13)

— функция «распределения длительности промежутков времени 
между моментами поступления требований с ^-м приоритетом при 
общем числе приоритетов г. Пусть Fk{^) — функция распределения 
времени обслуживания требований с этим приоритетом в однока­
нальной системе .массового обслуживания. Допустим, что для каж­
дого приоритета существует взаимная независимость промежутков 
времени между моментами поступления требований, взаимная неза­
висимость моментов в<ремени поступления требований и взаимная 
независи1М0сть длительностей обслуживания. Пусть

г-1 -о
(11.14)

'}'Иа) =  ?е -* '^ Я * (0 , (11.15)
-о -о

где (0  — функция распределения времени ожидания требо­
ваний с k-M приоритетом.
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Заметим, что если функция фйСа) определена, то с помощью 
обратных преобразований можно определить 

При отсутствии насыщения

i = l

1
^ -2  1̂1 -  ?«• ( 2  + “)|

\/i —  а — ^ 2  +

где 2* = 0 , а zl =  zl(a)  удовлетворяет уравнению

4 = 2  х ^ - 4  +  “ ) = о .  ^ > 2 .

Так, например,

[ l - 2 v H  « +  2 ^ П 1 -9 И «)]

, (11.16)

(11.17)

(11.18)

Выражение для среднего времени ожидания имеет вид

2М^>
W , = E ( w , ) =  г --. - i  * ,-------i-------- г -  (11-19)

Второй момент равен

s [ i - 2  v r ^ ] '[ i - 2 v r * ]

+

2 [ i - 2

, k = l ........r. ( 1 1 .2 0 )
2 4 “’ s ' v f

1 1

2 [ i - 2 ^ / f ‘f 'J  [ i - 2 M ' ^ ]
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в случае насыщения ^  1. и можно найти такое целое
S  ̂+ 1

число 5 (0 < ]S -< /-), что 2   ̂<  1. ^  ;
«+1

W , ^ E { w , )  =
S  +  \ - щ - )
г=1 \  1>-1+\ / 1 J

[ Л-1 I Г * 1 ’
1 - 2  vr>J [ i - 2 v f > J

( 11.21)

Л = 1, 2 , . . . ,  S ,

'Х̂ к = Е('^к) =  °°, k = s - \ r \ , . . . ,  г.
Непрерывное множество приоритетов. Фиппс [644] распростра­

нил результаты, полученные для одноканальной системы массо­
вого обслуживания с приоритетами, на случай выхода станков из 
строя. Число имеющихся станков принимается равным бесконеч­
ности. Приоритет назначается в зависимости от времени, необ­
ходимого для обслуживания станка, — чем меньше время обслу­
живания, тем выше приоритет. Так как длительность времени об­
служивания может соответствовать любому действительному 
числу, то и приоритет также может принимать любое значение, 
т. е. имеется бесконечное число приоритетов.

Допустим, что поступление новых заявок на ремонт станков 
подчиняется закону Пуассона и что среднее число заявок, посту­
пающих в единицу времени, равно К. Допустим также, что интен­
сивность поступления заявок с приоритетом t (где t — время, не­
обходимое для обслуживания каждого из этих станков) задана 
величиной Xf Пусть F{t) — функция распределения среднего вре­
мени обслуживания станков, имеющих любой приоритет. Тогда

Xtdt^\dF{t) .  (11.22)
По аналогии со случаем дискретных приоритетов среднее 

время ожидания для станка, время ремонта которого равно t,  
определяется выражением

Wo

где

t у  ’
l -X js r f /= '( s )

W f — CO, t > t ,

Т

(11.23)

(11.24)

a T— критическая длительность обслуживания, аналогичная s 
в (11.21).
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Величина т определяется из равенства

X J tdF{t) =  \. (11.25)

Если длительность обслуживания не меньше т, то наступает на­
сыщение, и, следовательно, очередь растет до бесконечности. 

Среднее число станков, ожидающих ремонта, равно
■dP (f) (11.26)1 — Xjsrf/='(s)j

Если, например, F (0  =  1 — е ~ ч т о  соответствует экспо­
ненциальному времени ремонта, то при X <  р, время х равно 
бесконечности и

(11.27)

(11.28)

W q =  —  (случай отсутствия насыщения).Г
Среднее время ожидания равно

W,
{ l - —  [ l - e -

и среднее число станков, ожидающих ремонта, равно

е-/: _________________________
’  о { l — ^ [ l - e - ^ ' ( l + P 0 l f

(11.29)

При насыщении равно бесконечности.

2. Приоритеты, прерывающие обслуживание
В случае дисциплины очереди с приоритетом, прерывающим 

обслуживание, при поступлении требования с высшим приорите­
том находящееся на обслуживании требование с низшим приори­
тетом возвращается в очередь, в которой ожидают требования 
с низшим приоритетом. Имеется два вида приоритетов с преры­
ванием обслуживания:

1) прерывание с повторением: при возвращении требования 
в обслуживающее устройство время, затраченное на обслужива­
ние, теряется (здесь рассматривается только этот случай);

2) прерывание с продолжением прерванного обслуживания. 
Обслуживание требования возобновляется в той точке, где оно 
было прервано.

Джейсуол исследовал задачу для двух приоритетов, прерываю­
щих обслуживание, в системе с пуассоновским входящим потоком 
«  экспоненциальным распределением времени обслуживания при 
повторении прерванного обслуживания. Он применил метод, изло- 
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женный в r̂ i. 9 (задача 5). Джейсуол представил распределения 
времени обслуживания так, как показано в гл. 9, и использовал 
их математические ожидания совместно с интенсивностью поступ­
ления требований в системе дифференциально-разностных уравне­
ний для нахождения вероятности того, что в очереди находится 
данное число требований каждого приоритета при условии, что 
обслуживание требования, первого в очереди, составленной из тре­
бований с низшими приоритетами, было прервано после того, как 
обслуживание уже продолжалось в течение времени у, а длитель­
ность обслуживания требования равна х. Необходимо также рас­
смотреть выражения для этих вероятностей в том случае, когда 
обслуживание требования с низшим приоритетом не прерывается. 
Используются также методы, основанные на определении произ­
водящих функций и преобразований Лапласа, как в случае повто­
рения прерванного обслуживания, рассматриваемого ниже.

Рассмотрим приоритеты, прерывающие обслуживание с повто­
рением. В пределах каждого приоритета поступающие требования 
образуют пуассоновский поток и обслуживаются в порядке по­
ступления. Для требований любого приоритета время обслужива­
ния в одном канале имеет экспоненциальное распределение.

Когда поступает требование с высшим приоритетом, то требо­
вание с низшим приоритетом возвращается в начало очереди, со­
стоящей из требований с таким же приоритетом, и ожидает обслу­
живания.

Ниже будут приведены дифференциально-разностные уравне­
ния для системы с тремя приоритетами, прерывающими обслужи­
вание. Чтобы получить решение для системы с двумя приорите­
тами, достаточно положить А,з и рз равными нулю, опустить тре­
тий индекс и отбросить лишние уравнения.

Допустим, что имеется:
п требований с высшим приоритетом с интенсивностью поступ­

ления Я,1 и интенсивностью обслуживания рг,
т требований со средним приО|ритетом с интенсивностью по­

ступления Яз и интенсивностью обслуживания рз;
k требований с низшим приоритетом с интенсивностью поступ­

ления Яз и интенсивностью обслуживания р з.
Пусть Pnmkif) — вероятность того, что в момент времени t 

в системе находится п требований с первым приоритетом, т тре­
бований со вторым приоритетом и k требований с третьим приори­
тетом. Имеем:

^ ’птк (О =  — (̂ 1 +  2̂ +^3 +  ^\)Pnmk{i) +
+  ' ^ l P n - b m k { t ) t ^ P n , m - U k { t ) + ' ^  А— 1 I» m k  i t ) ,

Р ’т (О =  -  0̂1 +  >̂2 +  h) Рооо (О +  l>-iPioo Ю +
“Ь 1̂ 2̂ 010 (0  “Ь 1̂ 3̂ 001 (0»

■^пОО --  — (^1 “ Ь 2̂ +  3̂ “ f* !^ l) ^ лОО ( 0  +  л -1 , 00 ( 0  4 "

+  л-f 1, 00 (0> (11.30) 
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^ОгаО (^) —  —  (^1 +  ^2 +  3̂ +  [‘■г) РотО (О  +  V-lPlmO +

+  ^ ^ 0 , m -1, О (О  +  H-2^0, m+1. О (^ ).

ÔOft (О =  — (^1 +  ^2 +  3̂ +  И-з) Роол (О  +  (^) +

+  1*2^ 01* (О  +  ^3^00,6 - 1  (О +  F-зРоо, 6 + 1  (0>

'̂птй (О =  — (̂ 1 +  2̂ +  3̂ +  l̂ l) РптЗ (О +  1̂̂ л-1, /пО (О +
+  ̂ 2̂ л, m-I.o(0 -\-V-lPn+l, mo{i)y

'̂пОб (̂ ) =  ~  (̂ 1 +^2 +  3̂ +  l̂ l) РпОб (О +  ^ iP n -l , 06 (О 4"
+  КРпО, 6-1  (О +  H-l̂ n+l, 06 (О»

^Отб (О  —  “ “ (^1 +  ^2 +  ^3 +  1̂ 2) P^mk (О +  V^\P\mk (О +

+  2̂̂ 0, т-1, k {t) +  [̂ 2̂ 0, m-M. k (О +  ̂ 3̂ 0m, Jfe-1 (̂ )*

В общем случае имеется 2р уравнений, описывающих систему 
с приоритетами, прерывающими обслуживание.

Заметим, что если требования с высшим приоритетом ожидают, 
то требование с низшим приоритетом , не может поступить на об­
служивание.

Упражнение. Напишите уравнения для системы с двумя при­
оритетами: п ит .  Они нам потребуются позднее.

Хиткоут (340] рассмотрел такую задачу для сйстемы с двумя 
приоритетами, в которой в момент времени t = 0  находится началь­
ное число m o ^ h  требований со вторым приоритетом и По =  0 тре­
бований с первым прйоритето'м. После преобразования по Лап- 
ласу gnm (-5) четырех уравнений, описывающих систему с двумя 
приоритетами и содержащих вероятности Рпт(^)у вводится произ­
водящая функция, определенная для |г!<1 и |л:|<1.

F ( Z ,  X, S ) = ' Z  2  g n m ( s ) z ’’X "  Л = о m= о

 ̂ 2  g n m  i s )  X ' " .m = о

И

Используется также частичная производящая функция

Н ^ ( Х ,  S ) :

Чтобы найти выражения

(А1//1  -{- Р2 “Ь 1̂ “Ь 2̂ — 2̂-*̂ ---- Мо —

—  О̂о!̂ 2

Р ч ^ п + 1  ~  ( s  4 “  1̂ 1 “ Г  ^1 +  ^2  —  ^ 2 -^ )  4 “ ^ 1 ^ л - 1  =  о ,

(11.31)

(11.32)

(11.33)
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производится умножение на лЯ* и суммирование по т. Затем, умно­
жая на 2 " и суммируя по п, находим

F ( 2 , х :, s ) =

- 1 ^  [ ( 4 - ) - l ] ) " o ( A r .  S)

Х,гг —  (s  (Aj +  Х| +  2̂ —  Xjjc) -Ь (̂ 1 (11.34)

Здесь H q {x , s ) — функция, полученная при решении системы 
уравнений для / /„ .  Имеем

g00̂ 2̂ [("Х) “ 1̂ ~
f f o i x ,  S )  = -------------- ^ ^ (11.35)

— 4" М'г +  1̂ +  2̂ — ̂ 2.* — )

Если Vi{x, s) — величина, обратная нулю знаменателя (11.34), 
лежащего вне единичного круга |2 l =  l, то можно написать

f { z ,  X,  s) =
___  [1̂ 2(1 —  х )  g o o  (s) — + Ч [1 — t>i (х, S)]

{(Х2 (1 — л:) [1 — fiX — W, (х, S)] — SX] [1 — zvj (X, S)] ’ (11.36)

где Рг =  — , i =  \, 2. Заметим, что v^ix,  s) — величина, обрат-
ная другому нулю знаменателя. Кроме того, s +  I * i+ ^ i+ ^ 2 ~  
— Xjx: =  p.i (т1,+ 1 )2). Pi =  ' î'V2- Tenejpb можно показать, что, коль 
скоро Р1 +  Р2 <  1, то

lim Poo (О =  limsi^oo (s) =  1 — Pi — Pa-
t -*■  00 5 -► 0

Для производящей функции вероятностей стационарных со­
стояний имеем

, __ (1 — Pi — рг) [1 — t>i (X, 0)]limsP(2, X,  s): i  -  о [1 — Ргл: — V, (х, 0)] [1 — zv, (х, 0)] ’ (11.37)

Из F{z ,  X ,  s) определяется g'oo(s), для чего находится нуль С, 
лежащий внутри единичного круга |л:| =  1. В результате полу-

yh + l
чим goo(s) =  — 71— ?г- Так как производящая функция опреде-
лена, то путем дифференцирования можно найти вероятности.

Если р 1 ==Ц2= ц , то, оперируя по-прежнему внутри кругов |21<1 
и |х|<1, найдем нуль ^ = 02, встречавшийся ранее в случае одно­
канальной системы, с той лишь особенностью, что здесь X заме­
нено на X\+Xz:
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/'Л + 1

чим
Произведя обратное преобразование функции  ̂(f - l q  ’ полу-

У + Л + 1
Pooit)

л ~  /  ([J. +  X ,  -f- X j )

; ? о ( ^  .̂ +  2̂ )j  =  О \ "  1̂ + ^ 2

X (/ +  л - f -1) ij + Й-+1 [2  ̂ + ^ 2)] •

X

(11.39)

Преобразование Лапласа математического ожидания Е(т\ h, t) 
числа требований с низшим приоритетом при условии, что на­
чальное число требований равно h, имеет вид

дР(г, X ,  S )

дх Z =  1
X  = 1

произведя обратное преобразование, получим
t

Е {ш 1 Л, =  Л -j- (Х2 — [х)  ̂ JX J Pqq (й) d u  -f̂

t
+  У̂ Х,}1. J  (̂  — и)

« (iJ- +
/,(2и/Х,1*)йГи. (11.40)

При Xi=0 эти формулы приводятся к формулам, полученным для 
одноканальной системы с параметрами %2 и рг-

Распределение длительности периода занятости для системы 
без приоритетов находится из исходной системы уравнений. Кроме 
того, в данном случае в начальной точке находится поглощающий 
барьер, так что процесс прекращается, когда система в первый раз 
переходит в это состояние. Вместо Р „т (0  используем <3„т(0- Об­
ласть случайного блуждания, связанного с этой задачей, ограни­
чена отражающими барьерами вдоль п==0, т==1 и в точке (0, 0). 
Взяв, как и ранее, преобразование Лапласа, можно определить

С*искомое распределение. В этом случае (s) =  —  , где С — нуль
функции F(z ,  X,  s) при р.1 ^  Н-2.

Вычислив обратное преобразование функции найдем иско­
мое распределение . Соответствующие ему математическое 
ожидание и дисперсия равны соответственно

hE{t\h):

V  { t \ h) :

\̂ 2 (1 --  Pi +  Р2)

1 ^ 2 ?1 Pi)̂

(11.41)

(11.42)

296



Если fi, =  iÂ =  [1 , то

^  д /  l / Z Z K Z V . 
dt " - \ Y  X i + x J

к—  ̂(’Л + '̂1 + ̂ 2)
/ft (Xi +  X2)] . (11.43)

Рассмотрим r приоритетов, прерывающих обслуживание, в си- 
стеме с пуассоновским входящим потоком с параметром Я* и экс- 
поненциальным временем обслуживания с параметром р* для тре­
бований с k-u приоритетом. Среднее число требований, ожидаю­
щих начала обслуживания в системе, находящейся в стационар-

Г ^
ном состоянии, т. е. при 2  ~  <  1. равно [171]

Ра

Дисперсия равна

k - \  \ 2 /  k \

я = г

где p A = -jf  •
Хиткоут рассмотрел также и общий случай. Уайт и Кри- 

стай (876] и Стефан [784] также исследовали эту задачу главным 
образом для стационарного случая. Стефан приводит некоторые 
вычисления для этой задачи, рассматривая среднее время ожида­
ния и другие моменты для требований с низщим приоритетом. Ок 
рассмотрел также время пребывания в системе и время ожидания, 
включая время ожидания вследствие прерывания обслуживания.

3. Динамические приоритеты
Дж. Джексон исследовал динамические приоритеты в однока­

нальной системе с дискретным временем. Исходя из заданного 
распределения вероятностей, поступающему требованию назна­
чается определенный номер разряда срочности. Вновь поступающее 
требование получает преимущество перед ожидающим требованием 
в том ;И только в том случае, если разность .между номером раз­
ряда срочности вновь поступающего требования и номером раз­
ряда срочности предыдущего требования не меньше времени, 
в течение которого ожидает предыдущее требование. Этот случай 
является примером того, как администрация проявляет заботу 
о тех клиентах, которые ожидали в течение длительного времени. 
Эта система приводится к обычной системе с «приоритетом состоя­
ний», если рассмотренное выше распределение вероятностей ста­
новится непрерывным, и к системе с обслуживание.м по принципу'
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«первым пришел — первым обслужен», если оно сводится к един  ̂
ственному значению.

Введем некоторые обозначения: р — вероятность поступления 
требования в течение рассматриваемого интервала; q —  вероят­
ность окончания обслуживания требования, если канал занят; 
-тг̂ — вероятность того, что поступающее требование получит номер

9=-^— загрузка си-разряда срочности, не превышающий п\
стемы; р̂  =  ря„— загрузка системы требованиями с номером раз­
ряда срочности, не превышающим д,

у __  ̂ Я
1 A =  pZ.

Пусть в рассматриваемом периоде Sk— вероятность того, что 
в стационарном состоянии непосредственно после того, как требо­
вание покинуло систему (нижняя точка), и непосредственно перед 
тем, как поступило новое требование (если это происходит), в си­
стеме находится, п требований. Обычным способом находим урав­
нения

р { \  - q ) S o = ^ q { \  - p ) S u

lP (l +  - P ) ] sa= /> (1  +  -P )S k+u
k =  \ , 2 , . . .  (11.44)

Решение их имеет вид
s  ̂=  { \ - A ) A ” . (11.45)

Если Xi(t) — вероятность того, что в стационарном состоянии 
в системе остается i требований после того, как обслуживание 
требований, находящихся в заданной нижней точке, продолжа­
лось в течение t единиц времени, то

Ло(0 =  -«о(^— 1 ) +  <̂ -«1 (̂  — 1), (11.46)
•«Л0 =  ( 1 - ^ ) - ^ / ( ^ - l )  +  ^ -^ ^-fi(^ -l). ^ = 1 ,2 ,  . . .

Решение этих уравнений имеет вид
x , i t ) ^ { l - A ) A ^ Z ^ ,   ̂=  0, 1, . . . ,  / = 1 ,  2, . . . .

Хо(0 =  1 -
/ = 1

(11.47)

Пусть W — общее среднее время ожидания требований всех 
разрядов срочности в стационарном состоянии. Оно равно мате­
матическому ожиданию общего времени обслуживания требова­
ний, для которых время поступления в систему находится в дан­
ном интервале.

Для системы с обслуживанием по принципу «первым пришел — 
первым обслужен» выражение для вероятности того, что время 
ожидания не больше t, имеет вид

р « ^ )  =  1 _pZ<+i. (11.48)
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Для случая статического приоритета имеем 
W j _  1-р
W (1-ру_,)(1-ру) ’ (11.49)

где — среднее время ожидания требований с номером разряда 
срочности /  в равновесном состоянии.

Вывод этого выражения для дискретного времени аналогичен 
выводу, который приводит Кобхем.

Дж. Джексон указывает следующие ограничения для среднего 
времени ожидания WJ требования с номером разряда срочности /  
при равновесном состоянии в случае динамического приоритета:

W-
W

И
W <

1-р
1 -Р ;

1
1

h
W

fj-i

< i  +  (i - Z ) 2 p/

(11.50)

i < J

1— Р/ it) 1 ■9J-1

Первое неравенство доказывается путем замены этой системы 
такой же системой, в которой все номера разрядов срочности, 
меньшие /, увеличиваются до /, а затем полученная система заме­
няется системой со статическим приоритетом, имеющей те же зна­
чения р и <7 и те же распределения номеров разрядов срочности.

Дж. Джексон предложил методику вычисления последователь­
ности вероятностей времени ожидания в системе с динамическим 
приоритетом.

11.3. Случайный выбор для обслуживания
1. Многоканальная система с экспоненциальным 
временем обслуживания

Первым исследовал задачу случайного выбора на обслужива­
ние Меллор. Однако только Воло дал точную формулировку этой 
задачи. Основываясь на работах Воло, Полячек получил асимпто­
тические формулы. Пальм, Полячек и Риордан пытались получить 
решение задачи Воло. В большинстве случаев полученные решения 
являются достаточно приближенными. Нашей задачей является 
нахождение распределения времени ожидания. Выполним это, 
введя вспомогательные понятия.

Допустим, что в многоканальную систему поступает пуассонов­
ский поток с параметром К, а каждый из с каналов имеет 
одинаковое экспоненциальное распределение времени обслужива­
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ния с параметром р. Допустим также, что требование остается в си­
стеме до тех пор, пока обслуживание его не закончится. Выбор 
ожидающих требований ка обслуживание в один из каналов про­
изводится случайным образом. Следовательно, вероятность того, 
что ожидающее требование поступит на обслуживание, зависит 
от числа требований, ожидающих в это время, и не зависит от 
того, сколько времени это требование уже ожидало. Оказывается,, 
что чем дольше требование ожидает, тем меньше вероятность того, 
что оно будет обслужено в последующем промежутке времени t. 
Парадокс заключается в том, что требование может покинутл> си­
стему и вновь поступить в нее; при этом вероятность того, что оно 
будет обслужено, увеличится. Объяснение этого парадокса состоит 
в том, что чем дольше требование ожидает, тем больше вероят­
ность того, что в систему, в которой находится большое число тре­
бований, поступит новое требование.

Рассматривая уход из системы и повторное поступление требо­
ваний, Пальм показал, что вычисленное заранее распределение 
времени ожидания при случайном выборе на обслуживание при 
перегрузках не применимо к вычислению дополнительного вре­
мени ожидания t, В случае обслуживания требований в порядке 
поступления (время ожидания не зависит от числа требований,, 
поступивших после данного требования) при сделанных ранее 
допущениях время ожидания имеет экспоненциальное распределе­
ние; оставшееся время ожидания не увеличивается с течением 
времени, а остается таким же. Так, обычно при прочих равных 
условиях для клиентов более выгодно, если обслуживание произ­
водится в порядке поступления; эго положение проверялось в от­
ношении стоимости обслуживания и с другой точки зрения, напри­
мер с целью относительного уменьшения времени ожидания.

Обозначим через (t) вероятность того, что данное из п тре­
бований, ожидающих в системе в произвольный момент времени, 
будет ожидать еще в течение времени t. Можно допустить, что 
за начало отсчета берется произвольный момент времени. Рас­
сматриваемое требование ожидает в течение времени t, и, хотя 
к моменту его поступления в системе находилось п — 1 других 
требований, возможно, что за это время некоторые требования 
покинут очередь и поступят новые требования. Следовательно, воз­
можно, что данное требование будет продолжать ожидать при 
большем или при меньшем числе требований, находящихся в оче­
реди, и вероятность того, что в момент времени t оно еще не по­
ступит на обслуживание, зависит от числа требований, находя­
щихся в очереди. На основании марковского свойства этого про­
цесса, т. е. полугруппового свойства P { t + s ) = P { t ) P { s ) ,  вероят­
ность’ /"„ (/) можно определить, рассмотрев, что происходит в про­
межутке времени (О, At) и в примыкающем к нему промежутке

1. За время с вероятностью может поступить одно требо­
вание, а затем данное требование вместе с другими п требова-
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«ИЯМИ начинает ожидать в течение времени t — ЬЛ (всего имеется 
п+\  ожидающих требований). Вероятность этого события равна 

/п+\{^— ДО» а ~  — вероятность того, что происходят
оба эти события.

2. За время At будет обслужено одно из п — \ остальных ожи­
дающих требований. Вероятность того, что за время At будет об­
служено одно из этих требований, равна рсД/, а вероятность того,
что это будет любое требование, кроме данного, равна — - —  . 
Следовательно, вероятность того, что будет обслужено любое тре­
бование, кроме данного, составляет 1 Вероятность
того, что данное требование вместе с другими п — 2 требованиями 
начинает ожидать в течение времени t — At, равна — ДО»
и, следовательно, вероятность обоих событий составляет

3. За время At «и  одно требование не поступает и не заканчи­
вается ни одно обслуживание. Вероятность этого события равна 
(1 — Я.А )̂(1 — рсА<). Вероятность того, что данное требование 
вместе с другими п — 1 требованиями начинает ожидать в тече­
ние времени t — At, равна f „ { t  — At). Снова рассматривается про­
изведение этих двух событий.

Заметим, что в первом случае необходимо учитывать вероят­
ность того, что ни одно требование не будет обслужено, равную 
(1 — р.сА<), а во втором случае — вероятность того, что не посту­
пит ни одно новое требование, равную (1 — %At). Можно было бы 
также рассмотреть случаи поступления более одного требования, 
однако для пуассоновского входящего потока и экспоненциаль­
ного распределения времени обслуживания этими величинами 
можно пренебречь.

По закону полной вероятности для описанного случая имеем 

fn (О — хд^) (1 Р'^дО/п V«+i “Ь

Это уравнение справедливо при м>1. Если п=1  и канал сво­
боден, то данное требование поступает на обслуживание, и в этом 
случае имеем

/ ,  (/) =  (1 -  ХДО (1 -  рсДО/ i  (̂  -  ДО +  >/2 (< -

Проведя обычные упрощения, разделив на Д̂  и положив 
Д /—»0, эти уравнения можно записать в следующем виде:

/ ; ( о = - ( > ‘+ к )Л (о 1
Р ^ /я — I (О  ^ “ ^ /я + I

/ ; ( 0  =  - ( x +  pO / i ( 0 + x/2 (0 . (11.51)
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Рассмотрим решение этой системы при / „ ( 0 ) =  1 («= 1 , 2, . . . ) ,  
Заметим, что условие О < ! / „  (t) -< 1  должно выполняться для 
всех п, так как f„(f)  — некоторая вероятность.

Если в индексе условных вероятностей f„ (t )  не учитывается 
рассматриваемое требование, то эти уравнения приводятся к си­
стеме, которую рассмотрели Воло, Полячек, Риордан и Вилкинсон.

Для этого случая примем обозначение и под­
ставим его в систему уравнений (11.51). Заменив п на я - f - l ,  
получим

(О =  — (  ̂+  Рп {t) +  К^л- i  (t) +  1 (О . л >  1.

F , { t ) = ^ - { \  +  V.c)F,{t) +  \F, it). (11.52)

Пусть р = — . Разделим обе части уравнений (11.51) на кИ"
и примем ?t= l, т. е. рассмотрим случай, когда параметр к равен 
одной временной единице. Затем введем производящую функцию

= 2  /« (О  г".
л = 1

(11.53)?(2 , О-

Эта функция удовлетворяет граничным условиям
со

9(0, 0  =  0 , 9(2, 0 ) =  2  =  (11-54)Л= 1
Умножая п-е уравнение (11.51) на nz" и суммируя, получим 

гиперболическое дифференциальное уравнениео I (1 —2)(г—р) д<р(г, t) , 1
dzdt dz

9 (г, 0 = 0 .  (11.55)

Взяв преобразование Лапласа по  ̂ и решив полученное линей­
ное дифференциальное уравнение в частных производных первога 
порядка, получим преобразование Лапласа производящей функ­
ции. Предоставим это выполнить читателю.

Пальм [640], рещив систему уравнений (11.51), получил разло­
жение в ряд по степеням t

9 (г, о  =  2  (^)
Л = 0

Л
п\

где =  0 ), в соответствии с разложением
Маклорена, есть п-я производная от 9 при /̂  =  0.

Таким образом,

Л ( 2 ) =  2  /^ Ч 0 )2 -,

(11.56) 

в ряд,

(11.57)

а коэффициент /^^ {̂0) можно определить, дифференцируя си­
стему уравнений (11.51) « — 1 раз и положив Х = 1 . Так как 
302



/ « ( 0 ) =  1 .т о  при л = 1  имеем/W (0 ) =  - [ - ^ ^ ] ,  p =  -jL. Это 
выражение можно использовать для определения /^ * (0 ) и т. д. 
Таким образом, если функция ср(г, t) определена, то / „ { t )  най­
дем как коэффициент разложения функции 9 в ряд по возраста­
ющим степеням z. Применяя разложение в ряд к дифференци­
альному уравнению в частных производных для производящей 
функции и приравнивая t нулю, получаем выражение

р

Ап (р) =  — ~  J  ̂̂  ^

в котором необходимо вычислить все значения Л„. Моменты: 
производящей функции имеют вид

1̂я

СЮ оо

(2) = - J =  t)dt. (11.59V

Интегрируя по t дифференциальное уравнение для ф и исполь­
зуя второе граничное условие, получим

i*i(^) =  -2:Z7^-
2 —г

•р (1-2V •

Вероятность того, что время ожидания больше /, равна
оо

Я (> 0  =  (1-р)р 2 р"Л(0 =  - 4 ^л = 1

(П.60>

т(р, t). ( 1 1 .б1 >

Интегрируя по t, получим среднее время ожидания
1 — Р Р-1 (р)- (И.62>

Второй момент распределения времени ожидания равен

1 —р Рч (р) ■ ( 1 _ р ) 2  2 - р (11.63V

Разложив функции IJ.1 (z) и [1.2(2 ) в ряд, получим первый и вто­
рой моменты для отдельных значений Они равны коэффи­
циентам при 2 " в этих разложениях.

Полячек' [680] применил другой способ решения, использовав 
систему (11.52) при Р=-^ и ц = 1 .
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Вначале заметим, что

я « )̂ =  1 -  2  Pc+i^j (О =  i -  л  2  9’pj (О =у=0 у=0 '
с

2 ^ +л = о л! ' d(l — р)

—  i  о о

(11.64)
У =0

Jl.
с\

где /7̂  Ly *—вероятность того, что в стационарном состоянии в си­
стеме находится c-\~j требований.

Это выражение совпадает с формулой, полученной для системы 
с  обслуживанием требований в порядке поступления.

I I \ JL
Если умножить (11.52) на р  ̂е̂  ̂  ̂ и ввести обозначе-

п
иия s ^ t y  Xc и g'n(s) =  P то уравнения (11.52) при­
мут вид

=  +  я = 0 ,  1, . . . ,  (11.65)

я

^я(0) =  р" . «  =  0, 1, . . . .

Так как 0 < Я „ - < 1 ,  то интеграл
о о

®я(2)

( 11.66)

(11.67)

сходится для Re (2 ) > (с 1 +_Р
2у"Хс ~~ 2 У р

Применив это преобразование к последней системе уравне­
ний, получим

2z <p„ ( 2 ) — р‘^  =  -^ ^ (р „ _ ,(2 ) -| -с р „ ^ . , , (2 ) ,  л  =  0 , 1, . . .  (1 1 .6 8 )

Умножая п-е уравнение на (л +  1)а:" и суммируя, имеем
оо

^  I j (" +1) ̂ ■1'. (̂ ) -  1Т -  j  F =

(11.69)

п = 0

=  2  (2) +  2  (n - i -  l ) x ' ‘<p„+i(z).
Л = 1 Л = о
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Введем обозначение
оо

Ф(ЛГ, 2) =  2
п=0

После упрощения при 1 х  | <  имеем
ГР

с1Ф
( х ^  -  2 X Z  - i - 1)  ( X  -  2г)Ф — -  ■

( 1 - х У р)̂

(11.70)

(11.71)

Нам нужны решения этого уравнения, непрерывные по х
при ] х 1 < —7=- и достаточно больших вещественных z. Если

FP Й̂Фкоэффициент при разложить на множители ( х  — а) (х  — р),
где а имеет положительный знак перед радикалом, и затем раз­
ложить р в ряд при | z | > l, то получим единственное решение
для Р ~ - ^  при | л :1 < -^ .  Разложим Ф(. :̂, z) и правую часть
равенства в ряд Тейлора по (л — Р). Выбирая для постоянной, 
которая появляется при решении линейных уравнений первого 
порядка, такое значение, что при д: =  р функция Ф(л:, z) остается 
конечной, имеем

Ф (х, z) =  (a — х)" ‘ (Р — х) -(т-1)
X

р

X  I  ( а - у ) ' (т -1 )
( Р - у ) " dy

U —yV  р)̂
(11.72)

 ̂ величины ( а - у ) ' "  и=  - V  2 / . т :
(Р — У)*” при у — х  совпадают с (а — x)"* и (Р — лг)" 

Заметим, что

Ф (л:, 2 ) =  j  е 2  (S) ds.
— 2 zs

б W = о

применив обратное преобразование, получим

(11.73)

и = о
2  ( .v V "p ) " ^ « (0  =  e x p [ - c ( l  +  p)/J] X

i  с о  - f  а

L  J  g2cl V f Z  Ф  2) dz.X (11.74)
— / CO -|- a

где
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Переходя в комплексную плоскость, получим
о о  ___

2  P” / = ' „ ( 0 = 2 J  ехр[— (1 +  р -2 '/р со8 ® )сг !]  X 
л = о о

Х (1 - / р е ' “ ' У '*®“' " ' ( 1

х ( е ’"*^“’ +  1) \\nwdw. (11.75)

При с —> со имеем

Я « ^ )  =  1 -| ^ l +  2&e'’'J e" ''c /^ ^  2 V ^ ^ X

К, (2 y W b )  1^ 1+ 0  , (11.76)X

где K,{z )  =  \ е c h /Л  — представление модифицированной

функции Бесселя третьего рода первого порядка в виде интеграла 

Шлефли при Ь = { \  — р) | / ^  и 9 =  /  ^ .
Заметим, что среднее время ожидания будет та-мим же, как 

и в системе с обслуживанием в порядке поступления.
Риордан [725] исследовал и вывел выражение для Р ( >  0> 

применяя разложение системы (11.52) в |ряд по экспонентам.
Он получил для всех значений, /  при р =  — , р .=  1 выражение

Р  о  о = 4 - ( l  -  ] / ^ )  е ■ +

которое справедливо при р <  0,7.
Он исходил из представления

(1 -  р )  ^ (1 -  р )  ^

Я (> ^ )  =  Л,е + ^ 2 в (11.78)

Разлагая его в ряд вида А ^ х \ , этот автор по­
лучил моменты и, приравняв коэффициенты, нашел значе­
ния Ai.

Важные вычисления выполнил Вилкинсон [882]. Леруа [505] 
исследовал эту задачу, применяя матричные методы.
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2. Одноканальная система с постоянным временем 
обслуживания

Бёрк [100] исследовал задачу случайного выбора для обслуж№- 
вания в случае одноканальной системы с пуассоновским входящим 
потоком с параметром "к и постоянным временем обслуживания 
при равновесном состоянии. Время обслуживания принимается 
равным одной временной единице. На основании доказательства 
А. Я. Хинчина вероятности стационарного состояния будут одними 
и теми же независимо от того, !рассматриваются ли они для всего 
процесса или только для множества дискретных моментов ухода 
из системы обслуженных требований. Это видно из того, что по­
лученная Кендаллом производящая функция вероятностей, рас­
сматриваемых в моменты ухода требований, совпадает с произво­
дящей функцией вероятностей, рассматриваемых в произвольный 
момент, которую получил Кроммелин. Необходимо определить рас­
пределение времени ожидания P { ^ t ) .

В момент ухода обслуженного требования, который происходит 
после поступления ожидающего требования, данное требование 
будет находиться в системе вместе с п — 1 другими [с вероят­
ностью Р(п|^)], если в момент ухода, непосредственно предше­
ствующий поступлению данного требования, в системе находилось 
k требований (й=0, . . п) и до окончания обслуживания следую­
щего требования поступило еще п — к требований (включая и 
рассматриваемое). Имеем

Я(/г|Х) =  {ро +  Pi) i)j ■ +  • • • +Рлб -X (11.79)

Это выражение является уравнением Кроммелина для p„- i ,  и, 
следовательно,

Р  (л |Х) (11.80)

Обозначим через q{t\n) вероятность того, что время ожидания 
не превышает t при условии, что ожидающее требование является 
одним из п требований, ожидающих начала обслуживания в мо­
мент, когда происходит уход первого обслуженного требования 
после поступления данного требования в систему. Тогда

Р «  ^ )=  2 > ( « | Х )^ ( ^ | л ) (11.81)

Но промежуток времени между моментом поступления данного 
требования и моментом ухода первого обслуженного требования 
однозначно определяется распределением пуассоновского входя­
щего потока в интервале обслуживания и не зависит от длитель­
ности ожидания в будущем вследствие того, что выбор на обслу­
живание производится случайным образом.
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Если время ожидания Т выражается как сумма части его Т\ 
которая является целым числом временных единиц, и. остальной 
дробной части Т" и если промежуток времени t аналогично раз­
делен на f  и то, применяя предыдущее замечание о независи­
мости, найдем

q{t\n) =  P { T K t \ n ) = P ( r < f \ n )  =  

— Я ( 1'\п)--=Р{Г'  <  п ,  

или, так как 'Р' имеет равномерное распределение,
t - 1

q { i ' \ n ) = ' ^  Р  {T' =  i\n) +  t " P (T '= t '\ t i ) .
I = о

Если ввести обозначение Р { Т '  =  i\ n) =  Qi{n), то

Qo( « ) = 4 -

(11.82)

(11.83)

(11.84)

оо

Q,(«) =  l l - Q o ( « ) l 2 - ^ ^ Q / - . ( « + y - l ) ,  t'.
/ = О

Решив это уравнение, найдем q{t\n)^ а после того как будет 
получено найдем и Р (< ; /). Бёрк приводит графические вычи­
сления распределения времени ожидания для 130 значений вре­
мени обслуживания и сравнивает результаты, полученные для си­
стемы с постоянным временем обслуживания при обслуживании 
требований в порядке поступления, с результатами, полученными 
для системы с экспоненциальным временем обслуживания при слу­
чайном выборе на обслуживание для большого уровня нагрузки.

11.4. Распределение требований по 
каналам

Вслед за Полячеком О. А. Вольберг [968] исследовал многока­
нальную систему, имеющую с параллельных каналов, с пуассонов­
ским входящим потоком с параметром X и произвольным распре­
делением времени обслуживания B{t) ,  одинаковым для всех кана­
лов и всех требований. Требования распределяются по каналам 
в порядке поступления: первое требование направляется в первый 
канал, второе — во второй и т, д., с-е требование — в последний, 
а затем (с+ 1 )-е  требование направляется в первый канал, таким 
же образом все каналы заполняются во второй раз и т. д.
О. А. Вольберг вычислил распределение времени ожидания в ста­
ционарном состоянии для одного канала. Как уже указывалось
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в гл; 3, этому случаю соответствует понятие о фильтрованном пуас­
соновском потоке, из которого в одноканальную систему допу­
скается каждое с-е требование, т. е. входящий поток является эр- 
ланговским и исследуется система £c/G /l.

Пусть время ожидания (п-Ы )-го требования, поступившего 
в канал в момент времени t, есть случайная величина 
а время обслуживания — случайная величина и„. Если обозначить 
через т„, с промежуток времени между данным требованием и сле­
дующим [т. е. (пЧ-с-И)-м] требованием, поступающим в ту же 
самую очередь, то найдем

Пусть
(О --- ”̂ л, с) “Ь С'

P„{w,

(11.85)

( 11.86)

Затем О. А. Вольберг получил следующее выражение;
(t— 1 )« с — 1 (n - f c ) !

■̂ л, с('̂ > i) ' п\ (с — 1)!

(11.87)

t > Q .  (11.88)

Это выражение вместе с первым соотношением он использовал 
для вывода рекуррентной формулы, по которой вычисляется 

{w, t) (если известна вероятность того, что начальное время 
занятости каждого канала не превосходит заданного). Тогда для 
любого требования, ожидающего перед каналом, распределение 
времени ожидания имеет вид

Р  {W, t) ■
-х<

л!
■Р„{И), t). (11.89)

Произведя некоторые выкладки и принимая, что / —»оо,
О. А. Вольберг получил преобразование Лапласа—Стилтьеса 
ф(«) функции распределения времени ожидания в стационарном со­
стоянии (т. е. когда загрузка р = -^ < 1 ,  где р. — интенсивность 
обслуживания):

ф(5) =  - sQ(s)
jj(s )_ (i_x s )^ (11.90)

Здесь 'P (s)— преобразование функции распределения времени об­
служивания,

СХ(1 — p ) ( S i — S) (S2 — S) . . .  (5c_|  — 5)Q (s): S\S2 ... 5̂ - (11.91)

a Si ( /= 1 , . . . ,  c — 1 ) — нули функции [P(s) — (1 — Xs)‘ ]̂, которые 
лежат в правой полуплоскости. О. А. Вольберг показал, что при
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с = 1  эта функция совпадает с результатом для одноканальной си­
стемы, полученным А. Я. Хинчиным. При р>1 имеем

lim Р  [ У Xtw - f  (р — 1) t, i\ —
W

2

c

1
2n dx, (11,92)

где pi =  — , a p2 — второй момент распределения времени обслу- 
живания.

11.5. Дисциплина очереди „пришел 
последним — обслужен первым**

Рассмотрим случай, когда поступающие требования, например, 
предметы массового производства, располагаются сверху других, 
ранее изготовленных предметов. Если такой предмет должен ис­
пользоваться, то он берется сверху (поступает на обслуживание). 
В то время когда этот предмет используется, поступают другие 
предметы и складываются в порядке поступления. Это случай 
дисциплины очереди «пришел последним — обслужен первым». 
Требуется вычислить время ожидания для стационарного со­
стояния.

Допустим, что требование, поступающее в одноканальную си­
стему по закону Пуассона с параметром Я, является п-м в очереди 
и время обслуживания имеет произвольное распределение B{t)
с математическим ожиданием — . Для вычисления времени ожи-
Дания этого требования используется метод, аналогичный тому, 
который применяется при вычислении периода занятости в гл. 8. 
Поступившее требование ожидает, пока закончится обслуживание 
требования, находящегося в обслуживающем устройстве. Если 
У о  — длительность оставшегося времени обслуживания, то за это 
время может поступить т требований, и все они будут обслу­
жены, как и те требования, которые поступят за время их обслу­
живания, прежде чем рассматриваемое требование поступит на 
обслуживание.

Таким образом, по существу, распределение времени ожидания 
для системы с дисциплиной очереди «пришел последним — обслу­
жен пе;рвым» является распределением длительности периода заня­
тости; число требований, находящихся в очереди, равное вначале я, 
снова становится равным п. Однако рассматриваемые переходы 
не зависят от п, и можно считать, что в данном случае длитель­
ность периода занятости для системы с обслуживанием в порядке 
поступления, т. е. время, необходимое для первого возвращения
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к состоянию, когда очереди нет, если в начальный момент очередь 
отсутствовала, в обоих случаях одна и та же. Таким образом, вы­
числения производятся точно так же, как и для распределения 
длительности периода занятости системы «с обслуживанием требо­
ваний в порядке поступления при единственном изменении, сущ­
ность которого выяснится ниже.

Распределение длительности у для стационарного состояния 
в данном случае не является распределением времени обслужи­
вания, так как длительность у также определяется временем, ко­
гда рассматриваемое требование поступает в систему. В общем 
виде преобразование Лапласа—Стилтьеса функции распределения 
времени ожидания записывается как

Т ( 5 )  =  ф{5+[1-Г(5)]Х), (11.93)

где ij;(s) и r (s )  соответственно преобразования Лапласа— 
Стилтьеса функции распределения у и распределения длительно­
сти периода занятости (см. гл. 8).

Рассмотрим дифференциально-разностные уравнения для ве­
роятностей р„ {у, t), определяющих число п требований, находя­
щихся в системе в момент времени t, и время, г/, необходимое для 
заверщения обслуживания требования, а затем введем произво­
дящую функцию этих вероятностей и возьмем ее преобразования 
Лапласа— Стилтьеса по у и t. Переходя к стационарному состоя­
нию, Уишарт получил

ф(«): 1 -  Р -Ь X [1 -  3 (S)] (11.94)

Здесь p ( s ) — преобразование Лапласа—Стилтьеса функции B(t).  
Окончательно находим

T(S): 1 - Р  +  Х[1-Г(5)]

L х +  1 - г { 5 )  ]
(11.95)

Упражнение. Покажите, что в данном случае среднее время 
ожидания то же самое, что и для марковской системы с дисцип­
линой очереди «первым пришел — первым обслужен», а диспер­
сия для рассматриваемого случая велика. Напомним, что для вы­
числения моментов производится дифференцирование преобразо­
вания Лапласа— Стилтьеса при 5 =  0.

Пусть 'В одноканальную систему поступает поток с ограничен­
ным последействием и время обслуживания имеет экспоненциаль­
ное распределение; тогда остаточное время обслуживания будет 
также распределено по экспоненциальному закону; следовательно, 
время ожидания будет таким же, как период занятости при вре­
мени обслуживания, распределенном, в свою очередь, как и пе­
риод занятости. В гл. 10 из статьи Конолли было выведено
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преобразование Лапласа—Стилтьеса функции распределения вре­
мени ожидания

• +  1 - S
(11.96)

которое также имеет большую дисперсию, чем в случае дисци­
плины очереди «первым пришел — первым обслужен».

Задачи
1. Рассмотрите с помощью числового примера систему с приоритетом, пре­

рывающим обслуживание.
2. Допустим, что в с-канальной системе с пуассоновским входящим потоком 

с параметром X и одинаковым экспоненциальным временем обслуживания с па­
раметром [X выбор требований на обслуживание производится любым способом. 
Пусть f n ( t ) — вероятность того, что в промежутке времени t после того, как 
число ожидающих требований стало равным л, перегрузка не уменьшилась и» 
следовательно, число требований, ожидающих в очереди, не стало равным п— 1. 
Таким образом, /о(О» искомое распределение длительности перегрузки, есть ве­
роятность того, что перегрузка сохраняется по крайней мере в течение вре­
мени t. Покажите, что уравнения имеют вид

- Г / л ( 0 = - - 4 ^ / « ( 0  +  Л+1(0 +  - ^ / « - . ( 0 .  п>0.

. /о (0  +  /i (0 . п = 0,
Р

Покажите также, что если

р(х,  0 = 2  /„ (0 ^ "
к = 0

[этот ряд сходится при |д:| < 1, так как то

1 дР ( \ - х ) ( х ^ 9 )  .  , /о ( 0 = 0

при F  (0, /) =  /о  (0 , ^  0) =  ♦

Применяя предложенный Пальмом метод разложения в ряд при случайном 
выборе на обслуживание, покажите, как можно получить решение приведенной 
выше системы уравнений. Покажите также, что (1 — p ) f ( p ,  t) — вероятность 
того, что за время t, истекшее после случайно выбранного момента времени, 
перегрузка не исчезла. Преобразовав по Лапласу дифференциальное уравнение 
в частных производных и рассматривая нули знаменателя преобразования, пока­
жите, что fn(t) задается той же формулой, что и распределение длительности 
периода занятости в одноканальной системе, в которой обслуживание требова­
ний производится в порядке поступления, если заменить |х на c\i [795].

3. Покажите справедливость выражения, полученного для Р ( >  t) в много­
канальной системе со случайным выбором на обслуживание.
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4. Интересным, хотя и не связанным непосредственно с данной главой, яв­
ляется уравнение второго порядка

д Р ( 2 ,  t) д Ь ( г ) Р ( 2 ,  t) . 1 д ‘̂ а { 2 ) Р { 2 ,  t)
dt д г dẑ

которое превращается в уравнение Фоккера—Планка, если a{z) и b { z ) — по­
стоянные. Уравнение Фоккера—Планка, которое является общим уравнением 
теплопроводности или диффузии, часто встречается в теории случайных процес­
сов. Это уравнение справедливо только в том случае, если случайный процесс 
является марковским и имеет нормальное распределение. Здесь P(z, t) — ве­
роятность того, что в момент времени t случайная величина имеет значение z.

Другой известный вариант этого уравнения получим, положив b ( z ) ^ —рг 
и a(2)=2D , где Р и D — постоянные. Если D.=0, то имеем линейное уравнение, 
которое нам часто встречалось в тексте. Решите уравнение теплопроводности, 
положив 6 (2 )=  О и a { z ) = a .  Решение его имеет вид

1 /  \
P ( z , f ) = -------- j - e x p

(2яа<) ^
Найдите также решение этого уравнения при произвольных постоянных 

а> 0  и Ь. В этом сл}^ае решение будет таким же, что и приведенное выше, 
с тем лишь отличием, что заменяется на (х — bi)K



Г л а в а  12

МНОГОФАЗОВОЕ ОБСЛУЖИВАНИЕ 
(ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНО РАСПОЛОЖЕННЫЕ 
КАНАЛЫ)

12.1. Введение
в  большинстве работ, посвященных системам массового обслу­

живания с несколькими обслуживающими устройствами, располо­
женными последовательно, исследование ограничивается рассмо­
трением систем с пуассоновским входящим потоком и экспонен­
циальным временем обслуживания при обслуживании требований 
в порядке поступления. Требование, находящееся в системе, в про­
цессе обслуживания может пройти все фазы (последовательные 
каналы) вплоть до последней или может поступить на обслужи­
вание в определенную фазу. Заметим, что рассмотренная выше 
система с многофазовым обслуживанием соответствует системе 
с последовательными каналами при отсутствии ожидания перед 
всеми каналами, кроме первого. Новое требование допускается на 
обслуживание после того, как предыдущее требование пройдет 
все фазы обслуживания. В этой главе мы допускаем, что ожида­
ние разрешается перед различными фазами. Исследование почти, 
целиком посвящено выводу уравнений для стационарного со­
стояния.

Важным вопросом, который необходимо исследовать при изу­
чении систем с последовательными каналами, является распреде­
ление выходящего потока одного канала, который затем является 
входящим потоком для следующего канала. Эту задачу исследо­
вали Бёр«к {99], Рейч [708]) и Коэн [137]. Заметим, что распределе­
ние выходящего потока системы, находящейся в стационарном 
состоянии, не зависит от .выбранной дисциплины очереди. Для 
стационарного состояния системы MIMjc Бёрк показал, что про­
межутки времени между требованиями, покидающими систему, 
взаимно независимы. В этой системе обслуженные требования, 
покидающие систему, образуют пуассоновский поток с тем же 
параметром Я,, который характеризует распределение входящего 
потока. Это обстоятельство ожидалось ранее интуитивно, на осно­
вании свойств стационарного состояния. Бёрк показал также, что 
в стационарном режиме длительность случайных промежутков 
времени между моментами, когда требования покидают систему, 
не влияет на состояние системы в конце этого промежутка.
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Рейч, применяя другие методы, показал, что если промежутки 
времени между требованиями, поступающими в одноканальную 
систему, и промежутки времени их обслуживания распределены 
по нормированному закону хи-квадрат с четырьмя степенями сво­
боды (некоторое изменение допущений Бёрка), то распределение 
промежутков времени между требованиями, покидающими си­
стему, не подчиняется закону хи-:ква,Д1рат с четырьмя степенями 
свободы. Следовательно, в общем случае не следует ожидать, что 
выходящий поток будет совпадать с входящим потоком даже 
в стационарном состоянии. Кроме того, Рейч показал, что в одно­
канальной системе с пуассоновскими входящим и выходящим по­
токами время обслуживания либо с вероятностью 1 равно нулю, 
либо имеет экспоненциальное распределение. Эта теорема яв­
ляется обратной теореме Бёрка.

Финч .|[245] показал, что выходящий поток будет в точности 
пуассоновским только в том случае, когда допускается очередь 
бесконечной длины. Он показал, что N =  с о  и экспоненциальное 
время обслуживания являются необходимыми и достаточными 
условиями того, чтобы промежутки времени между требованиями 
в выходящем потоке были взаимно независимы и число требова­
ний, находящихся в очереди после ухода из системы обслуженных 
требований, не зависело от промежутка времени, истекшего от 
момента ухода из системы предыдущего требования.

О’Брайен (615] рассмотрел, два последовательных канала в ста­
ционарном состоянии с пуассоновским входящим потоком и экс­
поненциальным временем обслуживания и нашел среднее число 
требований, находящихся в очереди, и среднее время ожидания.

Р. Джексон (369, 370] систематически исследовал марковские 
модели с последовательными каналами (в стационарном случае) 
при различном экспоненциальном распределении времени обслу­
живания в каждой фазе и получил вероятность того, что в раз­
личных очередях находится определенное число требований; он 
также определил среднее число требований и распределение вре­
мени ожидания в каждой фазе.

Дж. Джексон [366] рассмотрел систему, в которой ц каждой 
фазе разрешен пуассоновский поток требований, поступающих как 
из системы, так и извне. Вероятность поступления требований 
в различные фазы различна. Время обслуживания имеет экспо­
ненциальное распределение, а каждая фаза состоит из нескольких 
параллельных каналов. Для системы с пуассоновским входящим 
потоком и экспоненциальным временем обслуживания, в которой 
требования проходят через все каналы, начиная с первого, он по­
лучил выражение для вероятности того, что в некоторой фазе 
находится определенное число требований.

Хант [361] исследовал загрузку (отношение средней интенсив­
ности входящего потока к средней интенсивности обслуживания) 
системы с пуассоновоким входящим потоком и экспоненциальным 
временем обслуживания, когда требования не покидают систему
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до тех пор, пока не пройдут через все каналы, начиная с первого, 
для следующих случаев: 1) перед каждым каналом разрешена 
неограниченная очередь; 2) разрешена ограниченная положитель­
ным объемом очередь перед каждым 'каналом, кроме первого, 
который может иметь неограниченную очередь; 3) очередь отсут­
ствует перед каждым каналом, кроме первого, где она может быть 
неограниченной (с задержкой обслуженного требования в канале 
до того момента времени, когда оно сможет поступить на об­
служивание в следующий канал), и, наконец, 4) очередь отсут­
ствует перед каждым каналом, кроме первого, где она может быть 
неограниченной; нет свободных обслуживающих устройств (вся 
очередь передвигается, как одно требование). Для последнего 
случая получена также вероятность того, что обслуживание будет 
закончено в момент времени t после того, как очередь начала пе­
редвигаться. Когда перед последовательными каналами очередь 
не разрешается, то эффективная интенсивность обслуживания ка­
нала равна данной интенсивности обслуживания, умноженной на 
ту долю времени, в течение которого канал не был закрыт.

Допуская, что в каждом из последовательных каналов время 
обслуживания, превышающее заданную длительность, имеет экс­
поненциальное распределение, Нелсон |[604] вычислил для каждого 
канала вероятность того, что время ожидания больше заданного. 
Дебон и Кац [170], аппроксимируя сумму показательных функций 
функцией хи-квадрат, упростили выкладки Нелсона. Сакс [751] 
исследовал эргодичность систем с последовательными каналами.

12.2. Выходящий поток системы
При рассмотрении этого вопроса важно определить, является, 

ли пуассоновским выходящий поток системы с пуассоновским вхо­
дящим потоком. После этого можно рассмотреть несколько по­
следовательных каналов, зная, что их входящие и 1Выходящие по­
токи являются пуассоновскими. Дадим доказательство этого важ­
ного положения, которое приводит Бёрк.

Теорема 12Л. В системе с с параллельными каналами, пуас­
соновским входящим потоком с параметром Я и одинаковым для 
каждого канала экспоненциальным распределением времени об­
служивания с параметром р, при стационарном состоянии выхо­
дящий поток имеет пуассоновское распределение.

Доказательство. Доказательство проведем в несколько этапов. 
Первая часть доказательства состоит в вычислении числа требо­
ваний, находящихся в системе в момент времени, когда обслужен­
ное требование покидает систему. Затем это выражение исполь­
зуется для определения начальных условий для вероятностей сов­
местного появления двух событий: 1) через промежуток времени/ 
после ухода обслуженного требования в системе находится данное 
число требований и 2) этот промежуток времени t меньше проме­
жутка времени между требованиями, покидающими систему. Сум- 
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мируя по числу требований, находящихся в системе, находим рас­
пределение промежутков времени между требованиями, покида­
ющими систему. Затем определяем, что это распределение 
является экспоненциальным, или, что то же самое, уход требова­
ний из системы есть пуассоновский процесс. Число требований, 
находящихся в системе в момент времени, когда происходит уход 
обслуженного требования, и промежутки времени между момен­
тами ухода требований взаимно независимы и, таким образом, 
вероятность совместного появления этих событий равна произве­
дению отдельных вероятностей. Заметим, что для этого случая ве­
роятность рп того, что в системе при стационарном состоянии на­
ходится п требований, была вычислена в предыдущей главе. 
Когда требование покидает систему, то система переходит из со­
стояния в состояние обратный переход происходит при
поступлении требования, когда система находится в состоянии 
Так как число переходов не может отличаться от числа
переходов Еп̂ \̂ Еп более чем на единицу, то доля требований, по­
кидающих систему, когда она находится в со-стоянии Е ,̂ прибли­
жается к тому же пределу (к вероятности для стационарного со­
стояния), что И доля требований, поступающих в систему, когда 
она находится в состоянии Еп.

Обозначим через т длительность произвольного промежутка 
времени между требованиями, покидающими систему, а через 
k{t) — состояние системы в момент времени t после ухода преды­
дущего требования. Введем обозначения

Fn{t) ^ P [ k { t )  =  ti и / < т ] ,  (12.1)
оо

F{i) =  2  Fn{t), i ( 12.2)

Так, f ( ^ ) — одномерное распределение, так как мы просуммиро­
вали по всем значениям другой переменной. Заметим, что 1—/ (̂Z) 
есть распределение длительности промежутка времени между тре­
бованиями, покидающими систему.

Имеем начальные условия
Рп{^)=Рп-  (12.3)

Теперь запишем

F „ { t + M )  =  { \ - m ) i l - c ^ M ) F „ ( i ) - h ^ F „ _ , { i ) ^ i ,  « > ^ .(1 2 .4 )
■ Произведя обычные упрощения, получим систему дифферен­

циально-разностных уравнений, решение которой имеет вид
Pn{t) =  Pne~^‘ , t < x .  (12.5)

Упражнение. Проверьте, что (12.5) действительно является 
упрощенной формой записи системы (12.4).
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Суммируя по п от нуля до бесконечности, найдем, что проме­
жутки времени между требованиями, покидающими систему, 
имеют то же самое распределение, что и промежутки времени ме­
жду поступающими требованиями.

Отсюда вытекает также независимость т и ^ (т), так как
\k (т —j— 0) — ft и t  ̂ t dt\ — 

+  при +
~  1 ^/н-1 {t) при п -^ \ >  с.

( 12.6)

(12J)
После подстановки значения Fn{t) это выражение распадается 

на функцию распределения ^(т) и функцию распределения Т; что 
доказывает взаимную независимость этих двух величин. Справед­
ливо также, что т не зависит от длительности всех (последую­
щих) промежутков времени между требованиями, покидающими 
систему после момента времени т. Это доказывается путем исполь­
зования последнего результата и на основании марковского свой­
ства системы. Распределение выходящего потока в любой момент 
времени зависит только от состояния системы в момент времени t 
и не зависит от предыдущего состояния системы.

Рейч приводит следующую теорему, обратную данной.
Теорема 12,2. Если ©ходящий и выходящий потоки одноканаль­

ной системы имеют пуассоновское распределение, то распределе­
ние времени обслуживания является экспоненциальным или время 
обслуживания с вероятностью 1 равно нулю.

Можно также показать, что если входящий поток имеет по­
стоянную интенсивность поступления требований X и если выхо­
дящий поток является пуассоновским, однородным при всех зна­
чениях параметра обслуживания р, то и входящий поток является 
пуассоновским. Это следует из допущения об однородности потока 
и при li—tco , В этом случае время обслуживания равно нулю, и 
распределение выходящего потока совпадает с распределением 
входящего потока.

В многоканальной системе с постоянными промежутками вре­
мени между требованиями, покидающими систему, и постоянным 
временем обслуживания выходящий поток (если имеется очередь) 
также является постоянным с промежутками времени между мо­
ментами ухода требований, равными времени обслуживания. Экс­
поненциальному распределению промежутков времени между по­
ступающими требованиями и экспоненциальному распределению 
времени обслуживания соответствует распределение по закону 
хи-квадрат с двумя степенями свободы, а постоянным промежут­
кам времени между моментами поступления требований и посто­
янному времени обслуживания соответствует распределение поза- 
кону хи-квадрат с бесконечным числом степеней свободы. Для 
промежуточного случая Рейч приводит следующее положение.

Теорема 12.3. Распределение промежутков времени между тре­
бованиями, покидающими одноканальную систему, в которой про- 
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межутки времени между поступающими требованиями и длитель­
ности обслуживания являются суммами двух случайных величин, 
имеющих экспоненциальное распределение с параметрами А. и и, 
не является суммой двух случайных величин, имеющих экспонен­
циальное распределение.

Доказательство производится методом reductio ad absurdum. 
Если бы распределение промежутков времени т между требова­
ниями, покидающими систему, действительно являлось суммой 
двух случайных величин, имеющих экспоненциальное распределе­
ние, то одномерное распределение было бы то же самое, что и для 
входящего потока. Отсюда следует, что вероятность того, что 
после ухода требования в системе не остается других требований,
равна 1------ . Обращаясь к работе О. А. Вольберга, рассмотрен-
НОЙ в предыдущей главе, видим, что это невозможно.

Финч [2^5] показал, что для стационарного состояния однока­
нальной систе.мы с пуассоновским входящим потоком, когда ме­
сто для ожидания рассчитано на неограниченное число требова­
ний, следующие положения справедливы в том и только в том слу­
чае, если время обслуживания имеет экспоненциальное распреде­
ление:

1) число требований, находящихся в очереди после того, как 
требование покидает систему, не зависит (в пределе) от того, ко­
гда покинуло систему предыдущее требование;

2) два последовательных промежутка времени между требо­
ваниями, покидающими систему, взаимно независимы (в пре­
деле) .

12.3. Два последовательных канала
В случае неограниченного входящего пуассоновского потока 

с параметром Я, поступающего в первый из двух последовательных 
каналов, имеющих экспоненциальное время обслуживания с па­
раметрами \i\ и [Х2 соответственно (требование должно пройти 
через оба обслуживающих канала), имеем следующие уравнения 
для переходного состояния (вывод их производится обычным спо­
собом) [369]:
Р' =  (0,  о, t) =  - X P { 0 ,  о, 0+ (*2^ (0 , 1, t), л, =  «2 =  0, (12.8а)

Р ' { 0 ,  «2, 0  =  - ( Х  +  1^2)Я(0, «2, )̂ +  iX,P(l, « 2 - 1 ,  0  +
-j-|*2'P(0, «2~|“ 1, « 1 = 0 ,  « 2 ^ 0 , (12.86)

Р'{Пи о, t) =  — (X-\-Vi)Pi^u о, t) +  \>.,P{nu 1, 0 +
- fX P (« ,  -  1, о, )̂, Л1> 0, « 2  =  0. (12.8в)

Р'(«1, «2, if) =  — (X-f р., «2, i) +
Pi^ (̂ 1 -f- 1, «2 — 1, )̂ ( 1̂, ^  '̂ )̂

+  Х Р (« ,- 1 ,  « 2 , о ,  « 1 > 0 .  « 2 > 0 . (12.8г)
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Здесь Р (ль Л2 , t) — вероятность того, что в момент времени t 
в первой фазе имеется rii требований (включая и то, которое на­
ходится на обслуживании), а во второй фазе находится Лг требо­
ваний. Решение уравнений для стационарного состояния имеет вид

р{Пи =  0),

Так как

Р2---М-1 М-2

2 /? (Л 1 , Л2) =  1,
/2j =0 /?2 = 0

ТО

(12.9)

( 12. 10)

( 12. 11)р {0 ,  0) =  ( 1 - р , ) ( 1 - р 2 ) .
Математическое ожидание числа требований, находящихся 

в системе, можно вычислить, умножая p{tii, лг) на Л1 -ЬЛ2 и сум­
мируя по Ль а затем по Л2. Получим

Р2L =  ^ ( 12. 12)1 — Pi ^ 1 — Р2 ■
Упражнение. Проверьте, что (12.9) действительно является ре­

шением уравнений для стационарного состояния.
Упражнение. Получите (12.11) и (12.12).
Вероятность того, что в первой фазе находится Пу требова­

ний, найдем, произведя суммирование по « 2- Получим р"‘ ( 1 — pi). 
Аналогично, р̂  ̂(1 — pj) — вероятность того, что во второй фазе 
находится Лг требований. (Проверьте это.)

Если имеется N одинаковых источников входящего потока, и, 
следовательно, для каждого требования существует вероятность 
того, что за время At оно поступит в систему (равная XAt), а все 
остальное останется без изменений, то уравнения примут вид:

1. То же, что и (12.8а).
2. То же, что и (12.86) при Л1 =  0; Лг=1, . . . ,  N —1.
3. P'(0,JV, t) =  - {x ,P (0 ,  N,  ^ ) - f  {х ,Р(1,Л^-1,  t);

Л1=0;  П2 — М.
4. To же, что и (12.8в) при л, =  1, . . . ,  Л/” — 1; Лг =  0.
5. Р' {N, о, t ) .=  - ^ , P { N , 0 , t )  +  X P { N - l , 0 , t ) ;

Hi =  N;  Лг =  0.
6. То же, что и (12.8г) при Л] >  0, Лг >  0, Пх-{- П2 <  N.
7. Р'  (Ль Лг, t) =  — (pi -|- р-г) Р  (л,, п̂ , t)

- j -  p . ] P (Л | -| -  1 , Л г  —  1 , )̂ -|- ^  (Л 1 —  1 , Л г , t)\
Пх > 0 ,  Лг >  о. Л) -\-П2 =  М.

И в этом случае решение для стационарного состояния имеет
вид
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Просуммировав по П\ и Па от нуля до N (ni + /i2 Л̂ ) и при­
равняв результат единице, получим

__________ (р 1 —  Рг) (1 —  Pi) (1 —  Рг)______________/ » ( 0 , 0 )  =
(р. -  Р.) -  ( рГ -  рГ ^ ^ ) +  Р.Р2 ( p f -  р ^ + ')  ■

(12.14)

Среднее число требований, находящихся в системе при «] +  
-\-ri2-^ N ,  равно

N  N

Z = 2  2  («1+»2)р(«1. «г) =/2, =0

( l - P l ) 2Pi --- ?2

p | [ l - ( i V + l ) p f  +  JV pf+ i] 

(1 -Р2)2 ■}/)(0 , 0 ) . (12.15)

Среднее число обслуженных требований равно
N  N  '-N  N

2  (^1, 0) -f- 2  Z’ (О» ^2) +  2 2  2  Р (^1> =Л| = 1 Л2 = 1 Л| = 1 Ла = 1
_  (Pi +  Р2) [(Pi — Р2) — (р^'*'^ — Р^'*'^) +  Pipa(pf —  p f ) ]  Р (0. 0) 
“  (1 — Pi)(l— Р2ИР 1  — Рг)

Среднее число ожидающих требований равно

(12.16)

2  (̂ iV— 1 )/> (Иь 0) 4- 2 (^2 “ 1 ) / ’ (0, Лг) “Ь 2  (^1— 1 )/> (/̂ 1, 1 ) 4“Л| = 2 «2 = 2 «1 = 2

«2 = 2

N - 1  N - 2  N - 2

4~ 2  ~  1)р(1. Лг) 4 - 2  2  ( 1̂ 4 - ^ 2 2)/> (»1, щ )  =«1 = 2л2==2 '
«|4-«2 <  N

_  /  Р2 (1 +  Pl) [» -  Л ^Р ^~Ч  ( Л Г - 1) p f]

 ̂ (1 -р г)^

Pi (1 +  Рг) [1 -  iVpf“ 4  ( Л Г - 1) р^]

0 - Р 2 /

_£i£l_[_L
1 — р9 L

(Л Г -1 )р {^ -2  +  ( Л Г - 2 )  р[N - 1

Pi — Р2 L (1 — Pi)*
1 _  (Лг_ . 1) р̂ -2_ ( лг- 2) р̂ - 1

( 1 - P 2)*
] } / » ( 0 , 0 ) . (12.17)

Теперь эти положения можно применить к трехфазной системе 
при неограниченном источнике входящего потока.

Упражнение. Дайте вывод формулы (12.13) и проверьте все 
остальные выражения.
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12.4. Многоканальная система 
с последовательными и параллельными 
каналами

Изложенные выше результаты можно распространить на k  
последовательных фаз с очередью перед каждой фазой и не­
ограниченным пуассоновским потоком, поступающим в каждую 
фазу. i-H фаза, где i — любое число, состоит из параллель­
ных каналов с экспоненциальным временем обслуживания с па­
раметром (i; [таким образом, вероятность того, что за время 
будет закончено обслуживание одного из щ  требований, нахо­
дящихся в i-й фазе, равна о при Щ < . Г 1 и равна
rib^t +  o{b^t) при Лг>Гг]. При р^ = = -^ < 1  (i =  1, . . . ,  )̂ урав­
нения для стационарного состояния в обозначениях Р. Джек­
сона [370] имеют вид

+  Д  S (Пу) а {tlj) =

= Д  - И )  +  (Ль +  1,

,,ns) +  X / j ( « i -  1 , « 2. • ••,%).
1,

п7*+2> (12.18)
Если любой из аргументов является отрицательным, то веро­

ятность равна нулю и последняя сумма не содержит членов с — 1 
и содержит один член с + 1 . Кроме того,

: , t z
(12.19)

8 ( « Д = {
1 , n j ^ O ,
ГЧ ^ J  ---- » Z/, . . . , /С.0, Лу =  и, ( 12 .20)

имеет вид

P i n t , . . •.« f t )=p (0, . .  . , 0) Tlb it i j ) ,  

- ^ ( О Р ^ Л  n j < r j ,

« / > 0 -

( 1 2 .2 1 )

b{/tj) = ( 1 2 .22)

Так как сумма по всем значениям Uj должна равняться еди­
нице, то получим

i  . . .  2  fn  И Л / ) 1 = П  ^ b i n j )  =  l l A j ,  J =  \........k, (12.23)rti«=0 1у = 1 J y=,ly = o y = l
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j3(0, . . . , 0) = П  л - 1 .
/=1

(12.24)
Р. Джексон приводит также доказательство единственности 

этого решения. Распределение вероятностей для любой фазы нахо­
дится путем суммирования по числу требований, находящихся во 
всех других фазах. Отсюда вероятность того, что в /-й фазе 
имеется rij требований, равна

, . * («Л
P i n j ) = = - j - .

(Чтобы найти вероятность того, что в у-й фазе находится п 
требований, положи.м fij =  tt.) Этот результат можно получить 
также, решая задачу для системы с с Параллельными каналами 
при c =  rj.

Положив r j = l ( J — l , . . . , k ) ,  для одного из последователь­
ных каналов получим

р { п „ . . . , п , ) = р { 0 , . . . , 0 ) П  (12.25)
у^(0,...,0) =  П  (1-р^.).

;=1
(12.26)

Вследствие того что фазы взаимно независимы, вероятность 
того, что в /-Й фазе находится п требований, равна

р ; ( 1 - р у ) . (12.27)
Среднее число требований, находящихся в этой фазе, состав­

ляет

2 « р ; ( 1 - р ^ )  =  ^ .
л=0 ' '  1 — Р/

(12.28)
Среднее число требований, находящихся на обслуживании 

в /-Й фазе, равно

S  p;(l - р ; )  =  Рг (12.29)
Среднее число требований, ожидающих начала обслуживания 

в /-Й фазе, равно Р^^(1-Р/)-^ (12.30)
Математическое ожидание числа требований, находящихся 

в системе, равно сумме математических ожиданий числа требо- 
ваний, находящихся в фазах.
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Распределение времени ожидания для клиента, поступающего 
из ( /—1)-й фазы в /-Ю  фазу, как показано для одноканальной си­
стемы, имеет вид

/1=1'

=  Х{1 -  р^)е (12.31)

Вероятность отсутствия ожидания в у-й фазе равна 1 — р/, 
а вероятность ожидания, когда система занята, —

(12.32)

При (*;={«■ ПОЛОЖИМ =  Пусть р ( п )  — вероятность того, 
что в системе ожидает п  требований. Тогда

/ » ( « ) = *  ) р " ( 1 - р ) * . (12.33)

где Р=-|Г-
Упраж нение. Убедитесь в справедливости полученных уравне­

ний для стационарного состояния и проверьте все остальные фор­
мулы этого параграфа.

12.5. Нерегулярный процесс 
последовательного обслуживания

Если В /-Ю  фазу (с Гу параллельными каналами) допускается 
также внешний пуассоновский поток с параметром Яу, а после 
окончания обслуживания в этой фазе с вероятностью требо­
вания поступают в т -ю  фазу и затем обслуживание производится 
в порядке поступления, то интенсивность поступления требований 
в  /-Ю  фазу равна

\ j - X j  +  2^/яу^/я- (12.34)т

ПараметрХу играет в /-й фазе ту же самую роль, что и пара­
метр X, в предыдущем случае. Имеем

р ( П и . . . , п ^ )  - = Р \ Р \  •.. Л .  (12.35)

где
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а вероятность того, что в /-й фазе находится rij требований, равна

Р̂ п =

Ро

Ро

(|Г
rij\

X/ V i

п Н п У

rtj =  0 ,  1,

nj =  rj , . .

(12.36)

Постоянная pi  находится из соотношения = 1 - Этот ре­

зультат основан на том, что распределение числа требований, на­
ходящихся в каждой фазе, не зависит от распределения числа 
требований, находящихся в любой другой фазе. Дж. Джексон 
[366] написал уравнения для неустановившегося состояния и, пе­
реходя к стационарному состоянию, получил эту формулу.

12.6. Система, в которой не разрешается 
очередь перед последовательными 
фазами

В данном случае имеется две фазы. В первую фазу поступает 
пуассоновский входящий поток с параметром X. В обеих фазах 
время обслуживания имеет одинаковое экспоненциальное распре­
деление с параметром \i, обслуживание требований производится 
по принципу «первым пришел — первым обслужен». Выходящий 
поток первой фазы является входящим потоком для второй фазы, 
и образование очереди перед второй фазой не разрешается, в то 
время как перед первой фазой допускается очередь бесконечной 
длины. Это приводит к запиранию первого канала (требования не 
поступают на обслуживание) даже в том случае, если обслужива­
ние требования окончилось и имеется очередь. Первый канал от­
крывается для обслуживания только в том случае, если второй 
канал освобождается, и данное требование может перейти на об­
служивание из первого канала во второй. Значение загрузки
р= — в этом случае уменьшается, так как эффективная интенсив- 

м*
ность обслуживания должна умножаться на ту долю времени, в те­
чение которого первый канал не закрыт.

Пусть Я( . , . ,  t) — вероятность того, что в момент времени t 
в первой фазе находится п требований (включая и обслужи­
ваемое).

1. Положим в Я( . , . ,  t) первый аргумент равным нулю, если 
требование все еще обслуживается в первом канале, или единице, 
если обслуживание его закончено, но оно задерживается, так как
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второй канал занят; следовательно, второй аргумент также пола­
гается равным единице.

2 . Если второй канал освобождается, то второй аргумент за­
меняется нулем.

Заметим, что нулевой индекс обозначает отсутствие ожидаю­
щих требований или отсутствие обслуживаемых требований в пер­
вой фазе; таким образом, в этом случае ясно, что если первый 
аргумент заменен нулем, то первый обслуживающий канал сво­
боден.

При ц=0 имеемя;(О, о, t) =  -хяо (О, о, t) +  [хЯо (О, i , о , я; (0,1, о  =  -  (>̂ +  v)P, (0,1, t) +  (хЯо (1,1, о +  (О, о, t),р;(1, 1, 0 =  -(Х  +  |х)Яо(1, 1. 0 +  1*Я,(0, 1, t). (12.37)При л >-1я ; (О, о, о =  -  (Х+ Я„(О, о, t) +  хя„_. (о, о, t) +  ^Рп (о, i , О-
я;(о, 1,о = -(х+2(г)я„(о,1,0 + хя„_.(о, 1 , 0  +

+  (ХЯ„(1, 1, 0 +  Л + 1 (0 ,0 ,0 , (12.38)

я ;  (1 , 1 , о  =  -  (X +  !Х) я„ (1 , 1 , о  +  '^Рп-х ( 1 , 1 , о  +  Л +1 (0, 1 , 0 .

Здесь |х — интенсивность обслуживания, а X — интенсивность по­
ступления требований.

Приравняв левые части этих уравнений нулю, можно получить 
уравнения для стационарного состояния. Перейдя к стационар­
ному состоянию, введем операцию сдвига £p„=p„+i. Решив эту 
систему уравнений, найдем, что определитель равен нулю [361], и 
получим уравнение, корни которого равны

''1 =  1, Р +  1
_ _  Р [(р +  3)±1/р^ +  6р +  1], (12.39)

где р = ------ загрузка. Так как вероятность ,.) того, что в ста-»
Р"

ционарном состоянии в системе находится п требований, есть ли­
нейная комбинация л-х степеней этих корней, то для обеспечения 
сходимости нужно отбросить все корни, значение которых больше 
единицы, и все значения р, которые приводят к корням, большим 
единицы.

Критическое значение р, при котором можно найти эти ве­
роятности, есть максимально допустимая загрузка. Таким обра-

2
зом, отбрасываем а при p^^-j нужно отбросить также к Г3.

2
Поэтому р =  -д- и есть максимально допустимая загрузка. Общее 
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решение для каждого значения вероятности стационарного со- 
2

стояния при P < - j -  и /1 ^ 4  имеет вид
4 4

/»«(О, 0) =  2  c,jr" p „ ( 0 , l ) = Z  CijtJ,
/=2  ̂  ̂ у=2 ^

j -2  1
(12.40)

При п<4 результат находится непосредственно из уравнений для 
стационарного состояния. Вероятность ро(0. 0) вычисляется с по­
мощью выражения

со

S [РЛ0, 0) + Р „ ( 0. 1 ) + Р « ( 1 , 1 )] =  1 . (12.41)
Л -0

Математическое ожидание числа требований, находящихся 
в системе, равно

 ̂=  2  [«/»„(0,0) +  (»+l)j^«(0, \) +  {п +  2)р„{1, 1). (12.42)
л=0

Простой способ вычисления максимально допустимой загрузки 
для двухфазной системы заключается в определении величин

Q(o, о, 0 = 2  P n i o ,  о, 0 .  Q ( 1 ,1, 0  =  2  PniU 1, t),
л = 0 л = 0

Q(0, 1 , 0  =  2  я „ (0, 1 , 0 .
п=0

Принимая, что интенсивность обслуживания в первой фазе 
равна рь а во второй фазе составляет рг, получим

Q '(0, о, O =  - p ,Q ( 0, О, 0  +  [̂ 2Q(0, 1, 0  +  !̂ 1Л ( 0, О, 0 .
Q'  (О, 1 , О =  -  (1̂ , + 1̂ 2) Q (О, 1, О +  Q (О, о, о  +

+  P2Q (1 , 1 , t ) - n P o i O ,  о, о  +t^2Po(0, 1 , о ,  (12.43)
Q'(l ,  l , 0  =  -t*2Q(l, l , 0 +{^iQ(0, l , 0 -p^i^o(0, 1 , 0 .

Пусть pi =  p2 =  p. Заметим, что, перейдя к стационарному со­
стоянию, при увеличении коэффициента использования можно 
пренебречь вероятностями Ро{0,  О, t) и Ро(0, 1, О- Таким образом, 
все вероятности

HmQ(., . , 0  = ^(. ,  .) (12.43)
t-*-oo

равны между собой.
Отсюда найдем, что доля времени, в течение которого обслу­

живающее устройство первой фазы свободно, составляет
^(0. 0) +  ^(0. 1) _  2

 ̂ (О, 0) +   ̂(О, 1) +   ̂(1, 1) 3 •
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Найденное значение максимально допустимой загрузки является 
таким же, что и полученное выше при рассмотрении корней.

В случае наличия k фаз в первой фазе происходит более дли­
тельная задержка, чем в любой другой, и максимально допусти­
мая загрузка для первой фазы, обозначаемая через Рмакс' является 
максимально допустимой загрузкой также для всей системы.

Для последнего случая при p.i -ф р.2 имеем
__  f̂ 2 (fi| 4- (*г)

Рмакс 2 1 1 2Pi +  PiPa +  Р2 ■
( 12.45)

Предельное значение интенсивности потока требований, кото­
рая может допускаться в стационарном состоянии, равно А,„акс =  
=  Ц1 Рмакс- Применяя этот метод к трехфазной системе, в которой 
интенсивность обслуживания во всех фазах одинакова, получим

Рмакс =  I I - 0,5641.

при этом рассматриваются вероятности восьми состояний. Для 
четырех фаз рассматриваются вероятности 21 состояния, и анало­
гично находим

Рмакс —  0,5115.

Если во второй фазе разрешается конечная очередь, содер­
жащая q — \ требований, то имеется q +  2 состояний и

Рмакс *
М-2  ̂ P'2̂+1 )

P'2
( 12.46)

При p,i =  p2 имеем Рмзкс ~  ' у +  2 Если во второй и
третьей фазах разрешается очередь, в которой может находиться 
одно требование, то' получим пятнадцать вероятностей состояний. 
Если интенсивности обслуживания во всех фазах одинаковы, то

_  8529 
Рмакс 12 721 ; 0,6705.

Для случая, когда перед первой фазой разрешается бесконеч­
ная очередь, а перед остальными k — \ фазами очередь отсутствует 
и не допускается наличие свободных обслуживающих устройств 
(т. е. требования ожидают в обслуживающем канале до тех пор, 
пока следующий канал не станет свободным), имеем

Рмакс * Р''̂ Л

Здесь Xk— математическое ожидание вероятности того, что в мо­
мент времени t после начала обслуживание во всех k фазах бу­
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дет закончено, если интенсивность обслуживания во всех фазах 
одинакова:

4  =  k \ р̂.е '^'(1 — е ^dt -
р д ( т  ■" )
L dp

(12.47)

Последнее выражение в правой части найдем, применяя преобра­
зование Лапласа. Здесь В  — бета-функция.

Распределение, записанное в подынтегральном выражении,, 
является обобщением выражения, полученного для двух фаз, где 
доказывается, что вероятность завершения обслуживания во всех 
фазах равна сумме двух одинаковых выражений. Каждое выраже^ 
ние равно произведению двух величин, первая из которых — ве  ̂
роятность того, что в промежутке времени {t, t + d t )  закончится 
обслуживание в одной из фаз, а вторая — вероятность того, что во 
второй фазе обслуживание закончится не позднее момента вре­
мени /. 0

Для трехфазной системы p̂ â c  ̂ лля четырех фаз Рмакс=
12  ̂ ,~*25" ‘ "’ ^тод применим и в том случае, когда интенсивности

обслуживания различны.

12.7. Некоторые формулы для > 
времени ожидания

Допустим, что
Р (Xj >  r) —  K j e ^ ' (12.48)

есть вероятность того, что время ожидания в /-й фазе, состоящей 
из Гу параллельных каналов, не больще t. Пусть в этом выраже­
нии [см. (12.31)]

Су== -гур.у(1 -  Ру), (12.49)
Kj =  P{Xj>0).  (12.50)

Можно показать, что в этом случае функция распределения 
времени ожидания во всех k фазах имеет вид

где

у = 1 ,

и Ci=^Cj при i ^ j .

(12.51)

(12.52) 
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■результат при у =  2  и доказывается его справедливость для k.  

Таким образом,
P iy  +  X k< '^) =  P {y  =  0, лг* =  0) +  Р(у =  0, 0 < X f t< x )  +

+ Р ( 0 < у < х ,  Xft =  0) +  P(0 <  у < х ,  0<лГй<х),  (12.53)
Конечную формулу получим, заменив каждую величину ее экви­
валентом.

Нелсон {604], рассматривая число параллельных каналов в ка­
ждой фазе, вычислил каждое значение Су и каждое значение Kj,  
использовал эти результаты для нахождения вероятности того, что 
S каждом из нескольких параллельных каналов (предполагаемых 
,«а основании работ Бёрка и Рейча независимыми) время ожида­
ния больше нуля, а затем с помощью приведенной выше формулы 
аычислил Ajf .̂ В общем виде приводится метод вычисления для 
•случая-с=Су при некоторых г. Каждая из двух величин изменяется 
■на малую величину Д, которая прибавляется к одной величине и 
вычитается из другой.

Дебон и Кац [170] использовали распределение по закону хи- 
квадрат для аппроксимации суммы нескольких экспоненциальных 
распределений путем приравнивания математических ожиданий и 
дисперсий математическим ожиданиям и дисперсиям плотности 
распределения, полученной из функции распределения (12.51). 
Этот метод находит важные приложения; произведена достаточно 
тщательная проверка его применимости [745].

Замечание I. Сакс [751] рассмотрел проблему эргодичности 
систем массового обслуживания с последовательными каналами. 
Если в системе с двумя последовательными каналами время ожи­
дания /г-го требования в первой очереди равно w„,  а время ожи­
дания во второй очереди равно w* (требование должно поступить 
в оба канала) и совместное распределение (да„, ■ш*) при п —> о о  
стремится к собственному распределению вероятностей, то гово­
рят, что система массового обслуживания является эргодической.

Замечание 2. Коэн [137] исследовал поступление пуассонов­
ского потока в несколько параллельных каналов, выходящий по­
ток которых направляется в другую группу параллельных каналов 
и т. д. Рассматривается несколько таких параллельных систем. 
В некоторой точке выходящий поток всех этих групп'является вхо­
дящим потоком для одноканальной системы.

Доказательство производится по индукции. Принимается
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Г л а в а  13
НЕКОТОРЫЕ ИНТЕРЕСНЫЕ АСПЕКТЫ ТЕОРИИ 
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ

13Л. Введение

В ЭТОЙ главе будут рассмотрены некоторые интересные во­
просы, связанные со структурой систем массового обслуживания. 
В первой главе уже упоминалось о различных явлениях, которые 
могут наблюдаться при массовом обслуживании. Здесь будут про­
анализированы некоторые из этих явлений иногда кратко, а в не­
которых случаях достаточно подробно. Попытаемся установить 
некоторую последовательность и начнем с тех явлений, которые 
влияют на входящий поток, на очередь, на обслуживающее устрой­
ство, а затем и на выходящий поток.

Например, клиент может отказаться стать в очередь или мо­
жет уйти из очереди до начала обслуживания. Кроме того, до 
начала обслуживания клиенту может потребоваться некоторая 
информация. Клиенты могут опаздывать, даже если время при­
бытия назначено расписанием. Если имеется несколько очередей, 
то клиенты могут непрерывно переходить из одной очереди в дру­
гую. Число каналов может изменяться при изменении длины оче­
реди. Каналы могут объединяться для обслуживания различных 
потребностей одного клиента. Они могут производить и специаль­
ное обслуживание. Кроме того, каналы хмогут иметь различную 
интенсивность обслуживания. Может иметься единственное обслу­
живающее устройство, (Которое перемещается вместе с линией 
обслуживания. Наконец, обслуженные клиенты могут возвра­
щаться в очередь за дополнительным обслуживанием.

Рассмотрение здесь этих явлений отнюдь не является исчерпы­
вающим. Оно лишь имеет цель вызвать интерес к различным во­
просам. Для начала укажем на последнюю работу, посвященную 
случаю, когда клиенты обращаются за основным и дополнитель­
ным обслуживанием. Свенссон [790] рассмотрел несколько инте­
ресных задач, связанных с ожиданием в очереди. Конечное число 
клиентов обращается за обслуживанием в систему с несколькими 
обслуживающими устройствами. Если свободных устройств нет, 
то клиент ожидает, пока одно из них не освободится. Каждый 
клиент может обращаться за дополнительным обслуживанием или

331



в то время, когда он обслуживается, или когда ожидает обслу­
живания. Как поступление требований на основное обслужива­
ние, так и поступление требований на дополнительное обслужива­
ние имеет пуассоновское распределение. Автор предполагает, что 
интенсивности поступления требований на основное обслуживание 
и поступления требований на два вида дополнительного обслужи­
вания различны, но исследует главным образом частные случаи  ̂
когда по крайней мере два потока из трех имеют одинаковую ин­
тенсивность. В рассматриваемом частном случае интенсивности 
основного и дополнительного обслуживания равны между собой. 
Исследуется два вида процесса обслуживания: один, когда тре­
бования обслуживаются в порядке поступления, и другой, при ко­
тором обслуживание производится в порядке поступления требо­
ваний на основное обслуживание. Для обоих случаев получены 
приближенные решения.

13.2. Случай, когда клиенты 
отказываются становиться в очередь

Сразу же после поступления в систему клиент может принять 
решение не становиться в очередь, либо найдя ее слишком длин­
ной, либо основываясь на информации относительно длительности 
обслуживания. Клиент может уходить из очереди (т. е. он может 
оказаться нетерпеливым и покинуть систему необслуженным) после 
присоединения к очереди, если он считает, что время ожидания 
будёт больше приемлемого для него. Последнее явление наибо­
лее вероятно для систем, в которых дисциплиной очереди является 
случайный выбор на обслуживание. Оно изучается в следующем 
параграфе.

1. Первый вариант системы, в которой клиенты 
отказываются становиться в очередь

Рассмотрим одноканальную систему с пуассоновским входя­
щим потоком с параметром к и экспоненциальным временем об­
служивания с параметром р.

Обозначим через Р„(0 вероятность того, что в момент вре­
мени ^в очереди находится не более п клиентов. Следует заме­
тить, что здесь Pn(t) получает новый смысл. Пусть К  — наиболь­
шая длина очереди, при которой прибывший клиент не покидает 
систему. Она имеет одно и то же распределение для всех Посту­
пающих требований. Пусть F { n ) = P { K ^ n ) — вероятность того, 
что клиент отказывается становиться в очередь, если в ней нахо  ̂
дится п клиентов. Таким образом, клиент становится в оче­
редь, если длина очереди меньше той, при которой он поки­
нул бы систему. Вероятность этого события равна 1 — F ( n — 1 ). 
Введем обозначения G { n ) = : \  —  F { n ) ,  f { n )  =  F { n ) — F { n ~ - \ )  
и — -Pn-iCO- Обычно ро(0 =  Яо(г?) 7^0 и / ( 0 )  =  
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=  F ( 0 )=^0  — это выражения для вероятности отсутствия очереди 
в  момент времени  ̂ и вероятности того, что клиент определенно 
относится к категории неприсоединяющихся к очереди. Урав­
нения имеют вид

+  Д О  =  [1 -  (>̂  +  !^) А О  Рп (О  +  (О  А^ +
+  (О G (/t -  2) Д̂  +  Х/?„ (̂ ) F (п -  1) +  О (ДО". (13.1)

Последние два члена перед О(Д0^ выражают вероятность 
того, что в течение времени ЬЛ прибывает клиент, который стано­
вится в очередь (первое выражение) или покидает систему (вто­
рое выражение).

Как и обычно, эту систему можно привести к дифференциально­
разностному уравнению, которое удобно распространить и на 
случай п = 0, положив F { — 1 ) = /■(—2 ) = 0.

Просуммировав эти уравнения по п, получим

=  {*•/>„+. {t) -  ( 0  0 ( «  -  1 ), (13.2)

или, положив XG(«) = X„, это уравнение можно написать в сле­
дующем виде:

=  Х„_,я„_, {t) -  (IXЧ- х„_.) Р„ {t) +  1ХР„+, (t). (13.3)

Если F ( n ) = 0  для всех п, то (13.3) превращается в уравнение 
для частного случая процесса рождения и гибели.

Решение уравнения (13.2) для стационарного состояния 
имеет вид

P i ^ P P o ,  Рп+1 =  р О ( п - 1 ) Р п ,

Рп =  Р"СпРо-
Здесь

(13.4)

я-2
Со =  с, =  1 , c„ =  l [ G ( i ) ,  г =  2,3, . . . .  (13.5)

г = 0

а Ро определяется из соотношения Можно показать
[319], что сходимость этого ряда является необходимым и до­
статочным условием существования равновесного состояния.

Заметим, что если Р п ¥ = 0 ,  а p „ + i = 0 ,  то и G(n — 1) =  0, 
следовательно, при т > п  имеем р ^ = . 0 ,  т. е. прибывающие 
клиенты не становятся в очередь, если в очереди находится п  или 
большее число клиентов. Кроме того, если />„ 0 и p „ + i = ^ 0 ,  то

/ W  =  0 ( » - D - 0 W  =  |!-‘ ( - £ g i - - - g ^ )  (13.6)

Рл+1 ^РпРп+2- (13.7)
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Любое распределение неограниченной очереди, удовлетворяю­
щее последнему неравенству, соответствует распределению веро­
ятностей того, что прибывающий клиент отказывается становиться 
в очередь.

Чтобы найти L  и дисперсию, введем производящую функцию 
для (13.2), перейдем к стационарному состоянию и свяжем эти 
результаты с полученным ранее решением:

P { z , t ) = ^ p , { t ) z - = { \ - z ) ^ P n  it) z -  (13.8)л=0 л=0

Q { z ,  0 =
л=0

Умножая (13.2) на z" и сутлмируя, получим уравнение
д P(Z, f)_

(13.9)

dt 1 — z -Х/?о(0

+ ( т  -  о
при стационарном состоянии (т. е. прп t - * c o )  это уравнение 

имеет вид
P  (z) -  pzP {z) -  />о +  pz^Q (z) =  0. ( la .  1 1 )

Отсюда при z =  1

P ( 0 ) - / ; o = l - p  +  pQ(l). ( ia .l2>

Так как 0 < / 7 о < 1 ,  то это означает, ч т о <  Q(l)  < 1 .
Эффективное значение загрузки для тех клиентов, которые 
становятся в очередь, равно

Р' =  Р — pQ(i), (13..ia>

так как величина р была вычислена для всех клиентов,— как тех, 
которые становятся в очередь, так и тех, которые гоокидают 
очередь.

Основываясь на решении, полученном для стационарного со­
стояния, и определении P ( z ) ,  получим

P { z ) — pQ 2  9"CnZ'*.
л = 0

(13.14)

Теперь, используя (13.11), можно найти Q {z )  в явном виде. 
Таким образом, поскольку ро известно, то распределение числа 
клиентов, находящихся в очереди, и распределение вероятностей 
того, что прибывающий клиент отказывается становиться в .оче­
редь, определяются однозначно.
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Итак,
p - | - l o g / » „  =

=  Р ( i o g с„ +  /гlo g р -  log Д  р” я̂j  =  n - L ,  (13.15>

где L  — математическое ожидание числа клиентов, находящихся, 
в очереди.

Легко показать, что дисперсия длины очереди равна

^ { n - L r p „  =  ^ { n - L ) \ дрп
(?Р

л=0 л=0

Из выражений для P { z )  и Q ( z )  находим

д ,

_ д _ _
д?  ̂ j  [ logQ (2:)“" i  1 —

(13.16).

(13.17).

Дифференцируя (13.11) по z и положив z=0, найдем матема­
тическое ожидание, а после вторичного дифференцирования при- 
г = 0  найдем дисперсию:1 - Р [ 1 - Q ' ( 1 ) - 2 Q ( D ] , (13.18).

: ^ { l - p [ Q ' ^ l )  +  4 Q 2 ( l ) + 4 Q ( l ) Q ' ( l ) ] -(1 - P ) 2- ( 1 - P ) [ Q " ( 1 )  +  5 Q '( 1 ) + 4 Q ( 1 ) ] ) . (13.19)>
Хейт применил эти положения к распределениям, удовлетворяю­
щим условию (13.7).

Кратко проиллюстрируем некоторые из ранее приведенных ре­
зультатов на следующем примере.

Пример.  Для биномиального распределения имеем

л = 0 . . . , / г ,

0 < р <  1. Тогда p =  и L
пр

( п + р )  "Р** р— о о .  Заме--
тим, что, подставив в (13.4) значение р^ и Ci =  l, найдем р.- 
Распределение вероятностей того, что прибывающий клиент не: 
становится в очередь, имеет вид

О, л <  ,̂
/ ( « ) :

1Л 1
~ И ~  - ( Г + 1 н Г + 1 )  ’о. 0 < ^ < / г — 1, 

f i ^ k ,
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и не зависит от р .  Выражая р  через р, получим

=  « ■ = (7 Г Т 7 Г -
Упражнения. Читатель может теперь проверить эти положения 

для следующих распределений.
1. Отрицательное биномиальное:

ч-ЛГ-й
Pi‘ =  i ^ N - l  + - ^ ) ' k = 0 ,  1 . . . . ,

где л: >  О, Л/" >  1.
2 . Пуассоновское:

Pk
Р*е-Р

k\ k =  0,  1,

3. Распределение

где
Pk —

а >  О, ■» >  О, X >  О,
а А  является функцией этих величин.

4. Нормальное распределение:
_ (k-mY

Pk —  A& 'Iv

где т н V являются приближенными значениями математического 
ожидания и дисперсии, если v и велики (т. е. больше де­
вяти).

5. Детерминированные отказы, когда для всех клиентов суще­
ствует одна и та же максимальная длина очереди, при которой 
прибывающие клиенты отказываются становиться в очередь:

, ,  ч | 1  при п —  К ,  

при п ф К .
В этом случае

|1, 0 < / г < / Г - 1 ,  _ | 1 ,  0 < л < А Г + 1 ,
К < п ,  АГ +  2 < й .

2. Другой вариант системы, в которой клиенты 
отказываются становиться в очередь

Допустим, что в одноканальной системе с пуассоновским вхо­
дящим потоком с параметром X и экспоненциальным временем 
обслуживания с параметром р имеем &о=1,

( i  =  0 ,  1 , 2 ,  . - .Д .

Здесь Ь( — вероятность того, что прибывающий клиент становится 
в очередь, если в системе находится i клиентов. Хомма [358] полу-
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чил для этой задачи уравнения для вероятностей того, что
в системе в момент времени t находится п клиентов:

Р'п (О  {bn-̂ Pn-̂  {t) -  ЬпРп т  -  [Рп (i) -  Рп + 1 ( ^ ) ] .  «  >  1,

P o { t ) ^ V ‘P i { t ) - ' ^ P o { t ) -  (13.20)
Пусть W { t )  — время ожидания клиента, который становится 

в очередь в момент времени t. Введем функцию P { w ,  t) и вычис­
лим ее значение:

W оо

P { w ,  t) = P [ l T ( 0 < z ® ]  = j ‘ S  (13.21)

Преобразование Лапласа—Стилтьеса функции P { w ,  t) по да 
имеет вид

оо оо

T(s. . 0 = 1  е-^-^Я(да, 0  =  ^ ^ « ( ^ ) ( - jT ^ ) " .  (13.22)

Взяв производную по времени, подставив значение Pn{t)  из 
уравнений для переходного состояния и положив

t)
dt гО,

получим преобразование функции распределения времени ожида­
ния в стационарном состоянии в виде

оо

+  (13.23)
п = 0

Положив 5 =  0, имеем
оо

Ро =  1 -  Р 2  Ь„р„.
й = 0

(13.24)

Получив коэффициенты при 5 и ŝ  в выражении для "( is ) ,  най­
дем среднее значение E { W )  и дисперсию a^{W)  времени ожида­
ния W :

E { W ) —  ^ — Ро I Р- (13.25)
Й = 1

°MH^) =  ^ S  {n +  \){n  +  2 ) b , p , - [ E { W ) ] \  (13.26)
n = 0

Заметим, что, положив Ь„— \ (л ^ О ), получим известный 
результат для среднего времени ожидания в стационарном со­
стоянии:

E { W ) =  , /  . ,' ’ м-(1 — р)
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так как Ilm Я„ (i) =/?„ =  ( 1 — р) р", /г>-0, и
-̂»-оо

п = 1
'^Рп =  Т=Г,

Кроме того, рассматривая условия существования стационар­
ного состояния и используя метод вложенных цепей Маркова, 
Хомма рассмотрел задачу такого типа для произвольного распре­
деления входящего потока, поступающего в многоканальную си­
стему.

Упражнение 6. Убедитесь в справедливости уравнений, описы­
вающих данную систему, и проверьте выражения для математиче­
ского ожидания и дисперсии.

3. Система с возможностью неприсоединения к очереди 
при произвольном входящем потоке

Рассмотрим одноканальную систему с произвольным входящим 
потоком и экспоненциальны'м распределением времени обслужива­
ния. Обозначим через Ть . . . ,  т„, . . .  моменты поступления требова­
ний, а через А  (х) — распределение промежутков времени между 
требованиями i „ — 1 „_] (предполагается, что они взаимно незави­
симы и имеют одинаковые распределения). Пусть случайная вели­
чина n {t )  означает число требований, находящихся в очереди в мо­
мент времени t. Введем обозначение т],! = ti(t„ —0).

Пусть {^я} — последовательность взаимно независимых одина­
ково распределенных случайных величин, принимающих целочис­
ленные значения. Максимально допустимое число требований, 
находящихся в очереди, .равно M-fl , включая обслуживаемое требо­
вание. Когда очередь достигает такой длины, п.оступающие требо­
вания не становятся в очередь. Требование, поступающее в момент 
времени Тя, становится в очередь в том и только в том случае, если 
■»)„<; min(М, *f„). Невозрастающая последовательность неотрица­
тельных действительных чисел при &о==1 определяется как Ь„ =
=  Р(Т n ^ t r i ) ,  m = 0, 1,___Это выражение есть вероятность того,
что поступающее требование становится в очередь, если в ней нахо­
дится т  требований. Необходи]Мо найти распределение числа тре­
бований, находящихся в системе (включая обслуживаемое тре­
бование) :

р* =  Urn я (■>)*=й), Л =  0, 1 , . .  1.
П̂ оо

Финч [244] доказал существование и его независимость от на­
чального состояния.

Для произвольного входящего потока имеем

338

__ ^iV+1-fe у __
yv-и
2> = 0

Pk iV+1 
2  Я)

k =  Q, 1 , . . . ,7 V - f  1 , (13.27)



где qj определяется из выражения 

Здесь
1 л ! , , - ! ) ; ”  «• = '■  0 3 -28)

 ̂(2 ) =  2  я А  я^ (Z) = 2  ;i=0 У=1
00

л  (s) =  J e~^-^dA (л),
о

а р,(г =  0 , 1 . • • •)> О <Рг-^ 1 — произвольные постоянные, причем 
=  ^ > Л ^ -{-1 . Значения q  ̂ можно получить, дифференцируя

(13.28), или из рекуррентного соотношения:
й-1

где

+  2  {^1+1 t = 0
k

+  2  î ^ k - i  у ^ = 0 , 1 , . . . , (13.29)
i = 0

(13.30)

Эта формула для Pf  ̂ согласуется с аналогичной формулой,, 
полученной Такачем при Ь ^ - = \ { т  =  0 ,  . .  . , N ) ,  и формулой, 
которую получил Хейт для пуассоновского входящего потока^ 

Если входящий поток имеет эрланговское распределение Ег, т. е..
d A  (х)  =  Х̂ ле—XjC л > 0 . (13.31)

то А  (s): I x W -  При р = у  получим

— (  2р +  1 )
* b]f^X^k-2 ... 0̂ ■Ро, Л =  1, . . . ,Л ^ + 1 ,  (13.32)

где Рй определяется обычным способом, да* выражается в виде 
непрерывной дроби

w , =  \ -  - С ' -
dbN
1—

^ =  0,1, . . . , Л Г - 1 ,

W f f = -  1 , и

Теорема 13,1, Если А { х )  не является 1решетчатой функцией рас  ̂
(пределенйя, т. е. если это расп|ределение не сосредоточено на цело-* 
численных значениях х, то можно показать, что распределение
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числа требований, находящихся в очереди при стационарном со­
стоянии,

\ \ m P \ n { t )  =  k ] = p ^ ,  А =  0, 1, .. 1,
t-^oo

существует и не зависит от начального состояния. Это распределе­
ние имеет вид

Pk — “  ^k-\Pk-\^

N

(13.33)

;^ o = i -  - J ]  b„p„.
n =  0

Доказательство. Покажем, что существование распределения 
зависит от следующих -вероятностей перехода конечной цепи Мар­
кова r i ^ { n = l , 2 y

^(l«+ i =  ^ h « = y )  =  +  (13.34)
j ,  k =  0,  1, . . . ,  N ,

' ^ N + l . k  —  ^ N , k >
где

ĴV, ft —

0, j  ^ <  0,
oo

I —  \iJC (f*̂ )/ + i - f t

U + l - k ) \
=  /  +  (13.35)

Данная цепь Маркова является эргодической, следовательно, 
распределение р^  существует и не зависит от распределения ^i. 

Значение однозначно определяется из выражения
N  +  1

" P f t = . 2  ’ '/.ftPy. ^ = 0 .  1, (13.36)/=ft-i
N  +  I

2  P ft= i ./f = 0
Подставляя значение вводя обозначения Qk=PN ^^ \-k  

(^ =  0 , 1 , i V + 1 ) и Рлг+1-jfe {k =  \, 2 , . . . ,  1 )*
получаем решение для Qk, выраженное через Qo, и находим Qk =  
— Ройк'» что является искомьнм результатом.

13.3. Уход из очереди до начала 
обслуживания

В этом случае клиенты покидают очередь после того, как они 
пробудут в ней некоторое время. Обычно это происходит вслед­
ствие того, что длительность ожидания является значительной.
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1 . Система, в которой клиенты отказываются 
становиться в очередь и покидают очередь 
до начала обслуживания

ПрИхМем те ж е обозначения, что и в первом варианте системы^ 
в которой клиенты отказываю тся становиться в очередь, когда рас­
см атривалась одноканальная система с пуассоновским входящим 
потоком и экспоненциальным временем обслуживания. Обозначим 
через г(п)А^ вероятность того, что за время k i  клиент покинет оче­
редь, если в ней находится п  клиентов.

Рассматривая вероятность отсутствия переходов в другое со­
стояние, вероятность прибытия клиента, который отказывается ста­
новиться в очередь, вероятность прибытия клиента, который стано­
вится в очередь, вероятность ухода обслуженного клиента и ве­
роятность ухода клиента до начала обслуживания, получим 
систему дифференциально-разностных уравнений. Пренебрегая пе­
реходами высших порядков, имеем

+  АО =  (1 -  ^АО (1 -  [î AO [1 -  г («) ДО Рп (О +
+  ХДг;(1 — }хД/) [1 — г { п )  b . t ] p „ { t ) F {п —  \ ) +

+  ХД/(1 — [хДО [1 — г { п —  \ ) Щ р „ ^ 1  { t ) G { n  — 2) +
+  (1 -  Ш )  [хД/ [1 -  г (/t +  1) ДО Р п + х  (О +

+  (1 -  ХДО (1 -  !ХД0 г (й +  1) t^iPn+, {t\. (13.37)
При п= 0  е первом члене р опускается и г (0 )=г (1 )=0 .  После 
обычных упрощений найдем уравнение

Pni^) —  ~  [^ +  ^(л)]Т'л(0  +  \Рл(0 ~  1 ) +

+  X/j„_, (О G (й -  2) +  ^р„+х (О + / ■ ( « -  \)Рп+х (О- (13.38) 
Просум1Мировав от нуля до н и произведя упрощения, получим

4 iP n  (О =  ^Рп х̂ (О -  XG(й - \)р„(О +  г (й +  \)Рп+х (О- (13.39)
Допуская, что при »оо вероятности р „(0  и Яд (О стремятся 

к пределу, получим уравнение
•̂Рп+х-\- i’ {n-\-\)pn+x'='^G{i^~ )̂Рп̂  (13.40)

которое имеет решение
Р п  =  с „ ( ^ У р , .   ̂ (13.41)

оо

Здесь /?о определяется из соотношения S  /^л= 1- Если обозначить
/г = 0

ТО
(,) ■ (13.42)

л-2
=  П G { j ) R ( j  +  2) .у = 0 (13.43)
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При соответствующем ограничении функций можно получить ре­
шение для случая, когда клиенты остаются необслуженными либо 
вследствие того, что они покидают очередь до начала обслужива­
ния, либо вследствие того, что они отказываются становиться 
в очередь.

Упражнение 7. Проверьте это положение для рассмотренного 
ранее случая, когда клиент отказывается становиться в очередь.

2 . Нетерпеливые клиенты
Баррер (28, 29] исследовал систему, в которой клиент уходит 

из очереди, если время ожидания больше допустимого. Он ввел 
понятие о клиенте, принятом на обслуживание. Клиент может ожи­
дать в очереди и не будучи принятым на обслуживание. Если 
клиент принят на обслуживание, то он будет ожидать др заранее 
установленного предела, в противном случае он уходит из очереди. 
В другом рассматриваемом случае клиент независимо от того, при­
нят он на обслуживание или нет, покидает систему, как только до­
стигается намеченный заранее предел времени ожидания. В первом 
случае рассматривается многоканальная система с обслуживанием 
в порядке прибытия клиентов, а во втором случае — одноканаль­
ная система со случайным выбором на обслуживание. Результат, 
полученный для одноканальной системы со случайным выбором на 
■обслуживание, применим и к с-канальной системе, с > 1  (см. ра­
боту Б. В. Гнеденко, результат которой приведен в гл. 9).

Рассмотрим одноканальную систему с нетерпеливыми клиен­
тами и случайным выбором на обслуживание, в которую поступает 
пуассоновский входящий поток, а время обслуживания имеет экс­
поненциальное распределение. Обозначим через P „ ( t )  вероятность 
того, что в момент времени t в очереди находится п клиентов, а 
через С„(то, ^)А/-Ьо(А/) — ̂вероятность того, что в промежутке вре­
мени {t, t + A t )  клиент уйдет из очереди, если в момент времени t 
в очереди находится п клиентов; предельное время ожидания этого 
клиента равно То. Обычным способом находим систему уравнений:

я ; (О =  -  хр„ (О +  [[ +̂ с ,  (т„, 0 ] Л  (0 . 
я; i t ) = хя„_, (̂) _  [X+ -f с „  (.„, t ) \  р „  (О +

+  [[̂  +  С„+,(хо, 0 ]Я я+ .(0 , « > 1 .  (13.44)
Баррер показал, что в отличие от обычной системы с ожида­

нием, когда клиенты остаются на обслуживание несмотря ни на 
что, точное задание числа клиентов, находящихся в очереди в мо­
мент времени t, как правило, не О'Пределяет полностью поведение 
очереди в будущем. Это положение справедливо, так как клиенты 
могут стать нетерпеливыми и покинуть очередь. Здесь необходимо 
найти время или распределение времени, в течение которого клиент 
ожидает, за исключением частных случаев, где это не требуется. 
Это нужно для того, чтобы определить С„(то, t) ,  а затем найти 
начальные условия, необходимые для решения этой системы урав- 
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нений. Для определения C„(to, t) положи1М, что Сп {г ,  Ат)Ат — 
вероятность того, что в очереди имеется клиент, который ожидал 
от момента т—Ат до момента т, если в момент t в очереди нахо­
дится п клиентов. Так как при случайном выборе вероятность 
того, что клиент поступит на обслуживание, равна

то
С„(х. t, At) ( l  _  +   ̂+  (13.45)

еле упрощения приходим к уравнению 
^ C „ ( t .  t, 0) +  ^ C „ ( t ,  t, 0) =  - ^ C „ ( t ,  i, 0), (13.46)dt

которое имеет решение

C„(t, t, 0) = / „ ( ^  — t)e
{XT

(13.47)
Здесь функция определяется из соответствующих началь­
ных условий. Если левая часть выражения (13.47) принимается 
непрерывной в точке Ат =  0, то можно записать

{ХТ
— ' )̂е ” Ax +  o(At),

Искомая величина С„(хд, )̂Дх — левая часть последнего соот­
ношения при х =  Х(). Отсюда

—  "• (13.48)
Решение данной системы уравнений для стационарного случая 

можно получить, рассмотрев решение уравнений стационарного 
процесса рождения и гибели. Введем обозначение C „=lim  С„ (тц, ^)=.

t-*oo
■'Ае " ,  где Л„ определяется выражениемТ? / _  Jil!L\

(13.49)

Интенсивность, с которой нетерпеливые клиенты уходят из 
очереди, равна

С  — 2  рпРп—  ̂ (1 ро) •/1=1
(13.50)

Таким образом, вероятность того,- что клиент будет потерян, 
составляет

оо п / |ХТо \
1 - ( 1 - р ) 2  P " " 4 U l - e

/1 =  1 fe = l
<50 П /  \

1+ 2 р" П \1- е  * j
/1=1 k = \

(13.51)
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Система с с параллельными каналами, пуассоновским входя- 
щим потоком и экспоненциальным временем обслуживания, одина- 
ковьш для каждого канала, описывается уравнениями

р ; ( 0 = - х р „ ( ^ )  +  н.Л(0 .

р ; {t)= (t) -  (X +  «(.) р„ (О +  (я + 1 )  (^р„+, (0. « <

Р'п (^ )  ~  ^ ^ л - 1  (^ ) ~  +  Ся (^)1 Рп ( 0  +
+  [с|̂  +  С „+,(0]Р„+.(^), Я > с . (13.52)

Здесь С„(^)Л/+о(Д^-)— вероятность того, что в промежутке вре­
мени {t, /-f  АО кдиент будет потерян, если в момент времени / 
в очереди находится п клиентов.

Пальм решил задачу для стационарного состояния марковской 
с-канальной системы с потерями. (См. также статью Коэна в гл. 14, 
задача 10.)

13.4. Ориентирование требований
Леруа и Воло [503] рассмотрели следующую задачу. Допустим,, 

что в системе массового обслуживания с с параллельными кана­
лами (телефонные линии) требуется определенное время для 
ориентирования вызова (перед началом обслуживания). Это время 
имеет экспоненциальное распределение со средней длительно­
стью Ь. Время обслуживания (длительность телефонного раз­
говора) также имеет экспоненциальное распределение. Примем 
математическое ожидание времени обслуживания равным одной 
временной единице. Пусть X — параметр пуассоновского потока. 
Обозначим через pi вероятность того, что i { 6 ^ i ^ c )  каналов дей­
ствительно заняты разговором, а через q j i O ^ j ^ c ) — вероят­
ность того, что занято с каналов, причем / — 1 каналов занято раз­
говором, а c — j +  \ каналов — ориентированием вызовов. Если все 
каналы заняты, то вызов теряется. В этом случае уравнения для 
стационарного состояния имеют вид

__Qq

(Х +  /)/7,= ( / -Н )Л + , 0 < / < С ,

[ с - \  +  ^ ) Я с  =  1р с -и(/ -  1 +  х )  +J4J+U о < у  <  с. (13.53)

при

344
2  А  +  2  7̂ — 1 •



2  л = 2  = 1  -  2  А . (13.54)/=0 ;=1 i=0

Суммируя эту систему уравнений и используя последнее ра­
венство, получим

Доля потерянных требований равна

а  + 1 (13.55)

Уравнение для стационарного состояния позволяет выразить 
и qj через Рс- Значения qj удовлетворяют соотношению

^ = j ( -  ь ■' \b\
Х+У + 1 j  У̂+2» 0 < у < с .  (13.56)

Используя обозначение { N ,  n) =  N { N -\-\)  
получим

Я с - }

{ N  -|- /г — 1),

(с +  1, у +  \) Ьрс 

( / - 1; 1)
+ ̂ + Т ’ ОШ ~

(ГГ1) (^  +  ^ +  Т ’ 2 ) ( х У  +

о- - з; 2) ( ,  +  ,  +  | , з) ( А ) - -
‘ ( 1; 2) 

( У - 5; 3)
(1; 3) (^ +   ̂+  X  ’ ( т )  ~Ь • • • (13.57)

Отсюда находим
С

2 ,̂
^ = { 0 -, 1 )  +  { с - 1 ;  2)(x + i- + l: l)(4 ) ++  (с — 2; 3) (x-j- х"!" 1’ 2  ̂ (—  ̂ +  . . .  +

+  (0; c )(x  +  i -  +  l ; c - l ) ( 4 - y .  (13.58)

Обозначив правую часть этого выражения через Q, получим 
вероятность того, что все каналы заняты:

Р < ! ~  \ +  ( l + b X ) Q  • (13.59)

Доля потерянных требований равна
ьх , I 1 ^(1 +  6Q)

а  +  1 а  + 1  X +  (1 + Q X +  (1 +  а ) Q •
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При фиксированных значениях и X при с —►©© это выраже­
ние стремится к д . При X—со доля теряемых требований
стремится к единице при любом с. При Ь —>0 имеем известную 
формулу Эрланга для системы с потерями

} L

------------ --------------- Т Г  • (^3.60)
1 +?1 +  “2Г +  ••• + “сГ

Если Х-^оо и с - ^ с о  и при этом их отношение остается по­
стоянным, то это выражение стремится к нулю.

Более изящную формулировку этой задачи в другом изложе­
нии см. в гл. 14 при .рассмотрении системы с потерями, в которой 
производится управление входящим цотоком. Эти положения рас­
пространяются также и на системы с ожиданием.

13.5. Запаздывание требований 
относительно запланированных моментов 
лоступления

Уинстен (887] рассмотрел одноканальную систему с регуляр­
ным входящим потоком и экспоненциальным временем обслужи- 
‘.вания. Изучая различные траектории, по которым очередь может 
пройти между двумя точками, которые являются моментами 
поступления требований, он получил распределение числа тре­
бований, находящихся в оч^еди при стационарном состоянии. 
Уинстен получил вероятность того, что в момент времени, пред­
шествующий поступлению требования, в системе находится п 
требований: __ _

7t^z=:7r%, (13.61)
где я находится из соотношения

7te^=e^’' (13.62)
и, как обычно, « 0= 1 “ '̂ -

Для случая, когда требования запаздывают, хотя и предусма­
тривается поступление требований через постоянные промежутки 
времени, — вероятность того, что длительность задержки
не превышает t. Требуется выполнение условия 0 -< /<1 , т. е. хотя 
требование и запаздывает, однако оно должно поступить до за­
планированного момента поступления следующего за ним требо­
вания. Можно получить выражения для распределения числа тре­
бований, находящихся в очереди: 1 ) в момент, когда запланиро­
вано поступление требования, 2 ) в момент, когда оно фактически 
поступает и 3) в произвольный момент времени. Распределение 
для первого случая имеет вид

=  л > - 1 . (13.63)
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Так, из соотношения

2  — 1п=0
находим

Я1 =  (1 — « )(1  — «о).

J  е ^ 'а Г Р « 0

U o = l - ^ - f

(13.64)

(13.65)

Здесь к определяется, как и ранее.
Чтобы найти число требований, находящихся в очереди в мо­

менты фактического поступления требований, необходимо выра­
зить я„(0 через и усреднить по t. Получим

Таким образом.
1 = 0

—  — 1с),

’'о(^) =  1 - Г ^ е - “ (1 - ’').

(13.66)

(13.67)

Распределение числа требований, находящихся в очереди не­
посредственно перед запланированными моментами поступления, 
имеет вид

л !> 1 , (13.68а)
1

=  ,1, =
о

1 1
j  «  о  J е "  dP «  f)

=  i c ( l - i t ) l - --------- i-5 ------------------------ , (13.686)

0
1^■o= f ,r „ ( ^ ) f l fP « ^ ) . (13.68b)

6

Заметим, что если P { ^ t )  имеет единственный скачок, т. е. все 
требования запаздывают на одно и то же время, то задача сво­
дится к случаю, когда требования поступают в запланированные 
моменты времени. В этом случае можно считать, что поступление 
требований запланировано на более позднее время, включающее 
и задержку.
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и, наконец, распределение числа требований, находящихся 
в очереди, для общего случая поступления требований с задерж­
кой равно взвешенному среднему значению:

Рп (13.69)

где п  — число требований, находящихся в очереди. Но Р { п ^  1) =  
=  — 1г), следовательно Я(ц =  0) можно определить из соот-

оо

ношения 2 Я л = 1 -  Аналогично можно вычислить время ожида-
п = 0

ния. Автор указывает на ряд обобщений, не приводя, однако, 
решений в явном виде.

13.6. Переход клиентов из одной 
очереди в другую

Представляет интерес рассмотреть систему с несколькими па­
раллельными каналами, в которой клиенты переходят туда и об­
ратно между несколькими очередями; к сожалению, в данном слу­
чае трудно продвинуться далеко в аналитическом исследовании. 
Проиллюстрируем это явление на примере двухканальной системы 
с пуассоновским входящим потоком с параметром X и экспонен­
циальным временем обслуживания с параметрами к р2 соответ­
ственно. Предположим, что эти две очереди всегда имеют одну и 
ту же длину или же число клиентов, находящихся в них, отли­
чается на единицу. Как только разница составит более одного 
клиента, последний клиент из более длинной очереди немедленно 
перемещается в более короткую очередь. Вновь прибывающий 
клиент всегда становится в более короткую очередь, если очереди не 
равны. Если очереди равны, он становится в очередь к обслужива­
ющему устройству с более коротким временем обслуживания, если 
он располагает подобной информацией, или с равной вероятностью 
занимает место в любой очереди при отсутствии такой информа­
ции. Рассмотрим второй случай.

Пусть Р {п и  п— Пи t) — вероятность того, что в момент времени t 
в первом канале системы находится п\ клиентов (включая к обслу­
живаемого), а во втором канале— { п — щ )  клиентов, где п — об­
щее число клиентов, находящихся в системе. Имеем:

Я(0, О, / +  А/) =  (1 -Х А /)Я (0 ,  О, 0  +
+ [Х,Д̂Я(1, о, о + 1, t ) ,

Р ( 1 , о, А0  =  [1 - (Х + [ * , ) А ^ ]Я ( 1 , о, А0  +
+  4 а^Р(0 , о, 0 + 1Х2А^Я(1 , 1 , t),

Я(0, 1, /  +  A 0 = I l - ( X - f  !̂ 12)Аг‘]Я (0, 1, M ) i -

- f  | а^Я(0. о, 0  +  НчА^Я(1 , 1 . t).
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при п ' > 2 ,  если t i = 2 r i i ,  имеем 
P(«l ,  я — л,,  ̂+  Д /)= [1  — +Н-2) «  — « 1. 0  +

Ч - ^ [ Я ( Л ,  — 1, л — л,, t) + Я ( Л 1, л — л, — 1, 01 +

+  [1.1Д/;Я(л,+  1 , л — л,, t ) ] х^МР{ Пи л — л , +  1 , 0 -

Если n =  2rii +  l, т. е. если во втором канале на одного клиента 
больше, чем в первом, имеем

P(/Zi, /г —/г,, /f +  A/) =  [l — (X +  (Xi+(Х2)А/] Я(/г1, л  — Пи t) +

+  yA/fP(/^i, /t — /ti — 1 , о  +  ft —  rii, t) .

C другой стороны, если в первом канале больше на одного 
клиента, т. е.

n =  2fti - -  1,
то имеем

Р{Ц\, ti — « 1, ^-f-A^) =  [l — +  iJ-i +  1 ^ 2 ) ^ О “Ь

+  -^Д^Я(л, — 1, л — Л1, 0  +  P-2^^^(«i. « — /̂ 1 +  1, О-

13.7. Переменное число параллельных 
каналов

Во МНОГИХ практических ситуациях в системах с параллельными 
каналами свободные обслуживающие устройства могут выполнять 
другую работу. Примером этого может служить выдача инструмен­
тов рабочим. Когда у раздаточного окошка никого нет или нахо­
дится всего несколько человек, служащие инструментальной кла­
довой могут вести подготовительные или другие несрочные ра­
боты. Когда же число ожидающих увеличивается до некоторого 
определенного уровня, второй или третий служащий (канал) при­
ступает к обслуживанию ожидающих рабочих. В подобных ситуа­
циях, которые наблюдаются также в банках, магазинах, ремонт­
ных мастерских и при выполнении других операций, число дей­
ствующих каналов является случайной величиной.

Для стационарного состояния одноканальной системы с пуассо­
новским входящим потоком с параметром X и одинаковым экспо­
ненциальным распределением времени обслуживания с параме­
тром р Романи [735] получил вероятности, описывающие перемен­
ное число каналов, минимальное число которых равно единице и 
растет с увеличением числа ожидающих требований. Число кана­
лов увеличивается только после того, как достигается максимально 
допустимая длина очереди; т. е. как только число требований, на­
ходящихся в очереди, становится больше Л̂, новый канал приступает
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к обслуживанию требования, стоящего в очереди первым. Если 
ожидающих требований нет, то по окончании обслуживания число 
каналов уменьщается, и только один канал остается откры- 
тым все время. Пусть Р„ (т, t) — вероятность того, что в момент 
времени t в очереди находится п требований и т  требований об­
служивается (числр их равно числу действующих каналов). Тогда 

Рп (^ ) — соответствующая вероятность для стационарного состоя­
ния. Имеем:

Р „ { т ,  t) +
- \ - \ M P „ _ i  {tn, t) +  m\>.MP„+i{m, i) ,

—) - (fft— 1 , - j - ( m ,  t),

P q (in, t -)- b.t) =  (1 — ХД̂ ) (1 — m^t^t)Pf^(m, t) +  
- \ - m ^ L t P i ( m ,  t ) - \ - { m ^ \ ) ^ M P Q ( m  +  \, t),

P^{\ ,   ̂+  Д̂ ) =  ( 1 - Ш ) ( 1 -!хД^)/>о(1 , ^)-fXA^P„(0 , t) +
+  V^MP,{\,  t) +  2 v . ^ tP , {2 ,  t) ,

Po(0, t  +  M )  =  ( \ - \ U ) P , ( Q ,  t ) + ^ M P , ( \ ,  i) .  (13.70)
Когда действует m  каналов, то вероятность того, что за время 

At  будет закончено обслуживание одного требования, равна mnAt .  
Имеем начальные условия

. fl, n = i ,  m  —  j ,

0) =  Щ - | о ,  „ф1. „гф). < « ■ '»
Уравнения для стационарного состояния, выраженные через 

Pni:^^), .находятся обычным опособом. Решение этих ура1внений 
имеет вид

N - п(1 )  Sй=0
N (13.72)

(ЛГ-|-1)еР-1- 2 ( Л ^ - ^  +  1 ) р - *
/5 = 1

Рп(т)--
тп\

N
( Я + 1 ) е Р - | -  2  ( Л ^ - А  +  1 ) р - *

k = l

(13.73)

X , Xгде р =  — (а не Р = — > как в случае многоканальной системы 
с постоянным числом каналов).

Читатель может проверить справедливость этих формул для 
системы с бесконечным числом каналов, которую получим, поло­
жив Л^=0 (второй член знаменателя отбрасывается). В этом слу­
чае

Рп(т) =  - ^ е - \  (13.74)
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Если допустить, что N стремится к бесконечности, то в резуль­
тате получим одноканальную систему, и можно показать, что

И т/7„_, (1 ) =  р«(1 — р).
N--00

(13.75)

Можно также показать, что среднее число требований, нахо­
дящихся на обслуживании, равно

и  т р „ { т )  =  р.т = 0
(13.76)

Вариант модели Романи изучал Филлипс [643]. В этом случае 
число каналов ограничено максимальным числом М. Когда дей­
ствует М каналов, то очередь может возрастать безгранично. Во 
всем остальном процесс аналогичен описанному, за исключением 
разницы в обозначениях. В этой модели «точкой переключения» 
считается наличие в очереди N, а не N+1 требований. Для опи­
сания процесса необходимо восемь уравнений для стационарного 
состояния, которые для нескольких частных случаев решаются 
рекуррентным способом. Было получено общее решение в сле­
дующем виде:

^п+1 (1 ■Р'N - п

Рп {tn) ■■

1 — р
/?о(0), 0 < « < Л ^ + 1 ,  / /г=1,  (13.77а>

•iPoCO),

Р п { М ) :

1,

р - '^ + ^ -1 (1  — Р)(Ж"+* —

(13.776)

M"Mi (1 — рЛГ) (М — р)

— 2, т =  М,

-i-Po(O),

Р „ ( М ) :

где

П +  М (1

(13.77в>
Р)(Л1̂ -Р̂ ) Л ^ - 1 < п < с о ,

М"М1 (1 — p '̂')(Af — р) т  =  М ,

Ро{0) =  {\
N - 1 рЛГ- 1

1 - р N 1

X
м-\

т = 0 ml (Л1 — l)l(iW — р)
1 - 1

X

(13.78)

Можно показать, что при-iV=l эти уравнения имеют то же 
решение, что и уравнения для многоканальной системы с фикси­
рованным числом каналов.

Интересно сравнить приведенное выше уравнение для Рл(^) 
с соответствующим уравнением, полученным Романи. В обоих слу­
чаях выражения не зависят от п. Это означает, что независимо
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от того, какое заданное число каналов (за исключением единицы 
или М )  действует, любое число требований в пределах от нуля 
до точки переключения равновероятно. Для системы с перемен­
ным числом каналов Филлипс ввел новый показатель эффектив­
ности— среднюю частоту прерывания. Этот показатель характери­
зует, как часто прекращается процесс в тех обслуживающих 
устройствах, которые выполняют вспомогательные работы. Этот 
показатель определяется с помощью времени, в течение которого 
система испытывает прерывание. В случае предельного числа ка­
налов эта доля времени равна

м - \

Чтобы найти этот показатель, нужно умножить эту величину 
на Я и разделить на число обслуживающих каналов M — L

м - 1

_1 ^  Pn —i (^ ) “
м - 1

■ ? )Ро  (0)

т = 1
у р/тг

1пГ (13.79)
т = 1

Данный показатель характеризует число прерываний на один ка­
нал в единицу времени.

Упражнение 8. При каких условиях для двух моделей системы 
с переменным числом каналов, описанных в этом параграфе, по­
лучим примерно одинаковый результат? (Ответ: Когда М и ве­
лики, а загрузка р относительно мала.)

Упражнение 9. Каков смысл времени простоя в процессах с пе­
ременным числом каналов? [Ответ: Так как в -системе с перемен­
ным числом каналов всегда предусматриваются вспомогательные 
работы, то простаивающие каналы могут быть только в системе 
с фиксированным числом каналов. Показателем времени простоя 
является Р о (0 ) .]

13.8. Объединение параллельных каналов
Фаген и Риордан (231] исследовали с-канальную систему с пу­

ассоновским входящим потоком с параметром Я в стационарном 
состоянии при обслуживании требований в порядке поступления, 
когда все каналы могут объединяться для обслуживания многих 

.потребностей клиента.
Рассматриваются следующие распределения времени обслужи­

вания.
1. Эрланговское распределение:

e ~ ’‘ ^ d x ,  > о,  ̂= 1, 2,
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При k = \  имеем экспоненциальное распределение, а при k ~ c o  —
fO, t <  1,

вырожденное распределение B{t )  =  \  ̂ ^
2. Равномерное распределение:

О, 2f <  1 — а ,

^ - 1 + а ,  0 < а < 1 ,B(t) .
2а

1, t ^  I а,

которое при а —‘ О стремится к вырожденному распределению 
времени обслуживания.

Как только заканчивается обслуживание в канале с наимень­
шим временем обслуживания, следующее требование обслужи­
вается всеми каналами, и, следовательно, его время обслужива­
ния является наименьшим. Каналы имеют независимые одина­
ково распределенные длительности обслуживания с функцией рас­
пределения B{t) .  Вероятность того, что в момент времени t в ка­
ком-либо канале не окончится обслуживание требования, равна 
1 — 5(^), и вследствие того, что для всех каналов эти события 
взаимно независимы, [1—Б (/)]^  есть вероятность того, что в мо­
мент времени  ̂ ни в одном канале обслуживание не закончится. 
Поэтому 1— [1— В {t)]'^\= Н {t) представляет собой функцию рас­
пределения времени обслуживания одного требования. Теперь 
можно рассмотреть задачу для одноканальной системы с приве­
денным выше распределением времени обслуживания.

Обозначим через р интенсивность обслуживания, Р =  ~  • Пусть
P { w ) — вероятность того, что время ожидания в очереди не 
меньше w, введем преобразования Лапласа—Стилтьеса:

сю

If (s) == J e~ ‘̂̂ dP (w) ,
oo

0

Тогда, применив уравнение (9.9), получим

т (s) =  (1 -  Р) {l -  ^  [d  -  / ? ( s ) i p .  (13.80)

Заметим, что вероятность того, что нремя пребывания в си­
стеме меньше w ,  есть распределение суммы двух случайных вели­
чин, первой из которых является время, проведенное в очереди, 
а второй — время обслуживания. Преобразование Лапласа— 
Стилтьеса функции распределения этой суммы (которое является 
сверткой) равно произведению исходных преобразований, т. е.
f ( s ) ^ ( s ) .
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Для случая k — \ имеем H{t)  =  \ — e. и без труда полу­
чаем

•r(s)//(s) =  ( c - X ) ( c - X  +  s)-*. (13.81)
Следовательно, вероятность того, что время пребывания в системе 
меньше w, равна

(13.82)
Отсюда /-Й момент распределения равен Му=/1 (с — Х)” "'. Особый 
интерес представляет случай /= 1 , который дает среднее время 
ожидания, равное 1/(с — X). Время ожидания вычислено также 
для эрлангов'ского распределения при k=2.

Среднее время обслуживания одного требования в многока­
нальной системе с  пуассоновским входящим потоком и экспонен­
циальным временем обслуживания, в которой каналы обслужи­
вают одновременно различные категории требований, равно

С  (с, X)1 +
где

С (с, X): 

x [ l + X +  . . .  - f

с —  X

Х„
-  ( с -Х ) ( с -1 ) !

I _
(с —  1)1 “  (с

X

Произведем сравнение среднего времени ожидания, взяв отно­
шение гfpивeдeннoгo выше времени ожидания к {с — 'к)~К Среднее 
время ожидания для раздельного процесса, т. е. когда несколько 
каналов действуют независимо, больше, чем среднее время ожида­
ния в том случае, когда несколько каналов производят выполнение 
многих операций обслуживания одного требования. При k =  2 
это сравнение провести трудно, если значение X превосходит кри­
тическое, но на практике при таких значениях X предпочтительно 
иметь раздельное обслуживание. Для значений X, меньших крити­
ческого, более желательно выполнение нескольких операций. Это 
доказательство можно распространить на другие случаи эрлангов- 
ского распределения, а также и для равномерного распределения. 
При выполнении нескольких операций наименее желательным яв­
ляется постоянное время обслуживания, наибольший же выигрыш 
получается в случае экспоненциального или равномерного распре­
деления времени обслуживания при а= 1 . Чем больше вероят­
ность того, что время обслуживания мало, тем выгоднее приме­
нять обслуживание одного требования несколькими каналами.

13.9. Система со специальным 
обслуживанием

Кёнигсберг [452] исследовал систему, в которой из с параллель­
ных каналов выделяется подгруппа Си которая может произво- 
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дить специальный вид обслуживания. Поступающие требования 
либо нуждаются в специальном обслуживании в С\ каналах, либо 
им требуется обычное обслуживание в любом «з  с каналов. По­
ступление на обслуживание происходит по принципу «первым 
пришел — первым обслужен». Не нуждающееся в специальном 
обслуживании требование, которое стоит первым в очереди, может 
поступить в один из остающихся с—Cl каналов, если последние 
свободны, даже в том случае, если требование, которое нуж­
дается в специальном обслуживании, может ожидать поступления 
на обслуживание в один из Ci каналов. Разумеется^ требование, 
не нуждающееся в специальном обслуживании, может поступить 
в качал, производящий специальное обслуживание, если оно яв­
ляется первым в очереди и такой канал свободен. Заметим, что 
в данном случае требования не обладают приоритетами.

Эти положения можно обобщить на случай, когда произво­
дится несколько видов специального обслуживания и для этого 
выделяется некоторое число каналов. В настоящем параграфе эти 
положения не получают развития, достаточного для того, чтобы 
составить полное представление о проблеме. Однако читатель без 
труда сможет написать уравнения для системы с пуассоновским 
входящим потоком с интенсивностью поступления требований, 
нуждающихся в специальном обслуживании, равной r'k—'Ki, и ин­
тенсивностью поступления требований, не нуждающихся в спе­
циальном обслуживании, равной (1 — г)Я=Х.2, и экспоненциальным 
временем обслуживания. Здесь можно воспользоваться исследова­
ниями уравнений для системы с приоритетом, прерывающим об­
служивание. Кёнигсберг также предпринял попытку сформулиро­
вать эту задачу для системы с постоянным временем обслужи­
вания.

13.10. Параллельные каналы с различным 
временем обслуживания

Допустим, что в системе с несколькими параллельными кана­
лами, пуассоновским входящим потоком с параметром X при об­
служивании требований в порядке поступления каждый канал 
имеет различное экспоненциальное время обслуживания. Для про­
стоты допустим, что имеется два канала с параметрами Ц! и цг 
соответственно для первого и второго каналов. Пусть Р„ (t) — 
вероятность тогб, что в момент времени t в системе находится п 
требований при При п=1 требование может находиться
в первом или втором обслуживающем канале. Обозначим через 
Pi(l, о, t) вероятность того, что если в момент времени t в си­
стеме имеется одно требование, то оно находится в первом ка­
нале, а во втором канале требований нет. Аналогично Pi{0, 1, t) 
показывает наличие требования во втором канале, когда первый 
канал свободен. Когда оба канала свободны, то поступающее
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требование с вероятностью +  м-2 направляется в первый ка­

нал и с вероятностью 1̂2 — во второй. Если свободен+ м-2
только один канал, то требование немедленно направляется туда 
на обслуживание. Другое допущение заключается в том, что ко­
гда оба канала свободны, требование поступает в любой канал 
с вероятностью, равной V2. Оно может также всегда поступать 
в первый канал. Уравнения, описывающие систему, имеют вид:

Р ;(0  =  -Х Р о (0  +  1^1Л(1, 0; 0+1^2Л (0, 1; 0 . я;(1, 0; 0 =  -(Х  +  {х,)Л(1. 0; 0 + 1 * 2 ^ 2 W,
р ;(0 , 1; о  =  - ( Х  +  н^2)Л(0, 1; 0  +  - ji ;^ X P o (^ )+ f..P 2 (^ ),

^П0 =  -(Х  +  1>-, +  1^2)Я2(^)+Х[Р,(1, 0; 0 +  Л(0, 1;0]  +
-|-( [ 1 ,1 [ij) Рз (^), (13.84)

~  (X +  1*1 + 1*2) (0 +. ХЯ„_1 (/) +  ([А] +  [Аг) Рп+1 (0> ^ >  2.

Положим [А, =  [1,2 =  [А и воспользуемся соотношением Pi{t) =  
=  P i( l ,  0; 0 + Л ( 0 .  1; t)- Получим .классические уравнения для 
системы с двумя параллельными каналами.

Уравнения для стационарного состояния найдем, приравняв 
нулю производные по времени. Эти уравнения справедливы, если 
выполняется соотношение

XР =  — I—  <  1-(А| +  [А2

Если длительность промежутка времени Т стремится к беско­
нечности, то среднее число обслуженных требований будет сбли­
жаться со средним числом КТ требований, поступивших за 
время Т. Средняя длительность промежутка, в течение которого 
первый канал действует, равна

Т [ \ - Р о-Р Л О ,  1)]. (13.85)

Среднее число требований, обслуженных за время Г, состав­
ляет

t*.7’ [ l - / > o - / ' . { 0 ,  1)]. (13.86)
Для второго канала это число равно

[А27’ [ 1 - / 7 о - Л ( 1 .  0)]. (13.87)

На основании изложенного ранее имеем
Х =  ([Ai +  (Аг) (1 — Ро) — l*i/̂ i (0, 1) +!A2P i (1> 0). (13.88)
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Данное уравнение совместно с первым уравнением системы, 
полученной для стационарного состояния, приводит к Выражению

Д1 =  ( 1 - Р ) ( 1 - /^ о ) .  
г д е 0) +/ Ji ( 0,  1).

Другие уравнения для стационарного состояния имеют вид 
=  После решения их получим р„ =  (1 — р) р"“ Ч1 — А )-  

Среднее число требований, находящихся в системе, равно Z,—
=  — ■, где определяется обычным способом.

13.11. Перемещение обслуживающего 
канала

Макмиллан и Риордан [557] рассмотрели следующую задачу. 
Обслуживающее устройство перемещается совместно со сбороч­
ной линией, которая сама движется с постоянной скоростью вме­
сте с изделиями, размещенными на ней для обслуживания. Как 
только обслуживающее устройство заканчивает обслуживание из­
делия, оно без потери времени возвращается к следующему изде­
лию. Линия имеет барьер, в котором обслуживающее устройство 
«поглощается», т. е. обслуживание прекращается, как только 
устройство перемещается за этот барьер. Поэтому желательно, 
чтобы оно без потери времени возвращалось в начальную точку. 
Допустим, что время обслуживания имеет экспоненциальное рас­
пределение с параметром р. Обозначим через p{k, Т) вероятность 
того, что закончено обслуживание k изделий, если обслуживание 
первого изделия началось в тот момент, когда обслуживающее 
устройство находилось на удалении Т временных единиц от 
барьера.

Карлин, Миллер и Прабху [413] показали, что эта задача ана­
логична задаче для одноканальной системы с пуассоновским вхо­
дящим потоком и расп1ределением в;ремени обслуживания F^{t) =  
= B { t ) .  Заметим, что B{t)  соответствует распределению проме­
жутков времени между изделиями. В системе с одним движу­
щимся обслуживающим устройством цремя, протекающее до по­
глощения, эквивалентно длительности периода занятости в,обыч­
ной системе, в которой распределение времени обслуживания тре-

[1 ,  t > T ,
бования, стоящего в очереди первым, равно Ду(^) =  | ^ t <^т
Число требований, обслуженных до поглощения, на единицу 
меньше числа требований, обслуженных за период занятости, в ко­
тором первое требование обслуживается в соответствии с функ­
цией распределения Ft (t). Введем обозначение

Р(х,  Т ) =  2  Т)л*.
fc = 0

(13.89)
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Пусть f j  — вероятность того, что J требований будут обслу­
жены за период занятости, в котором первое требование имеет 
распределение времени обслуживания F ,̂ и пусть

F {x )  =  '^ f jX j .  
/ = 1

(13.90)

Если за время обслуживания первого требования Т поступит п 
требований, то распределение вероятностей того, что эти требова­
ния будут обслужены за оставшуюся часть периода занятости, 
есть Пчкратная свертка {fj). Таким образом,

Р ( х ,  Т ) =  =  (13.91)л = 0
Из рассмотрения в гл. 8 распределения длительности периода 

занятости известно, что при |л:|<; 1 функция F{x)  является един­
ственным аналитическим решением интегрального уравнения

(13.92)

при F (0 )= '0 ; поэтому Р{х, t) является единственным решением 
уравнения

Р {х ,  Г ) ~ е х р  -  |хГ
оо

1 — л: J Р{х ,  t) dB{t) (13.93)

при |Я(л:, 7 ') К 1 ,  1 л :К 1  для всех t. Для входящего потока 
с постоянными промежутками времени между моментами поступ­
ления требова«ий, равными е временным единицам,

f 1, ^ > е ,

положив в последнем уравнении Т=г,  получим
Р  (X, s) =  е "  . (13.94)

Отсюда Макмиллан и Риордан получили разложение Лагранжа

Р {х ,  7 ) = = е - ‘‘ ^ + (13. 95)
k = \

k\

Следовательно, мы имеем p{k ,T).
Математическое ожидание равно

L {T )  =  ^ k p { k ,  7 ) =  р 7 ( 1 - и ) - 1 ,  p s < l .
а дисперсия — 
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Если ^(^) =  1 — е то Р (х ,  Т) найдем, интегрируя обе ча-
оо

сти уравнения по dB{T)  и вычисляя J Р (х ,  T)dB{t)\ это выра-
0

жение равно _____________

Таким образом,

Р (х ,  7 ) =  ехр +  . (13.99)

В этом случае математическое ожидание равно

L(T) : (13.100)
I — ■

а дисперсия —

0^(7):
(‘- i f

(13.101)

Пусть G(u, Т) — вероятность того, что обслуживающее устрой­
ство поглощается до момента времени и. Карлин и др. получили 
решение в виде преобразования Лапласа—Стилтьеса этой функ­
ции:

G (S, 7) =  ехр ] —sT — 1x7 -J G(s, t )dB{t) . (13.102)

Для первого случая, приведенного выше, эта функция имеет
вид

Т - j -^ Z ( Z J L p l le " ’' ’'(ixe"ne""^^+*" (13.103)
»=1

и для второго случая —

ехр I— ^  [5 +   ̂ 4[хХ]|. (13.104)

13Л2. Циклические системы массового 
обслуживания

Кёнигсберг [453] исследовал добычу угля, когда забой уголь­
ной шахты разрабатывается врубовой машиной, отбойными молот­
ками, бригадой взрывников и т. д. После окончания работы 
в таком же порядке возобновляется работа в другом забое, 
а после окончания работы во всех N забоях вновь начинается
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работа в первом забое. В этой задаче можно рассматривать ряд 
последовательных систем массового обслуживания, обслужи'ваю- 
,щих N требований (забоев), при обслуживании в порядке посту­
пления, когда требование, покидающее последнюю фазу, ожидает 
обслуживания в первой фазе, поступая последовательно (в оче­
реди и на обслуживание) в каждую фазу; отсюда и название — 
циклические системы.

Эти системы исследовал Финч {24Э]. При этом он принял допу­
щение, что требование после окончания обслуживания в послед­
ней фазе с определенной вероятностью Pj возвращается в /-ю  
фазу. Рассматривается еще один случай, когда существует веро­
ятность pj<\  того, что сразу же после окончания обслуживания 
в /-Й фазе требование поступает в очередь этой фазы. Однако из 
определения pj видно, что существует вероятность того, что тре­
бование может поступить и в следующую фазу.

1. Циклические системы без обратной связи

Пусть tij — число требований, ожидающих в очереди и нахо­
дящихся на обслуживании в /-й фазе, если общее число фаз

k
равно k. Тогда 2  f t j = N .

Распределение времени обслуживания в /-й фазе, которая со­
стоит из одного обслуживающего канала, является экспоненциаль­
ным с интенсивностью \xj\ таким образом, \xjM — вероятность 
того, что в промежутке времени {t, ^+А^) будет закончено обслу­
живание в /-Й фазе. Уравнения, описывающие систему через ве­
роятности того, что в момент времени t в /-й фазе ( /= 1 , к) 
находится rij требований, имеют вид

. . . ,  t +  ^t) =  [1 — (p-i +  • • • +  н-л) X
X P {r iu  t) +  {п̂  +  1, — 1, /гз, . . rik\ t) +

После упрощения имеем
Пъ

О +  • 
-1; t).

+
(13.105)

Я '(/г„ . . . ,  0  =  -  J j 0  +
;-1

+  ^jP (/̂ i> • • •. +  1, f̂ ]+\ П • • • 1 л*; i ) ‘ (13.106)

Если ДЛЯ некоторых т имеем я^ =  0, то т -й  член не появ­
ляется, т. е. он равен нулю, и еслиАг^+i— К О , то т -й  член также 
равен нулю. Заметим, что й-я фаза связана с первой фазой, т, е. 
возможны переходы из состояния (n\ — 1, . . . ,  rik +  \) в состояние 
(пь . . . ,  п^). Поскольку вся совокупность распределена между 
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фазами, то не имеет смысла говорить о поступлении требований. 
Уравнения для стационарного состояния находятся из приведен­
ных выше уравнений обычным путем. Имеем следующее решение 
этой системы уравнений:

р { п и . . я*) 0). (13.107)

Последнюю величину в правой части этого выражения найдем, 
просуммировав левую часть по всем разбиениям N{ni, . . . ,  п*) и 
приравняв эту сумму единице. Если не будет оговорено противное, 
то встречающиеся далее суммы понимаются, как распространен­
ные на все N, Заметим, что первоначально вся совокупность ожи­
дает обслуживания в первой фазе. Заметим также, что ту долю 
времени Dj в течение которого свободно обслуживающее устрой­
ство в /-Й фазе, найдем, полагая в р{Пи. . .  ,п^) значение rij рав­
ным нулю и суммируя по всем разбиениям N, в которых rij = 0 .  
После вычитания из единицы получим вероятность того, что об­
служивающее устройство /-Й фазы занято. Таким образом, 1 — Dj  
есть загрузка обслуживающего устройства /-й фазы.

Введем обозначение Xj =  — тогда Х ]= 1 ;  получим

p { N , 0 , , . . , 0 ) - .

L i = l

-\-k—1

ГТ i-Xj
m i = j

- 1

(13.108)

Кёнигсберг вычислил обратное значение последней величины 
в правой части (13.108) при k = l ,  . . . ,  5. Среднее число требова­
ний, находящихся в /-й фазе (включая обслуживаемое), равно

rij = ^ ь щ р { щ , . . ., rij.
X.J d  ^

d x j 2 j
.xlk. (13.109)

Среднее 
фазе, равно

число требований, ожидающих обслуживания в /-й 

. n,) =  { n j ^ l + D j ) .  (13.110)— 1)/7(Я,,.
Здесь сумма берется по всем разбиениям Л̂, в которых Пу 1. 
Имеем

D j  =  ^ p { t t i ,  П2, ’ ‘. . . ,  tij.

Если (1 ] = 
(ЛГ+А — 1)!

■ (Л — 1)!JV! ’
■̂2 =

/fe— 1
TO

1, о, Йу+I,

, = 1
Dj =  j (не зависит от у и.

, Пи). (13.111) 

p {N ,  о,..., 0) =
следовательно, 

361



— Nимеет одно и то же значение для всех у), tij —  -j- (не зависит
от у и, следовательно, имеет одно и то же значение для всех у). 
Среднее число требований, ожидающих в /-й фазе, равно 

N(N— 1) 
k ( N + k  — l) •

Среднее время ожидания в /-й фазе найдем, разделив послед­
нюю величину на р. Время, необходимое для прохождения всех 
фаз, т. е. для завершения всего цикла, равно

- т ^ ] -  ( « -И 2 )i f tр* L
Та доля времени, в течение которой занято обслуживающее 
устройство /-Й фазы (т. е. вероятность того, что оно занято), со­
ставляет

0 - о , ) ь = - к т т = г ' ^ -  0 3 4 3 )
Если n j — интенсивность выходящего потока и общее время дей­
ствия Н известно, то общее число выходящих требований можно 
найти, умножив последнее выражение на Н.

Чтобы проиллюстрировать частный случай при m = j ,  в выра­
жении для p{N,  О, . . . ,  0) положим Xi=X2=Xs при k=4.  Тогда, 
рассуждая аналогично, при равных интенсивностях обслуживания 
получим

{N + k  — nt — ‘р (N. 0 , 0. 0) =  [  f  х; .  < " + 1  ]  .
* /?4 =0 J

(13.114)

Если, например, у-я фаза включает в себя два параллельных 
канала с одинаковыми значениями р-у, то ру- заменяется на 2ру 
при ц > -2 , в противном случае уравнения не изменяются. Таким 
образом,

/?(«1......... = ----- ’— . . . x l r > p (N ,0 , . . . , 0 ) .  (13.115)
2! 2 J

При вычислении p{N ,Q ,  . . . ,  0) в предыдущей формуле Xj заме-
X ]

няется на у .

2. Циклические системы с обратной связью
Конечная обратная связь. Случаи, к которым мы обратимся, 

аналогичны тем, которые были изложены выше [243]. Пусть 
/7у <  1 (у =  1, . . . ,  Л) — вероятность того, что после завершения 
обслуживания в последней, й-й, фазе требование возвращается

k

в у-ю фазу, р =  ^^р], а  ̂=  1 — у? — вероятность того, что тре- 
/=1
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бование не возвращается в систему. Такой процесс обслужи­
вания называется обслуживанием с конечной обратной связью. 
Пусть

1, rij >  0,
о, Яу='о, а =

1,
J

о, ^ n j  =  N .
(13.116)

При tij — Q, . . . ,  N  W. 2  Цу <  Л/’, уравнения для вероятностей со-
СТОЯНИЯ (в стационарном случае) можно записать в следующем 
виде:

0 =  +  -«ч  +

+  -  1, /̂ 2, rij,) +
k—\

+  •••, tlj-i, Лу+ь . . . ,  л*_ь « * - f l ) - f

+  V-kPk̂ kP • • • > f̂ k) ^k -i
+  •••> ^/-1> /* ^ + li f̂ j + l — 1) •••> %-l>

+  (1 -P )!^ *«v0(«b  •••. «А-Ь « * + ! ) •  (13.117)
Эта система уравнений имеет единственное решение

.х^кр (О, . . . ,  0)
при

Х(1 — p + P i  +  . . .  +Р})  
'' ' 1^/(1- Р )

, J = r l ,  к.

(13.118)

(13.119)

Снова находим р(0,  . . . , 0 ) ,  приравнивая единице сумму ве­
роятностей по «у =  1, . . . ,  Л'’; ^ n j ^ N .

Если pj =  0 для всех /» “  <  1 и N —> с о ,  то получим решение,
которое приводит Р. Джексон для системы с последовательными 
каналами. Если л) <  1 ( J = l ,  к), то при N -^ оо значение
^^(0,. . . , 0 )  стремится к конечному пределу, отличному от нуля; 
в противном случае оно стремится к нулю, и, следовательно, 
/) (« ! ,  . . . ,  и*) также стремится к нулю. В последнем случае 
имеем

0(0, . .. ,0) =  П ( 1 - а:,.)
И

у-1
k

(Й1, • • •, «а) =  я  х р { \  —  Xj).
j=\ ■'

(13.120)

Одноканальная система с обратной связью. Здесь через 
Pj < 1  обозначена вероятность того, что после окончания обслужи­
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вания в ;-й фазе требование возвращается в очередь фазы 
[введем также 9/ =  1— pj — вероятность того, что требование пе­
реходит в (У+1)-ю фазу или покидает систему, если /= 1 ]. Тогда 
уравнения для равновесного состояния будут иметь вид

о =  -  ^Ха +  Д  JO («ь • ■... «*) +  ^\Р  («1 -  1, «2. • • •, «») +
k - \

7 =  1
+  V‘k4kap{tiu и* +  1).

Имеем единственное решение
р{Пх, n ^ )= x lK . . x l k p { 0 , . ,0 ) ,

где
л:, = - \ЧЯ]

(13.121)

(13.122)

(13.123)

Если X j < \ ,  то при N - *  со рассуждаем, как и в предыдущем 
случае. Полученные ранее уравнения справедливы и при исполь­
зовании только что выведенного выражения для Xj. В случае 
одноканальной системы оба рассмотренные выше случая совпа­
дают.

13.13. Циклическое обслуживание 
в системе с несколькими очередями

Рассмотрим случай, когда имеется N пронумерованных оче­
редей (1, 2, . . .,  N) и одно обслуживающее устройство; это 
устройство вначале обслуживает все требования, которые к мо­
менту его прибытия находились в первой очереди, а затем пере­
мещается ко второй очереди и т. д. до N-n очереди, после чего 
снова возвращается к первой очереди. Все требования, которые 
поступают 1в очередь после того, как обслуживающее устройство 
уже начало обслуживать эту очередь, должны ожидать обслужи­
вания не в этом цикле, а в следующем. Таким образом, только те 
требования, которые находятся в очереди к моменту прибытия 
обслуживающего устройства, обслуживаются в течение этого 
цикла. Допускается, что имеется запаздывание во времени между 
окончанием обслуживания одной очереди и началом обслужива­
ния следующей. Это запаздывание между двумя последователь­
ными очередями описывается с помЬщью N случайных величин, 
которые имеют одинаковое распределение с  плотностью w{t),  
определяющей это время запаздывания или перемещения. Допу­
стим также, что если Л^=1, то имеется запаздывание в обслужива­
нии уже имеющихся требований и тех, которые поступают во время 
обслуживания.
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Пусть потоки, поступающие во все очереди, являются ‘пуассо­
новскими с одинаковым параметром Я, и пусть время обслужива­
ния всех требований во всех очередях имеет одинаковое распре­
деление, описываемое функцией плотности b{t),  Лейбович [500] 
вычислил для стационарного состояния вероятность того, что 
в момент (прибытия обслуживающего устройства к этой очереди 
в ней будет находиться п требований.

Эти положения применимы к сообщениям, которые поступают 
на выходные устройства вычислительной машины и хранятся 
(ожидают) в запоминающем устройстве, а затем обслуживаются 
(сообщения передаются для обработки на вычислительной ма­
шине) в описанном выше порядке. Данная постановка задачи 
применима также к сортировке по ячейкам писем на почтамте. 
Поступление писем в каждую ячейку имеет пуассоновское рас­
пределение. Служащий б^рет письма, которые находятся в этой 
ячейке, И, прочитав адрес, опускает их в -соответствующий мешок 
для транспортировки. Покончив с этой ячейкой, служащий пере­
ходит к следующей, не обращая внимания на то, что в ячейку, 
которую он только что обслужил, могут поступить новые письма. 
Эти письма будут рассортированы во время следующего цикла.

Положим iV = l. Пусть — вероятность того, что после при­
бытия обслуживающего устройства в очереди находится п требо­
ваний при условии, что при предыдущем прибытии было i требо­
ваний. Тогда

«л =  2  ГщЧ.1=0
(13.124)

Заметим, что плотность вероятности времени обслуживания i 
требований есть л-кратная свертка функции b{t).  Обоаначим ее 
через bi{t). Плотность суммы времени обслуживания г требований 
и временной задержки перед обслуживанием следующей группы 
требований, есть свертка функций &,(/) и со(^), что мы обозначим 
символом conv[6,(0> ®(01- Как и для системы с групповым посту­
плением требований и групповым обслуживанием, имеем

оо

г,п =  \ conv [bi{i), <о(0 ] dt. (13.125)

Положим

Р (г) =  2  V "
/г = 0

(13.126)

и обозначим через b*{s) и ©*(s) преобразования Лапласа этих 
функций. Затем подставляя (13.124) и (13.125) в (13.126), изме­
няя порядок суммирования и упрощая, получим

Я (г )= (о *  [Х(1 - 2 ) ] Р { 6* [Х(1 -  г)]). (13.127)
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Дифференцируя P(z)  и положив z = l ,  можно найти математи­
ческое ожидание и дисперсию распределения Яд. Например, матема-

Х(1) —тическое ожидание равно -г-.- — , где «э — среднее время пе-
(if-T1 \ Р-

ремещения, а --------среднее время обслуживания. Заметим, что
вычисления упрощаются, если выражение (13.127) прологарифми­
ровать. Для существования стационарного состояния необходимо,
чтобы выполнялось условие —  <  1.Р"

Упражнение 10. Вычислите дисперсию распределения я„.
Если N>1,  то для нахождения я„ для'конкретной очереди не­

обходимо знать вероятность того, что во второй очереди находится 
«2 требований, в третьей — «з и т. д. Таким образом, в данном 
случае я„ не является стационарной вероятностью для марков­
ского процесса. Рассмотрение этого случая с помощью матриц 
перехода приводит к сложным результатам. Приближенно можно 
считать, что одна и та же вероятность я„ описывает состояние 
каждой очереди в момент прибытия обслуживающего устройства. 
Это допущение приводит к поправке по отнощению к математиче­
скому ожиданию точной задачи и к исправленному разложению 

X  /  Xв ряд по степеням — до члена, содержащего ( — I .
В этом случае правая часть (13.127) возводится в N-ю сте­

пень, при этом P{z)  определяется для нового значения я„. Имеем
Р (г ) =  (о>* [Х(1 - z ) ] P { b *  [Х(1 - z ) ] ) ^  (13.128)

Основанием для этого является то, что за время цикла число 
требований п, ставших в 1рассматриваем(ую очередь, равно сумме

где 8k— число поступлений в данную очередь за время обслужи­
вания требований k-й очереди. Так как (13.127) есть производя­
щая функция распределения вероятностей появления случайной ве­
личины то для нахождения (13.128) ее нужно возвести 
в N-ю степень. В этом случае математическое ожидание равно 

NU и для стационарного процесса должно выпол-
[— (i)]' тняться условие — <  1.

Упражнение 1L Вычислите дисперсию.
При 1 ^ = 1  получим разложение в ряд с точностью до членов 

порядка О(Х^), (р,= 1):

lO gP (z ) : ^  О - f ) +  I» (0 1 )^ -
(13.129)

Збб
— N1? (о)̂  — 3(*)(*)̂  -|- 2(0̂ ) ,



где (O''— /-Й начальный момент для со(^, а — второй начальный 
момент для 6 (^).

Для нахождения я„ показательная функция (13.129) диффе­
ренцируется по Z .  При п > 3  имеем я „= 0 .

Заметим, что при больших N для сохранения стационарного
состояния значение должно быть мало. При ц =1 , a=N%  по­
лучим

lo g P (z ) =  j ^ ( l  - 2 )  +  i ( ^  +  a V  [o ) (O l)x  

( l - г у
X- +  . . . (13.130)

Отсюда, разлагая lo g P (2 ) в ряд по степеням z, беря я„ как 
коэффициент при z" '̂до членов, содержащих ^̂  ( ;^ ) ]  и обозначая
через /  коэффициент при (1 — z) в формуле (13.130), а через 
g  — коэффициент в фигурных скобках, имеем

’'о — е  ̂(1 +  2^) ’

f/l-2
—  2)! 1.2

п { п —  1)
(n — 2)l ] , n > 2 .  (13.131)

При iV —> oo вероятность имеет пуассоновское распределение 
с параметром Я.

Точное решение для N--=2 находится следующим образом. Обо­
значим через Ппт вероятность того, что в момент прибытия обслу­
живающего устройства в первую очередь имеется п требований 
в первой очереди и т требований во второй. Обозначим через 
г { п ,т  \ /, у) вероятность совместного появления этих двух событий 
при условии, что в момент предыдущего прибытия обслуживаю­
щего устройства в первую очередь в ней находилось i требований, 
а во второй очереди было j требований. Тогда

с о  оо

;у  У  г (я , /Я ,г ,7 )яу . (13.132)
п =0 т = 0

Имеем
оо о о  с о  / k—j

г{п,  /п1г,у) =  ^  j j  jconv[&i(/;i), со(̂ i)] е~̂ ‘̂ _ у)ТX

,-4t,+h) R (/| 4- h)V (13.133)X con v  [bk{t2), <»(г̂ 2)] e
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где величина в фигурных скобках — плотность вероятности того, 
что если в первой очереди находится i требований, а во второй j 
требований в момент, когда обслуживающее устройство начинает 
обслуживание первой очереди, то необходимо время ti для того, 
чтобы закончить обслуживание в первой очереди и перейти ко вто­
рой, в которой нужно будет обслужить k требований, и необхо­
димо время 2̂ для обслуживания второй очереди и возвращения 
к первой.

Для рещения (13.132) вначале вводится производящая функ­
ция

Q (у. г) =  2  2й = 0 /И = О (13.134)

где

После некоторых преобразований приходим к уравнению
Р (х ,  у) =  <л* {и)ш* {v )P  \Ь* {и), Ь* ('п)], (13.135)

и — Х{2 — X  — у)  и т; =  >.(1— л:)-|-Х +  (и).
Логарифмируя, дифференцируя и подставляя_А'= 1 и г/=1, на-

2шк
ходим, что математическое ожидание равно —̂ 2 Х )~ ■

Упражнение 12. Проверьте формулу (13.135) и выражение для 
математического ожидания. Найдите дисперсию.



Г л а в а  14

ПРИЛОЖЕНИЯ ТЕОРИИ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ

14.1. Введение
в  этой главе мы прежде всего рассмотрим приложения теории 

массового обслуживания к телефонным системам. Это даст воз­
можность исследовать системы с потерями, так как до сих пор мы 
уделяли главное внимание системам с ожиданием. Затем рас­
смотрим приложения теории к движению автомобильного и воз­
душного транспорта. Иногда такие приложения, например, в § 14.4, 
носят общий характер и мало используют собственно теорию мас­
сового обслуживания. Приложение теории к обслуживанию стан­
ков позволяет исследовать случай, когда входящий поток обра­
зуется конечной совокупностью. С помощью теории массового об­
служивания исследуются также вопросы обеспечения запасными 
частями. В другом параграфе приводится пример приложения тео­
рии массового обслуживания к управлению запасами.

Для инженеров представляет интерес проектирование системы 
плотин и создание хранилищ. Здесь рассматриваются и эти во­
просы, так как многие важные положения этой области cвязaн̂ >I 
с теорией массового обслуживания. Приводятся общие замечания 
относительно работы больниц и дается описание очередей, возни­
кающих при оказании медицинской помощи. Подобным же обра­
зом рассматриваются вопросы, связанные с планировкой кафе. 
Затем показано приложение теории массового обслуживания к ра­
боте угольной шахты, где потери рабочего времени должны сво­
диться к минимуму. Приводится также модель системы массового 
обслуживания, описывающая шумы в полупроводниках. В конце 
главы рассматриваются приложения теории в других различных 
реальных и возможных случаях.

14.2. Приложен14я теории к телефонным 
системам

Кратко рассмотрим некоторые важные положения теории те­
лефонной связи, предварительное описание которых дано в гл. 1. 
Заметим, что обычно в системах с ожиданием и системах с по­
терями существует полная доступность линий связи всем абонентам.
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Однако, когда рассматривается ступенчатое включение и вво­
дятся различные виды соединений, то полной доступности нет, 
и важное значение приобретает реально существующая структура 
системы.

Рассмотрим вначале полнодоступные системы с потерями, по­
скольку системы массового обслуживания с ожиданием уже рас­
сматривались. Мы приведем известную формулу Эрланга для си­
стемы с потерями, затем расскажем о работе Воло, посвященной 
относительной интенсивности потока, а затем дадим краткое изло­
жение работ Коэна. Случай повторных вызовов, исследованный 
Коэном, рассматривается в задаче, приведенной в конце главы.

1. Полнодоступная система

Формула Эрланга для системы с потерями. Пусть Р„ (О — веро­
ятность того, что занято ровно п из с каналов, если в момент вре­
мени t = 0  все каналы были свободны. Пусть входящий поток 
исходит из неограниченного источника и следует закону Пуассона 
с параметром Я, на единицу времени, а распределение времени об­
служивания во всех каналах является экспоненциальным с одним 
и тем же параметром р. Тогда обычным способом найдем систему 
уравнений

р ;  (О =  -  ( х +  др) ( )̂ +  ( п + 1) (i),

p ' ( i ) = - ^ o ( o  +  p-Pi (h ,

Р'а {t) =  -  (^ +  Pc (О  +  ЬРс-̂  (i) ■
Исследовав характеристические корни матрицы коэффициен­

тов, можно показать, что существует решение для стационарного 
состояния. Находим, что оно имеет один нулевой корень. Так как 
решение является линейной комбинацией показательных функций, 
то один член будет постоянным; когда t —*co, он явл'яется един­
ственным членом, который сохраняется; этот член является вероят­
ностью стационарного состояния. Решение уравнений для ста­
ционарного состояния, полученных из приведенной выше системы, 
имеет вид

 ̂+  1! 2! d
Это выражение является формулой Эрланга для системы с по­

терями, При п=^с данная формула описывает состояние пере­
грузки через временные зависимости. Вероятность того, что вызов 
теряется, равна вероятности того, что все каналы заняты (т. е. вы­
ражение, описывающее состояние полной занятости через времен­
ные зависимости, совпадает с выражением, описывающим состоя-
370



ние полной занятости через число вызовов в системе, что справеД' 
ливо только в случае пуассоновского входящего потока). При 
с  <х> имеем закон Пуассона

__Р" —р
Р п п!

Упражнение. Читателю предлагается написать уравнения для 
стационарного состояния и получить формулу Эрланга для сИ'* 
стемы с потерями.

Воло, Полячек, Пальм, Костен, Форте и Б. А. Севастьянов при­
водят различные доказательства того важного положения, что 
вид формулы. Эрланга не зависит от распределения времени об­
служивания, если входящий поток является пуассоновским '.

В своей статье, посвященной обобщению формул Энгсета (см. 
ниже), Коэн приводит выражения, аналогичные формуле Эрланга 
для системы с потерями, с той лищь особенностью, что при этом 
он рассматривает конечную совокупность и произвольное распре­
деление времени обслуживания, которое в действительности может 
быть различным для каждого источника.

Когда входящий поток поступает из конечной совокупности, то 
каждый элемент этой совокупности может рассматриваться как 
возможный источник входящего потока [обычно к источнику при­
меняются допущения, вытекающие из закона Пуассона, т. е. веро­
ятность того, что вызов появится в промежутке времени {t, ^-ЬД/) 
равна X^t, а вероятность того, что два вызова поступят одновре­
менно, пренебрежимо мала].

Распределения Энгсета—О’Делла. Предположим, что в с-ка- 
нальную систему поступает пуассоновский поток и что отношение 
интенсивности входящего потока к интенсивности обслуживания 
зависит от числа свободных каналов. Таким образом, уо— значе­
ние указанной величины, когда нет занятых каналов, у\ — та же

hвеличина в случае, когда занят один канал, и т.д. до г/̂ ; здесь У г= ;-.f**
Пусть pfi (/г =  0, с) — вероятность того, что занято п ка­

налов. Тогда для системы с одинаковым экспоненциальным вре­
менем обслуживания с параметром р получим следующие урав­
нения:

У о Р о  = / ^ ь
(У/ +  i)pi =  1) А+1 +  У/-1А—1>

СРс =  Ус̂ \Рс̂ Х̂
Эта система имеет решение

P i^ P o  -------

1, с - 1 ,  (14.2)

/! (14.3)

где Ро находится из соотношения 2 j ^ i = l -*=о

* Из перечисленных авторов наиболее полное и математически безупреч­
ное доказательство принадлежит Б. А. Севастьянову. — Прим. ред.
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Число потерянных вызовов в единицу времени составляет УсРс- 
Общее число вызовов (поступлений) в единицу времени равно

С С

2  ^Рь Л ' У сР с- Д оля потерянных вызовов равна частному/-0 /=1
от деления потерянных вызовов на общее число вызовов:

с\

1 , .  ̂1 +  У1 +  2! + Ух^Ус (14.4)
с!

, с), ПОЛуЧИхМ формулуи не зависит от уо. Положив =  y ( t= l ,
Эрланга.

Принимая, что число источников N конечно, и положив yi=  
— {N — i)X̂  получим важное приложение этой формулы. В зави­
симости от того, зависит ли X от потерь или же является постоян­
ной величиной, получим распределение Энгсета или распределение 
О’Делла. Знаменатель конечного выражения можно упростить, вы­
разив его для удобства вычисления через неполную бета-функцию, 
после чего приходим к выражению

1

(1 +  )̂
I V - I

X
Х+1

- w) N - C - 2 dw

1
- w)^ ^

Если N —* CO и при этом const, то формулы О’Делла пре­
вращаются в формулы Эрланга. Это положение справедливо и для 
формулы Энгсета.

Системы смешанного типа с приоритетами. Коэн [138] рассмот­
рел полнодоступную с-канальную систему, в которую поступают 
два пуассоновских потока с параметрами Х\ и Х2- Каналы имеют 
одинаковое экспоненциальное время обслуживания с одним и тем 
же параметром р. Если все каналы заняты, то вызовы из первого 
источника могут ожидать, а вызовы из второго источника те­
ряются.

Пусть рп при п ^ с  — вероятность того, что занято п каналов, 
а при At >  с — вероятность того, что ожидает п — с требо­
ваний из первого источника. Тогда обычным способом при

и =  получим уравнения для стационарного
распределения:

{П -{-\)Рп+1  +  (Pl “Ь 9т) Рп-1 (Pl “Ь Р2 ”Ь —  О ^ П ^ С ,  

СРс+1 +  (Р1 +  ?2)Рс-1 -  (Р1 +  С)Рс =  0 ,
Cj»«+i +  P i / » « - i - (р1 +^^)/?я =  0, с < п .  (14.5)

Кроме того.
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Решение этих уравнений имеет вид
(Pl +  Рз)”

_ _________ д— р|____________ «1
”  —  Pl +  Р |^с (Pi +  Рг) Л^с(Р1 +  Р2) ’

_ _  (с — Pl) g f  (Pi +  Рг) / P i
c — Pl +  Pi£f (Pi +  P2) V c /  ’

где

л Л̂р) =  2 ¥

о <  r t<  с, 

с -< ft, (14.6)

г =0

1?Лр) =
р£.
с!

л̂ Лр) •
Вероятность того, что вызов теряется, найдем, просуммировав 

рп по всем п '^ с :
е Е с  (Pi +  Р2)Р ( > 0 ) : с — р1 +  (Pi +  Р2) (14.7)

Число потерянных вызовов из второго источника равно 
92Р{>0),  Вероятность того, что время ожидания вызова из пер­
вого источника больше t, равна

P i > t )  =  f 2  cv-dt =  Я О  0) (14.8)
t «=«

Среднее время ожидания всех вызовов из первого источника 
равно

Р{>0)
1*(С — Pl) ’

а среднее время ожидания для задержанных вызовов —
1(с — Pl)

(14.9)

(14.10)

и не зависит от р2.
Коэн рассмотрел также систему, в которой вызовы из первого 

источника имеют преимущество над вызовами из второго источ­
ника, и вызовы из обоих источников могут ожидать. Средние дли­
тельности ожидания для всех вызовов из первого и второго источ­
ников составляют соответственно

Р . О О )

(А (с — Pl)

сР(>  0)
(X (с  — Р ,) (с —  р| —  Рг) ■

(14.11)

(14.12) 
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Среднее время ожидания для задержанных вызовов с первым 
приоритетом равно

1
> (с  — р,) ’

а для задержанных вызовов со вторым приоритетом —
_________ с________
(А (с —  Pi) (с —  Pi —  Р2) ‘

( 14. 13)

( 14. 14)

Исследовалась также одноканальная система с экспоненциаль­
ным временем обслуживания, различным для каждого из двух ис­
точников, с параметрами pi и рг, когда вызовы из первого источ­
ника могут ожидать, а вызовы из второго источника теряются. 
Здесь р(п, 1 )— вероятность состояния (п, 1), когда канал занят 
требованием из второго источника, а п требований из другого 
источника ожидают обслуживания, и р (п, 0) — вероятность со­
стояния (п, 0), когда канал занят требованием из первого источ­
ника, а п  — 1 требований из этого же источника ожидают.

Заметим, что

S  [ р { п , \ ) ^ р { п ,  0)] =  1.
п=0

Если р , = ^ < 1  И Р2 =  ^ .р, р, Р2

( 14. 15а)

( 14. 156)

то уравнения для стационарного состояния имеют вид:Р  (1 > 0) -f- ар (О, 1) — (Pi -|- ®р2)Р (0. 0) —  о»P 2 / ^ ( 0 ,0 ) - ( l  - ^ ) р ( 0, 1) =  0,
р  (п н - 1, 0) +  Р ,р  ( »  — 1, 0) +  ар (га, 1) — (р1 +  1) р  (га, 0) =  0,

г а > 0, ( 14. 15в)

^ р ( г а - 1, 1) - ( ^ + l ) p( r a,  1) =  0, г а > 0. ( 14. 15г)

Кроме того, очевидно,
limp (га, 1) = о, limр (га, 0) = 0.

Последнее уравнение этой системы используется для упроще­
ния предыдущего уравнения, которое суммируется по га с учетом 
первых двух уравнений. Получаем

р ( » ,0 )  =  р;{1 [>
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Так как сумма вероятностей должна равняться единице, то при 
р1 < 1  находим

/ '(0 .0 )  =  Г ^  (14.17)

р{П, 1):

1 +  Р2 

«Р2 (1 - •Pi) 7 _ P l_ y  
Vp, +  a>/(Pi +  “ ) (1  +  Рг) V Pi +  

1

(14.18)

Далее
P ( > 0 )  =  1 - / 7 ( 0 , 0 ) .  (14.19)

Это вероятность того, что требование, поступающее из первого 
источника, должно ожидать, или вероятность того, что требование, 
поступающее из второго источника, теряется.

Среднее число ожидающих требований равно

^ =  ]^  (« -  1)/> (л, 0) +  5 ] я/7(л , 1)̂ Р1Р2 Pi
Л = 1 л=0 ® (1 +  Рг) 1 — Pi (14.20)

Среднее время ожидания требований из первого источника 
Lравно .Al

Рассмотрим случай, когда могут ожидать вызовы, поступающие 
из обоих источников, а вызовы из первого источника имеют преи­
мущество над вызовами из второго источника. Обозначим через 

TI2) (П1> 0 , /22> 0 ) вероятность того, что канал занят тре­
бованием из первого источника, а ni — 1 требований из первого 
источника и П2 требований из второго источника ожидают. Ана­
логично, через р2 {1̂ и П2> 0 ) обозначим вероятность того,
что в канале находится требование из второго источника, а п\ тре­
бований из первого источника и Яг— 1 требований из второго ис­
точника ожидают, и через р (0, 0) — вероятность того, что канал 
свободен. Можно написать ве,роятности стационарного состоя­
ния.

Среднее число ожидающих требований из первого источника 
равно

ОО ОО ОО QO

2  2  («1 — 1)/?1 (»1, « 2) 4 - 2  2  а д ( « ь  « 2) —П2-О rii = l «2 = 1 «1=0
_  Pi (  Pi +  д )

1— Pi
Для второго источника аналогично имеем

ОО ОО ОО ОО

2  2  «1/̂ 1 («1, « 2) + 2  2  ( « 2 - 1 )А («1 , »2) =/22=0«1 = 1 «2=1 «1=0
_______Рг (aPi +  Ра)

(14.21)

(14.22)(1 — Pl)(l— Pi — Рг)
Общее среднее число ожидающих требований равно сумме двух 

последних выражений. Среднее время ожидания найдем, разделив
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первое выражение на Я1, а второе — на Яг. Чтобы найти среднее 
время ожидания для задержанных требований из каждого источ­
ника,  ̂нужно разделить среднее общее время ожидания для требо­
ваний из этого источника на pi +  Рг.

Упражнение. Составьте уравнения и дайте вывод формул 
(14.21) и (14.22).

Если требования не обладают приоритетами, то для нахожде­
ния среднего числа ожидающих требований можно использовать 
формулу Полячека—Хинчина. Таким образом.

оо

f  \ ^2 ( 1 - р )  J  *2 b ( t )d t
(Pi Ч- аРг) ( p i  -Ь У

1 —  Pi —  Р2
(14.23)

где
Р —  Р1 +  Р2; А-

Pi ~f Р2 
■Х.Ч-Хз'

а b(t) — плотность распределения времени обслуживания, т. е.

6 (0  =  р.1; X, +  P'2i'Xj-bXs"- гг2х^ + яЛ
В этом случае среднее число ожидающих требований из пер­

вого источника равно Pi (p i +  ^ )
'' '  (14.24)1- 'Pi --Р2

И  из второго источника
(14.25)Рг (p2 - b °P i )

1 --Pi---Р2
Среднее время ожидания найдем, разделив первую величину на 
Я1, а вторую — на Яг.

Сравнение L  (общего числа ожидающих требований) для этого 
случая с L для предыдущего случая показывает, что если дается 
преимущество вызовам из источника с более коротким временем 
обслуживания, то при а < 1  в такой системе ожидает меньщее чи­
сло требований, чем в системе с обслуживанием в порядке посту­
пления.

2. Системы связи

Комбинаторный метод. Как указывалось в гл. 1, в системе связи 
множество источников мо)?^ет иметь ограниченный доступ к мно­
жеству абонентов. Системы связи исследовались с помощью урав­
нений состояний (весьма сложных). Якобеус исследовал их с по­
мощью комбинаторных методов, дающих хорощие приближения. 
Допустим, например, что занято р линий, a m  — р линий свободно 
(общее число линий равно т). Обозначим через G{p) вероятность 
того, что занято р линий, а через Н(т  — р ) — вероятность того,
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что заняты остальные т — р линий. Произведение Н{т — p)G{p)  
есть вероятность того, что телефонный вызов теряется при усло­
вии, что занято р линий. Общую вероятность того, что вызов те­
ряется, найдем, просуммировав по всем р. Получим

2  Н { т — p )G {p )  = E.
р=0

(1 4 .2 6 )

Чтобы найти Н{т — р), допустим, что j вызовов поступают 
случайным образом и распределяются среди т линий также слу­
чайным образом. Предположим, что i вызовов направляется 
в m — р свободных линий, а / — i вызовов — в р занятых линий. 
Вероятность этого события описывается гипергеометрическим рас­
пределением

( 7 )
(14.27>

Если число i—m — р является единственно возможным, то по­
лучим

Н{т —р) = 2
j  = m - p

(  . р ]\ j  — m +  p J

( 7 )
(14.28>

то

где F{j)  — функция распределения входящего потока. 
Если, например,

Н ( т —р) =  Ь' -̂р.

0 { р )  =  ( ' ^ ) с Р Ц - с Г - Р ,  

Е = ( Ь - \ - с  —■ Ьс)^,

(1 4 .2 9 )

Если

то
(1 4 .30 )

Справедливость этой формулы можно проверить интуитивно. 
Рассмотрим т пар линий. Если Ь — вероятность того, что занята 
первая линия пары, а с — вероятность того, что занята вторая ли­
ния пары, то {Ь-\-с — Ьс)^ — вероятность того, что занято ^  
линий.

Управление входящим потоком в системе с потерями. В системе 
связи этого типа имеется прибор, управляющий входящим пото­
ком. Поступающий вызов теряется, если заняты все с каналов или 
занят управляющий прибор. Вначале каждый вызов поступает 
к оператору, управляющему входящим потоком (как бы обра­
щаясь за разрешениеаМ на телефонный разговор), а затем поступает
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(14.31)

в канал. Пусть — вероятность того, что занято j линий и 
управляющий прибор свободен, а Qj — вероятность того, что за­
нято /  линий и занят управляющий прибор. Тогда, если требова­
ния образуют пуассоновский поток с параметром X, а время об­
служивания в каналах и управляющем приборе является экспо­
ненциальным с параметрами ц и т) соответственно, то

(X -|-ур.) P j= 'T iQ j-i  (У 1) \>‘Р

('>')+У(̂ ) Q j =  +  (У +  1) P’Qz+i.
Заметим, что, к примеру, переходы из состояния (/, 1) и в со­

стояние (/, 1), когда линии заняты, а управляющий прибор свобо­
ден, происходят: 1) когда система находится в состоянии (/, 1) 
и остается в нем; 2) когда система переходит из состояния (/Н -1,1) 
и состояния ( / — 1, 0) (если управляющий прибор занят и занято 
/ — 1 каналов); 3) когда система переходит из состояния (/, 1) 
в состояние (/, 0), если поступает одно требование. В приведенных 
уравнениях можно вычислить Pj или Qj и получить уравнение 
четвертого порядка. Вероятность того, что система занята, равна 
сумме вероятностей того, что заняты все обслуживающие устрой­
ства и занят управляющий прибор:

Если число каналов равно с, то

(14.32)

К = -

с-1

S -/ = 0

с\ r { ^  + r + l + i )(с — /— !)!.. Г((Х-Ь/--М) (14.33)

Эта формула была получена Воло и Леруа и уже рассматривалась 
в гл. 13 для случая ориентирования поступающих вызовов.

Управление входящим потоком в системе с ожиданием. Рас­
смотрим описанную вБ1ше схему, но для системы с ожиданием. 
Пусть P{i, 1) — вероятность того, что в очереди находится i ожи­
дающих требований и управляющий прибор свободен, а Q(i, 0) — 
вероятность того, что имеется i ожидающих требований и управ­
ляющий прибор занят. Пусть обслуживание производится одним 
каналом. Р(0, 0) — вероятность отсутствия требований в системе. 
Имеем [795]

(Х +  {х)Я(г, 1 )= - .Х Р (г -1 , i )+ T jQ (i ,0 ) ,  i > l ,
ХР(0,0) =  [хЯ(0, 1), г =  0,

(X -bY j)Q (i,0 ) =  X Q ( i - l , 0 )  +  fi/^(i +  l, 1), i > l ,  (14.34) 
(X +  Yj)Q(0,0) =  XP(0,0) +  fi/>(l, 1), i =  0,

^ P { i ,  1) +  Q(i, 0) =  1.
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Эта система уравнений имеет решение

«■!«). * > » .P{i,  1)

Qa,  0): X 1 — Р
Я(0, 0) =  1 -р.

+  ^ > 0 -  (14.35)

Здесь а\ и аг — корни уравнений
рт)а2 — X(X 4- р. +  тг)) а 4- = 0 ,

При ц —► оо получим геометрическое распределение, которое яв­
ляется решением уравнений для одиоканальной системы. (Про­
верьте это.)

Для бесконечного чис.па каналов имеем

Р ( У , О ) = ( 1 - 4 е “ ' } 0 у ,  у =  0 , 1 .........

< 3 ( / , i ) = ( i - A ) ( i ) ‘ « e - ^ ^ ( i y ,  (14.36)

где Р(0, У) — вероятность того, что занято /  линий, а управляющий 
прибор свободен, и, следовательно, нет ожидающих требований, 
а Q(A /)  — вероятность того, что /  линий занято и / требований 
ожидает, так как занят управляющий прибор. Для бесконечного 
числа каналов имеем три уравнения, для с каналов — девять урав~ 
нений, а для рассмотренной выше одноканальной системы — че­
тыре уравнения. Рассмотрение этого случая будет продолжена 
в задачах.

3. Неполнодоступные системы

Беркли рассмотрел системы со ступенчатым включением. Он 
сформулировал так называемый принцип переполнения. На осно­
вании этого принципа принимается, что поток вызовов, не приня­
тых частью системы со ступенчаты'м включением, имеет пуассо­
новское распределение с соответствующим с|)едним значением, 
а для вычисления вероятности потерь применяется формула Эр­
ланга. Этот способ является приближенным, но на практике дает 
хорошие результаты.

Недавно Вилкинсон в своей теории эквивалентных случайных 
величин распространил этот способ на случай, когда рассматри­
ваются два параметра (математическое ожидание и дисперсия). 
Эллдин и в последнее время Экберг для решения такой задачи 
использовали уравнения состояний, но этот метод является очень 
сложным и требует применения вычислительных машин.
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14.3. Приложения теории к движению 
автомобильного транспорта

Рассмотрим вначале задачу, которую решил Борель {79]. При­
держиваясь формального решения этой задачи, получим приложе­
ние ее к движению автомобильного транспорта.

Бесконечная последовательность точек {Л;} ( /=1,  2, . . . ) ,  рас­
положенных на полупрямой ОХ, имеет пуассоновское распределе­
ние с математическим ожиданием А,= 1, т. е. единица масштаба 
равна интенсивности потока. Таким образом, вероятность того, что

на отрезке длиной L находится п точек, равна i . ”—^ .
Пусть р — фиксированная длина. Распределение точек Л,- 

можно,выразить через р следующим образом. Пусть Л] — первая 
точка, расположенная справа от начала отсчета. Выберем точку 
Bi справа от точки Ai таким образом, чтобы длина интервала A\Bi 
равнялась р. Если в этом интервале нет новых точек Л̂ , то гово­
рят, что этот интервал образует последовательность, состоящую 
из одного интервала. С другой стороны, если этот интервал содер­
жит tti точек Л,-, то вправо от точки Bi откладываем новый отре­
зок длиной oip, заканчивающийся в точке Бг- Если в интервале 
В1В2 не содержится новых точек Ai, то говорят, что этот интервал 
образует последовательность, состоящую из 1 -fa i интервалов. 
Если же в нем содержится ог точек Л,-, то отмеряем вправо от В  ̂
интервал длиной огр и т. д. Этот процесс продолжается до беско­
нечности.

Последовательность может окончиться, если будет достигнут 
последний интервал который не содержит новых точек Л,-.
За начало новой последовательности примем первую точку после­
довательности Ai, расположенную справа от 5„. Теперь вычислим 
р„ (вероятность того, что последовательность состоит ровно из 
п интервалов длиной р) и найдем (вероятность того, что число 
таких интервалов р бесконечно).

Вероятность того, что последовательность содержит данное 
число интервалов

га =  1 +  »1 . . .  +

равна вероятности того, что в первом интервале Л1В 1 содержится 
а] точек, равной

—р

умноженной на вероятность того, что во втором интервале В1В2
(OL \ Д| 0***~Д1р

(длиной е“ “‘'‘)  содержится точек, т. е. на - ----- , и т. д. до
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лоследнего интервала, в котором нет точек вероятность этого

события равна («*р)Ое
О!

-v|
Это произведение равно

(14.37)
а,!а2!.. .0*1

Чтобы найти р„, необходимо рассмотреть все возможные
k

разложения Для каждого такого разложения по­
лучим выражение, аналогичное (14.37), которое в общем виде 
можно записать как

=  (14.38)
Если р < 1 ,  то /7  ̂=  0; из сходимости ряда, составленного

из р„, вытекает соотношение =  l и мы имеем
1 =  1

Р =  2я = 1
(14.39)

где
2  =  ре ^ (14.40)

3 to  уравнение имеет два нуля: Pi <  1 и рг >  1 для всех г, 
лежащих между нулем и е“ Ч Заметим, что при возрастании р 
от нуля до бесконечности z  возрастает до е“ ‘ при р = 1 ,  а затем 
убывает до нуля.

Упражнение. Проверьте эти положения.
Имеем

п  —  —  С — Р)е'*’’ J
и 2 ic/J ^ + 1  2ici J  р”С с

(14.41)

Разложив подынтегральное выражение в ряд и выбрав коэф­
фициенты при р“ \ получим

„Л— 2
(1 „

Поэтому
(« - ! ) !•

П п—\ —/гр
( л — 1)|Р ^

(14.42)

Этот результат справедлив также и при р ^ 1 .  В соотноше­
нии (14.39) р1 выражается как функция от z. Однако (14.39) 
справедливо и при р =  1, т. е. при г  =  е~*; следовательно, 
р^  =  0. При р >  1 положим р =  р2- В этом случае сумма вероят­
ностей равна еР‘~Р* и р ^ = . \ — При р < 1  среднее число ин­
тервалов равно

(14.43)
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а вероятная длина последовательности, к которой принадлежит 
точка Ai, составляет

1 ^лл лл\% ------=  л_о>2 • (14.44)

среднее число последовательностей интервалов, содержащихся 
в отрезке длиной А, равно А(1 — р).

Формула (14.42) дает вероятность того, что в последовательно- 
ети содержится п точек, включая и первую точку этой последова­
тельности, если интервал AiBi равен р. Если же интервал A^Bl 
равен гр, то п-=г+а\+ ■ ■ ■ +а*, и, как и ранее, получим

r t = r ,  r - f l , -----  (14.45)

Читатель может проверить это выражение, вычислив выражение, 
соответствующее (14.41).

Как показал Хейт [321], эта формула находит важное приме­
нение. Пусть проезд автомобилей мимо светофора разрешается 
через равные промежутки времени Г. Допустим, что поток транс­
порта является пуассоновским с параметром Я, равным одной вре­
менной единице. Пусть р =  ХТ. Предположим, что в момент появ­
ления красного сигнала в очереди находится Z автомобилей, 
а в момент предыдущего появления зеленого сигнала число ожи­
давших автомобилей равнялось X. Чему равна вероятность того, 
что в очереди находится Z автомобилей при заданном X  и при 
условии, что число автомашин, пропущенных при зеленом свете за 
промежуток времени а есть постоянная величина N? Значение р
приближенно равно - j j - .

П усть / ( 2 ; л) = P ( Z = 2 |ЛГ= л), тогда

f { z ;  X) : (аХ)̂ Z -X + N ^ ~ a \

( z — X  N ) \

N

где
f ( 0 ;  х)  =  '^ R { j - ,x ) ,  z-

j - x

x >  N,

: 0, X ^ N ,

R (я; r) — r r ]
L («-/■ )!]

^—npn—re p ( n = r ,  r +  1, . . . ) ;

/ ( г ;  X)
Z — l

R (N-i -z ;  x)  — R  (2 ; J ) f ( j  
y=i

2  >  0, x ^ N .

r, л)| ,

Первое уравнение показывает, что при x > N  число ожидающих 
автомобилей будет зависеть только от числа автомобилей, прибыв­
ших при зеленом свете. Второе уравнение элементарно. Третье 
уравнение находим следующим образом. При фиксированных зна­
чениях л <; и 2 > 0  число ожидающих автомобилей будет равно г, 
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и после того кап зажигается красный свет, в течение времени, не­
обходимого для проезда ожидающих автомобилей, новые автомо­
били не прибывают. Вероятность этого события равна f{z;
Это вероятность того, что впервые очередь исчезнет после проезда 
N +  Z автомобилей. Вероятность последнего события равна 
R { N + z ;  х ) ,  и, таким образом,

[/? (Л'’ +  z; х)  — f ( z ;  х) =  2  /(У ; х) R {z; J)

есть вероятность того, что очередь, в которой находится N + z  ав­
томобилей, исчезнет, а число ожидающих автомобилей будет 
равно /. Получим третье уравнение. Хейт приводит таблицы, в ко­
торых вычислены эти выражения. Он показывает, что при фикси­
рованном X выполняется соотношение 2 / ( 2 ;  л:) =  1. Кроме того, он

Z

рассматривает транспортный поток из боковых улиц и его влияние 
на изменение продолл^ительности светового сигнала.

Таннер [829] исследовал задачу взаимного влияния двух транс­
портных потоков, направляющихся к однорядному проезду с про­
тивоположных сторон. Он воспользовался изложенными выше 
идеями Бореля, но его результаты к анализ более детальны. Из-за 
недостатка места мы не можем останавливаться на них подробно. 
Но вследствие важности взаимного влияния очередей мы кратко 
рассмотрим это явление, хотя полученные результаты довольно 
ограничены.

Рассмотрим дорогу, определенный участок которой длиной АВ 
Имеет ширину, достаточную, для проезда только в одном направле­
нии, а за пределами этого участка существует свободный проезд 
в обоих направлениях. Автомобили Vi случайным образо-м (по за­
кону Пуассона) с интенсивностью q\ машин в единицу времени 
прибывают в пункт Л, намереваясь проехать из пункта Л в пункт В. 
Аналогично, автомобили V2 случайным образом с интенсивностью 
q2 машин в единицу времени прибывают в пункт В,  намереваясь 
проехать из пункта В в пункт Л. Прибыв в пункт Л, автомобиль Vi 
сразу же направится на участок АВ, если на этом участке нет 
встречных автомобилей и если в предыдущем промежутке вре­
мени Pi ни один автомобиль V̂i не направился на участок АВ. 
(Конкретный смысл величины Pi выяснится позже.) В противном 
случае автомобиль Vi будет ожидать до тех пор, пока не будут вы­
полнены оба эти условия. При аналогичных условиях в предыду­
щем промежутке времени Р2 автомобиль V2 направился на участок 
АВ. Предположим далее, что каждому автомобилю Vi для про­
езда через участок АВ потребуется ровно ai, а автомобилю V2 — 
tt2 временных единиц. Допустим, что 1) все автомобили передви­
гаются с постоянной скоростью и 2) время, на протяжении кото­
рого автомобиль набирает скорость или останавливается, пре­
небрежимо мало, хотя можно допустить, что оно имеет некоторую
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продолжительность Pi и Рг- Эти величины можно включить в ai 
и «2  (a i>Pb а2> р 2>.

Обозначим через VBy промежуток времени, когда участок АВ 
занят автомобилями Vi, ему предшествует и за ним следует про­
межуток времени, когда это условие не выполняется. Аналогично 
определяется УВ .̂ У Во — промежуток времени, когда участо!^ АВ 
свободен. Длительность периодов У Во, УВ̂  и УВ2 равна соответ­
ственно to, tx и 2̂- Длительность каждого периода ti ( i=0,  1, 2)
имеет распределение, моментная производящая функция которого

t • т
E(e^ ) по аргументу Т равна Mi{T).  Число автомобилей Ух и У2, 
ожидающих в начале периодов УВх и УВ2, равно соответственно 
г,х и Гг. Запищем МД—qx)=Mx и Л1г(—^2)=М г. Пусть п — число 
требований, которые будут обслужены (т. е. число автомобилей, 
которые пройдут через этот участок) до того момента, когда 
больще не будет обслуживаемых требований. Будем рассматри­
вать «Pi как время, необходимое для проезда автомобилей в од­
ном направлении, если в момент, когда начинается проезд через 
участок, в очереди ожидает г автомобилей. Это время на вели­
чину р1 больще промежутка времени, который пройдет до того 
момента, когда в очереди больще не будет ожидающих автомоби­
лей Ух.

Пусть г|з(г) — средняя общая длительность ожидания в очереди 
для автомобилей за время проезда через участок всех автомо­
билей, ожидающих в очереди, в которой первоначально было 
г автомобилей. Средняя общая длительность ожидания в очереди 
за время проезда через участок автомобилей, ожидающих в оче­
реди, в которой первоначально был один автомобиль, равна 
jg(“i-Pi)9i — 1 ] ф (1), где ах — время, необходимое для проезда через 
участок автомобиля, ожидающего в этой очереди. Для автомоби­
лей, прибывающих в тот момент, когда последний автомобиль из 
ожидавщих в очереди уже вступил на участок, и для автомобилей, 
прибывающих в последнем промежутке o,i — Рь время ожидания 
равно нулю. Таким образом, среднее время ожидания равно сумме 
этих величин:

1» (г) - f  [е' iJ-MD- (14.46)

После усреднения по г получим среднее общее время ожидания.
Для нахождения 'vl)(r) используем метод Бореля. Рассмотрим 

группы автомобилей, проезжающих через участок. Пусть за то 
время, когда проезжает начальное число г автомобилей, прибы­
вает а машин, а за время их проезда — еще Ь автомобилей и т. д. 
Вероятность того, что число автомобилей в каждой группе равно 
г, а, ft, с , . . . ,  составляет

- р , г
(P l'') а (Pi^r -р ,6 (Pl̂ )̂

ь\ с\ (14.47)



Заметим, что если рг — соответствующая величина для другой 
очереди (определяемая аналогично), то для того чтобы существо­
вало рещение для стационарного состояния, должно выполняться 
соотнощение pi-bp2< l .

Средняя общая длительность ожидания при таком законе рас­
пределения равна

к ( г - l) +  f l ( a - l ) +

+  Т  Pi -j-ab-j- be-j- . . .  ]. (1 4 .4 8 )
Выражение в первых квадратных скобках есть время задержки 

автомобилей вследствие проезда через участок автомобилей своей 
группы, а выражение во вторых квадратных скобках — время за­
держки автомобилей вследствие проезда через участок автомоби­
лей предыдущих групп.

После некоторых преобразований получаем выражение

После усреднения по г находим

Выражение для среднего времени ожидания автомобилей Vi 
имеет вид

ri 11 - P i J  •

W, 12(1- P i ) [PiPi +
Pl^ (4) (1 —  Pi ^  p2>

T +  +  62®
(1 4 .4 9 )

где
^ i = 9 i  -\r 92 —  ^2 —  9 i ' i ‘ 92 —  9 2 ^ 2 ^

j  =  AIi + M 2 — MiM2;

’

_ I
 ̂ 2̂

Л1(0) — моментная производящая функция случайной величины ti 
.(времени, в течение которого автомобили первой очереди зани­
мают проезд) по аргументу 0.

То же самое относится к М2 и /2- 
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в  свою очередь, среднее время ожидания для автомобилей V2 
равно Р2̂  ( jl )  — Pi — Р2) 1

J'W, ^ [| ̂ 2 (1 -Р 2 )

При Pi =  P2 =  0 имеем

Wi=^

Р2Р2 7 +  1̂®2 +  2̂̂1

е“1?2 (̂ 2 +

(1 4 .5 0 )

д̂ е<ч92 (e(«‘.+“j)9i _  е“2«1 +  1) +  q̂ e'̂ 9i (е(«1+“2)Рг _  е**?* +  1)

1

X

X 2̂ (1 4 .5 1 )

Чтобы найти W 2, заменим а, на «2, qi на q% и q̂  на qi. 
При а2 =  ̂ 2 =  0 имеем

Л42=1, ®2 — о, =

W,
„2 1 Pi

2 ?,(1 -р .) ’ (1 4 .5 2 )

1
~  Т (1 -р > ^ ,у 2  [2р1 -  Зр? +  2р® +

+  2 ^ ,е , ( 1 - р , ) - 2 ^ ,а ,  (1 -  р?)] =

1 , 2р?-р2
Ч\ (1 — Pi) — а,

?1 ^  2?i(l-Pi)^ •
При a2 =  Pj =  P2 =  0 имеем 

Wi =  0, W2--

(1 4 .5 3 )

е®1?1 — â qi — 1
9l

Упражнение, Проверьте формулы, полученные для частных 
случаев.

Эти положения применимы и к пересекающимся потокам пе­
шеходов при одностороннем движении, например, в узких прохо­
дах, при входе в помещения, в проходах между рядами, на пеше­
ходных мостах и т. д. В этом случае более применимо упрощение 
р1 =  Рг=0.

Если два транспортных потока пересекаются под прямыми 
углами, то среднее время ожидания при pi =  0 или Рг=0 или при 
Pi =  P2 = 0  то же, что и приведенное ранее.

14.4. Остановки транспорта в туннеле
Для оказания помощи автомобилям, потерявшим управление, 

и вывода их из туннеля в нью-йоркских туннелях Порт-Оторити 
были оборудованы аварийные гаражи, снабженные специальными 
тягачами. Когда туннель Линкольна имел один проезд, то он был 
оборудован одним гаражом, современные туннели с двумя проез­
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дами (Голландский и Линкольна) оборудованы двумя гаражами. 
При проектировании третьего проезда для туннеля Линкольна 
предусматривалось строительство третьего гаража. Используя 
теорию вероятностей для определения числа автомобилей, оста­
навливающихся в туннелях, Эдай (195] показал, что оборудование 
третьего гаража будет использоваться слишком редко, и большие 
вложения капитала в строительство, а также затраты на оборудо^ 
вание и обслуживание дополнительного гаража не будут оправ­
даны.

Было определено, что остановка одного автомобиля может за­
держать 200 машин. В 1951 г. в туннеле Линкольна с двумя про­
ездами произошло 2714 таких остановок средней продолжитель­
ностью 5 мин. В семи случаях произошла остановка двух авто­
мобилей одновременно. Допуская, что остановки автомобилей 
имеют пуассоновское распределение, можно найти вероятность 
того, что произойдет остановка сразу двух автомобилей в течение 
любого пятиминутного промежутка времени:

Я (2) =  (0,0129)2 =  82,5 • 10"®,

где т — среднее число остановок продолжительностью 5 мин., 
приходящееся на один проезд.

В году содержится 105120 пятиминутных промежутков. По­
этому среднее число одновременных остановок двух автомобилей, 
приходящееся на один проезд, равно

пР  (2) =  (105 120) (82,5 • Ю” ®) =  8 ,/,

а для двух проездов-
2/гЯ(2) =  17,4.

Полученный результат не согласовался с опытными данными. 
Он значительно превышает имевшее место в действительности 
число остановок, равное 7. Однако после тщательной проверки 
оказалось, что в действительности была 31 одновременная оста­
новка двух машин. Но и это число отличается от вычисленного 
значения. Причина ошибки вычисления обнаружилась, когда было 
рассмотрено почасовое распределение остановок. Примерно три 
четверти остановок происходило в течение одной трети суток. 
Пусть 'N — число остановок в течение наиболее оживленного вось­
мичасового периода, п — число остановок в течение остальных 
16 часов, а М —^среднее число остановок, приходящееся на один 
промежуток длительностью 5 мин для наиболее оживленного 
восьмичасового периода. В году содержится около 35 000 таких 
П|ромежут1КОв. Вероятность того, что в любом из этих промежутков 
остановится один автомобиль, равна

Р  =  о с ^  =  28,6 • 10-®.35 000
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среднее число остановок одного автомобиля, приходящееся на 
один проезд, равно 1357. Таким образом,

7 V = = A i 357 =  1020,

M  =  7V P = 1020(28,6 • 10-«) =  29,2 • 10-^ 

2!
Я  (2 ) = 4 -  (0 ,0292)2 =  405 . ю - е .

Среднее число остановок двух автомобилей одновременно, про­
исходящих в течение наиболее оживленного восьмичасового пе­
риода, равно

35 000(405-10-«) =  14,2.
Аналогично найдем, что среднее число случаев одновременных 

остановок двух автомобилей, происходящих в течение остальных 
16 часов, равно 0,8. Таким образом, общее число остановок двух 
автомобилей одновременно равно 2(14,2 +  0,8) =30. Этот резуль­
тат хорошо согласуется с числам таких остановок, имевщим место 
в действительности, равным 31. Выполнив аналогичные выкладки, 
получим, что для Голландского туннеля среднее число таких оста­
новок равно 140, в действительности было 149 остановок.

Для вычисления числа остановок трех автомобилей одновре­
менно используется тот же метод.

Таким же способом была произведена оценка работы туннеля 
с тремя проездами. Было получено, что в этом случае за год про­
изойдет 2533 остановки одного автомобиля, 57 остановок двух ав­
томобилей одновременно и одна остановка трех автомобилей 
одновременно. Таким образом, 114 автомобилей должны обслужи­
ваться при одновременной остановке двух машин. Опыт показал, 
что в Голландском туннеле для обслуживания 149 таких автомо­
билей было достаточно двух гаражей.

Была дана рекомендация не производить постройку третьего 
гаража для обслуживания третьего проезда. В результате вычи­
слений была обеспечена экономия примерно 130 000 долларов. За­
трачено же было около пяти человеко-дней.

14.5. Приложения теории к движению 
воздушного транспорта

С некоторыми понятиями, связанными с управлением движе­
нием воздушного транспорта, мы познакомились в иллюстративном 
примере первой главы. Пирси [641] рассмотрел приложения неко­
торых идей теории массового обслуживания к организации по­
садки самолетов. В данном случае обычно представляет интерес 
сокращение времени посадки. Вычислим вначале вероятность того, 
что один за другим п — 1 самолетов ожидают приземления.
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Допустим, что самолеты приближаются к зоне управления со 
случайных направлений через случайные промежутки времени, 
распределенные по экспоненциальному закону, с постоянной ин­
тенсивностью прибытия, которая принимается равной одной еди­
нице. Следовательно, е“ —̂ распределение промежутков времени 
между моментами прибытия. Самолет, который прибывает через 
промежуток времени, меньший, чем минимальное время, необхо­
димое для безопасного приземления предыдущего самолета, за­
держивается на минимальное время. Отношение минимального 
времени, необходимого для безопасной посадки, к среднему значе­
нию промежутка времени между прибывающими самолетами обо­
значается через Т (для простоты будем считать, что для данного 
аэропорта эта величина является постоянной). Обычно представ­
ляет интерес случай, когда Г<1. Вероятность того, что прибыв­
ший самолет не задерживается, равна

.~ т (1 4 .5 4 )

Вероятность того, что будет задержан один самолет, найдем, 
рассмотрев все задержки одиночных самолетов между двумя не­
зад ерживаемыми самолетами. Самолет, который будет задержан, 
должен прибыть через промежуток времени t\<T после прибытия 
незадерживаемого самолета, непосредственно предшествующего 
ему, а незадерживаемый самолет, непосредственно следующий за 
ним, должен прибыть через промежуток времени t > 2 T — î. Та­
ким образом, искомая вероятность совместного появления этих 
двух событий равна

J е~‘Л = 7 ’е " '^ .
о 2r-t,

Вероятность того, что будет задержано два самолета, нахо­
дится аналогично (рассматриваются два задерживаемых самолета 
между двумя незадерживаемыми) путем вычисления вероятности 
совместного появления событий:

ti <сТ — для первого задерживаемого самолета, следую­
щего за незадерживаемым;

{ ^ < 2 Т  — ti — для второго задерживаемого самолета, следую­
щего за первым задерживаемым; 

t~> ZT — — для незадерживаемого самолета, следующего
непосредственно за двумя задерживаемыми.

В результате для двух задерживаемых самолетов получим
2 г-с,

Г е '̂dtx J  е *̂ dt2 Г е
- “ гт-ti-t:

- t dt- ЗГ2 - з г  
— о— е (1 4 .5 5 )
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Общее выражение для вероятности того, что задерживается 
»  — 1 самолетов, имеет вид а„7'"~*е“ "^, где а„ — коэффициент, 
зависящий только от п. Очевидно, что должно выполняться 
соотношение

2  а „ Г - ^ е - " ' '=  1Л = 1
ИЛИ

2 а „ и « =  т,Я=1
(14.56)

(14.57)

где величина и =  Те для малых Т определяется однозначно, 
следовательно, Т можно выразить как функцию от и:

T{ti)
Л = 1

(14.58)

Используя то обстоятельство, что начало координат — кратный 
полюс, имеем

Г (и)
» 2ш 9  û +̂1 dti- 1

„л-1 П

2шл-2
сПТ
Тп (1 -  T)dTz

(п— 1)! (п —2)! л! (14.59)

Следовательно, разложив подынтегральное выражение в ряд 
и собирая коэффициенты при Т~^, можно найти вычет.

Вероятность того, что один за другим задерживаются п — 1 са­
молетов, равна

л"  ̂ грп-\-пТ,1 е Jл!
: ___jn-X^nT^ jn-X^n^T)
ляе~“ 1/’21сл лУ2лл (14.60)

Используя формулу Стирлинга для п\, Пирси приводит ряд 
кривых для этого распределения.

Среднее число самолетов, находящихся в системе (с учетом 
первого самолета, совершающего посадку без ожидания), равно

-1  - л Гл = 1 \  —  Т
(14.61)

Это выражение можно легко найти, дифференцируя (14.56) по Т 
и производя упрощения. (Заметим, что при Т— \ задерживаются 
все самолеты.) Аналогично находим второй начальный момент, он
равен Yy .

Доля задерживаемых самолетов определяется как отношение 
среднего числа самолетов, находящихся в системе, без учета са­
390



молета, совершающего посадку, к среднему числу самолетов:

L ~  ^ '

Распределение длительности посадки найдем путем следую­
щих рассуждений. Все промежутки времени длительностью 
t < T  имеют нулевую частоту; промежутки времени длительностью 
/= Г  появляются с частотой Г; доля задерживаемых самолетов, 
т. е. доля промежутков времени длительностью /> Г , появляется 
с частотой 1 — Т появления незадерживаемых самолетов, умно­
женной на вероятность их прибытия, т. е. на Используем
единичную функцию Н{Т  — t) (которая равна единице для поло­
жительных значений аргумента и равна нулю для отрицательных; 
ее производная есть дельта-функция) и дельта-функцию б (Г — /) 
для того, чтобы представить это распределение в виде

(1 -  Т) {Т -  t) ^ Т Ь { Т  -  t).

Теперь, используя интегральное уравнение Линдли, можно по­
лучить распределение времени ожидания. Посредством детального 
анализа Пирси находит выражение для распределения в проме­
жутке времени t, m T < t< {m + \ )T \

оо
Qr it) dt =  { \ -  Т) X  +

откуда после интегрирования по t (0 < !^ < !со  ) он определяет Т 
как долю задерживаемых самолетов. Заметим, что при суммирО' 
вании по т необходимо рассматривать интервалы [тТ, (т + 1 )Г ] .  
Отсюда найдем также среднее врехмя ожидания

2(1 — Г) •

Заметим, что время ожидания увеличивается с ростом Т. При­
веденное выше распределение дает критерии для определения не­
обходимой пропускной способности аэропорта. Более важным кри­
терием является такой, который устанавливает, что только не­
большое число самолетов должно ожидать больше определенного 
промежутка времени.

Белл [39] проанализировал различные наблюдения и измере­
ния, производимые для изучения управления воздушным транспор­
том, вывел формулы для стационарных состояний одноканальной 
системы с пуассоновским входящим потоком и постоянным вре­
менем обслуживания.
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в  статье Геллихера и Уилера [273] основное внимание уде­
ляется вычислительной стороне задачи, связанной с посадкой са­
молетов.

Интенсивность прибытия самолетов в район Нью-Йорка рас­
сматривается как периодически изменяющаяся с периодом, рав­
ным одним суткам. Предполагается, что в течение данных суток 
время приземления постоянно, но принимает одно из двух различ­
ных значений (одна и две минуты). Сутки были разделены на про­
межутки, равные постоянному времени приземления (которое мед­
ленно изменяется с течением времени). В /-м промежутке средняя 
интенсивность прибытия Я/ постоянна, и распределение числа само­
летов, прибывающих в этом промежутке времени, является пуас­
соновским:

п\
= â ,̂ п — О, 1, . . . .

Самолеты обслуживаются в порядке прибытия; число каналов, 
имеющихся в распоряжении до ( i — 1)-го промежутка времени 
для использования в i-м промежутке, равно С/. Для вычисления 
стационарных вероятностей того, что в конце /-го промежутка 
времени в системе находится п самолетов, выраженных через эти 
же вероятности для (/ — 1)-го промежутка, используется формула 
Кроммелина.

Когда вероятности известны, то остальные вероятности для 
всех значений /, следующих за этим промежутком, можно вычи­
слить рекуррентным способом. Для обозначения номера проме­
жутка используется верхний индекс. Уравнения имеют вид

P{=^^\Pc~^ +  ’̂ \>Pc~lv
п

(14.62)

где

7 = 0

Так как вероятности вычисляются в конце промежутков 
времени (т. е. для вложенной цепи Маркова), то про1межуточные 
значения вероятностей находим с помощью интерполяции. Обыч­
ным способом можно вывести также различные показатели эф­
фективности. Чтобы произвести обработку данных, полученных 
в течение суток, включая определение среднего числа ожидающих 
самолетов и среднего числа самолетов, находящихся в системе, вы­
числительному устройству потребуется немного времени (всего 
семь минут). Эти данные используются для вычисления числа ожи­
дающих самолетов и определения других показателей.
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Кратко остановимся на выдающейся работе Ли и его сотруд­
ников [494, 495], посвященной организации процесса прибытия са­
молетов в Лондонский аэропорт, погрузки, принятця пассажиров 
на борт и вылета. Пассажир, прибывающий не позже заданного 
момента времени накануне вылета самолета, проходит обычную 
систему регистрации. Если он прибывает в последнюю минуту, 
то становится к окну с более короткой очередью, чтобы ускорить 
оформление документов.

Работа аэропорта в большой степени зависит от того, на­
сколько быстро и экономично производится прием и передача 
информации. Контроль за передачей информации осуществляет 
центральный пост, который помещается в той части аэропорта, где 
происходит погрузка и обслуживание самолетов. Сообщения о со­
стоянии готовности' самолетов к вылету передаются непрерывно 
с помощью подвижного приемопередатчика, размещенного в ма­
шине. Один оператор одновременно следит за подготовкой двух­
трех самолетов. Данные о готовности к полету накапливаются на 
центральном посту и высвечиваются на табло. Если поступают со­
общения о каких-либо задержках, то из центрального. поста по 
телефону наводится справка у ответственного за определенные 
операции (например, за погрузку багажа или доставку продуктов 
питания для самолетного буфета) о причинах помех и выясняется 
время задержки. После того как станет известно время задержки, 
центральный пост доводит до всеобщего сведения, в каком из про­
ходов задерживается посадка пассажиров.

Одной из причин, вызывавших задержку отправления самоле­
тов, являлась перегрузка каналов связи. Раньше из подвижных 
передатчиков сообщали о завершении каждой операции в процессе 
подготовки самолета к вылету. Это приводило к перегрузкам в ра­
боте центрального поста и, следовательно, к задержкам отправ­
ления самолетов. После того как эта проблема была изучена, 
было дано указание передавать сообщения с помощью подвиж­
ных радиопередатчиков только в случае наличия каких-либо за­
держек. С помощью теории массового обслуживания были выра­
ботаны сообщения, которые поступают на центральный пост и при­
нимаются на посту в зависимости от наличия приоритетов. Это 
помогло значительно упростить работу центрального поста. За­
труднения, которые возникали вследствие перегруженности линий 
связи, сократились до минимума.

Впоследствии, также с помощью методов теории массового об­
служивания, было проведено исследование порядка регистрации 
пассажиров. Цель исследования — добиться относительной эконо­
мии при выполнении этого вида обслуживания. Нужно было опре­
делить численность штата работников для успешной работы раз­
личных вариантов системы регистрации. Было предложено не­
сколько вариантов, каждый из которых был проверен на практике. 
Была принята такая система регистрации, которая обеспечивала 
наименьшее число обслуживающего персонала и не приводила
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к неоправданному ожиданию в очереди. Для Лондонского аэро­
порта была принята смешанная система регистрации, при которой 
опаздывающие пассажиры проходят ускоренное обслуживание 
у последнего окошка. Однако для других аэропортов полученная 
схема может не подойти. Как ни странно, оказалось, что для не­
которых аэропортов общая система регистрации является непрак­
тичной.

14.6. Приложение понятия о конечном 
источнике входящего потока 
к обслуживанию станков

В этом параграфе рассматривается поток станков, поступаю­
щих на обслуживание. Общее число станков т конечно. Станки 
выходят из строя, т. е. требуют обслуживания, по пуассоновскому 
закону с параметром Я. Таким образом, станки являются 
источниками входящего потока. (Заметим, что Я является харак­
теристикой одного станка.) Среднее время работы станка равно

Обслуживание станков производят с мастеров. Здесь рас­
сматривается время обслуживания, имеющее экспоненциальное 
распределение с параметром р, и время обслуживания, постоян­
ное для всех мастеров и всех станков. (Такач рассматривает про­
извольное время обслуживания.) Допустим, что все станки одина­
ковы и в каждом из них в единицу рабочего времени появляется 
одно и то же среднее число неисправностей. Временем простоя 
станка является время, в течение которого станок остановлен и 
ожидает обслуживания.

Важной задачей, которую нужно рассмотреть, является опре­
деление оптимального числа станков (основанное на анализе стои­
мости рабочего времени мастера и стоимости простоя станка), 
которое должен обслуживать один мастер. Нередко на практике, 
когда станок останавливается, оказывается, что мастер занят, так 
как в это время он либо обслуживает другие станки, либо выпол­
няет другие работы, скажем, заготавливает материалы, необходи­
мые для работы станков, как, например, «а  текстильной фабрике. 
Наша задача состоит не в том, чтобы дать исчерпывающее изло­
жение вопросов, связанных с обслуживанием станков, а в том, 
чтобы показать применение теории массового обслуживания 
к этому вопросу.

1. Пуассоновский входящий поток, произвольное 
распределение времени обслуживания

А. Я. Хинчин, Крониг и Мондриа (1943), Пальм (1947), Аш- 
крофт (1950) и Такач (1957) исследовали систему с пуассоновским 
входящим потоком, поступающим из конечной совокупности, и про­
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извольным распределением времени обслуживания применительно 
к обслуживанию станков одним мастером.

Аналогичные идеи встречаются также при рассмотрении теле­
фонной системы, в которой вызов теряется, если все линии заняты. 
Эту задачу, о которой уже упоминалось в первом параграфе на­
стоящей главы, исследовали Эрланг (1918), Фрай (1928), Пальм 
(1943), Полячек (1953), Такач (1956) и Коэн (1957).

Рассматривая обслуживание т станков одним мастером, Такач 
определил р„ (О < п  <  т) — вероятность того, что в любой момент 
времени t имеется п станков, нуждающихся в обслуживании.

Вероятность того, что за время (t, t+ A t ) ,  поступит на обслу­
живание один станок, равна Х^+о(Л^); функция распределения вре­
мени обслуживания любого станка равна В (О ; обслуживание стан­
ков производится в порядке поступления. Вначале Такач нашел 

(0<^п-^т)  — вероятность того, что непосредственно перед окон­
чанием обслуживания данного станка работает п станков, а затем 
определил р„. Такой путь доказательства приемлем для стационар­
ного состояния, которое существует, так как этот процесс опреде­
ляет апериодическую цепь Маркова с конечным числом состояний.

Вероятность гу того, что непосредственно перед окончанием 
обслуживания имеется /  работающих станков при условии, что не­
посредственно перед окончанием обслуживания предыдущего 
станка было i работающих станков, равна

Гу =  I  ('■ +  )̂  е-̂ ^̂  (1 -  ( 0 . ^ = 1=  1, . . . ,  т — 2,

' т —1,/ ‘ т- 2.J, i =  m — \.

Заметим, что не имеет смысла рассматривать случай, когда не­
посредственно перед окончанием обслуживания действует m стан­
ков, так как имеется>всего т станков. Заметим также, что 
коль скоро предполагается, что предыдущий станок был обслужен 
и новых заявок на обслуживание не поступило.

Для нахождения этого интеграла рассматривается 
ность того, что станок требует обслуживания, т 
(во время обслуживания этого станка ож идают/ других станков), 
и вероятность того, что станок не нуждается в обслуживании, 
т. е. ^ =  e '’ ^̂  С помощью этих двух формул получим выражение

вероят- 
е. /> =  1 —

( ‘ V Y
--jit (1 -

ihi+i-j

После того как закончится обслуживание предыдущего станка, 
число действующих станков станет равным i + l ,  а вероятность того, 
что j из них работают -в течение времени t, и есть )приведенное вы­
ражение. Так как t задается расцределением вероятностей, то, ум­
ножая полученное выражение на функцию распределения для t и
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интегрируя по всем значениям t, получаем приведенное ранее вы­
ражение для 

Имеем
т—\ '
2  t:j — \
; = 0

/тг—1
1Су= 2  j ~ \ ,  т — \.

i=j-i

Второе выражение есть 1) вероятность того, что непосредственно 
перед окончанием обслуживания предыдущего станка имеется / —1 
действующих станков, обслуженный станок присоединяется к дей­
ствующим и до конца обслуживания предыдущего станка не посту­
пает новых заявок на обслуживание; или 2) вероятность того, 
что непосредственно перед окончанием обслуживания предыду­
щего станка имеется j действующих станков и этот станок при­
соединяется к ним, но непосредственно перёд окончанием обслу­
живания данного станка один станок потребует обслуживания.

Чтобы найти -Kj (из второго выражения), умножим второе 
выражение на z'\ подставим значение Гу и просуммируем по у, 
( 0 < у < » г — 1). Пусть

т —\

Р  (г) =  2
Тогда

; = 0

Я (г) =  I  (1 -  е " “  -I- ze~^)  Я (1 -  е~^' +  ze~^') dB {t) +О
оо

+  (1 -  2) J е - ' '  (1 -  е - ' '  - f  г е - ' ' ) '" - '  dB {t).

Введем обозначение
т —\

P { z ) =  ^ B j { z - \ ) j \

тогда
D _  1 dJpjz) 

j\ dzi , ^0 =  1-
z - \

Биномиальные моменты вероятностей имеют вид
т—\

« / = 2  ( ) ) * - ■
Следовательно,

т—\

л = у ;
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По определению,

В,

т —\

| Г т ’ )Ш
т —1

t = 0

где

Со — 1! Cl — м _
В(Х)9(2Х)...Р(Л)

Здесь р — преобразование Лапласа— Стилтьеса функции распреде­
ления, времени обслуживания.

Вероятности р„  находятся аналогично: вместо Гу используются 
вероятности перехода рф  определяемые как и Гу, с той лишь 
особенностью, что в подынтегральном выражении вместо dB{t)  
будет (J. [1 dt — оставшееся время обслуживания. Вводятся
также биномиальные моменты для Рп, которые можно связать 
с биномиальными моментами для В результате получим 
следующее выражение:

Р п = — 7т;л-----------г .  П = \ ,f  тк \
n\—  +  ^n-l)

где |х — интенсивность обслуживания.
Значение вероятности ро находим по формуле

т

Р о = ^ - Ъ Р п -П = 1
Среднее число станков, находящихся в системе, равно1 — Р т ___  т

гпк ' т—\

Среднее время ожидания равно

а2 Г— Y —яг — 1 . Л  “■ +  V
+  - Т  1-р(Х)

где — дисперсия времени обслуживания.

2. Экспоненциальное время обслуживания, 
число мастеров равно с

Если Рп — вероятность того, что в стационарном состоянии в си­
стеме находится п станков, как обслуживаемых, так и ожидающих
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обслуживания, то легко найдем уравнения для стационарного со­
стояния:

[ ( я г - и ) Х  +  ир,]/>„ =  ( т - п + 1 )  +
' +  (14;63)

Ч

Подставив первое соотношение во второе и т. д., найдем
{п +  1) = { т - п )  1р„, п < с ,

с\̂ Рп+1 =  ('^ — )̂^Рп> с ^ п ^ т .  (14.64)
Пальм [236] получил следующие выражения:

Рп=Ро(срТ {  п )  . 0 < / г < с ,  

P n = P o { c 9 r { n ) - ^ S = ^ >  с < / г < / й ,

P o = i - 2 ^ = ( 2 g - |  .л-1 я̂ = 0
(14.65)

где р= — .
Упражнение. Решите приведенные уравнения.
Если принять обозначения, которые ввел Наор {601]:

р { К  ^ ) = Ц ~ ,
оо

р (р , ^ ) = ^ 2 р (1, I),
i=k

С —\ -  .

S{m, с, =  +  Р“ ')]
С-\

=  ^ - ^ p { n i - i ,  р - ^ ) + / /1 - ,о [ l - P ( f f t - g + l .  Р~^)],
i-O

то
Рп

Рп

(С -1)!

_  с" р (т — п, р ~ 1)

е*̂ ~̂  р {т — п, р ~ о
( с - 1)1 (ш, c . - f - )

, П <  С,

, с < д < / п .

(14.66)

Эти выражения можно проверить, произведя подстановку. 
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Среднее число обслуживаемых станков равно 

 ̂ 5 ( / я - 1 ,  c , - f )  

s(m, c . - f )
(14.67)

Таким образом, если а — среднее число действующих станков, 
Ь — число обслуживаемых станков, а Lg — число станков, ожидаю­
щих в очереди, то

a-\-b-{-Lg — т,g—1 т

Рп =  С

С - 1

i : { с - п ) р „  =  с
с,-^)

л = 0 п = с л=0 X )
Среднее число незанятых мастеров равно с — Ь, коэффициент 

занятости мастеров равен — , коэффициент потерь вследствие об­

служивания равен , а коэффициент потерь вследствие простоя 
станков (так как на обслуживании находятся другие станки) равен 

Общий коэффициент потерь равен
(Ь +  Lg)

Коэффициент

полезного действия станков равен — . Наор приводит также 
иллюстративные примеры. Вероятность ожидания равна

я ( > о) = 2 р „.
п = с

Среднее время ожидания ремонта равно

(14.68)

т

“ =', =  Т  2 (14.69)
п = с+1

где — среднее число станков, находящихся в очереди.
Среднее число станков, ожидающих, обслуживания, равно

Т ^ у  (14.70)

Результат, который получил Ашкрофт [15] для случая, когда 
обслуживание станков производит один мастер и время обслужи­
вания имеет экспоненциальное распределение, найдем, положив 
с =  1.

Наор [602] получил нормальные аппроксимации, облегчающие 
вычисление р„. Рассмотрим распределение

1,P c U ) - с —
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первый и второй моменты которого соответственно имеют вид

^ c \ J \  =  r ^ ) { c p { c ,  с ) - [ \ - Р { с ,  С ) ] ] ,  (14 .71 )

С ) -

- \ \ - Р { с ,  с ) ] ~ 2 с [ \ - Р { с ~ \ ,  с)]\. (1 4 .7 2 )

Образуем свертку
I)) * {(0^(/)} =  г)(г, с, $) =

i

Л=0"‘ ^
Здесь суммирование производится до с — 1 при i ^ c — \, где 
i = J - \ - k .  Если ввести обозначения u{i, с, С) =  г>(г, с, S) и С =  

£=  — , то
i с —1

U(i,  с, C) =  2 ^ ( s ,  с, =
J=0 л = 0 " ’ ®

Это выражение справедливо при i >  с — 1, что нас и инте­
ресует.

Легко показать, что ^

S{i, с, С):
г,С-1

(с -1 ) ! U{i, с, С).

Так как и является сверткой, то при больших с математическое 
ожидание и дисперсия имеют вид

E A I } = c(. +  E A J } ^ A  +  c - ^ V ^ c +  \ , (1 4 .7 3 )

V,  (/) =  сС +  Е, [р]  -  £2 {у21^ сС +  с (2 - 1 )  -  ^  - f  I . (14.74)

При достаточно больших значениях — математического ожи­
дания распределения p d j ) — с помощью центральной предельной 
теоремы находим следующее приближенное выражение:

Z  у З

■ “  (1 4 .7 5 )

где
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Здесь используется поправка на непрерывность. Заметим, что 
при стандартной форме записи нормального распределения у =
_ j £ — где и — математическое ожидание, а а — среднее

квадратическое отклонение. Здесь х заменено на i + ^ ,  исправлен­
ное значение t. Это приближенное выражение упрощает вычисле­
ние рп.

3. Обслуживание станков одним мастером 
при постоянном времени обслуживания

Эту задачу решали Бенсон и Кокс {59], Ашкрофт [15] и Вест- 
гарт [874]. Чтобы получить результат Бенсона и Кокса, предполо­
жим, что обслуживание станков осуществляется в k этапов, каж­
дый из которых имеет экспоненциальное распределение с матема­
тическим ожиданием Общее время обслуживания имеет рас-Г
пределение хи-квадрат с 2^ степенями свободы и математическим 
ожиданием — . Если величины k и ц неограниченно возрастают

kи при этом их отношение —  остается постоянным, то получим ре-
шение для случая постоянного времени обслуживания. При рас­
пределении времени обслуживания по закону хи-квадрат'вероят­
ность того, что п станков из общего числа т требует ремонта, 
равна

Р„-Р (1 4 .7 6 )

где V — обратный разностный оператор { v f t— f i — fi-x)'
В случае постоянного времени обслуживания эта вероятность 

равна

т — п-\- i 
i )

к  h - ")(“ )] 1
тп —  п \Рп-. (1 4 .7 7 )

при этом должно выполняться условие
т
2 р „ = 1 .л.о

Ашкрофт приводит таблицы для определения среднего числа дей­
ствующих станков.
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4. Обслуживание станков одним мастером 
при появлении двух различных типов остановок

Предположим, что происходят два различных типа остановок 
станков, каждый из которых появляется случайным образом со 
средней интенсивностью Xi и Яг соответственно; остановки первого 
типа обладают приоритетом. Общее число станков равно т. До­
пустим, что время обслуживания станков одним мастером имеет 
экспоненциальное распределение с параметром pi при остановке 
первого типа и с параметром рг при остановке второго типа. Обоз­
начив через Рг ( « 1, « 2) вероятность того, что в стационарном со­
стоянии произошло til остановок первого типа и Пг остановок вто­
рого типа и что происшедшая остановка относится к г-му типу (г=  
=  1, 2), получим следующую систему уравнений;

[Pi +  (от — Пх — « 2) (̂ 1 +  2̂)] Р\ (^ь ^2) =
=  (от — Hi — «2  +  1) \ Р \  («1 — 1. «г) +  ('га — « 1 — «2  +  1) \  X

X /? l( /I „ « 2 - l )  +  (^l/?l(»l +  l. ih)^-\hPiiPu «2 + 1 ), « 1, «2 +  0, от,
[Pi +  {tti 1, 0) +«i) (^1 +  2̂)] />1 ( « 1 , 0) == (от -  П1 - f  1) Я,Pi {п 

+  (^lPl(«l +  l ,  0 )+ Р 2 / '2 («1 ,  1), «1+ОТ,
PiP i (ot, 0) =  X,Pi (ot — 1, 0);

[рг +  (от — П\ Яг) (^1 +  ^2)] Pi (« 1, « 2) =
=  (от -  -  « 2  +  1) \P i («1  — 1, « 2) +

+  (от — я, — «2 +  1) 2̂̂ 2 («I, «2— 1), «1, «2 +  0, ОТ,
[|1.2 +  (ОТ — « 2 ) ( Х ,  + Х 2 ) ] Р г ( 0 ,  « 2 )  =  (OT — « 2 +  1 ) Х 2 Р 2 ( 0 ,  « 2 — 1)  +

+  (^lPl(l, «2) +  1»2Р2(0, « 2 + 1 ) ,  «2 + «г,
Р2р2(0, ОТ) =  Х2р2(0, ОТ — 1),

ot(Xj +X2)p (0, 0) =  Pipi(l ,  0) +  Рг/’2(0, 1),
т т —Пх т т —П2

Р (0, 0) +  Z j Zj
=1Л2 = 0

Pi ( « i ,  « 2) +  2  2 i^2(«i, « 2) = ! .
«2 = 1 Л, = о

Представляет интерес решение этих уравнений относительно р„ 
(вероятности того, что число остановившихся станков равно я). 
Решение задачи в общем виде не приводится.

5. Каждый из с мастеров обслуживает остановки 
одного типа; всего имеется с типов остановок

Общее число станков равно от. Допустим, что каждый из раз­
личных типов остановок имеет пуассоновское распределение с па­
раметром Яг, соответствующим остановке t'-ro типа. Каждый из с 
мастеров обслуживает станок при остановке определенного типа. 
Распределение времени обслуживания для остановки t-ro типа яв-
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ляется экспоненциальным с параметром Обозначим через 
р ( « 1, . . Пс) вероятность того, что в стационарном состоянии имеет 
место «1 остановок первого типа, Пг остановок второго типа и т. д. 
Имеем систему уравнений:

Ы1 1 = 1 J

— •••» ^с)
1 = г

. . . »  +  п,), rt i=\,  т — \, п К т — \,
с с

^ЬР{П\,  ■■■,Щ) =  ^ \ р { П и  —
/=1 /=1

ri i=\,  tn— \, п =  т,

{ я г - « ) 2 ^ /  + 2
L 4 = 1 J

P itt i, . . . ,  Щ,  . . . ,  о , . . .) =
4 = 1 } J

'Z{m. — n-]r\)>^iP(nx, . . . ,  « г - 1 ,  . . . , 0 , . . . )  +

“Ь 2  > • • • > 4̂ ~ь 1 > • • • > о, . . . )  +

+  2 |*4J»(»1, •••> Щ,  1, •••),
n - j

(1.̂ /1 (О, . . . ,  0) =  (О, . . . ,  от — 1, . . . ,  0),

2(^4р(о. . . . . . о, . . . , о ) = 2 ( 1 , / 1 ( о , . . . .  1, . . . , о ) .t = l i = \

где « = 2 ^ 4 -  Сумма 2  берется по таким значениям i, для кото­

рых а сумма 2  — по г, для которых л̂  =  0.
n-J

Решение этой системы уравнений имеет вид

41,): т\ П рХ О ,
х<где р = — . н

Сумма вероятностей, распространенная на все значения /ii, 
«2 и т. д., должна равняться единице. Из этого соотношения 
определяется

С

Р (0 ,  . . . , 0 )  =
7='(pi, т)

26*

4=1 
)+1

(Р4 —  Р;)
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где Р/^Р; при и
т

/ / г ) =  2  <т —  п\\ Р" =  1 +  ' ” Рг +  • • • + / » ! p f .л= 0
Среднее число действующих станков равно

E\tn — n\ — т
S t/ = 1

Р(0,

/=1
(р/ — р;)

Вероятность исправности станка составляет 
Е[т — п]

т

В качестве упражнения определите последнюю величину прис=2.
Если доля L рабочего бремени мастера затрачивается на вспо­

могательные работы, а остальное время — на обслуживание стан­
ков, то можно определить такое число станков т, при котором доля 
этого времени равна 1 — L и, таким образом, с помощью т мо­
жно найти действительный коэффициент полезного действия. Ма­
ксимальная интенсивность обслуживания равна > Минималь­
ное число станков, необходимое для получения этого значения, 
можно найти указанным способом. Бенсон и Кокс приводят также 
таблицы для вычислений подобного рода.

Бенсон [60] рассматривает несколько измененную ситуацию, ко­
гда на мастера возложены и другие обязанности, например, он вы­
полняет вспомогательные работы.

6. Постоянное время обслуживания, мастер переходит 
от станка к станку

Мэк, Мёрфи и Уэбб [543] исследовали коэффициент использо­
вания т станков, которые выходят из строя в случайные моменты 
времени с интенсивностью X и обслуживаются одним мастером, ко­
торый переходит в определенном порядке от одного станка к дру­
гому, а затем снова возвращается к первому станку. Время пере­
хода ti от (t— 1)-го к i-му станку постоянно. Мастер обслуживает 
станок в течение постоянного промежутка времени R. Пусть р„ — 
вероятность того, что во время осмотра всех станков п из них по­
требуют обслуживания. Вероятность того, что станок, с которого 
был начат осмотр, продолжает работать и в конце осмотра, равна

е где Уравнения имеют вид

—  ГП'/г+1̂ (14.78)
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Решение их записывается как
=  (a’'- Ч  -  1) -  1 ) . . .  (aft -  1) (6 -  1)/7о, (14.79)

гдеа  =  е^ ,̂ ft =  e , а Ро находится из соотношенияХ т Т

fit

2 ( п
/1 = 0̂  ^

(14.80)

В работе показано, что это решение является единственным. За­
тем вычисляются различные величины, которые уже встречались 
нам в других примерах.

14.7. Обеспечение запасными частями 
и агрегатами

Тейлор и Р. Джексон [832] исследовали задачу обеспечения за­
пасными авиационными двигателями. Предположим, что непре­
рывно работает т авиационных двигателей, и как только один из 
них выходит из строя, он немедленно заменяется запасным при ус­
ловии, что такой запасной двигатель имеется, а неисправный дви­
гатель сразу же направляется в ремонтную мастерскую. Эти т 
двигателей выходят из строя случайным образом с постоянной ин­
тенсивностью, равной к двигателей в единицу времени. Время, не­
обходимое для обслуживания одного двигателя, имеет экспонен­
циальное распределение, и его математическое ожидание равно
— . Одновременно может обслуживаться с двигателей. Пусть об-
щее число запасных двигателей равно п. До тех пор пока ремон­
тируется не более п двигателей, число действующих двигателей 
будет равно т. Как только число двигателей, поступивших в ре­
монтную мастерскую, станет равно n-1-l, число действующих дви­
гателей станет меньще т. В этом случае возможны два варианта;

1. Работа всех двигателей прекращается до тех пор, пока из 
мастерской не поступит замена.

2. Продолжает работать число двигателей, меньшее т. 
Рассмотрим первый случай. Вероятность того, что в любой мо­

мент времени в мастерской будет находиться i неисправных двига­
телей, равна Pi(t). Система уравнений для этого случая имеет вид:

=  +  1 =  0,

P't (0  ( )̂ -  (>̂ +  lv)Pi it) - f  (i +  1) {t), 0 < i < c ,  (14.81)

P\(t) =  {t) -  (X +  qx)P, it) +  (0 , c <  i <  «  4 -1 .

P'n+xit) =  '^ n { t ) - cv P „^ , { t ) ,  i =  n + \ .
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Представляет интерес стационарное решение, которое записы­
вается в виде

Pi-
.(ср)̂

'/?о>

Pi =  / ' ^ Р о . (14.82)

п+1
гдер =  -— : из соотношения 1 находим

<to
- 1

Среднее число неисправных двигателей равно

U-.
/2 + 1

= 2  ip.1 = 0
(14.83)

Среднее число двигателей, находящихся на обслуживании, со­
ставляет

С  /2 + 1

5 = 2 * Л  +  ^ 2 а . (14.84)/=0 с+1
Среднее число двигателей, ожидающих обслуживания, равно

/2 + 1
: 2  ( i - C ) P t .
2 = С+1

(14.85)

Рассмотрим случай, когда р=1,  т. е. когда возможная интен­
сивность обслуживания равна интенсивности появления неисправ­
ных двигателей. Из решения, полученного для стационарного со­
стояния, видно, что распределение вероятностей числа неисправных 
двигателей есть монотонно возрастающая последовательность. 
С помощью рассуждений, аналогичных описанным ниже для слу­
чая, когда р<1,  можно показать, что увеличение числа запасных 
двигателей не приводит к существенному уменьшению вероятно­
сти появления аварийной обстановки (p „+ i).Кроме того, увеличе­
ние числа запасных двигателей приводит к тому, что число двига­
телей, ожидающих обслуживания, возрастает по линейному за­
кону.

Рассмотрим наиболее часто встречающийся на практике слу­
чай, когда р<1.

При с < 2 < ] л  +  1 имеем следующее соотнощение:

(14.86)
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правая часть которого является убывающей функцией от п и /. 
Среднее число двигателей, ожидающих обслуживания, имеет сле­
дующую верхнюю границу:

(14.87)

Это означает, что среднее число двигателей, ожидающих обслу­
живания, не зависит от п; следовательно, в этом случае увеличе­
ние числа запасных двигателей не приводит к увеличению числа 
двигателей, ожидающих ремонта, а увеличивает лишь эксплуата­
ционную эффективность.

14.8. Приложения теории к управлению 
запасами

Приведем пример применения теории массового обслуживания 
к решению задачи управления запасами. Заметим, что хотя в та­
ких задачах налицо вероятностные процессы, все же лишь немно­
гие из этих задач решаются методами теории массового обслужи­
вания. В теории управления запасами рассматривается поток по­
ступающих товаров, их хранение, пополнение запаса и, наконец, 
сбыт товаров. Очередь может состоять из ожидающих удовлетво­
рения заявок на товары, но чаще рассматривается очередь това­
ров, ожидающих использования.

Каруш [418] рассмотрел задачу, в которой дается некоторое 
углубление этих положений. Пусть общее число запасенных това­
ров равно п, из них щ  предметов имеется в наличии, а «i =  n — по 
предметов находится в процессе пополнения запаса. Каждый из 
этих предметов проходит цикл по'полнения запаса с данной функ­
цией распределения (одинаковой для всех предметов). Поступаю­
щие заявки (или прибытие клиентов) образуют поток Пуассона 
с параметром X. Как только один из «о запасенных товаров (по>0) 
оказывается проданным, посылается заявка на пополнение про­
данного товара. Если По=0, продажа прекращается, покупатель 
возвращается без покупки и очередь товаров, ожидающих попол­
нения запаса, не устанавливается. В этом случае имеем задачу 
массового обслуживания при отсутствии очереди. Требуется вычи­
слить вероятность того, что в стационарном состоянии нет това­
ров, подготовленных к продаже (отношение числа потерянных 
клиентов к общему числу заявок), как функцию от п. Более общим 
выражением является вероятность р (по | п) того, что в «аличии 
имеется «о предметов при условии, что общее число запасенных 
предметов равно п.

Процесс пополнения запаса может происходить г различными 
путями, каждый из которых имеет вероятность a t { i = l , ..  . ,г). Каж­
дый путь состоит из ki фаз ( / = ! , . . . , г), а время, затрачиваемое 
в каждой фазе, имеет экспоненциальное распределение. Как
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только заканчивается обслуживание в данной фазе, немедленно 
начинается обслуживание в следующей фазе.

Среднее время, необходимое для перемещения товара из /-й
фазы 1-го пути, равно . В любой момент времени п\ предме-
тов, находящихся в процессе пополнения запаса, распределены не­
которым образом между фазами, при этом в /-й фазе t-ro пути 
имеется «у  предметов. Определим состояние системы в произ­
вольный момент времени с помощью вектора

Л^= (Яо, Пц, , Пщ, Щх,

Обозначим через P(JV) стационарную вероятность для состоя­
ния N и одношаговые переходы запишем в виде:

Txj {N)-^N,

1̂] iN) =  (Яо» • • •> Яу +  If Щ,]+\ • • • )>
T'iki{ ^ )  =  (Яо — 1. • • •« Щьх +  1> •••)■,

ГогСЛ/") =  (Яо +  1, . . . ) .

Уравнения для стационарцого состояния имеют вид 

+  S  =  [РогС^)] +

+  2 ^ Д я ,̂  +  1 )/;[7 ’,^(Л^)], « „ > 0 .
ii j

(14.88)

При Я о = 0  в левой части X опускается.
Теперь р  (Яо | я) =  (ЛГ). Суммирование производится по всем

векторам N,  для которых

2  Я у =  я — «о-

Если ввести однородный полином ni-й степени, записанный как 

Р{Щ) =  (Л^ ) . . .  x1j> 2 Яу =  я ,, (14.89)

то приведенная выше система уравнений принимает вид

ХЯ (По) +  2  ^Û i] ~   ̂ j  ̂  (Яо +  1) +

+  D  + +  я „ = 1 , . . . , « .  (14.90)
/ + ft, ly ik,

При AZo=0 опускаются первый член в левой части этого вы­
ражения и последний член в правой части.
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Решение (единственность которого показал Каруш при помощи 
несложного приема) имеет вид

, « 0 = 0 ,  1, (14.91)

при Я(л-|-1) =  0. Вероятность того, что в / -й .фазе  i-ro пути 
имеется предметов, равная

2  \«1

/>w=^n
Л/,*Х«1 п

nnllhl^и
(14.92)

определяется как общий коэффициент полинома Р{По). Нормирую­
щий множитель С находится из выражения

С — 1 + р 4"5}"Н~---  + п1 (14.93)

X 1где р= — , а --------среднее время пополнения запаса.
Кроме того, используя зависимость между р(по1П) и р(Л )̂, на­

ходим
1 o'**

р (« о 1 « )= -с -^ ;! ->  «  =  «о +  «ь (14.94)

что и является искомым выражением.
Вероятность того, что товаров в наличии нет, равна р(0|п). 

Чтобы найти эту величину, в формуле (14.94), заменим П[ на п, 
так как л = П о+ «ь  где По=0.

Обобщая эти результаты на случай, когда параметр Я, является 
функцией от «о, получим

Я («о I« )  =  - ^  ^   ̂ . «  =  (). 1 , . . . , « - 1 .  (14.95)

Здесь для определения С используется то обстоятельство, что 
сумма вероятностей равна единице.

14.9. Плотины и накапливающие 
системы

В этом параграфе не приводится решение задач, здесь главным 
образом рассматривается построение моделей. Даунтон [190], 
Гани [276 — 279], Кендалл [436], Моран [582—585] и Прабху [685] 
исследовали теорию плотин и накапливающих систем. Некоторые
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положения этой теории связаны с теорией массового обслужива­
ния и ее приложениями. Обычно рассматривается распределение 
количества воды, остающейся в водохранилище после использова­
ния, в непрерывном или дискретном времени (например, за год). 
В последнем случае количество воды, поступающей в водохрани­
лище, будет изменяться из года в год в соответствии с некоторым 
распределением. Вода накапливается (за исключением возможных 
случаев переполнения, когда происходит сброс воды) для исполь­
зования в засушливое время года. В течение этого времени вода 
расходуется, с постоянной скоростью. Можно предположить, что 
общее количество расходуемой воды меняется каждый год. Для 
простоты будем считать, что это количество равно постоянной ве­
личине М.

Пусть (Л'(/)} — семейство попарно независимых и одинаково 
распределенных случайных величин, то есть, если то не
зависит от Через Х̂  обозначается поток, поступающий в во­
дохранилище в момент времени t. Если же значение t дискретно и 
измеряется годами, то Х( — поток в начале f-ro года. Обозначим 
через Zf количество воды, накопленной к моменту времени t, пе­
ред поступлением потока Xf. Пусть — количество вытекшей 
воды. Если через t обозначено время в годах, то У< — количество 
воды, израсходованной в засушливое время t-ro года. Рассмотрим 
эту задачу для дискретного и непрерывного распределения вероят­
ностей и для дискретного и непрерывного времени. Кроме того, 
можно принять, что водохранилище имеет конечную емкость К, 
или же его емкость бесконечна.

Заметим, что сброс воды через водослив будет происходить 
в том случае, если

Wt =  Xt +  Z t - K

величина положительная. В противном случае вода будет продол­
жать накапливаться. Распределение величины \F(/) можно опре­
делить с помощью распределения величин Х{ и Zf, если послед­
ние известны.

t. Дискретное время и дискретное распределение 
вероятностей

Рассмотрим случай дискретного времени (измеряемого го­
дами). Сформулируем задачу для случая дискретного распреде­
ления вероятностей, не приводя решения, которое можно полу­
чить только численными методами. Вначале допустим, что Vt =  
= М .  Таким образом, количество расходуемой воды равно 
min { X f Z f ,  М).  Предположим, что в момент времени t вели­
чина Xf  принимает значения О, 1, . . .  с вероятностями ро, Ри • • •> 
а величина Zf принимает значение О, 1 , . . .  в момент вре­
мени i с вероятностями Ро, Р\,
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с вероятностями Р' ,̂ . . . .  Р'̂ \ кроме того, М.  Получим си­
стему уравнений:

=  +  • • • -\-Рм) + Л  (Ро +  • • • +/>VM-l) +
+  • • • -\-РмРй^

Р[ =  РоРм+1 +  Р\Рм +  • • • +  Рм+\Ро^ (14.97)

- м  — ^0  (/>* +  • • •) +  iPk-i +  

Р1

.) +

— = Р '  — ОАГ -  ж  -  I • • • —

Решив их, найдем распределение величины в зависимо­
сти от распределения величины и т. д. до Эти вели­
чины образуют цепь Маркова. При п —*<х> переходим к стацио­
нарному решению, коль скоро />^>0( /  =  0, . . . ,  К).

Чтобы найти решение для стационарного случая, положим 
P ' i = P i { i = 0 ,  К  — М)  и, кроме того, используем соотноше- 

к - м
. 2  Л = 1 .ние
t = 1

Эту задачу можно решить различными численными методами, 
методом Монте-Карло и матричными 'методами.

2. Дискретное время и непрерывное 
распределение вероятностей

Приступая к рассмотрению случая непрерывного распределе­
ния, предположим вначале, что при дискретном распределении 
вероятностей поступающий поток воды и содержимое водохра­
нилища в сумме' принимают значения Zt~\-Xf =  i с вероятно­
стью Pt‘, кроме того, допустим, что стационарный режим уста­
навливается. В этом случае легче получить распределение 
величины Zf. Так, если известны распределения случайной вели­
чины Z(-\-Xf  и случайной величины Х ,̂ то можно определить 
распределение Z<. В стационарном случае имеем следующую 
систему уравнений, описывающую распределение случайной ве­
личины

R o— Po^o ~bPoR\ +  • • • 'hPoR jIti

Rt — p\Ro ~{~PiRi +  • • • -{-PiRm ~\~PoRm+ ll

Rk- m-1 ■Pk- M - iRo +  • • • -hPK-M-\RjU 4-PK-M-2Rm+1 +
+  • • • ~^PoRk- i> (14.98)
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R k-~m — Pk- m R o-\- • • • Pk- m - iR m +\ +
+  • • • -\-p\ {Rk ^^^k+\ +  •••)»

R k - M + s —  P k - m + s^ o “b  • • • - \ - P k - M + $ R m -\- 

P K - M + s- i R m +\ +  • • • { R k  +  • • • )i

Заметим, что величина М показывает расходуемое количество 
воды. Читатель без труда сможет показать справедливость этих 
уравнений.

Имея в виду, что

^0 =  ^0 +  • • • +  Rm> Р к- м —  Rk +  Rk+\ +  • • • >

и Pk- m+s — ^ (при s > 0 ) ,  из этой системы уравнений получим 
уравнения для стационарного состояния.

Случай непрерывного распределения вероятностей аналоги­
чен описанному выше. Если плотность вероятности случайной 
величины Xf равна f { x )  при Х ^  О и нулю при .,^ < 0 , а плот­
ность Xt-\-Zt равна g(A:), то получим следующее уравнение;

м
^  (•«)=/(•«) J (у) +  J ^  (у)/(•« + - М -  у) r fy - fо м

оо

- f / ( x  — / С 4 - Jg-(y)dy.  (14.99)

Три члена правой части уравнения соответствуют условиям: 
о <  -г  Z ;< ; УИ — вода находится ниже требуемого уровня;

УИ <  <  АГ — сброса через водослив нет, вода накапли­
вается;

X  <  X(-j - Z( — сброс воды через водослив; переполнение 
водохранилища определяется разностью X  — 
- ( X , - h Z , ) .

М оо

Заметим, что Р о =  \ g  (У) dy и /», =  J g  (у) dy. С помощью этого о к
уравнения Моран нашел распределение величины Z(, которое 
равно

ро при Zf =  0,
g { x - \ - М) при Zf =  x,  О <  X <  X  — М,  (14.100)

р 1 при Z( — X  — М.
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3. Плотины с конечной и бесконечной емкостью 
водохранилища

Если емкость водохранилища бесконечна, т. е. К—* со , то рас­
сматриваемая задача упрощается, и уравнения для стационарного 
состояния принимают вид

Po — f*oiPo +  • • • +  Р \ {Ро +  • • • -\~P m - i ) +
- f . . . +ЯлРо, (14.101)

Р-1~ РоРм + \ Р\Рм+1-\ +  • • • ~Г pM^iPoy i ^  1.

Распределение {/?/! при стационарном состоянии описывается 
системой уравнений

Pti — ро {Ro +  • • • +  R m )>

R i — P iiR o  +  • • • "f"R m ) -^^Pi- iR m + i +  • • • ~\~PoRM+h (14.102)

2  Ri ■i = 0
1. i > h

Если отождествить длину очереди с количеством воды, находя­
щейся в водохранилище, пуассоновский поток требований — с по­
током воды, поступающим в водохранилище, а обслуживание 
группами, содержащими М требований (или всю очередь, если 
последняя меньше М ); — с вытекающим потоком воды, то послед­
няя система уравнений будет описывать длину очереди в моменты 
времени, непосредственно предшествующие началу обслуживания. 
Это приводит к определенному соотношению между плотинами и 
системами массового обслуживания.

Имеем следующее выражение:

Ро — ^0 +  •. • +  Rm  ̂ P i —■ R.M+h i > h (14.103)
следовательно, приведенные выше две системы уравнении явля­
ются эквивалентными.

Замечание. Представляют интерес два случая. Один из них 
имеет место, когда количество накопленной воды очень велико, и„ 
следовательно, вероятность того, что величина становится рав­
ной нулю, очень мала. В другом случае мала вероятность того, что 
водохранилище всегда будет заполнено. Таким образом, возможны 
два вида решений.

Стационарное ненулевое решение существует, когда для пер-
со

вого случая справедливо соотношение 2  f P̂n >  .44, а для вто-
п -0оо

рого случая ~  соотношение 2  ^Рп <Й =0
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Кроме того, для случая непрерывного распределения веро­
ятностей при /С —► оо имеем

м  М + х

S'(•«)= /(•«) J g -(у) +  j  / ( ^ f  +  ^ : -y ) f (y ) f i ?y ,  (14.104)
о м

ври этом выполняется соотношение

2 я , =  1.
При М =  \ имеем

I =0

Р о — Ро{Рй -\-Р\) +  PiPo't 
Р\ =  Рор2 +  PiPi-h Р2Р0, (14 .105 )

Эта система уравнений нам уже знакома. Введем производя­
щую функцию

оо сю

Р (г) =  S  PiZ‘ , - р ( г ) — 'Е Pi^  ̂t = о j = о
и обычным опоообом найдем

P { z ) — poPa 1

^ i P i

г - р ( г )  • ( 1 4 . 1 0 6 )

Математическое ожидание, т. е. среднее количество воды, нахо­
дящейся в водохранилище перед поступлением нового притока, 
равно

Р"(1)
- i -  • (14.107)

X = о
Моменты высших порядков находятся аналогичным образом.

Заметим, что если {PJ является решением в случае бесконеч­
ного запаса воды при дискретном распределении вероятностей, то 
в случае конечного запаса воды имеем

р : = р.+  . Л р,_ , ■ 04.108)
Можно определить {PJ путем разложения в ряд функции 
г—1— — V-- для достаточно малых значении z и приравнивания

2 р  \2)

коэффициентов (при условии, что Р о > 0 ) .  Кроме того, можно 
использовать функцию распределения

G ( x ) =  J G ( x - i - M ~  t)dF(t) . Jtl4 .109)

В качестве примера можно решить это уравнение, когда
F ( x ) ^ ^ c , ^ —  Х,х (14 .110 )

где Cl — комплексные постоянные величины и Re (Х̂ ) >  0. 
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Посредством подстановки находим условия, которым должны 
удовлетворять и Х̂ , в особенности, коль скоро известно рас­
пределение (общего типа) G{x).  В качестве упражнения опре­
делите F {x ) ,  если 0 ( J t ) =  1 — е “ '^ (|1 >  0).

Гани и Прабху [279] рассматривали также входящие потоки, 
приводящие к экспоненциальным распределениям для стационар­
ного состояния водохранилища, и получили приближенные реше­
ния для случая конечного запаса воды.

4. Непрерывное время и непрерывное 
распределение вероятностей

Чтобы рассмотреть задачу для непрерывного времени с непре­
рывным распределением вероятностей и неограниченной емкостью, 
разделим промежуток времени {t, ^-Ь1) на отрезки длительностью
~  каждый (в конце каждого отрезка расходуется единица коли­
чества воды). Распределение входящего потока в промежутке вре­
мени {t, f - f  1) есть п-кратная свертка распределения {р,}, поэтому 
его производящая функция равна {p{z)Y- Заметим, что мы прини­
маем М = 1  и используем ранее рассмотренные уравнения. При 
увеличении п функция {р,} изменяется таким образом, что {p (z )}"  
приближается к производящей функции для непрерывного распре­
деления.

В качестве примера рассмотрим геометрический закон раапре- 
деления

P i = i l — r ) F ,  i  =  0, 1, . . . ,  0 < г < 1 .
Тогда

p{z) =  { l - r ) { \ - r z ) - K

Если I — случайная величина, распределенная 
кону, то ее характер^истическая функция имеет вид

(14.111)

(14.112) 
по этому за-

(14.113)( 1 - г ) ( 1 - г е Т
и случайная величина Х — - ^  имеет математическое ожидание 

- ^ ( 1 — г). Пусть при п -^ с о  и г —*1 математическое он^идание
со

стремится к ^ п р „ .  Запишем г —
Л = о

Характеристическая функция случайной величины X  равна

Ит 1 - ) ■ = (1 (4.114)(А,Я \- 1 +  IJ.,n

Таким образом, случайная величина X имеет асимптотическое

распределение

X

dx которое мы будем рассматривать как
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распределение притока, поступающего в промежутке времени 
{t, t + l ) ,  т. е. за время единичного промежутка. Тогда распределе­
ние входящего потока за любой промежуток времени Т имеет вид

1
(Т)

г -1  --:L  
е dx. (14.115)

Для случая непрерывного распределения вероятностей нужно 
вычислить вероятность того, что не происходит запасания воды. 
Начнем с того, что рассмотрим приведенное выше геометрическое 
распределение как п-кратную свертку распределения {р„}, следо­
вательно, распределение самой функции {р„} есть л-кратная 
свертка. Ее производящая функция «корня» из {р„} имеет вид

р {г )  =  {1 — г ) "  {I — гг) " . (14.116)

Она может использоваться для вычисления Р(г) ,  а следова­
тельно, и {Я|}. ^

В данном случае Рй=^{\— г ) " ,   ̂ ^  , и вероятность.
того, что в водохранилище нет воды, для случая дискрет­
ного распределения равна

г
1 - рЧ!) ' ~

Рй

1 я ( !- /• )
1 (14.117)

( 1 - г ) «

При л —► оо эта вероятность стремится к 1— (предполагаем, 
что ( i i < l ) ,  т. е. к вероятности того, что для случая непрерывного 
распределения вероятностей в водохранилище нет воды. Можно 
строго показать, что данная вероятность определяется с помощью 
Н{ г ) — функции распределения величины Z , . В свою очередь, 
можно показать, что при >  О функция H{t)  определяется с по­
мощью интегрального уравнения

Я  (2 ) -  4 - [Я  (О +  0) -  Я  (О -  0) 1 =  Я  (г) - -^  (1 -  {.,) =

_ L  Г (1-,л,)(1-е-^»^)
2jc J /0-blog(1 - 1.,<0) (14.118)

Метод нахождения этого распределения будет теперь развиваться 
в различных направлениях.

Даунтон исследовал случай непрерывного распределения веро­
ятностей, рассматривая групповое поступление требований в слу­
чае дискретной модели. В случае непрерывного распределения 
объем группы и промежутки времени между группами стремятся
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к нулю. Поступление требований группами, содержащими п требо­
ваний, происходит в соответствии с функцией распределения

A {t )  =  \ - & - " \  0 < ^ < о о .  (14.119)

Пусть (О — функция распределения времени обслуживания 
группы, содержащей п требований, а C„(t) — соответствующая 
функция распределения времени ожидания. Требования обслужи­
ваются в иорядке поступления. Функция распределения времени 
обслуживания равна B{t) ,  а функция распределения времени ожи­
дания равна C{t) = P ( w ^ t )  при 0<! t < c o .  Выражение для за­
грузки имеет вид

Таким образом.
ос

1

оо •

J tdB (О 
о________

оо

J Ш ( 0
(14.120)

Если
оо

P„(s) =  je -^ 'r f5 „ (0 .

ТО, воспользовавшись уравнением (9.9), получим преобразование 
функции распределения времени ожидания

оо

T „ (s )= J e -^ 't /C „ (0  =  ( l - p )  { l « [1 -P «(s )l j \  (14.121)

Требуется определить
Ф(5) =  11т fn (s), (14.122)

при условии, что приток за конечный отрезок времени принимает 
конечное значение.

В случае дискретного распределения вероятность поступления 
ровно г групп за время i определяется законом Пуассона

а—Г е
П

а распределение общего числа требований, входящих в состав г 
групп, есть п-^кратная свертка функции 5 ^ (0 - Пусть t) —
преобразование Лапласа— Стилтьеса вероятности t) того,
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что в момент времени t число поступивших требований меньше х. 
На основании изложенного имеем

Ф„(5, 0  =  -
2

=  e x p { - « j f [ l  - ? „ ( « ) ] }•  (14.123).r\

Предположим, что для входящего потока, непрерывного 
во времени, F^{x, t ) - ^ F { x ,  t) при t —*oo. Соответственно имеем 
Ф„(«, ^)—*Ф(5, t). Условие непрерывности эквивалентно равен­
ству

Ш п [ \ - ^ „ (S)] =  -  . (14.124)

Левая часть этого выражения не содержит t\ следовательно, и 
правая часть не содержит t, откуда вытекает существование ре­
шения для стационарного случая при непрерывном входящем по­
токе, коль скоро он имеет аддитивное распределение. В правой 
части последнего выражения можно произвести подстановку и 
определиты|)(5).

В примере, который приводит Моран,

о

В этом случае

(14.125)

Ф{8, i) =  ( l + p s ) - ‘ 

( l - p ) s
s — log(l - f  ps)

Используя данное преобразование, определяем H{z).  
Введем обозначение

^  Ф («)•

(14.126)

(14.127)

(14.128)

Здесь член 1 — р представляет значение вероятности равен­
ства Z = 0 .  Следовательно, Ж («) есть условное преобразование 
Лапласа £ '(e “ '''^|Z> 0). Кендалл получил частное решение для 
нахождения обратного преобразования функции H4(s).

Описанный. метод перехода от дискретного распределения ве­
роятностей к непрерывному можно использовать также для опре­
деления функции распределения Н^{г) для плотин с конечной ем­
костью водохранилища.

14.10. Больницы и медицинское 
обслуживание

Флегль, сотрудник Университета Джонса Гопкинса, построил 
подробйую вероятностную модель, описывающую процесс оказания 
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медицинской помощи {250]. Рассматривается определенная сово­
купность людей, которые могут заболевать» случайным образом и 
обращаться за помощью к частнопрактикующим врачам, в поли­
клиники и больницы либо непосредственно, либо по этапам, на­
пример, больной—частнопрактикующий врач— клиника— боль­
ница— больной. После лечения пациент возвращается в совокуп­
ность. Не HCKnH>4aeTCH также возможность, что пациент может 
покинуть сово'купность и больше никогда в нее не возвратиться. 
Совокупность пополняется младенцами, поступающими из родиль­
ного дома; они рассматриваются как возможные пациенты, кото­
рым также может потребоваться медицинская помощь. Замечено, 
что потребность в обслуживании и характер требуемого обслужи­
вания изменяются с возрастом. Таким образом, сам объект, обслу­
живаемый рассматриваемой системой, изменяется. Точка зрения 
персонала медицинского учебного заведения относительно цели 
этого процесса отличается от точки зрения пациента по этому во­
просу, а у лиц, ответственных за работу учебного заведения, суще­
ствуют свои взгляды на этот счет.

Важной проблемой является сокращение времени лечения. 
Для правильного управления этим видом обслуживания и опти­
мального размещения пациентов для более полного использо­
вания системы было проведено исследование интенсивности по­
ступления пациентов на лечение и длительности обслуживания к 
проанализированы колебания общего числа пациентов, обслу­
женных в течение суток. Наблюдались (почти ежедневно) такие 
периоды, когда система была свободна, затем следовали пе­
риоды более интенсивного обращения за медицинской помо­
щью. Для большинства больниц почти всегда наблюдается 
заметное колебание числа пациентов в зависимости от времени 
года.

Путем наблюдений было установлено, что поступление пациен­
тов имеет пуассоновское распределение. Тяжело больные паци-; 
енты нуждаются в более длительном обслуживании; обычно про­
ходит значительное время, пока такой больной начнет вставать 
с больничной койки (оставаясь в больнице), становится более не­
зависимым и самостоятельным и требует к себе значительно мень­
шего внимания. В случае наличия тяжело больных, .которые пер­
выми занимают, обслуживающие устройства и раньше других 
получают обслуживание, рассматривается система с бесконечным 
числом каналов, если число .таких больных не превышает емкости 
системы. Для группы тех пациентов, которые нуждаются в неот­
ложной медицинской помощи и мало влияют на общую емкость, 
также применима систе.ма с бесконечным числом каналов. Прак­
тика показывает, что поток больных является пуассоновским, 
а время обслуживания имеет экспоненциальное распределение, за 
исключением случаев эпидемических заболеваний. Характер забо­
левания, а следовательно, и интенсивность поступления пациентов 
взаимно связаны.
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Существует приоритет, прерывающий обслуживание, когда тя­
жело больной пациенг поступает на лечение, а выздоравливаю­
щих пациентов просят покинуть больницу. Время лечения тяжело 
больных пациентов лучше всего описывается с помощью логариф­
мически нормального закона распределения (так как в данном 
/случае дисперсия велика по сравнению с математическим ожида­
нием), который приближается к экспоненциальному распределе­
нию. Дисперсию можно уменьшить, объединяя усилия обслужи­
вающего персонала по аказанию медицинской помощи. Это даст 
возможность принять большее число пациентов и лучше использо­
вать имеющиеся средства обслуживания.

Анализ различных видов медицинской помощи, в которой нуж­
даются пациенты, показывает, что комбинация параллельных и 
последовательных каналов, действующих совместно, обеспечивает 
более эффективное обслуживание, чем ряд последовательных ка­
налов, выполняющих те же функции. Так, два параллельных ка­
нала, каждый из которых может производить любое иэ двух видов 
требуемого обслуживания, могут действовать последовательно 
с двумя другими каналами, каждый из которых производит один 
из двух других видов обслуживания. Кроме того, в зависимости 
от потребности в обслуживании пациенты могут размещаться изо­
лированно в различных обслуживающих устройствах.

Рассматривается также система, в которую пациенты прибы­
вают с опережением или запаздыванием относительно назначен­
ного времени приема. Когда становится возможным появле­
ние отклонения любой длительности, имеем пуассоновский про­
цесс (он описывает предельный случай, когда происходит полная 
разладка расписания с запланированными моментами при­
бытия). Отклонения от графика последовательно связаны друг 
с другом.

Важным показателем эффективности для этого процесса яв­
ляется минимальная общая стоимость лечения. Сюда же включа­
ются и производственные потери вследствие болезни. Всеобъемлю­
щей аналитической модели, описывающей весь процесс, не суще­
ствует. Процесс разбивается на отдельные части, которые затем 
исследуются аналитически.

Изучая статистические материалы, связанные с проектирова­
нием лечебных учреждений, Бейли [24] рассмотрел проблему 
максимального использования ограниченных ресурсов: искусства 
врачей, лекарств, помещений, денежных средств и т. д. Можно 
произвести оценку совокупности с некоторой ошибкой, т. е. опреде­
лить число пациентов, обращающихся за медицинской помощью 
в данную группу больниц, производя выборку из списков адресов 
пациентов, поступивших в эту группу больниц в заданный период 
времени. Аналогичный анализ выполняется для соседних боль­
ниц, которые могут находиться во взаимодействии с этой группой 
больниц. Если в эту группу поступило а пациентов, а Ь пациентов 
поступило в соседние больницы, то доля пациентов, поступивших
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в эту группу больниц, равна а^Ь после умножения этой вели«
чины на N — статистическую оценку объема совокупности — по­
лучим число пациентов, поступающих в данную группу больниц, 
определенное с некоторой погрешностью. Просуммировав по всем 
округам, получим общий эффективный объем совокупности, опре­
деленный также с некоторой погрешностью. Просуммировав по

аьтвсем округам выражение получим дисперсию этого
числа. Допустим, что а и Ь — случайные величины, имеющие пуас­
соновское раапределение. Если а и & являются оценками, основан­
ными на постоянном выборочном весе К то приведенное выше вы­
ражение для дисперсии перед суммированием делится на Я.

Если характер обслуживания и длительность лечения изве­
стны, то время, затраченное на ожидание различного числа сво­
бодных коек, можно определить методами теории массового обслу­
живания. В больнице должно быть такое число коек, которое соот­
ветствует числу пациентов, обратившихся за помощью, и, кроме 
того, одна-две запасные койки на случай колебаний допускаемой 
длительности времени обслуживания. Влияние изменения интен­
сивности поступления пациентов (которая случайна) на среднее 
время ожидания не всегда можно объяснить. Напомним, что в ис­
ключительных случаях пациенты должны допускаться без ожида­
ния либо за счет выделения запасных коек, либо за счет увеличе­
ния времени ожидания тех пациентов, которые не нуждаются в не­
отложной медицинской помощи.

Аналогичная ситуация имеет место и в случае амбулаторных 
больных. Можно установить такой порядок приема больных, при 
котором для пациента определяется допустимое среднее время 
ожидания, находится соотношение между ценностью времени, док­
тора и ценностью времени пациента и допускается определенный 
риск иметь перерыв в работе. Назначенное время приема может 
колебаться, но в начале процесса не следует собирать большой 
очереди. Например, эксперимент, проведенный с помощью си­
стемы, в которой время приема больных было назначено заранее 
(средняя продолжительность консультации равнялась 5 минутам)» 

показал, что для того чтобы процесс протекал устойчиво, консуль­
тация должна начинаться в тот момент, когда прибывает третий 
пациент, а промежутки времени между приемом пациентов дол­
жны быть постоянными, чуть большими 5 минут.

В другой статье [19] Бейли приводит вычисления, которые по­
зволяют сделать вывод относительно путей уменьшения перегру­
зок в работе больниц. Перегрузки приводят к удлинению времени 
обслуживания и, таким образом, уменьшают емкость к пропуск­
ную способность лечебного учреждения, когда число имеющихся 
обслуживающих устройств ограничено.

В еще одной статье [22] Бейли рассматривает среднее время, 
в течение которого пациент должен ожидать, пока освободится
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одна из с больничных коек, если пациенты образуют пуассонов­
ский поток с параметром Я, а время пребывания в больнице имеет 
экспоненциальное распределение с параметром р [ом. (4.130)]. 
Бейли показал, что длительное ожидание в очереди в значительной 
степени связано с постепенным накоплением невыполненного ра­
нее обслуживания. Если бы с помощью экстренно принятых мер 
ужалось устранить перегрузку, то время ожидания стало бы более 
коротким за счет лишь незначительного увеличения числа суще­
ствующих коек. При этом максимальное число коек должно быть 
больше средней потребности в обслуживании. Можно использо­
вать также формулу, позволяющую определить сокращение сред­
ней длительности лечения с целью достижения приемлемого вре­
мени ожидания. Некоторые работы Бейли, посвященные группо­
вому обслуживанию, применяются для исследования оптимальных 
методов составления расписания приема амбулаторных больных.

14.11. Проектирование помещений 
для кафе

Детальное исследование важных вопросов, связанных с проек­
тированием помещений для кафе, выполнил Чартренд [ИЗ]. Он 
провел всесторонний анализ причин задержек при обслуживании 
посетителей кафе. Чартренд рассмотрел такие вопросы, как сокра­
щение времени ожидания и времени обслуживания; возможность 
обслуживания большего числа посетителей у буфетной стойки; 
раздельное размещение различных блюд и быстрая подача их по­
сетителям, при этом обслуживание каждого клиента начинается 
раньше, чем в том случае, когда все блюда сосредоточены в одном 
месте. Чартренд показал, что задержки вызываются следующими 
причинами: 1) -изменение числа постоянных клиентов, ожидающих 
в очереди; 2) медленное обслуживание вследствие того, что офи­
цианты плохо обучены, или вследствие того, что кафе неполностью 
укомплектовано обслуживающим персоналом; 3) непродуманное 
размещение горячих закусок и кофе, а также неудачное располо­
жение кассовых аппаратов; 4) разнообразное меню.

Была поставлена задача установить равновесие между време­
нем простоя обслуживающего устройства и временем ожидания 
посетителей. Для нахождения решения были рассмотрены: рас­
пределение входящего потока, число имеющихся буфетных стоек, 
виды обслуживания, а также различные дисциплины очереди. Было 
предложено параллельное размещение различных блюд (на­
пример, дессерта), так как при последовательном размещении 
блюд увеличивается среднее время обслуживания для всех посе­
тителей. В случае параллельного размещения блюд клиент сразу 
выбирает то, что ему нужно, и становится в соответствующую о-че- 
редь; при этом клиенты, прибывшие раньше и также производя­
щие выбор закусок, не задерживают его, как это имеет место 
в случае последовательного размещения блюд. Но даже и при 
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последовательном размещении можно избежать перегрузок, на­
пример, путем соответствующей группировки различных блюд.

Важным показателем является время продвижения в очереди 
одного клиента, когда его не подталкивают клиенты, стоящие 
сзади, и не задерживают клиенты, стоящие В1переди; это время 
должно сокращаться. Нужно сокращать также и время, которое 
клиент тратит на обслуживание [ожидая, пока продвинутся кли­
енты, стоящие впереди (также находящиеся на обслуживании)]. 
Это можно сделать, например (в процессе решения этой задачи), 
путем сокращения числа посетителей, стоящих впереди. Обычно 
среднее время обслуживания клиента, который регулярно поль­
зуется услугами кафе, меньше, чем время обслуживания клиента, 
который посещает кафе от случая к случаю.

Кроме тех вопросов, о которых уже упоминалось ранее, было 
рассмотрено также сокращение времени продвижения в очереди 
и времени обслуживания за счет того, что по окончании обслужи­
вания посетители должны сразу покидать кафе. Можно добиться 
сокращения времени обслуживания также с помощью следующих 
мер: устранение многократных остановок при выборе блюд; обес­
печение возможности свободного выхода из очереди; исключение 
необходимости обращаться к обслуживающему персоналу, напри­
мер, при отпуске некоторых продуктов в расфасованном виде; вы­
полнение минимального числа движений в процессе обслуживания. 
Те блюда, выбор которых производится в порядке самообслужива­
ния, должны размещаться параллельно движению очереди. Было 
рассмотрено несколько схем процесса обслуживания и произве­
дена их оценка.

14.12. Запасные забои угольной шахты
Тафт и Бутройд [839] рассмотрели следующую задачу, которая 

относится к типу задач об обслуживании станков. Для добычи не­
обходимого количества угля нужно иметь т  угольных забоев. 
Кроме этого числа забоев, нужно иметь также определенное чи­
сло S запасных угольных забоев, чтобы во время подготовительных 
работ производить замену разрабатываемых забоев. Как только 
число разрабатываемых забоев становится меньше m + s ,  бригада 
начина’вт зачистку забоя. Работы ведут с бригад; следовательно, 
если требуется подготовить больше, чем с забоев, остальные забои 
должны ожидать. Прекращение работы в забое — ■пуассоновский 
процесс с параметром Я, а время зачистки забоя имеет экспонен­
циальное распределение с параметром р.

Предположим, что разработка забоя и его зачистка произво­
дятся без задержки. Допустим, что все забои одинаковы (хотя 
на практике этого может и не быть). В действительности число 
работающих бригад при необходимости можно увеличить. При рас­
смотрении распределений случайных величин принимаются некото­
рые полезные упрощения. Если P „ { t ) — вероятность того, что
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P'nit)- (14.129)

В процессе подготовки и в процессе ожидания находится п забоев, 
то при имеем

— {тХ +  Л!х) {/) +  тХЯ„_, (/;) +  (n - f  1) {t),
0 < r t < c ,

-  {nik +  cjx) P„ {t) +  mXP„_, {t) +  C[xP„+, (0 ,

— {(m +  s — n)X +  fix]P„(^)4- (ot +  s — n +
+  l)X P „-i(^ )+ ctxP „+ ,(/), s < « < / r e  +  s;

при s < c
- (wX +  /t[x) P„ {t) +  rnXP^ î (̂ ) +  (й +  1) ^Pn+l (0 .

0 < « < s ,
-  [(»i +  s -  « ) X +  rtfi,] P„ {t) +

+  (от 4~ S ^ +  1) ХЯ„_1 (t) -f- («■ +  1) \̂ Pn + l (̂ )>
s < n < c ,  (14.130)

— [(от +  s—  X +  C}i] P„ ( )̂ 4"
-f- (/И +  s — n-\- 1) XP„_, {t) -|- C^P„+\ (0>

C < n < O T  +  S.
и P _ ,(0= P ;;,+ ^ + l(^ ) =  0.

Решение уравнений для стационарного состояния при s с 
имеет вид

P'n î) =

Р п -

,  с .

б : < / г < 5 +  1,

п\
П̂рЛ

с!с"-^ (14.131)

При S <^с имеем

ш\ш̂Ь s<«<OT + S.
( я г +  5̂ — и ) ! с ! с "  и  ’ 1

яг«рП/)о , Л < 5  +  1,

s ^ n ^ c ,

, i:< ;«<O T 4-S .
Из соотношения

л!

т\
п 1{т  S —  п)\

____ m\m̂^̂ pQ_____
с\ (т  ^  S —  п)\

т +S

2  р я = 1/2=0

(14.132)

находим ро. Среднее число запасных забоев, сохраняемых одновре­
менно, равно

2  ( 5 - « ) / ? „ .  (14.133)
/2 = 0
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Средняя доля потерянного рабочего времени (когда n>s )  равна
т S

2  (14.134)
Л = 5-h 1

Упражнение. Проверьте приведенные решения уравнений. Убе­
дитесь в справедливости двух последних выражений.

Можно определить оптимальные значения 5 и с с тем, чтобы 
поддерживать состояние равновесия между стоимостью запасных 
забоев и стоимостью потерянного рабочего времени в действующих 
забоях. Можно использовать также графический анализ для по­
лучения решений, которые обычно трудно найти другими спосо­
бами.

14.13. Шумы в полупроводниках как 
задача массового обслуживания

Этот вопрос представляет интерес, главным о>бразом, для науч­
ных работников, занимающихся приложениями, и инженеров, 
Белл [38] исследовал шумы в полупроводниках как задачу теории 
массового обслуживания. Понятие об автокорреляционной функции 
уже давалось в задаче, помещенной в конце гл. 4. Энергетиче­
ский спектр есть косинус-преобразование Фурье для автокорреля­
ционной функции.

Очень важной проблемой при изучении шумов в полупроводни­
ках является расчет энергетического спектра, интенсивность кото­
рого неограниченно возрастает при уменьшении частоты. Однако 
с помощью времени релаксации не всегда можно легко определить 
энергетический спектр. В некоторых случаях решение получить 
проще, если определение скорости, с которой носители зарядов по­
кидают зону проводимости, рассматривается как задача массового 
обслуживания и не связывается со временем релаксации. Рассмат­
риваемое явление связано с наличием тока; это означает, что носи­
тели зарядов перемещаются из центров, в которых они вознр̂ кли, 
а время рекомбинации зависит от времени, необходимого для оты­
скания какого-нибудь другого свободного центра, и не зависит от 
вероятности попадания носителей зарядов обратно в те центры, где 
они возникли.

Задача определения шумов в полупроводниках представлена 
Беллом как задача массового обслуживания при следующих усло­
виях:

1. Носители зарядов образуют очередь в зоне проводимости.
2. Элементы, составляющие очередь, присоединяются к ней 

в случайные моменты времени в результате возбуждения из исход­
ного уровня; обычно это возбуждение является случайным процес­
сом.

3. «Выводы обслуживающего устройства» — это свободные 
уровни, на которые могут возвращаться носители зарядов {или
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возможные реком|бчнационные центры, если не накладывается 
ограничений на способ возвращения носителей зарядов из зоны 
лро1водимости к уровням).

4. Длительность времени, в течение которого заняты выводы об­
служивающего устройства, равна промежутку между моментом вре­
мени, когда уровень занимается носителем заряда, и моментом 
времени, в который он снова становится свободным, когда в резуль­
тате возбуждения носителя заряда он снова возвращается с этого 
уровня в зону проводимости. Предполагается, что длительность 
этого промежутка времени описывается статистически с помощью 
экспоненциального распределения со значением математического 
ожидания, которое определяется энергией возбуждения через тер­
модинамическое соотнощение между «свободным» и «связанным» 
временем. (Это соотношение дает только значение пропорциональ­
ности, действительное время зависит также от «частотного скачка» 
релаксационного процесса.)

Рассматриваемая модель предполагает, что любая малая об­
ласть полупроводника содержит; 1) некоторое число свободных 
мест, образованных теми возбуждениями носителей зарядов, кото­
рые происходят в этой области; 2) некоторое число носителей заря­
дов, определяем1ое числом возбуждений, происходящих в этой и 
смежных областях. Хотя 'Оба эти числа имеют одинаковые средние 
значения, они не могут быть в точности одинаковыми в любой мо­
мент времени. В данном случае имеем ситуацию, напоминающую 

ту, которая рассматривалась в случае работы телефонных систем. 
Хотя общее число выводов коммутатора соответствует среднему 
числу поступающих вызовов, все же возможны локальные отклоне­
ния, которые приводят к полной занятости, и отдельные абоненты 
вынуждены ожидать в течение времени, длительность которого не 
имеет явной связи с  длиfeльнocтью процесса обслуживания.

Автокорреляционная функция имеет вид

Ф(х) =  | р ( > ^ ) Р ( > ^  +  х) аГ̂ .

Здесь вероятность P ( ^ t )  находится из уравнения (11.76) (так как 
число выводов велико и возбуждения возникают случайным обра­
зом), в котором функция Шлефли заменена функцией Ганкеля; 
между этими двумя функциями существует определенное соотно­
шение. Функция Ганкеля табулирована. Несмотря на упрощение 
вероятности Р ( !> /) ,  БелЛ не смог получить выражение для энерге­
тического спектра из-за аналитических трудностей. Эти трудности, 
заключаются в том, что формулы теории массового обслуживания 
не применимы при интенсивностях поступления требований, боль­
ших или равных интенсивности обслуживания; если выполняется 
подобное неравенство, поступление требований в систему образует 
расходящийся процесс; в случае выполнения равенства число тре- 
(бований, находящихся в очереди, становится неопределенным, од­
ним из возможных значений является бесконечность. Аналогично' 
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ведет себя и время ожидания. Одной из трудностей аналитического 
представления энергетического спектра шумов в полупроводниках 
и является то, что в данном случае мы сталкиваемся именно с та­
ким неогоределенным случаем. То обстоятельство, что существова­
ние низкочастотного предела не было подтверждено эксперимен­
тально, т. е. интеграл энергетического спектра расходится, озна­
чает, что распределение времени существования также не имеет 
сходимости, что может иметь место только в такой системе массо­
вого обслуживания, в которой интенсивность поступления требова­
ний равна интенсивности обслуживания. По этому поводу см. 
также [749Ц.

14.14. Другие приложения
Эдай tl93] использовал различные положения теории массового 

обслуживания для анализа 'работы в установившемся состоянии 
пунктов сбора платы за проезд транспорта по шоссе. Он разработал 
оптимальную схему назначения различного числа сборщиков в раз­
личное время суток. Использование его метода позволило умень­
шить расходы, связанные с организацией этого процесса, и обеспе­
чило лучшее обслуживание.

С помощью м'етодов теории массового обслуживания Брай- 
хем {84] определил для заводов фирмы «Боинг» ч1Исло рабочих, ко­
торое должно быть занято на выдаче инструментов. В кладовых 
завода хранится большое число различных инструментов, которые 
необходимы рабочим, занятым в мастерских я на сборочных ли­
ниях. Постановка задачи была вызвана жалобами мастеров, у ко­
торых рабочие подолгу простаивали в очереди за инструментом. 
Напрашивался вывод, что компания должна нанимать новых лю­
дей. Однако администрация, испытывая финансовые затруднения, 
была вынуждена сокращать накладные расходы и уменьшать чи­
сло рабочих. Оптимальное число рабочих было определено с по­
мощью математического расчета.

Сеопаньяк (760] рассмотрел вероятность ожидания Р (> 0 )  в мно­
гоканальной системе с пуассоновским входящим потоком интенсив­
ности а требований в единицу времени и экспоненциальным распре­
делением времени обслуживания при обслуживании требований 
в порядке поступления, а также определил оптимальное число с 
контролеров, необходимое для проверки производственного про­
цесса. Время обслуживания включает в себя также и время пере-

/*хода на 'пункт обслуживания. Если г =  — отношение стоимо­
сти единицы времени ожидания проверки к стоимости простоя кон­
тролера в течение одной временной единицы, то нормированная 
стоимость выражается как

{ с ~ а ) ~ г а Р ( >  0) с >  а.
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Получены графики, изображающие нормированную стоимость 
как функцию от а для различных значений с и различных значе­
ний г. Затем для фиксированных значений с и различных значений 
г строится семейство кривых, которые (пересекаются с соответствую­
щими кривыми для следующего значения с к того же самого значе­
ния г. Точки пересечения соединяются прямой линией. Другая 
линия проводится через точки пересечения этих кривых с теми, ко­
торые получены для малых значений с (по существу, это метод 
Брайхема). Зона, заключенная между этими двумя линиями, по­
зволяет определить такое число контролеров, при котором обеспе­
чивается минимальная нормированная стоимость, соответствующая 
данной интенсивности поступления требований.

Шиллер и Лейвин (754] применили моделирование с помощью 
метода Монте-Карло с целью определения протяженности новой 
площадки для погрузки и разгрузки автомобилей, которая оборудо­
валась перед объединенным складом. При этом должен был обслу­
живаться такой поток грузов, который раньше поступал к трем 
складам. Все исходные данные были разделены на 14 категорий 
в зависимости от грузоподъемности автомобиля, характера перево­
зимого груза, расположения склада и т. д. Грузовые автомобили 
были разделены на два класса, каждый из которых имел различное 
экспоненциальное раюпределение времени обслуживания. Движение 
автомобилей моделировалось для погрузочных площадок, способ­
ных принять одновременно 12, 15, 18 и 21 автомобилей. Было вычи­
слено время ожидания и число ожидающих автомобилей. После 
рассмотрения процесса в течение нескольких суток и правильного 
усреднения оказалось возможным описать этот процесс с помощью 
теории массового обслуживания для площадок, способных принять 
различное число автомобилей.

Делькур (174] рассмотрел задачу, в которой требовалось опре­
делить, какое количество нефти должна подавать каждая из не­
скольких насосных станций, принимая во внимание вероятность до­
пустимой длительности ожидания поступившей заявки. Поскольку 
общая потребность в нефти возрастает с каждым годом, то каждый 
насос должен будет работать в течение более длительного времени; 
это означает, что и время ожидания для поступающих заявок бу­
дет более длительным. Однако насосы не работают непрерывно. 
Таким образом, в пределах заданного плана обеспечения заявок 
важно установить продолжительность времени, в течение которого 
должны работать насосы, допуская возможность некоторой за­
держки в удовлетворении заявок.

Было найдено распределение входящего потока и распределе­
ние времени обслуживания для каждого насоса, проведена их 
статистическая проверка и приняты допущения, упрощающие вы­
числения. Затем с помощью теории массового обслуживания (рас­
сматривалась система с пуассоновским входящим потоком и экспо­
ненциальным временем обслуживания в стационарном состоянии) 
было определено среднее число ожидающих заявок, среднее время 
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ожидания в очереди, среднее время пребывания в системе и т. д. 
Это позволило также определить, какое количество нефти можно 
перекачать дополнительно.

Возможны и другие приложения теории массового обслужи­
вания (многие из перечисляемых здесь приложений теории вполне 
реальны). С помощью теории массового обслуживания можно ис­
следовать прибытие пароходов в порт и их разгрузку; доставку 
грузов автомобилями; проход судов через узкие каналы, напри­
мер через Суэцкий канал; высадку пассажиров в иностранных 
портах и проведение таможенного досмотра; ожидание в очереди 
к различным обслуживающим устройствам, например в парикма­
херских, в магазинах самообслуживания и универмагах, в театрах, 
на стоянках такси, на автобусных остановках и т. д.; прохожде­
ние молекул газа через отверстие; действие катализаторов в хими­
ческих реакциях; фильтрадию; почтовые операции; производствен­
ные процессы; технический осмотр автомобилей; работу конвей­
ера; протекание нервных реакций; телеграфную связь и доставку 
почтовых отправлений, обладающих приоритетом; работу желез­
нодорожных сортировочных станций.

В Соединенных Штатах теория массового обслуживания мо­
жет найти важное применение в связи с тем, что вследствие не­
хватки судей растет число случаев, когда откладывается судебное 
разбирательсто и вынесение приговоров. Если бы удалось, прове­
сти психометрические измерения процесса мышления и процессов 
возникновения импульсов и целенаправленных возбуждений, по­
ступающих в нервную систему и головной мозг, то можно было 
бы исследовать процессы высшей нервной деятельности человека, 
выраженные через взаимное влияние различных факторов, через 
заявки на выполнение действий (умственных, физиологиче­
ских или физических), через ошибки в назначении приоритетов, 
через задержки в обслуживании заявок с высоким приоритетом 
и Т. /Д.

З а д а ч и

1. Предположим, что автомобили прибывают к участку с однорядным дви­
жением, как принято в статье Таннера, имея экспоненциальное распределение 
промежутков времени между машинами с математическими ожиданиями, рав­
ными соответственно 0,2 и 0,5. Используя для моделирования этой задачи ме­
тод Монте-Карло, найдите среднее время ожидания для автомобилей, прибли­
жающихся с обеих сторон. Время, необходимое для проезда любого автомо­
биля через этот участок, равно 0,1 мин.

2. Воспользовавшись статьей Брайхема [84], вычерчите некоторые кривые, 
которые применяются ̂ при таком анализе.

3. Допустим, что
(кту

с\

k =0

{\Т)^
k\
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Вычертите ряд кривых для Dq как функции от с для значений ХГ, лежащих, 
в пределах от 0,01 до 9,0 [182]. Доу в письме редактору журнала Operations 
Research сообщает следующие две задачи:

а) За три года, в течение которых были собраны эти данные, с самолетов,
базировавшихся на одном из авианосцев в Южной Америке, было снято- 
253 распределителя зажигания для проведения полной разборки и ремонта. 
Анализ записей в книге ремонта показал, что средняя продолжительность ре- 
монта составила 37,6 дней. Обслуживающий персонал, несущий ответственность 
за сборочные работы и знакомый с требованиями безопасности, считает, что 
гарантированный срок хранения запасных распределителей зажигания состав­
ляет два года. Каким должно быть начальное число запасных деталей? Было 
показано, что ро=0,0059; с помощью графиков было найдено с=1б за­
пасным деталям.

б) После окончания обслуживания посетителей бара официантка должна 
сдавать деньги в кассу. В среднем за час она подает 16 чашек кофе, а затем* 
в течение 45 минут ожидает, пока посетители закончат еду. Если каждая чашка- 
кофе стоит 60 сентаво и официантка будет стремиться к тому, чтобы обслуг 
жить всех посетителей (допускается возможность потери лишь одного клиента 
из тысячи), то какую сумму денег она должна внести в кассу? В данном слу­
чае ХГ=12, ро=0,001, следовательно, с=24 и сумма наличных денег составит 
144 песо. Один песо равен ста сентаво*

С помощью приведенной выше формулы покажите, что при 
пуассоновском входящем потоке с параметром Х=:2,24 вызовов в час и сред­
ней продолжительностью разговора Г=0,00625 часа при ро==0,001 число каналов' 
должно равняться двум. ..

4. Рассмотрим с-канальную систему с потерями, в которую поступает 
пуассоновский поток с параметром X, а время обслуживания имеет экспонен­
циальное распределение с параметром |х. Предположим, что если занято Ь<с 
каналов йри фиксированнОхМ значении Ь и поступает новое требование, то все- 
каналы оказываются занятыми или запертыми вследствие неисправности прибо­
ров. Однако каналы становятся свободными в моменты окончания обслужива^- 
ния требований. Если все каналы заняты или, заперты, то требования теряются. 
Если начальное число требований, имеющихся в момент времени равно «V 
то можно записать систему уравнений [795]

Рш (0  =  -  (  ̂ +  (0  +  Щ , п-х (0  +  (я +  1) \̂ Pi, „ + 1  (0 . (0 < И  <  Ь),
Рщ (0 =  — яХР;„ (0 +  (и +  1) n + l ( 0 .  * — 1 < л < с - 1,

Покажите, что решение этих уравнений для стационарного состояний  ̂
имеет вид

Р п
1 /  X Ч'*

=  р^>иг{-у )  ’ •••>*’

n =  k + \ ..........с.

и из соотношения ^  рп—  ̂ определите р̂ - Покажите, что при Ь =  с — 1 по-
Л = о , .

лученное решение превращается в формулу Эрланга. Найдите вероятность
с . ' '

полной занятости 2  Рпу т. е. вероятность того, что требование теряется. 
п = Ь

Вычислите интенсивность поступления требований, допускаемых к обслужи­
ванию:

ь
Xq =  2  P̂rf

rt =0
430



X — Хо
Заметим, что в этом случае вероятность полной занятости равна — -----. Общаж

X
загрузка равна — , а загрузка требованиями, допускаемыми к обслуживанию,—  
X ^
— . Среднее число каналов, занятых реальными требованиями (в отличие от
«ложных» требований, которые приводят к запиранию системы после того, как 
оказываются занятыми Ь каналов), равно

2  '̂ Pn +  «Pc■л = 0
Загрузка за счет «ложных» требований составляет

с — I

2  "Рп’

(1)

(2>
п = Ь+1

при  ̂=  с — 1 она равна нулю. Вычислите общее среднее число занятых ка- 
с

налов 2  ^Рп и покажите, что оно равно сумме выражений (1) и (2). 
л = о

5. В с-канальную систему с ожиданием поступает пуассоновский входящий 
поток с параметром X, время обслуживания имеет экспоненциальное распреде­
ление с параметром р. Предположим, что имеется q мест для ожидания. Если 
все эти места заняты, то вызов теряется. В этом случае нарушение работы 
состоит в том, что, когда в системе уже находится с<,Ь вызовов, вновь посту­
пающий вызов приводит к запиранию всех остальных мест для ожидания. Та  ̂
КИМ образом, для состояний 6-1-1, . . . ,  c-\-q единственно возможным переходом:, 
является окончание обслуживания.

Уравнения для стационарных вероятностей имеют вид [795]

Хрл-1 — (X +  Щ)Рп +  (л +  1) РРл+1 =  0» — 1,

Х/?л-1 — (X +  c\L)pn +  =  0,

— + ^ л + 1 = = 0 , 6 +  1 < п < с +^^““ 1,

Ipb — ci^Pc+q =  0.

В данном случае нормирующим условием является
с
2  /’« =  *•л =0

Найдите решение этой системы уравнений и покажите, что при b—c + q — ¥  
оно приводится к формуле Эрланга для смешанной системы, в которой может' 
ожидать ограниченное число требований. Если ^7=1, то Ь — с. Покажите, что при  ̂
бесконечном значении q и конечном значении Ъ имеем Ро=0 и стационарное ре­
шение не существует. Если параметры 6 =  с-1-(у— 1 и q равны бесконечности, 
то получим предельное распределение Эрланга для системы с потерями при' 

X
р = — <1.  Найдите интенсивность поступления требований, допускаемых нз^ср.
обслуживание:

Х„ =  X 2  
. я= о
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Покажите, что ““  — среднее число требований, допускаемых на обслу-г*
живание. Вычислите вероятность полной занятости

с q ^

S  Рп/2 = ^+1
И загрузку за счет потока ложных требований

с + q - l

с 2  Р"-
п =

С + q

Среднее время ожидания для всего потока равно 2  Рп- Пока-
п = с

жите, что это выражение можно разбить на время ожидания для реаль­
ных требований п время ожидания для ложных требований. Вычислите за­
грузку, соответствующую поступлению ложных требований:

c + q -  1 
2  '̂ Pn̂

п = b +  l

Заметим, что вероятность того, что время ожидания /г-го требования 
больше tf равна

VPnOi) — Г (сях)" ' 
“  J  (и — с)!

П —С _ 11СХ
c\lcLx , с .

Отсюда найдем распределение времени ожидания
ь -\

P ( > t ) =  2  '«^ni>t)Pn+Wc+q-A>t)Pb-

Вычислите это выражение при b=̂ c-\̂ q — 1, что справедливо для смешан­
ной системы Эрланга. Если оо.то получим экспоненциальное распределение, 
соответствующее классической системе с ожиданием. Покажите, что вероят­
ность ожидания 1 — ^ (= 0 ) равна

1 — р
Покажите, что среднее время ожидания равно

р [ \ ^ р ( =  0)] [д  ̂ +  ( Ь ^ С + 1 -

Ц 1 - Р )
■я)]

Покажите, что для нахождения среднего числа действительно ожидающих 
требований

ь
2  ^̂  ̂— ̂ )̂Pn +  qPg+ĉ

п = С

нужно умножить на среднее время ожидания.
6. В одноканальную систему поступает пуассоновский поток; время обслу­

живания в приборе, управляющем входящим потоком, имеет экспоненциальное 
распределение с параметром т]*, время обслуживания в канале имеет экспонен­
циальное распределение с параметром jx; требования обслуживаются в порядке
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поступления. Покажите, что распределение времени ожидания в очереди (ис­
ключая время обслуживания) имеет вид

ОО ^  о о  ^
Р ( > 0 =  2  Р ( < - 1 Д )  U o O . y)dy+ 2  0 ( ^ - 1 -  0) U . ( ^  y)dy.

преобразование Лапласа функций и gu соответственно, имеет вид

g \  ( / ,  S) =  g-* (г, S) = р. +  5 -а̂ +1

Здесь ^1 (/, t) — плотность вероятности того, что требование, поступившее в си- 
•стему, когда в очереди находится i — 1 требований, будет ожидать в течение 
времени t, и при этом. оказывается, что управляющий прибор занят. Аналогично, 
go(i, t) — та же плотность вероятности при свободном управляющем приборе. 
(Указание: общая длительность времени, затраченного после ожидания в оче­

реди, равна сумме двух случайных величин, имеющих экспоненциальное рас­
пределение с параметрами т] и р.)

7. Покажите, что в аналогичном случае при бесконечном числе каналрв 
имеем

Р (>  f) е - '

Среднее время ожидания равно и />(=0) = — .Yj —X
8. Допустим, что в системе с N возможными позициями, установленными 

равномерно по окружности, в /-ю позицию поступает пуассоновский поток с па­
раметром Xj и обслуживается одним оператором, который движется по кругу 
все время в одном и том же направлении, последовательно обходя все позиции. 
Время обслуживания имеет экспоненциальное распределение с параметром р,. 
Если оператор занят, то требование теряется. Когда система свободна, оператор 
остается в позиции, которая обслуживалась последней. Когда поступает новое 
требование, оператор немедленно перемещается в эту позицию, чтобы произвести 
обслуживание поступившего требования. Пусть Pj {t) — вероятность того, что 
в момент времени t оператор находится в /-й позиции и он свободен, а Q / ( / ) — 
вероятность того, что оператор находится в /-й позиции и занят обслуживаниекг^ 
требования. Пусть также

N  N

р (0  =  2  ^ ( 0 = 2  ^/(0-
1-1 1-1

N
Заметим, что Р(^) +  Q(Q =  1. Пусть Х =  2  Вероятность того, что за

/=1
время dt оператор, который находится в t-fi позиции, будет вынужден 
переместиться в /-ю позицию и будет производить обслуживание требо­
вания, поступившего в )-ю позицию, равна 'kjdt. Если в /-й позиции нет требо­
ваний, подлежащих обслуживанию, то при i—j вероятность этого события равна 
\idt, а при i ^ j  она равна нулю. Если оператор занят в У-й позиции, и в /-й по­
зиции нет требований, ожидающих обслуживания, то эти вероятности равны 
[i>dt. Если в /-Ю позицию поступает одно требование, то оно будет потеряно, так 
как оператор занят; значит, он останется в t-й позиции. Следовательно,
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вероятность того, что оператор переместится в эту позицию, равна 1 — \idt при 
и равна нулю при i Ф /. Уравнения перехода имеют вид

Решите эти уравнения для стационарного случая. Решите задачу для нестацио­
нарного случая при помощи преобразований Лапласа. Найдите решение для 
стационарного состояния, беря обратное преобразование Лапласа и пере­
ходя к пределу, а также путем вычисления значений Иш sP', (s) и lim sQj (5),
когда рассматриваются преобразования Лапласа функций Pj(f) п Qj(i) с па­
раметром S (неопубликованная работа Сиски);

9. Допустим, что требования поступают на обслуживание из конечной со­
вокупности объема N (такая система рассматривается в этой главе при решении 
задачи Энгсета—О’Делла) и интенсивность поступления требований пропорцио­
нальна числу требований, еще не находящихся в системе. Если Л — число тре­
бований, находящихся в системе, то вероятность того, что в стационарном со-, 
стоянии занято х каналов, полученная О’Деллом, аналогична формуле Эрланга 
для случая конечной совокупности:

( Л [ ^ г __________________
. + « + ( л  +■■■+(л

Доля теряемых требований равна

^  +  +  [- N - A  ] '  +
X

N — A 
Л

■]' +  ... +

Для системы с с параллельными каналами, в которой ожидание невоз­
можно, время обслуживания имеет экспоненциальное распределение и число ис­
точников N конечно; выражение для вероятности потери требования, полученное 
Энгсетом, имеет вид

\с

Pn =
( " »  ‘ ) { | 1 - р0-|.„)| 1

k =0
где ,р =  — ; Xdt —  вероятность поступления в систему для каждого требова­

ния из конечной совокупности; 
р. — интенсивность обслуживания.

Вероятность того, что все с каналов заняты, равна

( » ) { I

1 ( Л{ - — г
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Определите, какая связь существует между этими двумя формулами? Пред­
положим, что интенсивность поступления требований в систему равна (N — i)a. 
Выразите а через р и

10. В своей статье [139] Коэн детально рассмотрел телефонную систему 
с с каналами, имеющими одинаковое экспоненциальное время обслуживания
с параметр01м Входящий поток— пуассоновский с параметром vs. Рас*
сматриваетгя вызов, который застал все каналы занятыми. Вызов можно по­
вторить; время до повторного поступления вызова имеет экспоненциальное рас­
пределение с параметром vs, где v — постоянная величина. Если поток, посту­
пающий в группу каналов, обладает интенсивностью а=5/г, то средний период

h
повторения вызова равен — . Кроме того, допустимое время ожидания вызова,
поступившего во время полной занятости, имеет экспоненциальное распределе­
ние с параметром ps, где \х — постоянная величина. После того как допусти­
мое время ожидания израсходовано, вызов теряется. Среднее время ожидания 

h
равно — . Величины v и р являются показателями, описывающими характер
абонента. Допустим, что как только число вызовов, поступивших во время 
полной занятости, становится равным щ и их время ожидания не истекло, вновь 
поступающий вызов теряется и не может быть возобновлен. После определе­
ния Р(х, у, i) (вероятности того, что в момент времени t занято х каналов 
и имеется у возобновленных вызовов при начальных условиях х=Хо, у —Уо* 
t^to) можно найти также число занятых каналов, вероятность того, что все 
каналы заняты, и ртносительное число потерянных вызовов.

Покажите, что эта система описывается приведенными ниже уравнениями. 
Укажите, какие известные вам задачи массового обслуживания можно решить 
путем использования подобной модели.

Р {х, у,  ̂4- А̂ ) =  sMP {х — 1, у, )̂ +
(у - f  1) Р ( л г —  1, у +  1> t) ш М  (у +  1) Я (-У, У  +  1, о

+  h
. {x +  \ )P {x  +  h У. t)M  

+  h
М 1

У'

-  +

+  [1 — —у(|Хй + ve) —

о  <  X  < п ,  0 < у < / г е ,

Р {х, у, i +  ДО =  s^tP (п — 1, у, о  +
( у +  1)Я(И — 1, у +  1, О^аД/

+

+

+  ( у + 1 ) Р ( л ,  у + 1 ,  о  

yiia^t nAt

liaAt
+  зШ {п ,  у — 1, 0  +

О - sA/-
iiaAt tiAi \

У' 0<у<гпу

( д : + 1 ) ^ ( ^  + 1, т, t)At 
hР{х, m, Ai) =  sAtP{x— 1, m, -f

Г At xAi I
4- 1 — sAt— m 4- ^  Pi^y 0 <  л: <  л, у =  m,

Р(л, m, t +  A{) =  sAtP(n — 0  +  sAtP{n, m — 1, 4-
(  Л4-11 — may. —j^ — -  I P (n, m, t), л: =  w, у =  m,

n m

Заметим, что 2  ^  P(x, у, f) =  1.
ДГ = 0 у =0
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Эти уравнения обычным способом приводятся к системе дифференциально­
разностных уравнений. Коэн получил решение этих уравн^ий для стационар­
ного случая. Он показал, что стационарное состояние существует при m оо. 
Были рассмотрены некоторые частные случаи для различных значений пара­
метров fx, V и т .  Для систем с потерями и систем с ожиданием получены из­
вестные формулы Эрланга, Молина и Пальма. В частном случае, когда т-^ <х>, 

/  V \ h
(х->0, у =  р, среднее время ожидания —  и среднее время возоб-

h
новленйя неограниченно возрастают. Это означает, что вызов, поступив­
ший во время полной занятости, всегда останется в системе и возобновляется 
лишь через очень продолжительный промежуток времени. Таким образом, рас­
пределение входящего потока, состоящего из первоначально и повторно посту­
пающих вызовов, является пуассоновским с математическим ожиданием 
{а-\ г)К где е должно быть определено. Покажите, что распределение числа 
занятых каналов является эрланговским, т, е.

{а  4-

f{x)^
х!

+  о
где

=  ... +4г>^”

Покажите, что интенсивность потока принятых требований составляет 

«л — (х) =  (а +  £) [I — Е„ (а +  е)],

где
= / ( « ) .

Если бы каждый возобновляемый вызов рассматривался как новый, то
(л +  ®)число вызовов, потерянных в единицу времени, было бы равно------------д----------  .

Однако вызов, поступивший во время полной занятости, возобновляется в сред­
нем Р раз, и поэтому число вызовов, потерянных в единицу времени, будет

d —|~ ^
равно Покажите, что интенсивность потока потерян­
ных вызовов равна

а  4 -  £

Вычислите суммарную интенсивность потока а, равную сумме интенсивно­
стей потоков потерянных и принятых вызовов, и покажите, что выражение для 
е имеет вид

В
е =  1— |j'(^ +  О £« (« +  е)-



Г л а в а  15

ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ

15.1. Введение
в  теории восстановления рассматриваются, главным образом, 

свойства процесса замены элементов, которые выходят из строя 
и заменяются новыми. Такими элементами могут быть, например, 
электрические лампочки, авиационные моторы и др. Когда эле* 
мент выходит из строя, он заменяется новым; когда выходит из 
строя и этот элемент, то его снова заменяют и т. д. Обычно пред­
ставляет интерес среднее число восстановлений За промежуток 
времени и его дисперсия.

В данной главе будет дан вывод этих величин. Важность их 
можно легко показать, однако для вывода формул потребуются 
сложные выкладки. Полностью мы их не приводим, однако изла­
гаем некоторые полезные методы, которые помогут читателю са­
мому понять опущенные подробности доказательств, а также 
освоиться с упражнениями.

Процесс восстановления есть последовательность взаимно неза­
висимых неотрицательных одинаково распределенных случайных 
величин Здесь Xi обозначает продолжительность существова­
ния элемента, вводимого при t-й замене. Так, промежутки времени 
между требованиями, поступающими в систему массового обслу­
живания в соответствии с пуассоновским распределением с пара­
метром %, образуют процесс восстановления с общим законом рас­
пределения F{t)  =  1 — е“ ^̂  Поток с ограниченным последействием 
также является процессом восстановления. Больщинство глубоких 
результатов теории восстановления связано с асимптотическим 
поведением функций, так как обычно представляет интерес пове­
дение функции восстановления (определяемой ниже) для продол­
жительных промежутков времени.

Запищем п-ю частичную сумму в виде 5„ =  A ’j - f - . . . А'д, 
тогда 5 „ ( « = 1 ,  2, . . . )  будет моментом времени, в который про­
исходит п-е восстановление. Иногда добавляется дополнитель­
ная неотрицательная случайная величина Хо, не зависящая 
от {А;}. В этом случае получаем общий процесс восстановле­
ния {А ’о, Хи  . . . ) ,  где А о ■— остаточная продолжительность
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существования элемента исходной совокупности, имеющегося 
в начальный момент времени.

Опустим условие неотрицательности получим обобщен­
ный процесс восстановления. Обозначив через Zi первую не­
отрицательную частичную сумму, а через Zt +  . . .  +  первую 
неотрицательную частичную сумму S„, ббльшую Z , . - f -Z j- i ,  
Блекуэлл получил процесс восстановления |Z„}. Полученные 
таким способом Z„ являются неотрицательными одинаково рас­
пределенными случайными величинами.

Смит [770] обозначил через наибольшее значение случайной 
величины п, для которой Он показал, что процесс восста­
новления есть частный случай процесса случайного блуждания 
при наличии поглощающих барьеров, когда отбор величин {Zj} 
продолжается до тех пор, пока 5„ в первый раз не превзойдет t, 
а Nf-i-l есть такой объем выборки, при котором происходит оста­
новка. Теория случайного блуждания приводит к таким результа­
там, как существование конечных моментов всех порядков слу­
чайной величины Nf, но другие методы дают более сильные резуль­
таты. В случае непрерывного процесса рассматривается функция 
восстановления U(t) = E {N f ) .  Начнем изучение теории восстанов­
ления с дискретного процесса.

Многие положения, которые приводятся в этой главе, взяты 
из превосходных работ Смита, посвященных этому вопросу. Как 
в случае дискретного процесса, так и в случае непрерывного про­
цесса, рассмотрение начнем с вывода выражений для среднего 
числа элементов, заменяемых в данный момент времени. Получен­
ные формулы являются основными в теории восстановления и на­
ходят широкое применение.

15.2. Дискретный процесс восстановления
Рассмотрим задачу восстановления элементов, например, элек­

трических лампочек, выходящих из строя в процессе эксплуатации. 
Первая замена неисправных элементов начальной совокупности, 
существовавшей в момент времени t=0,  происходит в момент вре­
мени t=Xi.  Эти восстановленные элементы затем заменяются в мо­
мент времени t = X \ + X 2 и т. д.

Вначале рассмотрим случай, когда время разделено на дис­
кретные промежутки. Наши рассуждения лишь незначительно от­
личаются от изложения этого вопроса в статье Феллера [236]. 
Пусть — вероятность того, что новый элемент, установленный 
в данный момент времени, выйдет из строя ровно через п времен­
ных единиц. Можно принять допущение, что продолжительность 
существования элемента положительна, и поэтому Оо=0. Предпо­
лагается, что замена элементов производится без перерыва, и, как 
только элемент выходит из строя, он заменяется новым; при этом 
общее число элементов не уменьшается. Допускается, что исход­
ная конечная совокупность элементов, равная N, не обязательно
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должна состоять только из новых элементов. Так, если первона­
чально имеется с* элементов, продолжительность существования

сю

которых равна k временным единицам, то N —  2  Заметим, что
й = О

продолжительность существования k может принимать любое зна­
чение (см. пример на стр. 440).

В данном случае для любых промежутков времени восстанов­
ление заключается в замене элементов, которые сами заменили 
другие элементы. Пусть ,̂+i (п) — среднее число элементов, кото­
рые в iMOMeHT времени п были заменены {i +  1)-й раз. Имеем 
следующее соотношение между числом элементов, заменяемых 
(/-}-1)-й раз, и числом элементов, заменяемых t-й раз:

g i+ i{n )= ,  2  g i i n - k ) a „ .
ft =0

(15.1)

Чтобы показать, что это соотношение справедливо, заметим, 
что в момент времени п заменяются (»-f 1)-й раз те элементы, ко­
торые до момента времени п были заменены i раз и к моменту 
времени п вышли из строя. Из числа элементов, установленных 
i-й раз в момент времени я — Л (0 < ^ < л ) ,  к моменту времени п 
выйдет из строя gi(h — k)ait элементов. Таким образом, число 
элементов, заменяемых (t -f 1)-й раз, определяется суиммирова- 
нием по k. Это дает приведенное выше соотношение.

Если обозначить среднее число восстановлений, произведенных 
в момент времени п, через

и„ = 2  gi(n),I = 1
(15.2)

то, просуммировав равенство (15.1) по «, получим среднее число 
элементов, замененных в момент времени п:

-  gi (я) =  2  я « - А -ft =0
(15.3)

Здесь gi (я) — среднее число элементов исходной совокупности 
(которая равна сумме чисел с и), замененных в момент времени я. 
В данном случае можно допустить, что Ыо=0. Значения с* были 
определены только для новых элементов. В исходной совокупности 
могут находиться также элементы, бывшие в употреблении. 
Вероятность того, что в момент времени я такой элемент 
(с продолжительностью существования, равной k временным 
единицам, которая уже истекла) выходит из строя, зависит 
от г*, вероятности того, что продолжительность существования 
элемента больше k временных единиц, т. е. ^ »= а * + г+ Я й +2 +ft
+  . . .  =  1 — 2  я„, если {Яд} — такая функция распределения,Л =0̂
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что =  Таким образом, вероятность того, что в момент 
времени п из строя выйдет элемент, прослуживший уже k времен­
ных единиц, равна

(15.4)

Так как имеется элементов, продолжительность существова­
ния которых уже превысила к, то величина

Гк (15.5)

есть среднее число таких элементов, нуждающихся в замене в мо­
мент времени п. Если просуммировать по всем возможным значе­
ниям к, то получим среднее число элементов исходной совокуп­
ности, замененных в момент времени п. Таким образом.

ft =0
k̂̂ n+k 
''ft (15.6)

и окончательно получим искомое выражение для среднего числа 
восстановлений в момент времени п в виде

п

2  +  « > 1 .  (15.7)ft =0
где b„ =  g^{n).

Пример, Предположим, что при замене элементов в дискрет- 
ные моменты времени вероятность того, что продолжительность 
существования элемента равна k временным единицам, имеет би­
номиальное распределение ĵ - т\ тд е  т равно
пяти временным единицам, а вероятность того, что продолжитель­
ность существования элемента не меньше одной временной 
единицы, равна 0,75. Допустим также, что исходная совокупность 
состоит из 100 элементов, из которых первоначально 10 элементов 
были новыми, 15 проработали в течение одной временной еди­
ницы, 25 — в течение трех временных единиц, а 50 — в течение 
четырех временных единиц. Заметим, что ни один элемент не мо­
жет существовать более пяти временных единиц. С помощью би­
номиального распределения с точностью до двух десятичных зна­
ков находим значения а„, которые будем считать точными. Так, 
« 0 = 0 ;  а, =  0,01; « 2 = 0 , 0 9 ;  « з  =  0,26; « 4  =  0,40; « 5  =  0,24. Ясно, 
что при п > 5  имеем « „  =  0. Тогда Г о = 1 ; r i= 0 ,9 9 ; Гг =  0,90; 
Гз =  0,64; Г4==0,24 и Г5 =  0.

Используя имеющуюся информацию об исходной совокупности, 
запишем Со=10, так как первоначально 10 элементов имели нуле­
вой срок службы; Аналогично, Ci =  15, С г=0, Сз =  25, С4=50. На­
помним, что максимальная продолжительность существования 
была принята равной пяти временным единицам. Следовательно,
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нельзя принимать во внимание элементы, продолжительность су­
ществования которых равна пяти единицам, так как они уже ис­
пользованы.

Кроме того, имеем 

^ .(1 ) =  10-0,01 +  

Аналогично:

15.0,09 , 25 0,40 . 50-0,24
0,99 0,64 0,24 : 67,09,

g, (2) =  14,21,
^ .(3) =  8,66,

(4) =  7,63, 
f i (5 )  =  2,4.

При п > 5  имеем g i(n )= 0 . Окончательно находим «о= 0 ; 
U\ =  67,09; «2 =  14,88; «з =  14,85; щ  =  26,57; Ms =  34,72 и Ms =  23,16. 
По истечении шести временнйх единиц су|Ммарное среднее числО' 
восстановлений оказалось равным 181,27.

Заметим, что если нужно вычислить среднее число восстанов­
лений для каждого момента времени, то можно записать выраже­
ния для производящих функций а (д) и b{s),  которые дают воз­
можность определить u{s),  откуда можно получить все значения 
и„. Если корни знаменателя m(s) известны, то u{s) можно раз­
ложить на простые дроби (каждую из которых можно разложить 
в ряд); затем производится группировка коэффициентов, содер­
жащих Этот коэффициент равен м„. Общее число восстановле­
ний равно сумме значений м,,, полученных при s —*1 в u{s).

Первое выражение в правой части формулы (15.7) есть 
свертка последовательностей {м„} и [и„]. Введем производящие

оо оо оо

функции: a ( s ) =  2  b { s ) =  2  b„s'̂  и u { s ) =  2  “ я®". Ио =  0,л=0 л=0 л=0
>̂0 =  0. Применив производящую функцию к уравнениям (15.7) 

и вспомнив, что производящая функция свертки есть произве­
дение производящих функций двух составляющих, получим

u(s) =  u (s) a{s)-\ -b  (s).
Следовательно,

b{s)M(S): 1— e(s) (15.8)

„  _  1 (s)
-  n\ ds" (15.9>

Заметим следующее.
1. Ряды, определяющие a{s) и 6(s), сходятся при |s| <  1, так 

как их коэффициенты ограничены.
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2. Если имеется фиксированная верхняя граница долговечно­
сти, то производящая функция a(s)  становится полиномом отно­
сительно S и ее существование гарантируется. Этот случай имеет 
наибольшее практическое применение.

3. Общее число восстановлений для всех моментов времениоо
выражается через 2  «л- Этот ряд сходится, если 1, что

Л = О I
можно видеть из (15.8), разложив _  д в ряд по степеням 
a(s)  для таких значений s, при которых | a (s )| < l, т. е. для

оо

Сходимость обеспечивается, так как 2  К  есть число
Л = О

элементов, замененных один раз. Оно равно числу элементов 
исходной совокупносхи JV. Так как Ьо=0,  то

Гк 2  c , = N .
= 1 л = 1й = 0 fe=0

4. Если а(1) = 2 < * f t =  1» то при п - * с о  имеем
6 (1) N (15.10)

2
л = о

2
л =0

(за исключением периодического процесса, при котором все а* 
равны нулю, кроме, возможно, тех, у которых индексы являются 
целыми числами, кратными данному фиксированному индексу, 
большему единицы).

По существу, эта теорема утверждает, что общее число вос- 
'Становлений в любой момент времени стремится к числу элемен­
тов исходной совокупности, деленному на среднюю продолжитель­
ность существования элемента. Этот вывод согласуется с  интуитив­
ными соображениями. В случае периодического дроцеаоа в пределе 
л при а(1) =  1{а„)  становится периодической последователь- 

Р 0>т -\- Ьр+т - f  Ьр+2т +  . . •)ностью: и„р+^->--------------- ----------------------При п-* со, где/) — период.
2

л = о
5. Обозначим через (/г) число элементов, продолжительность 

существования которых в момент времени п составляет k времен­
ных единиц. Это число равно общему числу элементов, которые 
были установлены в момент времени k — / г и к  моменту времени п 
1не вышли из строя. Таким образом,

Ск{П)=Чь-пГк- (15.11)
Если к> п ,  то в нулевой момент времени эти элементы могут 

иметь продолжительность существования, равную k — п времен- 
.ным единицам, и не выйти из строя к моменту времени п, т. е.

Ср(0)Гц
^k-n
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Используя (15.10) и (15.11), находим, что распределение пре­
дельной продолжительности существования равно

(15.13)
2

п ^ 0

и не зависит от распределения исходной продолжительности суще­
ствования.

15.3. Непрерывный процесс восстановления
Обозначим для непрерывного процесса восстановления через 

f (x)dx  вероятность выхода элемента из строя в промежутке вре­
мени dx; f { x ) = 0  для х< 0 . Получим следующее соотношение 
между числом элементов, заменяемых (i -f 1)-й раз, и число.м эле­
ментов, за1меняемых i-й раз в момент времени t:

t
g i ( t - x ) f { x ) d x ,  (15.14)

так как из gi{t  — х) элементов,-замененных t-й раз в момент вре­
мени t  — X, к концу промежутка времени х  выйдет из строя 
gi{t  — x)f  (х) dx элементов.

Если введем функцию

и (0  =  2  gi(i),i = 1
(15.15)

то, как и ранее, получим среднее число восстановлении в проме­
жутке (t, t+dt ) :

t
и (0  =  («̂ ) +  j* а (̂  — x ) f { x )  dx. (15.16)

Если допустить, что исходная совокупность состоит из N эле­
ментов, то вероятность того, что в промежутке времени {t, t+ d t)  
произойдет первая замена элементов этой совокупности, равна

g,{t )  =  N f { t )d t .  (15.17)
Если рассмотреть совокупность N =\  и оценить число восста­

новлений в промежутке времени {t, t-\-dt), получим
i

u{t) =  f { t )  dt ^ a{ t  — x) f { x ) d x .  (15.18)

Это выражение показьгвает среднее число восстановлений в проме­
жутке времени (̂ , Суммарное среднее число восстановлений
за время t описывается функцией -восстановления, которая опре­
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деляется из интегрального уравнения теории восстановления [эту 
функцию получим, проинтегрировав (15.18) от нуля до /];

t у

и (t) — F{t)  +   ̂dy ^ а{у — х) f { x )  dx  =  
о о

i t
=  F(t)  ^ d x ^ и{у — х) f ( x )  dy —

о о
t

= F ( t )  +  J -  X )  dF{x). (15.19)

Заметим, что U(t) — первый момент случайной величины 
т. е. Uf =  E{Nf),  что будет показано далее. В данном случае

I
F ( t )  =  ^ f { x ) d x . (15.20)

Значительная часть теории восстановления связана с уравне­
нием (15.19). Для существования U{t) не требуется, чтобы фунн- 
ция F{t)  была абсолютно непрерывной, следовательно, существова­
ние функции f {x)  не обязательно. Позже мы дадим вывод U{t),  
при котором не обязательно предполагается существование f (x ) .  
Поскольку функция U{t) известна, можно определить все 
характеристики процесса восстановления.

Рещение приведенного выше уравнения можно найти в виде 
обратного преобразования Лапласа. Если функция F{x)  абсо­
лютно непрерывна, т. е. существует функция f { x ) = F ' { x ) ,  то 
к (15.16) можно применить преобразование Лапласа. Получим

и* (s) f*(s)
l - f *  (s)

Здесь звездочка. является общепринятым обозначением преобразо­
вания Лапласа.

15.4. Некоторые свойства непрерывного 
процесса восстановления

Свойства дискретного процесса восстановления «можно получить 
по аналогии со свойствами непрерывного процесса, которые здесь 
рассматриваются.

Используя функцию / ( <) = j u t e находим, что или
= [ 1. для любых t. Одна из задач состоит в том, чтобы при 

данном распределении )зероятностей выхода из строя показать, что 
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общее число восстановлений есть сумма неполных гамма-функций, 
решая уравнение для U{t),  используя свойство преобразования 
Лапласа Ит й ( )̂ =  Ит sa (s) и интегрируя этот результат от

t оо S -*■ о
нуля до t, получаем, что где h — обратная величина
к математическому ожиданию продолжительности существования 
элемента.

Заметим, что мы используем возможность интегрирования 
асимптотического ряда и то обстоятельство, что конечные (или схо­
дящиеся) асимптотические ряды можно перемножать. Приведен­
ные выше примеры асимптотического поведения функции U(t) при 
больших t подтверждаются важным положением, известным под 
названием элементарной теоремы восстановления.

Теорема 15.1. При со

U(t)
1̂Г-1 (15.21)

где ш — первый момент распределения dF(x).
Таким образом, общее число восстановлений для большого про­

межутка времени приближенно равно интенсивности появления не­
исправностей, умноженной на время. Доказательство этой теоремы 
будет дано в конце главы.

Что касается плотности восстановления, то необходимым 
условием того, чтобы функция u { t ) = U ' { t )  при t—> со стреми­
лась к пределу, является соотношение / ( х )  — О при х—>со. Тео­
рема о плотностях восстановления утверждает, что если 
при д: —* оо функция f { x )  — О и если для некоторых значений р > \  
величина \f(x)\’’ интегрируема, то при i —>co имеем 
Для этого не требуется, чтобы выполнялось условие t̂ i <  °°-

Теорема 15.2 (теорема Влекуэлла). Если для непрерывного 
процесса восстановления ( i i < c ) o , a a > 0  — постоянная, то при »оо

и { t а) — U( t ) . (15.22)

Это частный случай ключевой теоремы восстановления, доказанной 
Смитом.

Теорема 15.3. При / —►сю

I Q (/-J c )< /d /(x ) — j Q( y) c f y, (15.23)

где Q {t) — любая неотрицательная невозрастающая функция, за­
данная при положительных t и принадлежащая классу L](0, с о )  
функций, интегрируемых в смысле Лебега; при этом значение p.i 
может быть бесконечным.
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Если Q ( ^ ) = - ^  для 0 < ^ < а  и Q (/) =  0 для остальных t, то
получим теорему Блекуэлла. Если для dF{x)  существует конеч­
ный второй момент (1-2, то, подставив

Q (0  =
О

при с о  получим

U{t) f*2 - 1. (15.24)

15.5. Второй момент функции 
восстановления

При выводе второго момента найдем функцию восстановления 
другим способом. Второй момент U2 (t) = Е ( Щ )  определяется, как 
обычно. Если написать

1 для S r < t ,
~  I О для Sf >  t,

оо
то 2  и E{z^) =  P{Sf<^t)  =  Fr(t).  Кроме того,Г  =  1

U{t)  =  E { N , ) =  2  E{z,) =  2  F,(t).  (15.25)Г =  1 Г  =  1
в  данном случае характеристическая функция, т. е. преобразо­

вание Фурье—Стилтьеса суммы независимых в совокупности 
случайных величин, равна произведению их характеристических 
функций, которые в данном случае одинаковы. Обозначим это пре­
образование кружочком. Имеем

/^ (з )= I F ° (5 ) ]^
оо

у -1 F (̂s) > (15.26)

где F {x )  — функция распределения.
Воспользовавшись теоремой о свертке, получим

U(t)  =  F { t ) - \ - ] U { t - x ) d F { x ) .

Вывод этой прамежуточной формулы оставим в KaniCCTBe упраж­
нения.
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Теперь на основании определения z, имеем z  ̂—  ZpZg, если: 
r =  max(/>, q). Ясно, что z2= z,.. Используя эти соотношения,, 
получаем

- +  22:1̂ 2 +  22:12:3 +  . . . +  2Z2Z1 +

+  ^2 "Ь 22:22:3 +  . . .  +  2 z^Zi -|- 22:32:2 +  2:| +  • • • —
оо оо со

=  2  z,. +  2 2  ( г - 1 ) 2 , =  2  ( 2 r - l ) z , .
г =1  г =1  г = 1

Найдем выражение для второго момента U2 {t) =  E {N ] ) :
t

Uz{t) =  U{t) -\-2\ U { t -  x )d U {x ) .  (15.27>
0

Вывод этой формулы также оставим в качестве упражнений.. 
Моменты высших порядков находятся аналогичным образом.

При |Л2<  для больших t с помощью ключевой теоремы вос­
становления Смит получил соотношение

o^{N,y. — 1̂1 
!*?

t. (15.28>

Если определить коэффициент вариации С как  ̂ > где о*==̂

=  fig — р.2, а а — среднее квадратическое отклонение, то фор­
мулу для дисперсии числа восстановлений за время t можно- 
записать в виде

(15.29>

Эвристическое доказательство оправедливости этого выражения,, 
при котором рассматривается последовательность и прини­
мается допущение, что /(дг) существует, производится следующим: 
образом (см. в гл. 3 о сумме случайного числа случайных величин);

=  (15.30>

Таким образом, среднее значение времени, при котором проис­
ходит -е восстановление элемента, равно среднему числу вос­
становлений, умноженному на среднюю продолжительность суще­
ствования элемента. Кроме того,

Е [(X,  +  . . .  -Ь =  Е ( Щ  аУ (15.31 >

Заметим, что это выражение не является дисперсией для
а является математическим ожиданием квадрата разности, 
между фактическим временем и произведением на среднее
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значение ць Выражение (15.31) следует непосредственно из формулы 
для дисперсии распределения суммы. Через продолжительный про­
межуток времени t, X i +  . . .  ^ t ,  где N — число событий, по­
явившихся за промежуток времени t, откуда

Н-1 (15.32)

После подстановки этого выражения в формулу (15.31) послед­
няя принимает вид

Но

поэтому
оЦМ,)'. jL

(4
с ч
1*1

Если и (*з <  со , то при  ̂ оо

f*2 —(*1'  5(.|+ I *  ̂ 1̂*3‘^"г , 4  „ 3д  4  0  3  ( 1 ) .f*i 4(14 3(ii 2ti.(

(15.33)

(15.34)

(15.35)

(15.36)

что является еще одним показателем рассеяния.

15.6. Остаточное время существования
Ясно, что для общего процесса восстановления с функцией рас­

пределения
0 ( х )  =  Р { Х о < х ) ф Е ( х ) ,

описывающей остаточное время существования элемента, при по­
мощи выкладок, аналогичных приведенным выше, получается фор­
мула

U(t) =  G{t) 4- j  _  X) dF{x) . (15.37)

Используя тильду для обозначения преобразования Лапласа- 
Стилтьеса,

t

получим

U{s) _  G ( S )

l - F { s )

Аналогично можно найти плотность восстановления. 
448

(15.38)



Для этого случая Феллер рассмотрел обратное преобразование 
функции «* (s ) и представил его в виде

« (0 =  S  Cjexp(SftO-= 0 (15.39)

Здесь 5*— корни уравнения f*(5) =  l, где f* (5 )— преобразование 
Лапласа функции f {t). Этот ряд абсолютно сходится при Не­
обходимым и достаточным условием для подобного представления 
является представление

С,
л = 0

и сходимость ряда S  I I- В этом случае имеем 
ft = о

^  _  -,§'*'(Sft)

(15.40)

(15.41)f*(Sft)
где g { t )  =  G'{t).

Следует различать полученное распределение и известное рас- 
пределение остаточного времени существования, имеющее вид

t

. J i i - /^(х)] dx\

это распределение времени, кото;рое в произвольный момент 
остается до следующего восстановления (т. е. вероятность того, что 
оставшееся время не больше /), или, что то же самое, оно является 
распределением времени, прошедшего до фиксированного момента 
времени с момента последнего восстановления. Данное распределе­
ние нам встречалось в формуле (9.13) (там мы рассматривали 
чай>^/)* В качестве упражнения читателю предлагается найти 
математическое ожидание и преобразование Лапласа этого рас­
пределения.

15.7. Замечания
1. На основании соотношения для процессов восстановления 

доказывается центральная предельная теорема
P { S „ < t ) = P { N , > n ) ,  

если {42 <  оо и о2 =  {42 — {4̂, то при »оо
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2. Случайный процесс, в который может быть вложен процесс 
восстановления, называется регенерирующим процессом. Это поня­
тие уже использовалось в связи с вложенными цепями Маркова 
(точки регенерации), рассмотренными выше. Промежутки времени 
между этими точками взаимно независимы и имеют одинаковое 
распределение.

3. Предположим, что существует п независимых процессов вос­
становления, каждый из которых имеет свое собственное распре­
деление. Теорема о суперпозиции утверждает, что когда матема­
тические ожидания каждого отдельного процесса стремятся к бес­
конечности таким образом, что при п —► с» сум1ма их обратных
значений остается постоянной, то результирующий процесс
приближается к процессу Пуассона с математическим ожиданием т 
интервала между событиями. Более подробно этот вопрос рассмот­
рен в работах Пальма [634] и Кокса и Смита [159].

4. Из регенерирующего процесса можно получить процесс на­
копления. Например, в теории массового обслуживания общее 
время занятости после момента времени ^=0 или число клиентов, 
в момент прибытия которых очередь превышает N человек, обра­
зуют процесс накопления.

5. Дадим доказательство элементарной теоремы восстановле­
ния. Пусть 5„ =  Л’, тогда события п = Л ^ ^ +  1 и Х„+и
Х„+2, • ■. взаимно независимы. По определению имеем

l )  =  l +  t / ( ^ ) < c « .

Пусть Е (Xi) = р ь  Среднее значение времени, когда производится 
(Ni -f 1)-е восстановление, приближенно равно общему среднему 
числу восстановлений {U(t) + 1], умноженному на среднюю продол­
жительность существования элемента рь Таким образом,

+  1 ) Д ( ^ , ) =  [1 +  U{t)\ р,.

Если записать =  где — время, прошедшее после 
момента времени t (остаточное время существования элемента, 
используемого в момент времени t), то из предыдущего выра­
жения находим

^  +l) =   ̂ ^  =  [1 + ^ ( 0 1  .

Воспользовавшись тем обстоятельством, что — положитель­
ная величина, из последнего равенства получим

U{t) _  1
t Pi ’lim inf-

^-►oo

поскольку тогда Д(5<)-*- 0.
Рассмотрим, наконец, еще один процесс восстановления

у  при ^i<A,
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где А — некоторая постоянная. Новая частичная сумма не пре­
восходит соответствующей предыдущей частичной суммы; сле­
довательно, новое значение N( не меньше предыдущего значе­
ния Nf. Таким образом, это неравенство справедливо как для 
новой, так и для прежней функции восстановления. Обозначим 
их соответственно через и Следовательно,

t ОО  ̂ t^OO * <

где — математическое ожидание новой функции распреде­
ления ру{х ) .  Выбирая А достаточно большим, можно сделать 
величину {ij" как угодно близкой к =  (»•; тем самым теорема 
доказана.

Задачи
1. Найдите решение уравнения восстановления для непрерывного процесса

с помощью преобразований Лапласа, предположив существование функции

' '  '  d x  ■
2. Допустим, что требуется оценить восстановления совокупности элемен­

тов, которые выходят из строя вследствие п взаимно независимых видов неис-*
правностеи, имеющих распределение (хуе  ̂ , и предположим, что доля исполь­
зуемых элементов, которые выходят из строя вследствие /-го вида неисправ­
ности, равна ау, а всего элементов N , Общее распределение вероятностей появ-* 
ления неисправностей имеет вид

/ -1
Использовав функцию

^  ^  ’ Г (а)" а  >  О и  ̂ >  О,

в качестве аппроксимации для распределения общего числа неисправностей,
определите а и 6, приравняв первый и второй моменты. Используйте получен­
ную функцию распределения для вычисления с помощью преобразований Лап­
ласа общего числа элементов, вышедших из строя к моменту t. Покажите, что 
полученный результат есть бесконечная сумма неполных гамма-функций. Опе­
рируя с u {t), покажите, что в этом случае справедлива элементарная теорема 
восстановления. Покажите, кроме того, что остается в силе теорема Блекуэлла 
и что формула для U {t) , содержащая два момента p-i и р-2, также справедлива.

3. Можно ли вывести теорему Блекуэлла из элементарной теоремы вос­
становления, пользуясь разложением в асимптотический ряд?

4. Дайте приближенный вывод уравнения восстановления и уравнения для 
второго момента, используя функции F f { t ) ,

5. Найдите разложение функции u(t) в экспоненциальный ряд по степеням 
если при X >  О функция f(x )  равна
1)

2  aj =  1.
} = 1

2)
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njCTbv./7„(iO (О — ^л+l iW— вероятность того, что N t =  n для 
больших t. Тогда для Re (а) >  О

а + ooi
1

а  — оо i

Используя метод быстрейшего спуска, получим

Рп (О » ----------------т —  •
а [2 т К "  (а)] ^

в  данном случае а — единственный корень уравнения

K { S ) = :  l o g  F  i s ) .

Вычислите выражение для Р п(0  при

f { t )  = T i n ) ■, п>0 ,

И При
о,  ̂<  X

Здесь f ( s ) — преобразование Лапласа—Стилтьеса функции распределения f ( x ) f  
которой соответствует плотность f(x ) ._

Метод быстрейшего спуска дает возможность получить асимптотическое 
представление

/ { х ) е  а х  ^

А

В

I
при — ч- е <  arg
где /(лг) и ^ (а:) — аналитические функции в связной области комплексной пло­
скости, содержащей Л и В, а а — единственная точка, где функция имеет 
наибольшее значение. Для больших г  значение этого интеграла изменится не­
значительно, если Л и В заменить соответственно на — оо и оо. Заметим, что 
посредством замены переменной интегрирования, можно сделать пределы инте­
грала, рассматриваемого в этой задаче, действительными числами.



ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ. БИБЛИОГРАФИЯ

Некоторые общие замечания
В последние несколько лет происходило очень быстрое развитие теории 

массового обслуживания. Многие задачи, которые казались сложными, были йо- 
' ставлены и решены; так, например, были исследованы уравнения процесса рож­
дения и гибели. Естественно попытаться сделать обзор теорий массового обслу­
живания в более широком плане и построить единую теорию.

Обычно отдается предпочтение решениям, полученным с учетом временной 
зависимости, особенно когда стационарное состояние не существует. Наибоже 
важные случаи, в которых наблюдается такая зависимость, требуют дальнеГь 
шего рассмотрения (см. работу Вантюра, цитированную в гл. 9). До сих пор 
в большинстве допущений, принятых при рассмотрении задач массового обслу­
живания, предполагалась независимость распределения входящего потока и рас­
пределения времени обслуживания. Очевидно, что для многих задач это не 
соответствует действительному положению вещей и вызывается лишь сложно­
стью анализа. Это положение встречается и во многих других областях, в кото­
рых наблюдается и необходимо присутствует зависимость.

Как видно из изложенного ранее, в теории массового обслуживания, если 
трактовать ее достаточно широко, должны рассматриваться разнообразные свой­
ства входящих потоков. В теории должно рассматриваться большинство явлений, 
о которых упоминалось в гл. Г, например неприсоединение к очереди, уход из 
очереди, свойства группового поступления и группового обслуживания и т. д. 
В теории массового обслуживания должен рассматриваться гораздо больший 
круг вопросов, чем тот, который представлен в этой книге. (Работы Б. В. Гне­
денко {971—990] являются примером более разностороннего исследования.) 
В теории массового обслуживания должны изучаться все существенные дисцип­
лины очереди, при этом нужно определить, какие дисциплины можно получить 
за счет варьирования параметров.

Дальнейшего исследования требуют также системы с параллельными и по­
следовательными каналами. Если часть этих объединенных каналов специализи­
рована, число их является переменным и характер очереди перед каналами изме­
няется, причем некоторые из каналов могут иметь ограничения в отношении числа 
ожидающих клиентов, то получим очень важную задачу, в которой содержатся 
различные обобщения систем массового обслуживания. В ходе исследований 
нужно решить вопрос о зависимости распределения выходящего потока от про­
извольного распределения входящего потока и произвольного распределения 
времени обслуживания. Последние работы по динамическим приоритетам указы­
вают еще одно направление, в котором нужно вести работу — необходимо более 
детальное исследование тех явлений массового обслуживания, которые могут 
найти широкое применение. Соглашение между клиентами и переход клиентов 
из очереди в очередь являются примерами таких важных задач массового обслу­
живания, которые трудно формализировать.

Конечно, существует немало и простых задач, к решению которых необхо­
димо приступать, как, например, произвольный входящий поток, произвольное
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распределение времени обслуживания, одноканальная система массового обслу­
живания С- обслуживанием требований в порядке поступления; нестационарный 
случай. Предметом исследования могут быть также распределение числа требо­
ваний, находящихся в очереди, распределение длительности периода занятости, 
а также распределение времени ожидания (исследование которого предприняли 
Кифер и Вольфовиц). Как видно из литературы, в этом направлении наблю­
дается большой прогресс.

Нередко рассмотрение таких вопросов приводит к постановке интересных 
математических задач. Решение их зависит, в частности, от того, насколько 
быстро развиваются исследования вероятностных процессов.

Моделирование процессов массового обслуживания для нахождения числен­
ных решений применяется при решении срочных и очень важных задач. Однако 
нередко эта операция оказывается неэффективной. Проведение моделирования 
целесообразно, когда трудно получить аналитическое решение и имеется вычис­
лительная машина. Наличие вычислительной машины, если ею пользоваться 
разумно, может обеспечить постановку эксперимента при различных гипотезах 
и улучшить результаты аналитических исследований.

Чтобы получить более полное использование результатов теории массового 
обслуживания, в нее должна систематически вводиться оптимизация. В тексте 
мы приводили некоторые простые примеры оптимизации.

До сих пор еще не существует геометрического языка для описания систем 
диассового обслуживания; теория графов не дает понятий, необходимых для пол­
ного представления. Чтобы установить связь понятий, полагаются на интуицию 
и прежнее знакомство с теорией массового обслуживания. Для решения этой 
важной задачи необходимо принять срочные меры, с тем чтобы улучшить 
связи между понятиями и направить творческое воображение на создание 
новых типов систем массового обслуживания как для теоретических, так и 
для прикладных целей.
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Выборка статистическая 30

Гамма-распределение 99 
Гамма-функция 20, 235 
Ганкеля функция 426 
Гипотеза
— альтернативная 78
— нулевая 78
Групповое обслуживание 49, 215,226, 

236
Г рупповое поступление требований 

28, 36, 49, 215, 226, 230

Дельта-функция 157, 258, 270
— правосторонняя 157 
Детерминированная система массо­

вого обслуживания 53
Детерминированные отказы 336 
Дискретное время 410, 411 
Дисперсия 59, 98, 232
— времени обслуживания 43
— времени ожидания 228, 397
— длины очереди 335 
Дисциплина очереди (см. Порядок

обслуживания)
Доступность
— ограниченная 34
— полная 34

Загрузка системы 20, 43, 205, 228, 315 
Закон больших чисел 99 
Закон повторного логарифма 99 
Запаздывание требований относи­

тельно запланированных момен­
тов поступления 346



Интенсивность входящего потока 43 
Интенсивность обслуживания 19, 43, 

53, 147

Каналы обслуживания 34
— оптимальное число 29
— параллельные 28, 35
— последовательные 28, 35
— специализированные 35 
Каналы связи 29 
Кларка аппроксимация 166 
Классификация систем массового об­

служивания Кендалла 50
Классификация состояний по Фел- 

леру 104
Ключевая теорема восстановления 445 
Комбинаторный метод 376 
Косинус-преобразование 116, 425 
Коэффициент
— вариации 18, 447

-------- времени обслуживания 71
—• занятости 43, 399
— использования 20, 159
— полезного действия 399
— потерь 160, 399
— простоя каналов 43, 159 
—• простоя требований
------- вследствие обслуживания 159
------- вследствие ожидания 160
Криволинейный интеграл 268 
Критерий наибольшего правдоподо­

бия 77
Критерий хи-квадрат 73 
Критическая длительность обслужи­

вания 291
Кронекера символ 118, 146, 176, 270

Лагерра полином 158 
Лагранжа разложение 143, 170, 358 
Лапласа преобразование 18, 126, 148, 

161, 222, 249
Лапласа-Стилтьеса преобразование 

18, 214, 217, 232, 242, 263, 311,353 
Лейбница теорема 151, 153, 157, 202 
Линдли интегральное уравнение 259, 

268, 391
Ложные требования 431, 432 
Лорана ряд 203

Маркова цепь 47, 104
— апериодическая 395
— вложенная 47, 215, 227, 230, 392
— конечная 101, 340
— неприводимая 103
— неустойчивая 105
— поглощающая 102
— разложимая 103
— рекуррентная 105
— эргодическая 104, 105, 340

Марковская модель массового обслу­
живания 115, 193 

Математическое ожидание 59 
Матрица
— бесконечная 237
— вероятностей перехода 18
— единичная 177, 178
— идемпотентная 178
— квадратная 177
— конечная 187
— консервативная 119, 120 
—’ коэффициентов 177
— нулевая 178
— параметров процесса рождения 

и гибели 176
— расширенная 221
— регулярная 103
— стохастическая 100 
  двойная 101
— транспонированная 176
— урезанная 187
Место для ожидания 43, 162
— ограниченное 92 
Мера 86
— общего вида 86
— положительная регулярная 121 
Метод быстрейшего спуска 452 
Метод вложенных цепей Маркова

227, 230, 235
Метод Монте-Карло 79, 255, 411, 428, 

429
Метод оценки частоты неисправно­

стей в канале обслуживания 77 
Метод случайного блуждания 132 
Моделирование 79 
Модель размножения бактерий 155 
Моменты времени, когда требования 

покидают систему 216 
Моменты распределения 88
— начальные 18, 59, 232
— относительно произвольной точки 

18
— центральные 59, 90 
Моменты регенерации 47, 216, 450

Немарковская модель 49, 193 
Непрерывная дробь 339 
Непрерывный параметр 247 
Нерегулярный процесс последователь­

ного обслуживания 324 
Нетерпеливые клиенты 43, 48, 342

Обобщение времени обслуживания, 
принадлежащее Б. В. Гнеденко 255 

Обратный разностный оператор 401 
Обслуживание
— дополнительное 331, 332
— многофазовое 49, 142, 207, 314
— основное 331

501



— специальное 331
— циклическое 364 
Обслуживающее устройство 35 
Объединение очередей 34 
Объединение параллельных каналов

352
Ориентирование требований 344 
Ортогональные идемпотенты 188 
Остаточное время существования 448 
Отказ клиента становиться в очередь 

34, 48, 332
«Отсутствие памяти» экспоненциаль­

ного распределения 67, 91 ,

Параметры процесса рождения и ги­
бели 19

Переменное число каналов 349 
Перемещение обслуживающего ка­

нала 357
Переход клиентов из одной очереди 

в другую 34, 48, 348 
Переходное состояние 43 ^
Период  ̂ занятости 20, 155, 237 
Плотность вероятности 19, 88 
Повторное поступление требований 

300
Подматрица конечная л-го порядка 

177, 187
Показатели эффективности 28, 41 
Полячека—Хинчина уравнение 46, 

69, 232, 244, 376
Полюс подынтегральной функции 95 
Пополнение запаса 407
—  среднее В|ремя 409 
Порядок обслуживания 43
— в порядке поступления («первым 

пришел — первым обслужен») 47, 
147, 226, 238, 286, 355

— по принципу «пришел послед­
ним— обслужен первым» 310

— случайный выбор на обслужива­
ние 285, 299, 343

Поток входящий 28, 32
--------биномиальный 227
--------имеющий гамма-распределение

237
------- произвольный 338
------- пуассоновский 18, 61, 207, 216,

237, 246, 341, 394
------- распределенный по закону

хи-квадрат 262
------- регулярный 269, 280
------- с ограниченным последей­

ствием 258, 268, 272 
------- эрланговский 98, 210, 213, 309
— выходящий 28, 37, 316
Прибо(р, управляющий входящим по­

током 377, 432
Приложения теории массового обслу­

живания
502

автобусные остановки 429 
больницы и медицинское обслу­
живание 418
выдача инструментов рабочим 427 
движение автомобильного транс­
порта 380, 429
движенйе воздушного транспорта 
388
действие катализаторов в химиче­
ских реакциях 429 
доставка грузов автомобилями 429 
доставка почтовых отправлений 
429
обеспечение запасными частями 
405
обслуживание станков 394
— постоянное время обслужива­
ния 401, 404
— произвольное время обслужи­
вания 394
— экспоненциальное время обслу­
живания 397
остановки транспорта в туннеле,
386
плотины и накапливающие систе­
мы 409
— бесконечная емкость водохра­
нилища 413
— конечная емкость водохрани­
лища 413
погрузка и разгрузка автомоби­
лей 428
поток пешеходов 386 
поток статей в редакцию журна­
ла 268
проверка производственного про­
цесса 427, 429
проектирование помещений для 
кафе 422
проход судов через узкие каналы 
429
прохождение молекул газа через 
отверстие 429 
работа аэропорта 393 
работа бара 430
работа вычислительной машины 
365, 454
работа железнодорожной сорти­
ровочной станции 429 
работа насосной станций 428 
работа угольной шахты 423 
размножение бактерий 155 
сбор платы за проезд транспорта 
по шоссе 427 
стоянки такси 112, 429 
судебное разбирательство 429 
таможенный досмотр 429 
телеграфная связь 429 
телефонные системы 45, 369, 435



— технический осмотр автомобилей 
429

— управление запасами 407 
“7* фильтрация 429
— шумы в полупроводниках 425 
Приоритет 28, 285, 372
— без прерывания обслуживания 286
— динамический 297
— непрерывное множество 291
— прерывающий обслуживание
--------прерывание с повторением 292
------- прерывание с продолжением

прерванного обслуживания 292
— состояний 297
Присоединение к более короткой оче* 

реди 29
Приспособление клиента к условиям 

очереди 33
Проверка гипотезы 72 
Производящая функция 88, 137, 144, 

160, 219, 240
— моментная 88, 95, 385
— семиинвариантов 220 
Пространство с мерой 87 
Процесс 98
— вероятностный (случайный) 18, 98 
■— восстановления 437
------- дискретный 438
------- непрерывный 442
------- обобщенный 438
— — общий 437
— марковский ПО, 216, 247 
 однородный 109
— накопления 450
— полумарковский 235, 236
— пуассоновский 118
— регенерирующий 450
— рождения и гибели 18, 117
— случайного блуждания 438
— стационарный 99
— Л-процесс 119
— ~  минимальный 119
------- несобственный 119
------- собственный 119

Разложение в степенной ряд 80 
Разрушение очереди 36, 37 
Разрушение обслуживающего устрой­

ства 44
Распределение
— асимптотическое II типа 170
— биномиальное 97, 227, 335
— вероятностей
-------  дискретное 100, 410
--------непрерывное 99, 411, 415
— времени обслуживания 19, 32, 79
— времени ожидания 20, 43, 93, 145, 

154, 222, 251, 311
— времени пребывания в системе 13, 

257

—- входящего потока 28, 32, 77, 79
— выборок 75
— вырожденное 98
— выходящего потока 37, 316
— геометрическое 76, 226, 229, 415
— гипергеометрическое 97, 150
— гиперэкспоненциальное ПО
— длительности периода занятости 

20, 144, 155, 162, 241, 277, 281
— длительности промежутков време­

ни между моментами поступления 
требований 19

— крутое 111
— логарифмически нормальное 97
— начального числа требований 77, 

162
— нормальное 97, 336
— О’Делла 371, 434
— Паскаля, или отрицательное бино­

миальное 97, 336
— Пирсона III типа 97, 144, 146
— пологое 111
— произвольное 18
— пуассоновское 91, 97, 137, 141, 

160, 336, 417
— равномерное, или прямоугольное 

97, 352
— суммы взаимно независимых слу­

чайных величин 90, 91
— Фишера—Типпета 158, 168
— хи-квадрат 97, 219, 225

. — экспоненциальное 18, 65
— экстремального значения 167, 168
— Энгсета 371
— эрланговское 97, 141, 194, 207,210, 

352, 431
Распределение требований по кана­

лам 308
Решение для переходного состояния 

30
Решение проблемы моментов 121 
Римана-Стилтьеса интеграл 88 
Римана функция 138 
Руше теорема 122, 142, 148, 197, 211, 

219

Свертка функций 89, 155, 219, 230, 
250, 365, 416 

Семиинварианты 18, 90 
Сигма-алгебра 86 
Сильвестра теорема 178 
Система массового обслуживания
— многоканальная 196, 240, 253,288, 

299, 322
------- поток с ограниченным после­

действием, произвольно-распреде­
ленные взаимно независимые дли­
тельности обслуживания 268 

-------  распределение длительности пе­
риода занятости 155
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•------- решение для переходного со­
стояния 147

--------с последовательными и парал­
лельными каналами 322 

------- с постоянным временем обслу­
живания 196

------- стационарное решение 153
— многофазовая 314
--------в которой не разрешается оче­

редь перед последовательными 
фазами 325

------- два последовательных канала
319

— неполнодоступная 46, 379
— одноканальная 122, 227, 246, 259, 

341
--------модель Эрланга 122
-------------- решение для переходного

состояния 128
-------------- решение для стационарного

состояния 130
-------------- решение методом случайного

блуждания 132
------- с обратной связью 363
--------с постоянным временем обслу­

живания 307
------- с приоритетами 286, 289
------- с произвольным временем об­

служивания 246
--------с экспоненциальным временем

обслуживания 210
— полнодоступная 45
— с групповым обслуживанием 215, 

235
— с групповым поступлением тре­

бований 215, 235
— смешанного типа с приоритетами 

372
— со специальным обслуживанием 

354
— с потерями 378, 431
— с ожиданием 378 
- -  DJEkll 50
~  DjKnIX 51
— E k lO n  213 

E s IGIX 235, 236
^ ‘ EklMlX 207 
- -  GljEklX 50
— GljGlX 259
— GIlMjX 112
— MjGjX 20

M IM jc  50, 158, 314 
MjMIX 160, 166 

Система связи 47, 376 
—» двухступенчатая 47 
Случай ограниченного блуждания 115 
Случайная величина 37
— дискретная 88
— непрерывная 88, 89 
Смита теорема 263
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События 85
— достоверные 85
— невозможные 85
— независимые 87
— несовместные 87
— противоположные 85 
Соглашение между клиентами 34 
Состояние системы 100
— начальное 104
— отражающее 119
— переходное 104
— периодическое 103
— поглощающее 118, 144, 179
— регулярное 103
— рекуррентное 104
— эргодическое 102 
Спектральная форма 187 
Спектральное представление 178 
Среднее квадратическое отклонение

18, 98
Стационарное состояние (режим) 43, 

66
Стирлинга формула 390 
Стоимость
— дополнительного канала 29, 43
— нормированная 427, 428

Т акача интегро-дифференциальное 
уравнение 246 

Тауберова теорема 271 
Тейлора ряд 72, 305 
Телефонные системы 45, 369, 435 
Теорема о плотностях восстановления 

445
Теорема о суперпозиции 450 
Теорема восстановления 437 
Теория/вычетов 201 
Теория графов 454 
Теория полугрупп линейных ограни­

ченных операторов ПО 
Теория экстремальных значений 169 
Точки регенерации (см. Моменты ре­

генерации)

Угловой коэффициент 247 
Управление входящим потоком
— в системе с ожиданием 378
— в системе с потерями 377 
Управление запасами 407 
Уравнения дифференциально-разно­

стные 62
Уравнения процесса рождения и ги­
бели (см. Чепмена—Колмогорова

уравнения)
Уровень риска 78 
Уровень значимости 78 
Уход обслуженного требования из 

системы 317



Уход требования из очереди до нача­
ла обслуживания 48, 340

Фаза обслуживания 208 
Фаза системы 208, 209
— фиктивная 238
Фоккера—Планка уравнение 313 
Формула полной вероятности 87 
Формула сложения вероятностей 87 
Функционал верхней грани 87 
Функция
— абсолютно монотонная 111 
—• автокорреляционная 166, 425
— Бесселя первого рода 127
— Бесселя третьего рода первого по­

рядка 306
— восстановления 446
— единичного скачка 267 

класса Кп 50, 263
— нагрузки 267
— правдоподобия 77, 161
— производящая 18, 19
— распределения 87
— характеристическая 18, 88, 415

Характеристические корни матрицы 
178, 180

Хинчина доказательство 232

Центральная предельная теорема 
400, 449

Циклическая система массового об­
служивания 28, 48, 359

— без обратной связи 360
— с обратной связью’ 362 
Циклическое обслуживание в системе

с несколькими очередями 364

Частотный спектр флуктуаций длины 
очереди относительно среднего 
значения 166

Чепмена—Колмогорова уравнения 47, 
107, 175

— обратные 107, 118
— прямые 107, 109, 118
Число каналов обслуживания 19 
Число свободных каналов 43, 159 
Число требований
— в группе 19, 230
— в очереди 20, 154, 159
-------  начальное 33, 155
------- среднее 43, 205, 272
------- в системе 20, 43, 92, 154, 240
------- не поступивших в систему 43
------- обслуженных за период заня­

тости 231< 243

Шлефли интеграл 306 
Шлефли функция 426

Эйлера постоянная 168 
Эквивалентностей класс 102
— замкнутый 102
— неустановившийся 102
— периодический 103
— поглощающий 102
— эргодический 102 
Энергетический спектр 425 
Эргодическая теорема 121 
Эргодичности свойство 102 
Эргодичность систем с последова­

тельными каналами 330
Эрланга модель 66, 122
— время пребывания в системе 91
— ограниченное место для ожида­

ния 92
— распределение времени ожидания 

95
— среднее время ожидания 92
— стационарное решение 67
— число требований в системе 92 
Эрланга уравнения 66, 92
Эрланга формула для системы с по­

терями 370, 430
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