
А.Н.ТИХОНОВ, МВУФИМЦЕВ

Статистическая 
обработка 
результатов 
экспериментов

И З Д А Т Е Л Ь С Т В О
М О С КО ВС КО ГО
У Н И В Е Р С И ТЕ ТА



А.Н.ТИХОНОВ, М.В.УФИМЦЕВ

Статистическая
обработка
результатов
экспериментов

Допущено Министерством высшего 
и среднего специального образования СССР 
в качестве учебного пособия 
для студентов вузов, 
обучающихся по специальности 
«Прикладная математика»

ИЗДАТЕЛЬСТВО
МОСКОВСКОГО
УНИВЕРСИТЕТА
1938



Тихонов А. Н., Уфимцев М. В. Статистическая обработка 
результатов экспериментов; Учеб, пособие. — М.: Изд-во Моек, 
ун-та. 1988.— 174 с .— ISBN 5—211—00105—2.

В учебном пособии рассматриваются вопросы статистической 
обработки экспериментальных данных, являющейся важным эта
пом при проведении полной математической обработки резуль
татов экспериментов. Выделены основные проблемы, связанные 
с применением вероятностно-статистических методов, начиная от 
создания математической модели и вплоть до интерпретации ре
зультатов. Наряду с традиционными в статистике вопросами из
ложены методы робастного оценивания, планирование эксперимен
та, факторный анализ; большое внимание уделено применению ус
тойчивых регуляризирующих алгоритмов.

УДК 519.24+518.12+519.6

Р е ц е н з е н т ы :
кафедра прикладной математической физики МИФИ, 
член-коррес.пондент АН СССР Я. Н. Говорун

\ 704010000(4309000000)—048

077(02)—88 

ISBN 5—211—00105—2

1 0 5 -8 8

@ Издательство
Московского университета, 1988 г.



ОГЛАВЛЕНИЕ

Список принятых обозначений и сокраш,ений . . . .  4
Предисловие . ................................................................ 6
Глава 1. Основные этапы и задачи статистической обра
ботки экспериментальных данных . . . . . . .  8
Глава 2. Проверка закона распределения наблюдений . 17
Глава 3. Выявление аномальных наблюдений в одномерных
выборках ..............................................................................................29
Глава 4. Выявление аномальных наблюдений в совокуп
ности связанных в е л и ч и н .................................................................40
Глава 5, Робастные методы и о ц е н к и ........................................... 46
Глава 6. Линейный регрессионный анализ . . . .  58
Глава 7. Линейный регрессионный анализ в случае нор
мальности.- Анализ остатков ................................................  70
Глава 8. Вычислительные аспекты метода наименьших 
квадратов. Робастный МНК. Нелинейный метод наимень
ших к в а д р а т о в ..................................................................................... 78
Глава 9. Регуляризирующие алгоритмы. Рсгуляризованный
метод наименьших к в а д р а т о в ..........................................................94
Глава 10. Введение в планирование регрессионных экспе
риментов ................................................................................................ I l l
Глава 11. Применение метода Монте-Карло в анализе и
планировании экспериментов ......................................................  124
Глава 12. Применение факторного анализа для оценки
точности д а н н ы х .............................................................................. 133
Глава 13. Учет систематических искажений . . . .  142
Глава 14. Применение рекуррентного оценивания и фильт
рации при обработке данны х..............................................................149
Л и т ерат ура ...........................................................................................164



Список принятых обозначений и сокращений

= по определению есть (равно).; 
распределено как (по закону);

Хт̂  уТ — транспозиция матрицы X, вектора у\ 
det Ф, |ф|| —определитель матрицы Ф; 
diag ,Кп] — диагональная матрица с элемента
ми Xi,...,Xn па главной диагонали (возможно также 
обозначение diag{Я} — диагональная матрица, имею
щая на главной диагонали диагональные элементы 
^ 1 1 . ^ 2 2 ) ••• •, матрицы Н) ;
Ik — единичная матрица размера k\ 
xo=Arg min ф(л:) — значение х, доставляющее мини
мум <р(х) (аналогично Argmaxcp(A:), Arginf(p(A:)); 
гапкФ — ранг матрицы Ф;
СЛАУ — система линейных алгебраических уравне
ний;
с. 3. — собственные значения;
с. в. — случайная величина;
ф. р. — функция распределения;
ф. п. в. — функция плотности вероятностей;
МП — максимум правдоподобия;
ФП — функция правдоподобия;
ОП — отношение правдоподобия;

р
— сходимость по вероятности;

Xq= p — limxn — л:о есть предел {хп} в смысле сходи
мости по вероятности;

— математическое ожидание (м. о.) случайной ве
личины |;
DI — дисперсия с. в. | ;
cov(|, r i)—ковариация случайных величин |  и г); 
у — выборочное среднее для выборки У\,...,Уп,



Ф |(0—характеристическая функция (х. ф.) с. в.
N {а, а) — одномерное нормальное распределение с 
м.о. а и стандартным отклонением с;

Q) — многомерное нормальное распределение с
вектором м.о. а и ковариационной матрицей Q;
Ро([х) — пуассоновское распределение с парамет
ром |х;

— распределение с k степенями свободы;
Sti{x)—распределение Стьюдента с I степенями сво
боды;
Sn{k, т ) —распределение Снедекора—Фишера с па
раметрами k, т\
R{a, Ь) — равномерное (непрерывное) распределение 
на отрезке (а, Ь) ;
НК — наименьшие квадраты;
МНК—метод наименьших квадратов;
НЛНО — наилучшая линейная несмещенная оценка; 
РА — регуляризирующий алгоритм;
РМНК — регуляризованный метод наименьших квад
ратов;
RSS — остаточная сумма квадратов (Residual sum of 
squares);
SVD — декомпозиция по сингулярным значениям 
(Singular value decomposition);
МГШ — модифицированный алгоритм Грама—Шмид
та;
tr<D —след матрицы Ф.

Остальные обозначения либо стандартны, либо но
сят локальный характер и разъяснены в соответ
ствующем месте текста.



предисловие

Важное место в математической обработке экспе
риментальных данных занимают статистические ме
тоды. При проведении полной обработки результатов 
экспериментов различных классов, создании систем 
полной автоматизированной обработки на ЭВМ экс
периментальных данных статистическая обработка 
является необходимым этапом решения задачи. Ре
зультаты статистического анализа позволяют оценить 
достоверность выводов, полученных при интерпрета
ции экспериментального материала. При этом инфор
мация, извлеченная на статистическом этапе из на
блюдений, является входной по отношению к этапу 
интерпретации с использованием регуляризирующих 
алгоритмов [79] и позволяет дать оценку неопреде
ленности входных данных, необходимую для коррект
ного применения этих алгоритмов и оценки неопре
деленности регуляризоваппого решения.

Двадцатилетний опыт применения метода регуля
ризации при обработке экспериментальных данных в 
различных областях науки позволил выделить ряд 
характерных задач и методов прикладной статистики, 
используемых на этапе статистической обработки. Эти 
задачи рассмотрены в публикациях авторов, упомя
нутых в последующих ссылках; создано соответствую
щее программное обеспечение [9]. Наряду с опытом 
конкретных приложений статистики большое влияние 
на понимание проблемы обработки эксперименталь
ных данных оказало развитие теории регуляризирую
щих алгоритмов [79], в частности регуляризованного 
метода наименьших квадратов [81; 82].

В основу книги положен материал спецкурса 
М. В. Уфимцева по статистической обработке резуль
татов экспериментов, на протяжении ряда лет читае
мого на физическом факультете и факультете вычис
лительной математики и кибернетики МГУ. При обу
чении студентов выявилась трудность, связанная с 
разбросанностью материала в книгах, статьях и от
четах, порой труднодоступных. Попыткой дать кон



центрированную основу для усвоения материала яв
ляется настоящая книга. Наряду с рассмотрением 
приложений статистики к обработке наблюдений в 
конкретных классах экспериментов затрагиваются 
также вопросы, недостаточно подробно освещаемые 
на указанных факультетах в общем курсе теории ве
роятностей и математической статистики: проверка 
статистических гипотез и критерии согласия, вычис
лительные аспекты метода наименьших квадратов, 
теория планирования эксперимента, статистическое 
моделирование и т. д. Сведения из общей статистики, 
необходимые для понимания материала, приводятся в 
ходе изложения. Более глубокое их усвоение читате
лем и практическое применение возможно с помощью 
упомянутых в списке литературы книг и статей.

Гл. 1, 8, 12 написаны авторами совместно, гл. 9 
принадлежит А. Н. Тихонову, остальные главы книги 
написаны М. В. Уфимцевым.

Выражаем глубокую благодарность А. В. Гончар
скому и П. Н. Заикину за многочисленные ценные за
мечания.

А. Н. Тихонов, М. В. Уфимцев



Глава 1
ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ И ЗАДАЧИ
СТАТИСТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ
ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАННЫХ

Широкое применение методов статистической об
работки эксперимента^]ьной информации связано с 
«математизацией» биологических наук, с совершен
ствованием техники экспериментальных исследова
ний, с широким применением ЭВМ (в том числе 
встроенных в измерительную аппаратуру и снабжен
ных математическим обеспечением для обработки 
данного класса экспериментов), с повышением тре
бований к качеству данных, диктуемым развитием 
теории.

Так, изучение процессов размножения и гибели 
растений, микроорганизмов, насекомых в биологии, 
сельском хозяйстве, экологии привело к рассмотре
нию статистических свойств обобщенных распределе
ний: пуассон-биномиального, Неймана, Эрмита и т. д. 
(8]. Определение характеристик, описывающих про
цессы в соответствующей биологической популяции, 
возможно на основе наблюдений за численностью 
объектов на выбранных контрольных участках и сво
дится к задаче статистического оценивания парамет
ров распределения. Математизация биологии и меди
цины приводит к появлению количественных моделей 
(например, в виде системы интегродифференциальных 
уравнений), описывающих биохимические процессы в 
организме, п клетке, механизмы действия лекарств, 
процессы развития опухолей и т. п. Обычно парамет
ры этих моделей неизвестны и подлежат определению 
по результатам измерений, полученных для подопыт
ных индивидов. Возникающие 'математические задачи 
обычно могут быть решены методами линейного нл'И 
нелинейного регрессионного анализа с интерпрета
цией результатов на основе проверки статистических 
гипотез. Следует отметить, что обработка и интер
претация экспериментальных данных указанного 
класса не тривиальна, поскольку их специфика (ма
лые объемы выборок, вариации индивидуальных ха
рактеристик) нередко приводит к неприменимости



«классических», основанных на выборках из нормаль
но распределенных популяций, подходов, что приво
дит к необходимости использовать робастные методы.

Современный уровень естественнонаучного экспе
римента характеризуется большими потоками инфор
мации. Так, в ядерной физике регистрируется до 
10®—10̂  событий за один эксперимент, огромен объ
ем телеметрической информации в космических ис
следованиях и т. д. При этом даже визуальный про
смотр данных, не говоря об анализе, невозможен без 
применения ЭВМ. Машинная автоматизация обработ
ки приводит к потере энач1имости таких факторов, 
как опыт, интуиция исследователя: если при созда
нии комплекса программ обработки не предусмот
реть возможности выявления абсурдных, «нефизиче
ских» данных во входном потоке информации, ЭВМ 
обработает все подряд и выдаст результат, далекий 
от истинного. Ясно, что в силу наличия ошибок изме
рений, случайного xapaiKTepa экспериментальных дан
ных способы обнаружения и парирования абсурдных 
наблюдений должны быть статистическими.

Многие эксперименты (например, при исследова
ниях космоса, при поиске новых элементарных ча
стиц) имеют уникальный характер и требуют дорого
стоящего оборудования. При этом необходимы мак
симальное использование полученной информации, 
извлечение из нее всех возможных выводов с кор
ректным указанием степени доверия к ним, обуслов
ленной методикой проведения эксперимента и исполь
зуемыми методами обработки.

Расширение области 'применимости статических 
методов связано и с внедрением достижений атомной 
и ядерной физики, таких как использование радио
активных изотопов для исследования характеристик 
изучаемых процессов, применение эффекта Мессбау- 
эра и ядерного магнитного резонанса и т. д. в смеж
ных с физикой науках (химии, биологии, геологии, 
медицине). Объекты, рассматриваемые в ядерной фи
зике, описываются уравнениями квантовой механи
ки, имеющими стохастический характер. Естественно, 
что при обработке экспериментов, основанных на по
ведении микрочастиц, использование статистических 
методов продиктовано самой вероятностной природой 
причинно-следственных связей. Сами математические



модели для рассматр1иваемых процессов являются ве
роятностными. Отметим также широкое распростра
нение радиоэлектронной экспериментальной и реги
стрирующей аппаратуры; учет приборных искажений 
от нее основан на теории случайных процессов, ана
лизе временных рядов, теории фильтрации.

Статистическая обработка результатов экспери
ментов предполагает знание основных понятий и ме
тодов теории вероятностей н математической стати
стики [44; 45; 49; 87]. Выявление характерных клас
сов задач в обработке экспериментальных данных и 
стандартных методов их решения позволяет выделить 
обработку результатов экспериментов из многообра
зия задач и'методов прикладной статистики. Так, для 
рассматриваемого класса спектрометрических экспе
риментов наиболее распространенным статистическим 
методом обработки являются метод наименьших 
квадратов или его заменители (метод наименьших 
модулей'И другие робастные методы). В то же время 
такие широко применяемые в социальных науках и 
биологии методы, как дисперсионный или корреляци
онный анализ, сравнительно мало используются в об
работке спектрометрических экспериментов. Кроме 
того, при статистической обработке результатов экс
периментов большее внимание, чем обычно в стати
стике, уделяется особенностям организации измере
ний и процесса обработки информации на ЭВМ. Эти 
особенности приводят к видоизменению или полной 
замене оптимальных статистических методов при об
работке реальных данных.

Обсудим вкратце типы измерений и характер 
ошибок в них. По отношению к (интересующим нас 
величинам x\,.. . ,Xk  измерения могут иметь прямой 
(измеряются непосредственно x\,...,Xk)  и косвенный 
(измеряются функции 1?(-^ь• • • > ^ от сово
купности интересующих нас величин Xi,...,Xk) ха
рактер. Ясно, что прямое измерение — частный слу
чай косвенного при

(x ’l , . . . , X-mt • . • , Xu) ~

НеопределеннО(Сть экспериментальных данных мо
жет быть вызвана различными причинами. В про
стейшем случае, когда изучаемый объект описывается 
в рамках лапласо(Вского детерминизма, а неопреде-
10



лвнность в наблюдениях обусловлена инструменталь
ными ошибками 'И носит аддитивный характер, для 
наблюдаемых величин у справедливо соотношение

у = А{х)+е, (1)
где Л — оператор, описывающий причинно-следствен
ные связи, X— набор факторов (причин), е — инстру
ментальные искажения: По у определяется либо ме
ханизм процесса (оператор Л), либо значения нена
блюдаемых факторов (х). В более сложных случаях, 
например в ядерной физике, сама причинно-след
ственная модель стохастична; неопределенность, вы
званная ошибками измерений, при этом сохраняется. 
Возможна гораздо более детальная классификация 
источников ошибок измерений [62].

Ошибки могут иметь как систематический, так и 
случайный характер, В первом случае нскажепня 
возникают всегда, когда имеют место обусловливаю
щие их причины, и обычно приводят к характерным 
изменениям результатов. Так, систематические ошиб
ки, связанные с наличием «мертвого времени» при 
регистрации событий в ядерпой физике [27], приво
дят к заниженным результатам подсчета. Наоборот, 
фоновые эффекты «повышают» значения регистрируе
мых величин. Что касается случайных ошибок, их 
действие имеет (при одинаковых условиях экспери
мента и процесса измерений) нерегулярный характер, 
приводит как к завышению, так и к занижению изме
ряемых величин по сравнению с истинными значе
ниями. Конечно, при обработке результатов экспери
ментов необходим корректный учет и систематических 
и случайных ошибок.

Охарактеризуем вкратце важнейшие задачи, воз
никающие при статистической обработке результатов 
для типичных классов экспериментов. Прежде всего 
для применения статистического анализа необходима 
вероятностная модель регистрируемых величин. По
лучаемые выводы о природе измеряемых величин мо
гут быть как весьма общими (независимость измере
ний, аддитивный характер искажений, одинаковость 
ошибок), так и содержать детальную информацию о 
статистических свойствах данных ((вплоть до закона 
распределения, полностью определенного или извест
ного с точностью до параметров). Эта проблема не
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является чисто математической, требует детального 
знания изучаемого в эксперименте процесса, методи
ки проведения эксперимента и измерений и обычно 
решается в тесном сотрудничестве с экспериментато
рами.

Даже самые убедительные доводы в пользу кон
кретной модели измеряемых величин являются не
полными, могут приводить к ошибочным заключениям 
из-за наличия неучитываемых факторов, влияния ве
личин друг на друга через посредство нерассмотрен
ных третьих величин и т. д. Поэтому предлагаемая 
модель должна быть проверена на эксперименталь
ном материале как на справедливость исходных пред
посылок, так и (что особенно важно) на выполнение 
свойств 'Наблюдений, которые вытекают из модели. 
Например, в случае задания функции распределения 
измеряемых величин речь идет о проверке соответ
ствия этой функции экспериментальным данным. Та
кая проверка выполнима, если имеется достаточно 
большое число наблюдений (сотни), и позволяет вы
делить целесообразные методы дальнейшей статисти
ческой обработки.

Полученная экспериментальная информация обыч
но неоднородна по качеству. Наряду с основной мас
сой данных, измеренных с возможно малыми ошиб
ками, имеются грубые промахи в измерениях, вы
званные экспериментальными ошибками или сбоями 
при фиксации результатов, вводе их в ЭВМ. Без 
анализа данных па качественность, устранения гру
бых промахов или уменьшения их влияния на ре
зультаты последующей обработки можно’ прийти к 
ложным выводам об изучаемом объекте. Поскольку 
визуальный контроль большого объема информации 
во многих экспериментах невозможен, приведение 
данных к однородности осуществляется с помощью 
ЭВМ по статистическим критериям.

Для разумной 'Интерпретации полученной экспери
ментальной информации необходимо «свернуть» ее 
так, чтобы потери информации были минимальными, 
и осуществить редукцию большого количества дан
ных к компактной форме. Это возможно при учете 
закона распределения данных, выборе соответствую
щих оптимальных методов. Поэтому процесс свертки 
экспериментальной формации имеет в основе стати
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стическую теорию оценок параметров. Здесь же воз
никает вопрос о корректной оценке точности редуци
рованных данных, об учете их коррелированности. 
Нередко выбранный метод редукции не является оп
тимальным с то'чки згрения статистики, а представ
ляет собой компромисс между иопользовапием эф
фективных, но вычислительно трудоемких оценок и 
вычисляемых неитерационными методами, но не сто
процентно эффективных оценок.

До сих пор речь шла в основном об учете иска
жений, имеющих случайный характер. Однако полу
ченная свертка информации еще не пригодна для ин- 
терпретации изучаемых явлений из-за наличия систе
матических аппаратурных искажений, фоновых, «за
грязняющих» эффектов. Полный учет этих искаже
ний и фонов потребовал бы усилий по созданию их 
математических моделей и проведению измерений 
для определения параметров этих моделей, сравни
мых по трудоемкости с основным экспериментом и 
его анализом. Ввиду малости вклада искажений в 
наблюдаемые величины используют огрубленные мо
дели для систематических искажений, а параметры 
этих моделей определяют из небольшого числа сопут
ствующих основному эксперименту измерений [20].

Не касаясь вопросов интерпретации, кроме слу
чая определения параметров модели при заданном 
функциональном виде, рассмотрим задачи, возникаю
щие после интерпретации. К ним относится прежде 
всего проблема соответствия предлагаемой модели 
экспериментальным данным. Нередко она является 
огрубленной, не вполне адекватной изучаемому про
цессу. Эта приближенность обнаруживается как сопо
ставлением результатов интерпретации с фактами со
ответствующей конкретной науки (например физи
ки), так и статистическими методами. Вычитая из 
наблюдаемых величин результаты предсказания их в 
рамках рассматриваемой модели, получаем совокуп
ность остатков, которые могут сггатистически иссле
доваться на случайность (либо, напротив, на опреде
ленного вида тренды). Бели результаты такого 
сравнения указывают на систематические расхожде
ния между моделью и экспериментом, то модель 
нуждается в доработке, введении в иее дополнитель
ных факторов, а иногда и в полной замене,
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с  другой стороны, после проведевия обработки и 
интерпретацви экспериментальной информации не
редко целесообразно вернуться к постановке экспе
римента. Обычно некоторые условия эксперимента 
(иапример, число точек измерений и их расположе
ние, энергия, температура) поддаются контролю и 
управлению. В зависимости от их изменения меня
ются и величины случайных и систематических иска
жений, и неточность редуцированных данных. Можно 
ставить вопрос об условиях эксперимента, обеспеч1и- 
вающих наилучшие по точности редуцированные дан
ные или гарантирующих достижение требуемой точ
ности. Эти проблемы решаются в математической 
теории планирования эксперимента, а также (особен
но в случаях, когда изучаемые зависимости слишком 
сложны для применения теории планирования экспе
римента) с помощью имитационного моделирования 
на основе метода Монте-Карло.

Обратимся теперь к соотношению эксперимента и 
обработки его ре.зультатов во времени. Часто запла
нированная серия опытов выполняется до конца, по
лучают весь набор экспериментальных данных, кото
рый подвергают обработке после проведения экспе
римента (off-line-обработка). Если результаты тре
буют коррекции условий проведения эксперимента, то 
меняют значения регулируемых параметров и прово
дят новую серию наблюдений, которые затем обраба
тывают. При этом используют методы, излагаемые в 
общих курсах статистики [44; 45; 49; 87]. Нередки, 
однако, обработка наблюдений проводится парал
лельно с ях получением (on-Iine-обработка), особен
но если результаты обработки используются для не
прерывного управления экспериментом (в космиче
ских исследованиях, в сложных технологических про
цессах). При этом алгоритмы off-Ипе-обработки не
редко неудобны, требуют слишком много времени, 
что делает невозможны1М эффективное управление. 
Например, необходимо вычислить выборочное среднее 
по выборке объема п наблюдений хь . . . ,  Хп

( 2 )

В случае off-line4)6pa6oTKH мож но непосредственно



использовать (2),что требует га+1 операции. Если же 
проводится оп-Ипе-обработка, данные Xi поступают 
непрерывно; при общем числе наблюдений N вычис
ление X на N шагах требует всего N^I2+ZI2N опера
ций. Простое В1ИДОизменевие (2)

XW =,Х̂ П~\) (3)
где —выборочное среднее по п наблюдениям, 
снижает (при Л^>3) число операций до 3-N, что уже 
существенно при обработке телеметрической инфор
мации. В более сложных ситуациях выигрыш во вре
мени при использовании рекуррентных методов и ал
горитмов еще более значим [62].

Рассматриваемые вопросы статистической обра
ботки тесно связаны с теорией решения некорректно 
поставленных задач [78; 79]. Во-первых, результаты 
предварительной обработки экспериментов далее не
редко подвергаются интерпретации на основе приме
нения регуляризирующих алгоритмов. Важно согла
сование статистических свойств, получаемых при об
работке величин, с требованиями, накладываемыми 
•ЭТИМИ алгоритмами (малость стандартных отклоне
ний по сравнению с самими величинами, учет корре- 
лированности данных и т. д.). Во-вторых, сами стати
стические процедуры, например метод наименьших 
квадратов, приводят к некорректно поставленным за
дачам [81; 82].

Остановимся в заключение на примере типичного 
спектрометрического эксперимента и возникающих 
при этом задач обработки, для которых были приме
нены многие из рассматриваемых далее методов. При 
нахождении сечений фотоыейтроиных реакций иско
мые сечения а (как функции энергии) связаны кос
венным образом с наблюдаемыми величинами [78; 
76; 136];

У {Е) -  const J  W (Е, £ ') а (£') dE’, (4)

где Е — максимальная энергия частиц первичного 
пучка; ядро интегрального уравнения W{E, Е'), по
казывающее распределение налетающих на мишень 
частиц по энергиям Е', предполагается известным.
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Рис.

Нахождение сг(£') по У (В) из (4) требует решен-ия 
некорректно поставленной задачи. Разумные резуль
таты получаются лишь при (сведешии к минимуму си
стематических и случайных искажений в К. В про
тивном случае локальные особенности типа перегибов 
в Y вызовут ложную структурность а(Е').

Схема эксперимента вкратце такова (рис. 1): из 
импульсного ускорителя периодически (50—100 раз в

секунду) выводится пу
чок электронов высокой 
энергии и направляется 
на мишень Л. Тормозясь 
в веществе мишени, 
электроны вызывают из
лучение у-квантов, рас
пределение которых по 
энергиям £ ' описывается 
функцией W{E, Е'). С по
мощью системы коллима
торов К пучок у'Квантов 

сосредоточивается на изучаемом образце В. При этом 
большинство у-квантов пронизывает образец без 
взаимодействия и регистрируется дозиметром D. из
меряющим интенсивность облучения образца. Взаи
модействие у-квантов с ядрами мишени приводит к 
вылету вторичных нейтронов, регистрируемых детек
торами С, расположенными в стороне от оси пучка 
у-квантов, чтобы исключить регистрацию первичного 
излучения и его взаимодействие с детектором.

В качестве первого шага необходимо построение 
стохастической модели эксперимента, так как идеаль
ную картину, описываемую (4), искажает ряд факто
ров. К КИМ относится вероятностный (обычно пуассо
новский) характер изучаемых в ядериых эксперимен
тах событий. Однако в дампом случае при достаточ
но больших энергиях наряду с изучаемой реакцией 
(у, п) происходит и побочная (у, 2п), причем про
дукты реакций неразличимы при регистрации. Встает 
задача вероятностного описания множественности и 
статистического разделения выходов (среднего числа 
актов реакций на единицу облучения) У] и Уг по на
блюдениям выхода частиц Г=У 1 +  2У2 [8; 18]. На
блюдаемое количество частиц может отличаться от У 
также вследствие влияния случайных колебаний ус
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ловии эксперимента, приводящих к плавным искаже
ниям формы кривой Y {Е) (аппаратурному дрейфу), 
наличия систематических искажений: просчетов де
текторов, вклада фоновых излучений, вызванных 
взаимодействием у'Квантов с коллиматором, стенка
ми камеры и т. д. Искажения возможны и при нор
мировке выхода на дозу облучения, поскольку зави
симость чувствительности дозиметра от энергии не
линейна.

При этом возникает весь перечисленный выше 
комплекс проблем; определение действительного вида 
распределения числа регистрируемых частиц; выя)В- 
ление «сбоев», вызванных грубыми ошибками при 
проведении измерений или дешифровке данных, либо 
их парирование; учет сопутствующих измерений, фо
новых эффектов, систематических и случайных аппа
ратурных искажений; корректная редукция экспери
ментальных данных и оценка точности и коррелиро- 
ванности результатов свертки; планирование условий 
эксперимента с целью получения максимальной ин
формации. Интересны также видоизменения методов 
анализа при on-line-обработке и применение теории 
фильтрации для решения задачи (4) [40].

Программное обеспечение для многих рассматри
ваемых ниже алгоритмов статистической обработки 
имеется в библиотеках программ [9; 57]. Тексты ря
да фортраиных и алгольных программ опубликованы 
в [31; 67; 86; 96; 123].

Глава 2
ПРОВЕРКА ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
НАБЛЮДЕНИЙ

Выбор критериев или оценок, имеющих опти
мальные свойства, определяется законом распределе
ния наблюдаемых величин. Обычно он не известен 
точно, но нередко априорные соображения позволяют 
высказать те или иные гипотезы о его виде. Такого 
рода гипотезы могут возникать также при рассмот
рении эмпирической функции распределения и сравне
нии ее с распределениями известного вида. Однако 
подобные соображения требуют статистической про
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верки на достаточно больших совокупностях наблю
дений.

Пусть имеется выборка х\, . . . ,Хп  наблюдений, взя
тых из генеральной совокупности с ф. р. F{x). 
В дальнейшем обычно под F {х) подразумевается не
прерывная ф. р. Пусть <5 — множество всех непрерыв
ных функций 'распределения.

Напомним некоторые понятия из теории статисти
ческих гипотез [45; 87]. Выборка наблюдений
. . . ,Хп)=х  трактуется как точка ц-мерного простран
ства Rn. Пусть W — некоторая область в Rn. Рас
сматривая ф.р., отвечающую {xi, . . . ,  Хп),

п
dF{x^, . . .  , х„) =  П  f

можно вычислить вероятность

Р{{Хи • • ■ =  (.Vi, . . .  , x j.

Любая гипотеза, связанная с такой вероятностью, на
зывается статистической. Приведем примеры стати
стических гипотез: а) f(x )— ф.п. в. нормального рас
пределения, имеющая заданные математическое ожи
дание и дисперсию; б) f{x) имеет заданную (напри
мер, единичную) дисперсию, а математическое ожи
дание произвольно; в) f(x) — ф.п.в. нормального рас
пределения. Первые две гипотезы касаются значений 
параметров распределения известной формы. Такие 
гипотезы называются параметрическими. Гипотеза 
в) является примером пепараметрической гипотезы. 
Рассмотрим основные понятия теорчи статистических 
гипотез на примере параметрических.

Итак, пусть {х\,...,Хп) отвечает ф.р. F {х\,. . .  Хп,
6), где d^QczRn — вектор параметров. Пусть со — 
подмножество Q. Обычно 6о, истинное значение век
тора 0, неизвестно. Назовем статистической гипотезой 
cf6 = 3^{(a\ Q) утверждение 0о^со; его альтернативой 
служит 6о^^2\со. ж истинна, если Эо^со, в против
ном случае 3>ё ложна (иногда говорят, что есть
нулевая гипотеза Но).  В случае, когда со состоит из
18



одной точки, гипотеза простая. Если же (о содержит 
более одной точки, то гипотеза сложная. Так, а) — 
простая гипотеза, б) —сложная (первая компоиента 
вектора параметров (р,, о )̂ — произвольное число: 
—oo<fi<oo). Пусть, далее, — множество в Rn, не
зависящее от 0 и такое, что 3^ отвергается при (л1 , . . .  
... ,Xn)^Wn 'И принимается в противном случае. Мож
но вычислить вероятности .. .  ,лгп)^^г'п|о)} и
Р{(дгь.. . ,  л:п)^гг)п|и\(о}. Множество Wn называется 
критическим множеством (критерием) для проверки 
Ж. Выбор Wn и отклонение 3^ при {хи... ,Xn)^Wn 
называется статистическим критерием (тестом) для 
проверки Ж. При использоваики статистического кри
терия возможны два видя ошибок: 1) отклонение 
гипотезы Ж, если она истипна (ошибка 1-го рода);
2) принятие гипотезы Ж, если она ложна (ошибка 
2-го рода). Поскольку принятие или отклонение Ж 
зависит от попадания (xi,. . . ,  .\;п) в Wn, величина

Р Н |0 }  =  I dF{Xi.........ХпЛ)

характеризует статистические свойства критерия и
является функцией 0 с областью определения Q, при
нимающей значения из [0,1]. Эта функция назы
вается мощностью критерия Wn, а дополнительная ей 
Р(Рл\Шп|0}= 1 — P{i2 ;„l0 } — оперативной характери
стикой критерия. Тогда а=Р{гс>л 1 и  р=1 — 
—Р(ш,г|9e=Q\co} — вероятности ошибок 1-го и 2-горо
да соответственно. Обычная практика проверки гипо
тез состоит в том, что вероятность ошибок 1-го рода 
не должка превышать заданного значения Оо, назы
ваемого размером (объемом) критерия. Тогда крити
ческая область и’п зависит от а^,: =  Жела
тельными свойствами критерия являются его несме
щенность: а<ао, Р{ш „|0ей\(о}>ао, и состоятель
ность: если limP{oy„,aj6} =  1, 0e=Q \o), то Wn,a.̂  —

п—̂оо
состоятельный критерий размера ао для гипо
тезы Ж. Множество всех возможных критериев мо
жет быть частично упорядочено по следующему пра
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вилу: пусть и rsô* — два критерия размера а для 
гипотезы Ж 'И

Р {ш̂  19} ̂  Р 10), е е  0>; Я [ ё} >  P{Wa 19}, 9eQ \co.

Тогда говорят, что ŵ ,* равномерно мощнее Wa. Если 
это правило выполняется для любого (измеримого) 
подмножества w^czRn, то называется равномерно 
наиболее мощным критерием для проверки Ж.

К сожалению, равномерно наиболее мощные и не
смещенные критерии существуют лишь в относитель
но несложных случаях: для простой гипотезы против 
простой альтернативы (лемма Неймана—Пирсона) и 
в ситуациях, сводимых к указанной. Для сложных ги
потез во многих практически важных задачах удается 
построить асимптотически (при я-^оо) наиболее мощ
ные критерии исходя из принципа МП, предложенно
го Фишером [109]. Применение этого принципа при 
проверке статистических -гипотез приводит к крите
рию ОП [127]. Пусть ФП записывается в виде

L{x\Q) = П /( ^ ь 0 ) ( 1)

где 0=(0г, 0s)— вектор r + s 
s^O). Проверяется гипотеза

k параметров (г^1,

//о:ег =  е.о, (2)
являющаяся сложной при s>0, против альтернативы 
Н\ : 0,.9̂ '0го. Ищем оценки максимального правдоподо
бия (МП-оценки) вектора (0г, 0s), дающие безуслов
ный максимум (1), а также МП-оценки для 0s, если 
справедлива Яо, т. е. оценки, реализующие условный 
экстремум функции (1) при условии (2). Пусть 0г, 
0S — оценки в первом случае, а 0s' — во втором. Рас
смотрим ОП

O<; =  L(x|0.o, 0s')/£^(A:|0r, 0з)<1. ( 3 )

Интуитивно ясно (обоснования имеются, например, в 
[45; 87]), что, если Яо истинна, значения I должны
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быть с большой вероятностью близки к 1. Поэтому 
критическая область для Яо имеет вид l^Ca, где Са 
определяется исходя из ф. п. в. g{l) случайной вели
чины так, чтобы

 ̂ g{l)dl=a.

Понятия, введенные для параметрических гипотез, 
переносятся и на случай непараметрич^ких гипотез. 
Различия имеют место лишь в формулировке прове
ряемых гипотез. Так, для задачи проверки вида рас
пределения проверяется следующая гипотеза: (x i,.., 
...,Хп) имеют ф. р. Fq{x). Эта функция может быть 
известна полностью {простая гипотеза), а может 
быть задана лишь ее форма при неизвестных пара
метрах. (сложная гипотеза, см. пример в)). Альтерна
тивой служит утверждение F{x) ^ S i ' \ F q{x) .

Ясно, что такая гипотеза, вообще говоря, не мо
жет быть проверена, поскольку число наблюдений 
Х],...,Хг1, по которому делается заключение о значе
ниях непрерывной функции, определяемой счетным 
множеством значений, конечно. В действительности 
сформулированная выше гипотеза заменяется некото
рой другой, близкой ей и допускающей проверку по 
выборке. Однако при такой подмене всегда остается 
указанная неопределенность, в чем мы убедимся в 
дальнейшем.

Простейший критерий для проверки нашей гипо
тезы, тесно связанный с ОП, — критерий Пирсона 
[33; 45]. Пусть область значений величины х произ
вольным образом разбита на k непересекающихся 
классов G\,. . . ,  Gsi. Проверяется простая гипотеза 
Uq\x — Fq{x). Тогда можно вычислить вероятностик
pi:^i-P{x^Gi), i= \ , k ,  ^ ^  П

:= 1
Рассмотрим число попаданий гх,... ,г^  наблюдений

Хи ,Хп в классы О̂ ^̂ ^ВДно,

что если справедлива //о, то Гь... 
номиальное распределение М (л;

,Гй имеют мульти- 
Роь • • • .Pofe-i)> для



которого [44; 87] Eri = npoi, (1 — i'
= Тогда

k
L(r,.........r , | / / „ ) = « l ^ - ^

Альтернативой Hi служит любая i^i(x), для которой 
найдется хотя бы один номер / такой, что

Ри ^\dFj^{x)^Poi.

Таким образом, в действительности речь идет о 
возмож'ности различить распределения, имеющие за
данные вероятности рог на Gi,... ,Ga, и  распределе
ния, у кото-рых вероятности P{xeGi) другие. Pi (л:) 
соответствует

k
U r , .........r ^ H , ) = n \ Y \ I U  (4)

i=l
Найдем безусловный максимум для ФП (4); для 
уггрощения выкладок перейдем к логарифмам:

lnL{r^, . . .  ,г^1Я1) =  1п(п1/П^!)
(=1 /=1

Подставляя pife= 1 — рп — ...  — pih-i и дифференци
руя по ри, i= \, k — i, получим

dint
^Ри Ри Pik

откуда p\i пропорционально в точке экстремума.k
Вспомнив, что ^ р ^ ;  =  1, получим =  Не-

1=1
трудно проверить, что это точка максимума (устре
мить Pit к О или к 1). Значение ФП в точке макси
мума

k г. 
П" * А 1̂
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Составим o n , используя обозначение npoi^Ui'.
k k

L(r^,....rk\Bo)

Логарифмируя (5), получим

In I S '-'*"
t=i
k

^ [ ( n — Of) In 1 + (6)

Если Ho истинна, то Eri=a{, crr̂ -=  (1 — p^i) =г=
=г}/аг, т. e. г,- — ac'^-V^i —У^п. Поэтому можно 
разложить логарифм в п^)авой части (6) по степеням

и, учитывая, что — п^()=0. получить

£ |[ ( r i—a i) + a j Гс — ai i''i — ос)̂
2aj

+ 1̂ LZL£l1 L _  ] _   ̂ (П — Ос)За • ' ■ ■ J 2 Z j  ai
Главный член здесь записывается в виде

- т Е
in — npoi)̂

npoi

0(Я-»/2).

Поэтому статистика ОП / эквивалентна использован
ной Пирсоном [128] статистике

k
Х2

(n — np̂ iP 
«Pot (7)

Поскольку малым критическихм значениям ОП I соот
ветствуют большие значения Х^, то гипотеза Но .от
вергается при Х^>Х^п,а. Статистика (7) проще для
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вычислений и анализа, чем (5), и ^используется чаще.
При малых п распределение статистики (7) зави

сит от вида гипотетической ф. р. 7̂ о{л:), однако при 
большом объеме выборки распределение (7) в слу
чае справедливости На свободно от проверяемого рас
пределения Fq{x). Рассмотрим вопрос о выборе кри
тического значения Х^п,а при большом п. Для этого 
нужно вспомнить ряд фактов из общего курса тео
рии вероятностей [44; 87].

Утверждение 1. Если г= (Г),.. ., г*) имеет мульти
номиальное распределение М{п\ p\,..'.,ph), то £гг== 
= при cov(ri, ri)=npibij~ iWiPy

Утверждение 2. Пусть x i, . . . ,Xn  — выборка ^-мер
ных случайных величин, 2 = —вектор вы
борочных сумм хи--.,Хп  по компонентам . . . ,  
ji=£x  конечно и ковариационная матрица сом(лг, 

= 2  —|[oijll>0. Тогда 2  имеет асимптотически нор
мальное распределение jV (яр, я2), а г]-^(2—П1л)/Уп
асимптотически Л (̂0, 2),

Утверждение 3. Если выполнены условия из утвер
ждения 2, то квадратичная форма Q„ =  t]^2"'ti при 
л->оо сходится по распределению к Xĥ'■

Если теперь рассматривать величины ri, . . . ,ru  как 
суммы п случайных величин Т ь ...,т„ , где ti отно
сится к i-My испытанию, то согласно утверждению 1 
EXi=pi, соу(тг, Tj)=Pi6ij — PiPj И, как легко показать 
перемножением матриц,

l|cov(Ti,т^)[|-l:^||p^6^^—ргр,||” 1 = | | - ^ +  ^
Pk+i

где =  Pi- Применив к утвер-
i=l

ждения 2 и 3, нетрудно найти, что 
А-Н

' т
1 = \

{г —Ег)
Уп

llcov (тг.Ту) 1-1 ( г — Ег)
V n
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где Гй+1 =  /1 — ^  Гь при л~>оо имеет асимптотически

распределение Xft̂ .
Возвращаясь к распределевию статистики (7), ви

дим, что в случае справедливости Но при п-*-оо вели
чина асимптотически имеет распределение 
Поэтому критическое значение выбирается как а-про-
центная точка распределения 
уравнения

X k-\, т. е. как решение

5 ‘'x L i= '

Иначе говоря, при больших п величина в дей
ствительности не зависит от п, а вполне определяется 
значением k и а: a=XJ^.

Рассмотрим теперь вопрос о состоятельности кри
терия Вообще говоря, она вытекает из состоя
тельности критерия ОП [45; 87] и доказанной экви
валентности критериев (5) и (7). Однако ее можно 
доказать и непосредственно. Пусть — множество 
точек выборочного пространства, для которых при 
истинности Но Х^>Х^а- Пусть в действительности 
справедлива Н], т. е. существует i такое, что ри — 
~ldFi{x)^poi. Из центральной предельной теоремы

р
(утверждение 2)следует,что при n-^oc>{rJn,... yT^Jn)-*р

.........Pik)- Тогда можно рассмотреть при за
данном п множество Еп точек {х\, Хп), для ко
торых

(8)

где 0<£)2<р2(ро, Pi)- Условие Х^>Х^а Для статисти
ки (7) можно переписать в виде

>
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Ясно, что найдется такое гц, что при п>П] множество 
En<̂ Wa. Поэтому при П>П1 Но
ПО определению с^содимостй по вероятности для лю
бого б>0 найдется « 2  такое, что (8) выполняется с 
вероятностью P{£n]P i}>I—б. Теперь, взяв п> 
>max(«i, П2), получим для него P{tiyal£i}>l — 6,
т. е. при п-^оо limP{t2^alPi}= 1, что и доказывает со
стоятельность критерия Wa для проверки гипотезы 
Hq. Однако ясно, что на самом деле статистика (7) 
позволяет проверить гипотезу о принадлежности 
Fq{x ) множеству бо, где бо состоит из всех ф.р. (не
прерывных), имеющих для данного разбиения Gi,...  
...,Gfe одинаковые вероятности P{x^Gi} = poi, i= \,k .  
Для того чтобы различить распределения внутри б о, 
критерий конечно, несостоятелен. Поэтому прихо
дится изменять границы классов Gi, либо число k та
ких классов.

Пусть-теперь гипотетическое распределение £о{^)
зависит от параметров в=  (бь. . . ,  0«), значения кото
рых 'Неизвестны и подлежат оценке по выборке, т. е, 
мы рассматриваем случай сложной гипотезы. Тогда
величины poi(0) (здесь 0 — оценка параметров 0) са
ми являются случайными и приведенное выше обос
нование асимптотического распределения не го
дится. В частности, £ (п  — npoi(0))^O- _

Однако можно доказать f45], что если оценки 0 
ищутся из (7) методом минимума [49] или как 
МП-оценки для мультиномиального распределения
М{п\ ро1  (0),• • • ,Ро/{(0)), то это эквивалентно нало
жению S линейных связей на (асимптотически) квад
ратичную форму от стандартных нормальных величин 
так, что (7) асимптотически распределена как x^k-i-s 
и условие отклонения Но есть где — ре
шение уравнения

ь*—I-

Если же в качестве 6 используются обычные МП- 
оценки, то при п-*-оо асимптотическое распределение 
(7) точно неизвестно, но показано, что его процент
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ные точки заключены между Х̂ а. и Х^а. Поэтому для 
надежности рекомендуется использовать [45; 66].

Ниже приведены другие рекомендации по исполь
зованию критерия

1. Поскольку критическое значен1ие Х^а выбирается 
исходя из асимптотического распределения (7), то 
критерий следует использовать при достаточно боль
шом п (обычно порядка сотен).

2. Число классов разбиения k и границы классов 
выбираются так, чтобы пр<ц не были слишком малы. 
Обычно считается [45], что прог'^Ь, однако Кокрэн 
[106; 107] показал, что если /г^7 и а =  0,05 или 0,01, 
то допустимо уменьшение одной или двух прог до 1.

3. В случае простой гипотезы доказана локальная 
несмещенность критерия ^сли выбрано равноверо
ятное разбиение области значений х, т. е. если poi — 
=Ро2 = ...  =Рог= •.. =Poh=fe~‘. Поэтому рекомендует- 
ся использовать такое равновероятное разбиение. 
Кроме того, для этого случая, как показано Слэкте- 
ром [134], аппроксимация х^-распределением хороша
даже при npof !.

Интуитивно ясным недостатком критерия х̂  яв
ляется потеря информации от группировки значений 
непрерывной с. в. в классы Ĝ . Был разработан ряд 
критериев, свободных от этого недостатка. Наиболее 
важен и часто применяем критерий Колмогорова — 
Смирнова [122]. Он основан на сравнении гипотети
ческой ф. р. f.o(^) с эмпирической

0, ■t< ^(1).
г/л, Х(г) ^  Х<^Х(г+1),

, 1,

где jC(i)C . . .  <л:(г)< . . .  <дГ(/г) — члены вариационного 
ряда, построенного по x i,...,X n. Используется мера 
расхождения ф. р.

Z)„ =  sup]F„ (а;)— (9)

Применимость этого критерия, как и некоторых 
других, основанных на сравнении эмпирической ф. р. 
с гипотетической /^о(^) [45; 48], основывается на уси
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ленном законе больших чисел [55]; при истинности 
Яо Я{11т/^„(л:)=Яо(л:)} =  1.Статистика не зависитП-*-оо
ОТ вида распределения /^э(лг), если проверяемая гипо
теза простая [45]. Это следует из того, что любое не
прерывное распределение Fo{x) можно преобразо
вать в любое другое, используя подходящее преобра
зование аргумента (оно'интерпретируется как дефор
мация оси абсцисс), и при таком преобразовании 
максимальное расстояние между двумя ф. р. по верти
кали Dji остается неизменным, Асимптотическое рас
пределение ]fnDn известно [122] и затабулировано 
[12] для случая простой гипотезы. Гипотеза Яо отвер
гается, если Dn>dn,a.‘, критическое значение выби
рается из таблиц или вычисляется стандартными про^ 
граммами на ЭВМ.

Бели же распределение Fo{x) зависит от неизвест
ных параметров, подлежащих оценке по выборке, т. е. 
гипотеза Яо сложная, то в общем случае ничего не 
известно о распределении (9), даже асимптотическом. 
Однако в некоторых частных случаях применение 
при сложных гипотезах изучалось. Так, показано, что 
при проверке нормальности распределения достаточ
но использовать при вычислении rfn,« поправочные 
множители, зависящие от /г и а, но не зависящие от 
математического ожидания и дисперсии.

В заключение рассмотрим простые критерии для 
проверки нормальности, поскольку нормальность ча
ще всего предполагается для распределения наблю
даемых величин а priori. Известно [44; 87], что ха
рактеристическим свойством нормального распреде
ления является .равенство пулю семиинвариантов усг, 
г>2. Поэтому возникает идея использовать выбороч
ные аналоги младших семиинвариантов, чтобы влия
ние статистического разброса было минимальным. 
Обычно используются хз и Х4, связанные с централь
ными моме.нтам’И следующими соотношениями:

Хз=ЦЗ, X4 = [l4 —3[l2̂ .
Таким образом, для с.в. |~ Я { 0 , а^) рассматриваются 
асимметрия р 1  =  |Хз/о̂  и эксцесс p2=(ii4 — Зо^)/о^ = 
=  \1 а/ о* —  3, не зависящие от выбранного масштаба 
измерений с. в. |.  Их выборочные аналоги

bi = m3/s^ Ь2 = !Па/8  ̂— 3 (10)
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. ( 1) :\b^\>d-^, da

rt
(s* — выборочная дисперсия: ~—  V) {xi — x)*)n— 1 i=*i
не завиоят от a и распределение их затабулировано 
[12] для стандартной нормальной величины. Посколь
ку pj и Рг равны О при нормальном распределении, 
использование (10) .приводит к критериям

(И)
значения di и ds для заданного размера а находят из 
таблиц. Гипотеза Hq отвергается, если выполнено 
хотя бы одно из неравенств (И ). Эти критерии не
редко называют критериями нормальности, однако 
фактически проверяется равенство нулю хз и К4 , в то 
время как вид ф. р. определяется всей совокупностью 
семиинвариантов или моментов [44].

Применение критериев проверки нормальности 
разумно при наличии достаточно представительных 
выборок (несколько сотен или тысяч наблюдений), 
поскольку статистики Ь\ и особенно & 2  очень чувстви
тельны к отклонениям выборочных значений от сред
него X и при небольших и средних объемах выборок 
результат применения (II) в значительной степени 
случаен. Вообще, если обработка наблюдений ведется 
на мощных ЭВМ (БЭСМ-6 или ЕС ЭВМ), снабжен
ных соответствующим программным обеспечением, 
лучше использовать не (И),  а критерии согласия 
или Колмогорова—Смирнова. Необходимые для этого 
программы имеются на БЭСМ-6 в составе библиотек 
SSP [67] н БОИРЭ [9], а на ЕС — в библиотеке 
БИМ [57].

Глава 3
ВЫЯВЛЕНИЕ АНОМАЛЬНЫХ НАБЛЮДЕНИЙ
В ОДНОМЕРНЫХ ВЫБОРКАХ

При обработке результатов экспериментов неред
ко возникает задача проверки качества информации, 
анализа принадлежности всех наблюдений к одной 
генеральной совокупности или, напротив, вывода о 
том, что имело место «засорение» выборки. Обычно 
неизвестно, какие наблюдения не относятся к гене
ральной совокупности, характеризующей основную

29



часть выборки, и являются аномальными. Однако не
которые из наблюдений имеют слишком экстремаль
ные (высокие или низкие, или и тп и другое) значе
ния, чтобы быть е согласии с предположением, что 
они порождены тем же распределением. Требуются 
объективные критерии, чтобы проверить основатель
ность этого подозрения. Особенно важно иметь такие 
критерии, если обработка ведется на ЭВМ автомати
зированно, ибо при этом отпадают такие факторы, 
как опыт, интуиция исследователя.

Обнаружение аномальных наблюдений может про
изводиться для того, чтобы: а) провести сортировку 
данных перед их анализом и либо полностью исклю
чить аномальные наблюдения из рассмотрения, либо 
придавать им меньшее доверие (вес) при дальнейшем 
анализе; б) выявить наличие аномальных наблюде
ний и тем самым указать на необходимость более 
тщательного проведения эксперимента и измерений; 
в) иногда именно аномальные наблюдения представ
ляют особый интерес и даже являются целью экспе
римента (например, след новой элементарной части
цы на фотопленке).

Причины появления резко выделяющихся наблю
дений могут быть различными: наличие сопутствую
щих по отношению к изучаемому «фоновых» эффек
тов; нечистота изучаемого объекта, наличие приме
сей; резкие изменения условий эксперимента (ска
жем, напряжения питания приборов); «сбои» при ре
гистрации (например, флуктуации шума в электрон
ной аппаратуре). Возможно также появление грубых 
промахов при записи показаний приборов, вводе в 
ЭВМ и т. д.

Чтобы выявлять аномальные наблюдения, нужно 
знать, что же является нормой. Иными словами, дол
жен быть известен закон распределения основной 
массы наблюдений. Далее обычно вычисляют некото
рые характеристики с. в. с заданным законом распре
деления и исследуют значимость отличий выборочных 
величин от теоретических.

Рассмотрим пример многократного бросания моне
ты. Предполагается биномиальный закон распределе
ния с р=1/2. Пусть осуществлено по 900 испытаний с 
10 монетами и для одной из них зафиксировано 
510 появлений «орла». Насколько это согласуется с
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гипотезой о равновероятности выпадения лицевой и 
реверсной сторон монеты? Для 900 испытаний при 
р=1/2 м.о. числа появлений «орла» есть Е\ — пр = 
= 450; дисперсия Р^ = пр{ \ — р)=225, поэтому стан
дартное отклонение а= у Д |= 1 5 . Поскольку п доста
точно велико, биномиальное распределение удовле
творительно описывается нормальным законом 
iV (450,15). В случае «подозрительной» монеты откло
нение от составляет 60= 4а. Вероятность такого 
события для нормально распределенной с. в. равна 
0,00013. Всего было проведено 10 независимых серий 
испытаний, поэтому вероятность появления такого от
клонения хотя бы в одной серии есть 1 — (1 — 
— 0 , 00013) 1  — 1-f-0,0013 =  0,0013. Следовательно, с 
вероятностью, большей 99,8%, можно утверждать, 
что подозреваемая серия является аномальной.

Большинство критериев обнаружения аномальных 
наблюдений предполагает нормальность генеральной 
совокупности. Это связано как с тем, что статистиче
ская теория наиболее разработана именно для нор
мального закона, так и с некоторыми априорными со
ображениями о статистических свойствах наблюдае
мых величин. Измерительные погрешности тракту
ются как сумма большого числа «элементарных», при
мерно одинаково распределенных ошибок, что дает 
согласно центральной предельной теореме асимптоти
ческую нормальность суммарной погрешности. Неред
ко условия проведения эксперимента таковы, что за
кон распределения, отличный от нормального, стано
вятся близким к нормальному при выбранных пара
метрах эксперимента.

Так, в ядерной физике число частиц, образую
щихся в результате реакции, подчиняется закону Пу
ассона (это связано с малой вероятностью реакции 
для каждого ядра, независимостью процессов для 
различных ядер и большим их числом в исследуемом 
образце) Ро(р), где р — среднее число образующих
ся частиц. Часто, чтобы добитьюя высокой величины 
отношения эффект — фон, а также ускорить набор не
обходимой статистики, измерения ведут при высокой 
интенсивности р. Нетрудно показать, что при р->оо 
Ро(р) сходится к iV(p, Ур ). Действительно х. ф. с. в. 
S'-Po(p) равна (ps(0 =ех'Р {р(е^* — 1)}.
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Рассмотрим нормированную и центрированную с. в. т==
=  — ^ )/V y . ее X. ф. ^рЛ0=ехр{— =
=ехр{—i7j/fA+ р}=ехр{—и У \1 + |х [ 1  -\-itlY
— +  О — р) =  ехр {— i^/2 +  О Устре
мив р к бесконечности, получим ф*(0 ->ехр{—1̂ /2}, 
т. е. т сходится по распределению [44] к нормал^ой 
с. в. Л/̂ (0,1). Поэтому Исходная величина |= тУ р + р  
сходится по распределению к нормальной Л̂ (р., Ур), 
что и утверждалось.

Подчеркнем, однако, что эти априорные соображе
ния являются лишь наводящими. Например, пуассо
новский закон регистрируемых событий может иска
жаться просчетами регистрирующей аппаратуры. Ги
потеза об «элементарных» ошибках трудно проверяе
ма. В любом случае необходимо проверять гипотезу о 
нормальности по статистическим критериям, исполь
зуя экспериментальные данные.

Поставим задачу выявления аномальных наблю
дений более строго: пусть Xi,...,Xn  — наблюдения, 
которые независимы и распределены по нормальному 
закону. Согласно Фергюсону [108], возможны две об
щие модели аномальных наблюдений. В модели 4 
(гипотеза отличия в сдвиге) предполагается, что п —
— k величин имеют одинаковое распределение М{ц,
а), а оставшиеся k (заранее неизвестно, какие имен
но) имеют математическое ожидание р+4гсг (i= I, k) 
и общую дисперсию а .̂ Модель Б (гипотеза отличия 
в масштабе) предполагает, что k с. в. имеют закон 
распределения N{\i, X'iff), V t> l. Нулевой гипотезой 
в каждой модели является k = 0.

Поскольку аномальное наблюдение трактуется как 
экстремальное по величине, то многие критерии их 
выявления используют порядковые статистики [33; 
87] и их распределения. Другие крлтерии основаны 
на вычислении величин, чувствительных к отклоне
ниям от нормальности. Так, рассмотренные выше вы
борочная асимметрия и выборочный эксцесс, завися
щие соответственно от третьей и четвертой степеней 
величин вида (Х{ — х), подобным свойством облада
ют и используются при анализе аномалий.

Даже ограничивая рассмотрение критериев выяв
ления аномальных наблюдений случаем выборок из 
нормальной совокупности, можно видеть, что возмож
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ны различные постановки задачи в зависимости от 
информации о параметрах распределения. Пусть 
<̂1 )=̂лГ(2 ) ^ . . .  л̂Г(п) — вариационный ряд для выборки 

Х\,...,Хп, Wn=X(n)—x̂ i) — выборочный размзх. Сле
дуя [35], укажем часто применяемые статистики для 
вычисления аномальных наблюдений и ситуации, в 
которых они .применяются:

а) известны ц и а;
^ 1  —(̂ (п) —Р-)/сг, —р|/а,

i

б) известно только а;

=  (■’̂ (п)— )̂1̂ > ^2 =  1 —х\/0,i

Bs = {X{n)— Xin-i)]/o,
B b = tL i  = ̂ {Xi— xY/o^\

в) значения ц и а неизвестны, но имеются незави
симые оценки Sv для а ;̂

Cj =(X(„) —x)/Sv,

^ ______

Са =maxlxf

Cs=^WnlS ,̂
mzx\X{ — х\

2 ч 1/2

г) р. и 0  неизвестны; 

=  (Х(п) —x)/s.

D , ^ V t 2  iXi — x)^

(S(xi-x)* +  vs4 )

Da — maxiXf—л|/5,
i

Dq=̂ wJ s,

|D ,|, O,
S*

n—2

f'*'' Xn.n—iYt 
i=l

i = l

2  Зак. 220 33



процентные точки многих из этих и других стати* 
стик приводятся в '[12; 33]. Обращаясь к применению  ̂
этих статистик, отметим, что стоящие слева статисти
ки главным образом односторонние, позволяющие 
обнаружить аномально большие наблюдения, а спра
ва ука.заны статистики двухсторонних критериев, об
наруживающих и слишком большие, и слишком ма
лые значения наблюдаемых величин. Статистика Л'г- 
фактически приводит к проверке неравенства

maxlx; —ц] ( 1 >

где уа. выбирается для данного уровня значимости из 
таблиц нормального распределения аналогично тому,, 
как это сделано выше для примера с бросанием мо
нет, т. е. как решение уравнения

/ 2;

00

2л J

Эта статистика издавна использовалась эксперимен
таторами в форме «правила трех сигм»: поскольку 
для нормальной с. в. вероятность отклонения на За ог 
[X около 0,001. Отклонения, превышающие эту грани
цу (при числе наблюдений порядка нескольких десят
ков), характеризуются как аномальные, и соответ
ствующие наблюдения исключаются из рассмотрения 
с основной массой данных и анализируются особо. 
Однако поскольку такой подход негибок (при сотнях 
и тысячах наблюдений большие отклонения не мало
вероятны) и обычно имеет место ситуация г) неиз
вестного о, более интересны другие критерии.

Показано [108], что при неизвестных р, и о крите
рий, основанный на D4 , является в модели А локаль
но наиболее мощным против односторонней альтерна
тивы Н\: Х(Г=Д>0. Для двухсторонней альтернативы- 
Н \  : локально наиболее мощным является кри
терий D5 , основанный на выборочном эксцессе. Одна
ко эти локально оптимальные свойства не очень важ
ны для практики, поскольку выявляются наблюдения,, 
резко выделяющиеся, т. е. Д сильно отличается от 0.. 
Показано, что в модели А с не более чем одним ано
мальным наблюдением вероятность правильно его вы
явить максимизируется, если использовать стьюден-
34



тезированное экстремальное отклонение £ > 2  (£̂ i для 
односторонней альтернативы Д>0, D 'i=(jc — X(d)/s 
для Д<0) [45]. Оптимальность этого критерия дока
зана и в модели Б при наличии не более одного ано
мального наблюдения [108]. Однако в случае двух 
выбросов, имеющих распределение N{]x-\-Xo, а), при 
А-»-оо вероятность обнаружения их стремится к нулю 
(«маскирующий эффект») [35].

Рассмотрим подробнее статистику D .̂ Оценим ве
роятность события s^={D2>-z}, если справедлива ну
левая гипотеза Но в модели А. Пусть событие

(2)

Поскольку — объединение событий (возможно и 
пересекающихся), то в силу формулы Бонферрони

а = 1  

п— 2  п-~\
а=1 р—«4-1

а = 1  р = а + 1  в=р-Ь1

(3)

из (3) следует неравенство

а= 1  р=«4 - 1

Р Ш -
а=1

(4)

Поскольку все стоящие в (2) величины s4-a. распреде
лены одинаково, получим

P{D2>z)^nP{l{^zl (5)
где | 1 =|лг1 —ij/s* . При этом левая часть неравен
ства (4) позволяет оценить погрешность приближе-
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ния (5): можно показать [И; 13]  ̂ что она имеет по
рядок 8 .̂ Преобразуем

i i = ’
Xi— —  2 хгп

вводя нормированные величины z^= {ха.— ц)/о'. То
гда

Zi — —  Щп

П 2 2 ? —-^(SZ()®
(6>

в знаменателе (6 ) стоит квадратичная форма с мат
рицей

1 ------- при а = § ,
/ ---- L £  =  q =  [[9̂ pI1^

---- — при ат^р»

где £'«(1 = 1 , а, р =  1 ,«, /  — единичная матрица.
Подвергнем z^, а=1 , п, ортогональному преобра*п

зованию. Пусть =  где матрица £=ik«pi{

имеет следующий вид: ее первый столбец г^\ — 
= {гг' 1̂̂ .......^ — \ а остальные

'av V-i — V+ 1

V - 2
-  Y +  2

^  {n —Y + 1 )(« —Y +  2 )

)
r  ___ ____

 ̂ y = 2  ̂n, C6 = l ,  n.
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Нетрудно убедиться, что
п П г

^  Гс.1=-Уп, 
а=1 а=1

— (rt—Y + I)

П —  У +  1 
п — 7  +  2

/  (« —7Ж 0 (п —V4-2)

Также легко проверить, что
п ___  п ___
^  Га1 =  1, i =  l, п, ^  Га̂ Гау = 0, у ^ 2 ,П ,

ct \̂ ав!
п

=  y > 6 > 2 ,

^ 0 , y = 2 , п.

(7)

(8)

т. е. матрица R ортогональная.
Поскольку 2 о~ЛГ(0 , 1) и независимы, а R — орто

гональная матрица, величины г/р также независимы и 
нормальны Л (̂0, I) [6 8 ]. При этом квадратичная
форма в (6 ), которая может быть записана как 
при переходе к y=R'^z преобразуется в y'^R’̂ QRy [6 8 ; 
87]. Матрица преобразованной формы равна

В = lfQ R  =/?'■ ---- j- E j  R ^ l f R ---- L  R ^ E R ^ I  —

---- !-^J’•я;J =  diag{o, I, , 1}
n

В силу (7) и ортогональности (8 ). Кроме того,
п п п

а= > 1  а = 1

=  i ]  № £ '  91Ла = » 1  [ (^ -  v )  Т Т  “
р= 1  а= 1

37



Таким образом, величина может быть записана че
рез с. в. ур, Э =  2 , п, в виде

1г=\У2\ y ^ ^ N { 0 , \ ) ,  Р =  2 ,п.

Рассмотрим теперь т

/  T b t y i ’
г э = 2

где

г/р — 'Независимые и нормальные Л (̂0, 1) с. в. Введя 
взаимно-однозначное 'преобразование [49]

¥ П~1
/ 1  —■

П  —  1

Уг l / i r b - Sг v=3

убедимся, что г' имеет распределение Стьюдента с 
п—2 степенями свободы: '¥''-^Stn~2{x). В силу моно
тонности преобразования условие

т'< 1  и— 2
V П~1

л — 1

эквивалентно условию х<х, поэтому 

Р { г < . } = р ( т ' < | /

Поскольку распределение Стьюдента симметрично 
и I i=  |т |, получим
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P { l i > x }  =  2 P { x > x ]

Поэтому для определения е-процентной критической 
точки статистики £ > 2  с учетом (5) получим

т. е. критическая точка Хг определяется из уравнения

1  — St ■ /п  — 2
V п. (9)

Для получения функции мощности критерия, основан
ного на £>2 , требуются более громоздкие обоснования 
и выкладки [13].

Кратко остановимся теперь на выявлении ано
мальных наблюдений в модели Б. Наряду с ситуа
цией, описанной выше, когда имеется единственная 
выборка, возможно содержащая аномальные наблю
дения, для которой применимы вышеуказанные кри
терии, можно рассмотреть также задачу выявления 
аномальной группы наблюдений среди k групп [И; 
6 6 ]. Пусть имеются k групп независимых наблюдений 
по т наблюдений в каждой и пусть Si^,. . . , 5 2̂ — со
ответствующие выборочные дисперсии. Если все k 
групп однородны (т. е. дисперсии 0 1 ^ = 0 2 ^= - =оь^),
то S i ^ , — .взаимно независимые и одинаково 
распределенные с. в. Есть подозрение, что одна из 
групп имеет отличающуюся дисперсию. В случае 
справедливости нулевой гипотезы Яо об однородно
сти групп все Si  ̂ (̂ ’= 1 , fe) распределены как

1{т— 1). Составим отношения G;=s? / s/ G =  Щ

и положим G =  max G,-.
/ = 1

Гипотеза Яг отвер
гается, если G>(Oe, где со* — решение уравнения, полу
чаемого аналогично (5): ^P{Gi>o)e}=e. Можно пока-

39



зать, что Gi подчиняется бета-раопределению: Gi~ 
~ S (/ 7 , q) с параметрами (т — 1)/2, д= (т — I) X 
X { k ~ l ) / 2  [11; 12].

Глава 4
ВЫЯВЛЕНИЕ АНОМАЛЬНЫХ НАБЛЮДЕНИЙ
В СОВОКУПНОСТИ СВЯЗАННЫХ ВЕЛИЧИН

До сих пор речь шла о выявлении резко выделяю
щихся наблюдений в выборке для одномерной с. в, 
В экспериментах нередко изучается зависимость не
которой величины от контролируемого параметра t 
(например, число вторичных частиц как функция от 
энергии первииных частиц). Если при этом условия 
эксперимента и режим измерений для соседних точек 
ti, tj {1Ф}) каждый раз регулируют заново, то резуль
таты измерений в соседних точках статистически не
зависимы и измерения кривой представляют собой 
набор д {п — размер сетки аргумента) одномерных 
выборок, к  каждой из них можно применить крите
рии выявления аномальных наблюдений, обсуждав
шиеся выше. Однако, поскольку экспериментальные 
кривые несут некую информацию об изучаемом явле
нии, воспроизводят какую-то структуру, можно при
влечь эту дополнительную информацию для получе
ния более обоснованных заключений.

Например, есть теоретическая модель, описываю
щая форму кривой и содержащая неизвестные, под
лежащие подгонке с помощью эксперимента, пара
метры. Возможен случай, что такой модели нет, но 
есть априорные соображения о свойствах кривой (ее 
гладкости, интервалах роста и убывания, периодично
сти и т. д.). Тогда обычно экспериментальную кривую 
приближают по методу наименьших квадратов функ
циями с соответствующими свойствами. Приближение 
это может быть глобальным (на всей сетке {ti), i= 
=  1 , п) либо локальным (сетка {ti} разбивается на 
участки с небольшим числом точек и для каждого та
кого участка выбирается своя аппроксимирующая 
функция). Далее применяют критерии выявления сбо
ев, используя вместо среднего значения в постро
енную приближающую функцию [13].
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при получении кривых в автоматическом режиме 
регистрации и накопления информации аппаратурный 
дрейф приводит к согласованным изменениям в сосед
них точках, к появлению корреляционных связей (по
дробнее см. гл. 12). При этом техника выявления од
номерных резко выделяющихся наблюдений не го
дится. Однако при некоторых предположениях о ха
рактере измеряемой информации и способе измерений 
удается свести проблему к известным стандартным 
критериям в рамках модели А [19].

Пусть в результате регистрации Y{t) получается 
набор Q̂ '” =̂={Ki ( г , i—1, п, составленный 
из Д'Мерных с. в., принадлежащих к различным гене
ральным совокупностям. Предполагается, что;

U = —/1 -мерная нормальная с. в. с не
зависимыми компонентами;

2 ) математическое ожидание отношения У«/Уе яв
ляется гладкой функцией t и может быть аппрокси
мировано в /-окрестности произволыной точки по
линомом степени х;

3) нелинейные эффекты, вследствие которых 
£(У«(0 /^в(/))"^const, считаются малыми:

‘ Ш

« 1 ,

i =  L —■ I, L /, а, Р =  1 , /7t;

4) «  1;
5) считается, что отношение

ЕГг.
т] =  const, а =

= 1, т, j =  l, /г (условие равноточности процесса изме
рений);

6 ) вероятность появления резко выделяющегося 
наблюдения мала. Конкретно предполагается, что 'ве
роятности сбоя более одного значения Vai,, в точке 
/&(а- 1̂ , т) и более одного значения У«{ на неболь
шом участке (в /-окрестности точки /о) малы.
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в  качестве первого шага найдем нормирующие 
множители Ma{t) такие, что E[Na{t)Ya{t)]=EYQ{t)
(здесь Уо — эталонная кривая либо У(0)* Составим

отношение Ка (О =  . а = \, т, и, используя ус-Уо (О
лов'ия 1  и <  1 , проведем разложение Ка

E Y E Y
ПО разностям (£Уа)“ ^(У«----EYa) и (£Уо) ~ ’ ( ^ 0  —
— EYo). Тогда можно показать, moKtx.iti)'^ N [—

причем для вычисления дисперсии <ŷ Kai по
лучены формулы [19].

Используя условие 2, представляем EKai в /• 
окрестности точки to в виде полинома

ЕКа, =  =  «!“’ (1- -  «•о)” +  «5* а - Q ’‘~ '+  ■■■

. . .  + «Й Ь

Пусть ^ai — оценка ^ai  по методу наименьших квад
ратов. Определим нормирующие множители Mai в 
точке io равенством

N.at) оГ = № l )(а) Ч-1

Тогда Eyaio=^E[YaiM^]]=EVoi, с точностью до чле
нов порядка Действительно, с точностью до

имеем 
EY

EY.
Пси» — 1  +

EY. “х+ 1  ^ “>И- 1
£У. е4?1 )■

Используя .соотношение

EKai.=^ai.  = « S l  =  E Z &  =
EY.at»
EYn

найдем
EY .Pi, — EYo

EYo =  £Kox..
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Заметим, однако, что величины уи^, . • • » ymif не яв
ляются выборкой, ибо они статистически зависимы 
вследствие проведенной нормировки. Вычисления по
казывают {19], что ковариационная матрица l|COV(̂ /aiot 

недиагональна.
Проверяется гипотеза : Еуи^ =Ey-2i, == . . .  --^Eymi„= 

=а против альтернативы Н\\ существует такое 
а*, что Еуа*фа. Если количество элементов в =  
=‘{Уи,у ••• » Угт̂) не очень велико, а смещение м.о. 
Уа* значительно, то с вероятностью, близкой к 1 , 
Уа» совпадает с Уа, наиболее удаленной от среднего 
у, т. е. будем использовать критерий, основанный на 
статистике

max
а

\Уа —  У\ 
Sa

Назовем уа», соответствующее сбитым, если 
где 2 , — ( 1  — е)-квантиль функции распределе

ния с. в. | ,  т. е. решение уравнения I — ^б(2 )= е  (кри
терий А).

Можно показать, что выбор z производится из та
кого же уравнения, как расомютренное ранее для D2; 
в [19] построена оценка дисперсии для кривой y*{ty 
(т. е. для среднего по оставшимся после отбраковки 
наблюдениям). В случае, если число точек для по
строения достаточно большое и сбои в первичной 
информации не очень велики, так что резко выделяю
щемуся уач* отвечает резко выделяющееся наблюде
ние Уач*, удается оценить также дисперсию для 
кривой ?*(/)•

При сильных сбоях статистический анализ начи
нают с анализа хода каждой отдельной кривой Уа( 0  
и устранения резко выпадающих точек. Целесообраз
ность такого подхода состоит в том, что при малом т 
критерий А недостаточно эффективен.

Бели бы вид математического ожидания EYa{t) 
был известен, можно было построить критерий, ана
логичный критерию А, с заменой выборочного сред
него на соответствующую эмпирическую кривую ре
грессии. Однако часто вид EY^{t) неизвестен, струк
тура этой кривой весьма сложна. Поэтому непосред
ственно к Y^{t) регрессионный анализ неприменим. 
Поделим кривые, чтобы уничтожить структуру:
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^ а ( 0  =
Y q( t )
Yo(t )

a  — 1 , m.

Смысл Yo{t) TOT же, что и для критерия А. Как и 
выше, пусть EKa{t) может быть приближена полино
мом в /-окрестности точки io. Рассмотрим совокуп
ность величин Ki = Kqi, /==/ft—/, Проверке
подлежит гипотеза Н^: EKi—^ i  против альтернативы 
Hi: существует такое /*, что EKi‘> Рассмотрим

5 = т а х  f̂ =  max'
i i

где — оценка по методу наименьших квадратов по
линома

sk 21

g i  — весовые множители; 0 г — константы, выбираемые 
так, чтобы все были одинаково распределены [19].

Значение Кг* считается сбитым, если где
Zt — е-процентная точка функции распределения с. в. 
$ (критерий Б). Аналогично критерию А удается по
казать, что Zo является решением уравнения

1  —5/ 2 {2 / + 1 )

где N=21 — X— 1. Анализ мощности критериев А и Б 
показывает, что во многих практических ситуациях 
эффективность их применения мало отличается от ис
пользования стьюдентизирован’ного абсолютного от
клонения D2.

В модельном эксперименте по критерию Б были 
обработаны фотоядерные кривые выхода [19]. Рас
сматривались 8  кривых, значения которых известны в 
62 точках. На экспериментальных кривых было смо
делировано 8  сбитых точек: две из них были сбиты 
на 5 статошибок, остальные — на 3. После обработки 
по критерию Б исправлению подверглись 4 сбитых 
точки из 8  и, кроме того, 3 точки из исходной инфор
мации. При этом были использованы значения пара-
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Видно, что проекции сбитой точки на оси к  
по величине не выделяются из основной массы 

наблюдений. В то же время сочетание пары коорди
нат является аномальным. Приходится учи
тывать не только уклонения, но и ковариации компо
нент наблюдений, что сделать сложнее и теоретиче
ски, и с точки зрения реализации критериев.

Так, Уилксом [138] был предложен критерий, ос
нованный на вычислении отношения определителей 
выборочных ковариационных матриц

det Qv
detQ

где

Q = - ~  2 ]  — X) (Х̂  ~ x f ,
а= 1

N ^

^  к —^)(^а—^)^-
«= 1,

Критерий имеет вид
W =гП1 1 П

где ы* — критическое значение для е-процентного раз
мера критерия. Имеется оценка для приближенного 
определения (типа (5) из гл. 3) критических точек 
статистики w, однако функция мощности этого крите
рия не исследована. Кроме того, его применение тре
бует большого объема вычислений.

Глава 5
РОБАСТНЫЕ МЕТОДЫ И ОЦЕНКИ

Обсуждай приведенный выше пример выявления 
аномальных наблюдений в модельной задаче, мы ви
дели, что не все аномальные наблюдения были ис
правлены и в то же время исправлению подверглись 
наблюдения из исходной нормальной совокупности.



Таким образом, исправленные данные не образуют 
популяции с нормальным законом распределения, 
даже если исходные «неиспорченные» данные были 
нормально распределены. Такая ситуация характерна 
не только при обработке наблюдений с выявлением 
среди них аномальных, но, как мы увидим ниже, ти
пична в задачах анализа и обработки эксперимен
тальной информации.

Отметим прежде всего ограничения, сделанные 
при рассмотрении критериев аномальности наблю
дений.

1. Предполагался нормальный закон распределе
ния совокупности, если верна нулевая гипотеза, при
чем параметры его одинаковы для всех наблюдений. 
1 1 СЛИ же нулевая гипотеза ошибочна, основная часть 
наблюдений распределена нормально с одинаковыми 
параметрами, а аномальные наблюдения имеют дру
гое м. .0 . (модель А) или дисперсию (модель Б), од
нако также нормальны.

2 . Аномальных наблюдений немного, в идеале — 
одно на выборку. В противном случае сказывается 
«маскирующий эффект» и эффективность критериев 
обнаружения аномалий резко падает.

Однако те соображения, которые обычно приво
дятся при обосновании нормальности, по меньшей ме
ре спорны. Так, гипотеза о суммировании большого 
числа «элементарных» погрешностей практически не- 
проверяема. Утверждение центральной предельной 
теоремы носит асимптотический характер, и никогда 
нет уверенности, что число «элементарных» ошибок 
достаточно велико, чтобы гарантирО'Вать нормаль
ность. Кроме того, и это главное, однородность «эле
ментарных» ошибок также сомнительна. В частности, 
возникновение аномальных наблюдений (грубых про
махов, нарушающих однородность, распределение ко
торых может резко отличаться от нормального) от
лично от ошибок основной массы наблюдений. Вто
рой фактор, приводящий к нормальности,— асимпто
тическое поведение распределений — также обычно не 
действует в чистом виде. Так, хотя число частиц, об
разующихся в ядерных реакциях, обычно считается 
пуассоновским, процесс регистрации, наличие «мерт
вого времени» у детекторов частиц искажает пуассо- 
нов-ский закон {27]. Кроме того, отсчеты, связанные с
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фоновой подложкой, также нарушают предполагае
мую асимптотическую нормальность регистрируемых 
количеств частиц.

Таким образом, априорные соображения о нор
мальности регистрируемых величин представляются 
сомнительными. Проверка закона распределения на
блюдаемых величин с-помощью опыта показывает, 
что обычно нормальность не имеет места [99; 120]. 
Так, Шеффе [99] приводит значения выборочной 
асимметрии 6 i и выборочного эксцесса & 2  Для вели
чин, регистрируемых в различных областях науки. 
Для технических измерений значение 6 2  оказалось в 
пределах от 0,7 до 0,9, а Ь\ —от —0,4 до 1,8. При хи
мических анализах для 1 0 0  опытов получено Ь2 = 7, 
что указывает на наличие грубых случайных ошибок 
(например, нечистоту посуды или реактивов для про
ведения опытов). Другие примеры, полученные при 
обработке очень большого числа наблюдений ( 1 0 0 0 0  
и более), также подтверждают эту тенденцию. Вели
чины (&i; 6 2 ) принимают следующие значения: (2 ; 
6,3) для распределения возраста невест в Австралии 
в 1907— 1̂914 гг.; (2; 5,3) для распределения возраста 
женихов; (0,5; 0,4) для барометрического давления в 
Гринвиче за 1848—1922 гг.; (—0,9; 1,8) для длины 
бобов; (—0,4; 0,6) для их ширины. Таким образом,, 
реальные распределения наблюдаемых величин асим
метричны и имеют более тяжелые «хвосты», чем нор
мальное распределение. Для астрономических наблю
дений этот факт был отмечен еще Бесселем [103]. Он 
объяснил более частое появление больших ошибок, 
чем это предсказывается нормальным законом, нали
чием наряду с «обычными» инструментальными фак
торами источников редких грубых промахов (уста
лость наблюдателя, неисправность инструмента и 
т, д.). Таким образом, наблюдаемое распределение 
ошибок обусловлено действием большого числа ма
лых, примерно одинаково распределенных погрешно
стей и небольшого числа больших ошибок. Тогда ре
зультирующее распределение является смесью рас
пределений: близкого к нормальному для основной 
массы наблюдений и «загрязняющего», отличного от 
нормального, для аномальных наблюдений. Фактиче
ски мод-ель Б аномальных наблюдений является част
ным случаем описанной смеси распределений, когда
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«загрязняющее» распределение также нормально, но 
с большей дисперсией.

Ясно, что устранение резко выделяющихся наблю
дений, изменяя форму «хвостов» распределения, 
оставляет нетронутой среднюю часть. Поэтому ненор
мальность сохраняется даже после выявления и уст
ранения сбоев и приводит к тому, что оптимальные 
для нормального закона методы, критерии и оценки 
не являются таковыми при обработке обычных в экс
периментальной практике выборок. Рассмотрим это 
на примере точечных оценок параметров ф. р.

Напоммим некоторые факты из теории статистиче
ских оценок [45; 87]. Пусть xi.......Хп — выборка на
блюдений из популяции с ф. р. f ( x ,  6 ), где 0  — пара
метр, истинное значение которого 9о неизвестно. Под 
точечной оценкой 6  параметра 0  понимается с. в. 
0 (xj,. . .  ,х„), которую используют в дальнейшем вме
сто истинного значения. Желательно, чтобы 0 удов
летворяла некоторым (или всем) разумным требо
ваниям:

1) несмещенности: £0 = 9о;
2) состоятельности: P-Iim 0 =  0(,.Пг-*-00

Эти требования могут и не выполняться для исполь
зуемых оценок. Так, оценка х\ для м. о. несмещенная,, 
но несостоятельная. Оценка дисперсии

i s y

состоятельная, но £{s*)2=(«— Поэтому 
(5 * ) 2  — смещенная оценка. Однако при п-*-оо ее сме
щение. стремится к О, следовательно, она несмещен
ная асимптотически.

Даже ограничиваясь несмещенными и состоятель
ными оценками, обычно можно указать бесконеч1ное 
множество таких оценок. Так, м. о. \i нормального 
распределения можно оценить через выборочное сред
нее X и выборочную медиану т, причем обе оценки 
состоятельные и несмещенные. Этими же свойствами 
обладает оценка (1—р)х+рт, 0 с р < 1 . Встает 
вопрос о выборе оптимальной (в каким-то смысле) 
оценки.
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При прочих равных условиях лучше та оценка, ко
торая «,в среднем» ближе к истинной величине оце
ниваемого параметра, т. е. ф. р. которой «плотнее» 
локализована около 0Q. Однако задача вычисления 
ф. р. решена Л)ишь для некоторых распределений и 

-оценок. В то же время показано, что ряд оценок 
имеет при ц->оо нормальное распределение, для ко
торого плотность локализации обратна корню из дис
персии. Поэтому обычно за меру качества оценки 
принимают ее дисперсию [45]: чем меньше диспер
сия оценки, тем она лучше. Можно показать, что дис
персия несмещенной оценки не может быть произ
вольно малой [45; 49; 87; 132].

Т е о р е м а  (Крамера, Рао). Пусть {хи •••, Хп) — 
п-мерная с. в. из Rn с ф. р. Рп{х\,. . .  ,Хп\ 0 ), причем 
-Fn регулярна относительно первой производной по 0 , 
т. е.

ае
dF^{x, 0 ) —  (*ае J dFn(x, 0 ) =О

.в некотором открытом интервале Q, содержащем 0 о- 
Тогда если 0(a:i,. ..,Х п) — несмещенная оценка для 0 ,

-ТО

d \ n d F n  VD 9 > [И- ае dFr
)= Й о

( 1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу несмещенности 0
 ̂ $  — b)dFn^0 .

.Дифференцируя по б, получим в силу регулярно
сти Fn.

j  (9 -9 )A !B p L d F „  =  l.

^Используя неравенство Коши-Буняковского, получим

=  [ j ( 0 - 9 ) aindfn
аб d F j  <:
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J  ( 0 - e r d f „ J d \ n d F n \2
ae

d F „

и окончательно

o e = J  (0 - e ) “d F „ > [  j  =

причем равенство имеет место тогда и только тогда,., 
когда с вероятностью 1

/С(0 ) [В{х,......... ;^ „ ) - 0 ] = а In dFn (x i ..........Хп\ 9)
ae

Положив 0 — 0 0 , получим утверждение теоремы. 
С л е д с т в и е .  В случае выборки наблюдений

dF„ = f]dF{xr, 0),

dlndFn _’
ae ~  i

i

поэтому
oo

D0 ^  ĵ n J

aindf (д:̂ ; 9)
ae

aindF
ae

dF

причем необходимое и достаточное условие равенстваг 
записывается в виде

(0 ) ( е _ 0 „ ) = ^ aindf [хг, 6 ) 
ае

с вероятностью 1 .
О п р е д е л е н и е  1. Если 0 —несмещенная оценка: 

k с конечной дисперсией и при этом не существует 
другой несмещенной оценки с меньшей дисперсией, то 
ft называется эффективной оценкой для 0 о.

Раосмотрим пример оценивания м. о. р, нормаль
ного распределения, если дисперсия известна.. 
Имеем
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5(i д}л I 2â

£ ) f x ^ o * j^ n  J  (j : — f i y  d F ( x ;  [j.)j : = - ^ .

—00

"Поскольку для выборочного среднего имеет место точ-
п

ное равенство то [д,=л:=;— яв-
1 = 1

ляется эффективной оценкой-
Для произвольного распределения может не быть 

эффективной оценки параметра, однако для некото
рых оценок неравенство Крамера — Рао (или более 
точное неравенство Бхаттачария [45]) переходит в ра
венство- при п-^оо. Такие оценки называются асимп
тотически эффективными. Обычно они могут быть по
лучены для распределений, описывающих результаты 
наблюдений, по методу максимального правдоподо
бия [45; 87]: МП-оценки являются решением урав
нения

— i

д IndF (л;£; 6 ) _
д9

0.

Теорема Крамера — Рао и метод максимального 
правдоподобия обобщаются на случай векторного k- 
мерного параметра 0 .

О п р е д е л е н и е  2. Эффективностью оценки 0 от
носительно оценки 0 '  называется отношение их дис
персий;

e f f ( 9 |0' ) = 7)677>0. ( 2)

Если в качестве 0' используется (асимптотически) эф
фективная оценка МП, величина
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называется эффективностью оценки 6 . Очевидно, что

Вернемся к рассмотрению задач обработки наблю
дений. Поскольку для измеряемых величин нормаль
ность обычно не имеет места, в принципе возможно 
предложить закон, описывающий их распределение, и 
оценить параметры по методу МП для данной ф.р. F. 
Однако нужно иметь в виду, что мы никогда не зна
ем точно закона распределения наблюдений. Крите
рии согласия скорее отвечают на вопрос о том, какое 
распределение не описывает наблюдаемые величины, 
чем позволяют однозначно выбрать истинное распре
деление. Особенно трудно сделать выбор в случае 
смеси распределений.

Но даже если бы удалось точно установить закон 
распределения наблюдаемых величин и построить МП- 
оценки параметров, все равно остается проблема ано
мальных наблюдений, которые вызываются сильно- 
действующими, но редкими факторами, в результа
те чего их трудно обнаружить. Они нерегулярны, 
но способны сильно ухудшить эффективность МП-оце- 
лок.

Вместо того чтобы, отказываясь от нормальности, 
искать оценки, «настроенные» на данное конкретное 
распределение, можно поступить более радикально. 
Не будем искать эффективных для данного закона 
оценок, а рассмотрим оценки, которые имеют высо
кую эффективность для широкого класса распреде
лений. Такая позиция связана с концепцией робаст
ности [38; 61; 69; 120; 137].

Вообще говоря [33], «слабая чувствительность к 
-отклонениям от стандартных условий называется ро
бастностью. Методы, применимые в широком диапа
зоне реальных условий, являются робастными. Мож
но говорить о робастности по отношению к неодно
родности дисперсий, к отсутствию независимости, к 
нарушению нормальности и т. д.». Чаще всего, гово
ря о робастности, имеют в виду нечувствительность к 
нарушениям нормальности. Различают робастность к 
предпосылкам — терпимость к ненормальности рас
пределений на «хвостах» (ее пример — стьюдентово 
t, используемое при построении доверительных ин
тервалов, проверке гипотез; пример неробастной к 
предпосылкам статистики — [45; 61]) и робаст
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ность к эффективности — высокую эффективность, не
смотря на ненормальность «хвостов».

Рассмотрим второй вид робастности на примере 
оценивания параметра сдвига. Для него предложена 
наибольшее количество оценок [38; 120], их свойства, 
исследованы в различных возможных ситуациях тео
ретически и методом Монте-Карло.

Предположим, что производятся многократные из
мерения интенсивности 0  некоторого процесса, причем. 
отсутствуют систематические ошибки. Тогда, если 
распределение случайных ошибок унимодально [44], 
0  является центром некоторого распределения, описы
вающего ошибки, т. е. ф. п. в. f{x—0 ) симметрична 
относительно вертикальной прямой х=0. Величина 0̂ 
называется параметром сдвига. В частности, если су
ществует М.О., то

=. xdF (х) =  J (х — Q)dF {х — 0) +

Ч-е J d f  (X — 0 )= . 0 .

Однако, например, для распределения Коши с функ
цией плотности вероятностей

/ W = —л 1  +  (Х_ 0 ) 2

0  — параметр сдвига, но конечного первого момента 
не существует.

Если наблюдаемые величины нормальны, то, как 
показано выше, выборочное среднее х — эффектив
ная оценка м. о. р. Если же нормальность не имеет 
места, эффективность выборочного среднего сильна 
падает. Так, для смеси нормальных распределений с- 
ф. п. в.

fix,  0 ) = ( 1  — 8 )

+  • 2п о

(х-0)*

у ' 2л

(лг-б)*
•>0»

+

(3>
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Ш [ ( 1  — 8 ) +ео 2 ],
п

в ТО время как нижняя граница примерно постоянна 
я равна п~̂ . В этих условиях использование даже та
кой неэффективной для нормального закона оценки, 
как выборочная медиана т  {ее эффективность равна 
2/п;=0,637 [45]), выгоднее, чем применение х, если 
только а достаточно велико, потому что т  робастна 
к отклонениям от нормальности. В последние 30 лет 
усилия статистиков были направлены на поиск и ис
следование робастных оценок, почти столь же устой
чивых, как выборочная медиана, но высокоэффек
тивных (90% и выше) для выборок из нормального 
распределения.

Многие робастные оценки вычисляются по части 
членов вариационного ряда X(])<a:(2 )<  . • • в ча
стности m = X({n+i)/2 ) для нечетных п и т —{x^n/2)-^ 
+л:(„/24-1))/2 д л я  четного п. Часто используются а- 
«обрубленное» среднее

дисперсия X  возрастает квадратично с ростом о:

•̂ Г(а)
п—[па]

п —  2 [па]
Х{к) (4)

й=[па] + 1

«■«винзоризованное> среднее [137]
п—[па]

I ^  Л:(А)-Ь [ма](>;([гааЗ) + [паН' 1 ))|

(5)

(6)

•оценка Ходжеса — Лемана [113J 
л:я-ь =  median {xi + Xf)/2.

М-оценка Хубера получается при минимаксном 
шцходе [119]: для выборки, являющейся смесью 
распределений с ф. п. в.

2  +е<р(2:-0). (7)/(х ) = ( 1  —б)

где ф(д;— 0 ) у н и м о д а л ь н а ,  с и м м е т р и ч н а  о т н о с и т е л ь н о
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о и имеет более «тяжелые» хвосты, чем нормальная: 
.V(0, 1), строится оценка МП-параметра 0. Рассмат
ривая ее как функционал от ср и найдя «наихудшую» 
ф. п. в. ср, при которой дисперсия МП-оценки макси
мальна, Хубер построил минимаксную оценку Т пара
метра 0 , которая получается для распределений, име
ющих конечный первый момент ai при ср (л;— 0 ) =
=  “ ехр{~ [^ — 0|}. Тогда М-оценка Хубера нахо
дится минимизацией функционала

Ф р(Х(

где

Р( )̂
tV2,
k\t\

Т),

• /feV2 , \ t \ ^ k { z ) .

a k= k{z )—решение уравнения  ̂ ~ z .
—k

Доказана состоятельность, асимптотическая не
смещенность ЭТИХ и ряда других оценок, их асимпто
тическая нормальность, вычислены эффективности ро
бастных оценок относительно выборочного среднего- 
(если 9 — робастная оценка, ее эффективность отно
сительно X efi{Q\x)=DxlDQ). Оценки Хт(а) и Xw(a.} име
ют при а  =  0,1-ь0,25 эффективности 0,87-7-0,95 для. 
8  =  0 в (3), а при (7 = 3  и 8  =  0,05; е = 0,1 и 8=0,3 отно
сительные эффективности равны 1,20; 1,43 и 1,64 для- 
Хя-L, 1,12; 1,36 и 1,77 для Xr(o,2 5 ), 1,21; 1,46 и 1,59 для- 
Хт-(0,1) и т. д .

Вычисление этих оценок более трудоемко, чем рас
чет X,  поскольку требуется упорядочить наблюдения- 
для построения Х г(а), Xw m  и  построение вариаци
онного ряда требует порядка п \п п  операций [47], а: 
для вычисления x h - l  необходимо число действий по
рядка Оценка Хубера требует значительных
вычислений при минимизации Ф, однако она имеет 
важное преимущество перед (4) — (6 ): оценивание па
раметра сдвига М-оценкой можно проводить, внося 
уточнения в оценку по мере поступления информация 
[38], что существенно при on-line-обработке.
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Однако рассмотренные оценки имеют недостаток: 
для их оптимального использования требуется знать 
величину «загрязнения» Е (для выбора параметра а  
в (4), (5), для задания А(е) в М-оценке), обычно в 
практике неизвестную. Поэтому весьма перспектив
ным представляется использование адаптивных роба
стных оценок. Так, в ,;[121] предложено выбирать а  
для а-«обрубленных» оценок (4) из условия миниму
ма а-«винзоризованной» оценки дисперсии. Хоггом 
[116—118] была предложена процедура выбора оцен
ки в зависимости от значения выборочного эксцесса. 
Теми же причинами вызвано применение итератив
ных робастных оценок. Л. Д. Мешалкин [59; 126] 
предложил способ последовательного построения оце
нок математического ожидания и дисперсии (ЭВ- 
оценки [2 ]), используя ф. п. в. нормального закона: 
если 6  и — робастные оценки сдвига и дисперсии 
на/-М шаге, то на {1+1)-и шаге оценки вычисляются 
как

Q' х=.
П

~ У1W WiXi s '  = - {п — \) wI ] ( 8)

тде

J, характеризует быстроту спадания весовых множи
телей с удалением от центра. На первом шаге 6 =л, 
ŝ =s2. При Ял; 1,5 процедура обычно сходится после 
3-5 итераций. Мостеллер и Тьюки [61] рекомендуют 
использовать бивес-оценку сдвига

в противном случае.
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или 5  есть половина межквар- 
константа с часто берется

а s =  median \х ,—х‘'\
тильного размаха [44], 
равной G и 9.

Другая трудность при применении робастных оце
нок вызвана тем, что, поскольку механизм появления 
аномальных наблюдений, «загрязнения» иной, чем у 
основной доли наблюдений, центр загрязняющего рас
пределения обычно не совпадает с центром основного,

В этих условиях, например, М-оценка Хубера, по
лученная для модели (7) с совпадающими центрами,, 
не очень эффективна для оценивания положения цент
ра, а адаптивные и итерационные оценки обнаружи
вают свое преимущество [ 1 0 ; 1 0 0 ].

Свойства робастных оценок многомерного пара
метра сдвига изучены меньше, чем одномерного. Од
нако для оценок по компонентам типа (5) показано' 
теоретически '[104], а для и Xwi») методом Монте- 
Карло [23; 90], что в случае ^> 3  для ^-мерного нор
мального распределения с корреляционной матрицей 
р эффективность робастных оценок относительно х 
произвольно мала при det р-^0. Итерационная оценка 
(8 ) может быть обобщена на многомерную ситуацию 
[59], если в Wi использовать ф. п.в. й-мерного нор
мального распределения. На модельных примерах она 
показала высокую эффективность. Тем не менее во
прос о парировании многомерных «загрязнений» тре
бует дальнейших исследований.

Более подробно современное состояние в области 
робастных оценок и методов рассматривается в [8 8 ], 
там же даны необходимые литературные ссылки для 
углубленного изучения интересующих читателя во
просов. О применении робастных оценок в линейных 
моделях регрессии вкратце рассказано ниже.

Глава 6
ЛИНЕЙНЫЙ РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИ^<
Нередко величины Уь . . . ,  Уп, изучаемые в экспе

рименте, зависят от значений другой величины лг, ко
торая либо известна точно, либо может быть с высо
кой точностью измерена. Тогда физическая модель^
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характеризующая зависимость Y от х, приводит к вы* 
ражению

y=<p(x, 0 ), ( 1)
где X — одна или несколько величин, которые могут 
контролпрованно изменяться в ходе эксперимента,
6  -  вектор обычно неизвестных параметров 0 ь . . . ,  0 г̂, 
вид функции ф предполагается известным. В действи
тельности из-за ошибок измерений регистрируется не 
У, а 1/= ф + е, и если ошибка е случайная (т. е. ее 
м.о. равно 0). то {!) выполняется для Еу = <р. Изме
няя контролируемые переменные х и регистрируя со
ответствующее у, получим в итоге вектор

! / = ф (а:, 0 )  + 8 .  ( 2 )

Тогда можно попытаться оценить вектор параметров
6  по вектору наблюдений у (задача оценивания пара
метров модели).

Например, в задачах активационного анализа сме
си радиоактивных изотопов в моменты времени 

1̂ , in регистрируется число распадов ядер у, для 
математического ожидания которого справедливо экс
поненциальное представление

Еу (ti) I
/ = 1

mXj  характеризует быстроту распада /-й компонен
ты смеси, Л/ — ее количество. Величина у, как обыч- 
ш в ядерной физике, подчиняется закону Пуассона с 
параметром Ey{ti), и если среднее число распадов ве
лико, то пуассоновское ' распределение переходит в 
нормальное, так что

yih)
/= 1

8 ^~Л^( 0 , VEyitt)).

Имея достаточное количество измерений, можно по
пытаться определить k=2m  параметров модели Л/, Х,\ 

Близка к этой постановке и задача свертки (ре
дукции) данных и интерполяции; на сетке {Xi}, 
*=1 , п, аргумента заданы значения уи Уп вели- 
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чины у. Желательно представить данные в компакт
ном виде (например, получить полиномиальное пред
ставление у^ Р {х \  Со, Сь c*_i), Ci — коэффици
енты полинома, подлежащие определению по у) для 
удобства хранения и возможности интерполяции при 
промежуточных значениях аргумента.

Указанные две задачи различаются по существу: 
в первой модель определяется изучаемым процессом,, 
во второй — произвольна и обычно выбирается по- 
виду графика у{х) из соображений удобства. С дру
гой стороны, в первой задаче обычно имеется инфор
мация о характере ошибок (их дисперсии, законе рас
пределения и т. д.), что позволяет, найдя оценки па
раметров 0 , ставить вопрос об их точности, об адек
ватности модели экспериментальным данным и т. д. 
Во второй постановке никакой статистической инфор
мации не заложено, и качество приближения данных- 
оценивается субъективно, Однако с точки зрения тех
ники вычислений при нахождении параметров обе 
задачи эквивалентны и обычно сводятся при n> k  к 
минимизации взвешенной с весами суммы квадра.- 
тов уклонений

(3>

Простейшим и важнейшим для практики является 
случай линейной зависимости ф(х, 9) от параметров-

(p =  i'C6 , (4)
где 6 = {0 1 , . . . ,  0 а)^ — вектор параметров (коэффи
циентов регрессии), X  — матрица {nXk), /-й стол
бец которой представляет собой значения /-й конт
ролируемой переменной (регрессора) в 1 -м, . . . ,  п-ы 
измерениях, <p=(<pi, <p«)̂  — вектор математиче
ских ожиданий наблюдаемой величины у (отклика) в 
1 -м, . . . ,  п-м измерениях.

Линейная модель (4) глубоко исследована теоре
тически, разработаны эффективные алгоритмы и про
граммы для решения связанных с ней задач. Многие 
зависимости описываются в ее рамках. Например, в
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i задаче активационного анализа при известном каче* 
ственнам составе смеси (известных Я/) определение- 
количественного состава (веляшли А,) приводит к за
даче (4). Другой пример: имеются измерения спект
ральных кривых Xi{tj) известных веществ {// — ча
стота или энергия, 1 —1 , ^ + 1 ); измеряется спектр ис
следуемого образца, содержащего 1 -е, й +  1 -е ве
щества, однако процентный состав его неизвестен. 
Тогда спектр образца х(/;) допускает представление-

X{t j )  = 6 iX i (/у) +  . . .  (^у) + 0 д.+1Д:й+ 1 (/у),

причем 0 1 -f . . .  -f0A+i=l, 9i>0, i = l ,  Таким об
разом, задача определения процентного состава сме
си также приводит к модели (4).

Нелинейная модель (2) иногда сводится к линей- 
яой подходящим функциональным преобразованием. 
Так если

/= 1

то переход к (4) осуществляется логарифмировани
ем. В общем случае определение параметров нелиней
ной модели сводят к решению последовательности 
линейных задач, линеаризуя функцию ср в (2 ) и ис
пользуя итерационную процедуру.

Итак, пусть

'=Х 0 Ч-е. (5)
Если закон распределения ошибок произволен (но- 
известен), оптимальные по эффективности (при боль
ших п) оценки среди всех несмещенных можно найти
по методу МП; вообще говоря, эти оценки 6  =  0 (i/)' 
не будут линейными по у, несмотря на линейность. 
(5). Если же ограничиться классом линейных оценок
Ь=Ау, то независимо от закона распределения оши
бок оценки с оптимальными свойствами получаются 
при заданном виде матрицы.

Сначала рассмотрим простейший частный случай 
(5), важный для практики. Пусть независимым обра-
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-зом rt раз измеряется скаляр jx, причем точность из
мерений различна;

у = \-\1 +ъ, £ е = 0 , cov(e, е) =  diag{(7 i2 , сг„2 }

Найдем оптимальную линейную оценку \х — а^у, яв
ляющуюся несмещенной и имеющую минимальную 
дисперсию среди всех линейных оценок. Требование 
несмещенности \i===E^=^E{a^y) =а^Еу=\ха^\ приво-

п

дит к условию ^  Of —1. Дисперсия линейной оцен-
t=iя

ки (|х) =  (Tiflif должна быть минимизирована по 
( = 1

0-1, а„ при условии несмещенности. Метод множи
телей Лагранжа позволяет свести задачу к миними
зации

.Дифференцируя F по аь . . . ,  а„, получим

dai
или при (r̂ ^ > 0  

2 а,-Ь— = 0 . ( 6)

Складывая уравнения системы (6 ) и используя усло- 
иие несмещенности, найдем

Х =  ~ 2  

Поэтому
Ш -

= ( S t r s « -
является линеинои несмещенной оценкой р с мини- 
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мальной дисперсией для неравыоточных измерений 
(средневзвешенная оценка).

Аналогично только что рассмотренной задаче мож
но построить решение задачи (5) в классе линейных 
несмещенных оценок с минимальной дисперсией ком
понент Q = Ay, Л:

п
(Ofi, . . .  =jVrgnHn D9f гшп

.....“ift Л 1 .....°in

Однако проще подойти к задаче (5) с другой сто
роны; будем искать такую оценку 0  вектора парамет
ров, чтобы при подстановке ее в (5) сумма квадратов 
уклонений экспериментальных у от предсказываемых
у=Х0 была минимальной. При этом предполагаем^
что:

1 ) £ е - 0 ;
2 ) cov(e, е) =оЧп;
3) гапкХ=/г;
4) ошибки Ri независимы.
Минимизация по 0 выражения 

^ • = 1  -= (У -Х 0 ) % - Х 0 )
i^\ ' / = 1

приводит к исследованию решений системы

(7)

Х^ХЬ— х^у  =  0. (8 )

В силу условия 3 матрица Х^Х невырожденная, так 
что система нормальных уравнений (8 ) имеет един
ственное решение

Ь^{Х^Х)~^Х'^у. (9)
Очевидно, что оно соответствует минимуму (7), по
скольку при 0 /->±оо Q неограниченно возрастает. 
Способ нахождения оценки вектора параметров из 
условия минимума (7) называется методом наимень
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ших квадратов (МНК), а оценка (9) — оценкой ме
тода наименьших квадратов (МНК-оценкой).

Рассмотрим геометрическую интерпретацию мето
да наименьших квадратов. Пусть Еп — п-мерное ев
клидово пространство. Наблюдения , Уп опреде-
ляют в Еп конец вектора у, проведенного из начала 
координат. Столбцы матрицы X, являющиеся в силу 
условия 3 независимыми «-мерными векторами 
Хх, , Xky порождают в Еп линейное многообразие 
Ek векторов i/=0iX|-j-. . .  Вообще говоря, у не
принадлежит к этому многообразию. Вектор е =  
= у— представляет собой наклонную из конца у в 
точку Ле многообразия. Минимизируя

в (7), мы решаем задачу нахождения наклонной ми
нимальной длины, т. е. построения перпендикуляра
из у на плоскость £*. При соответствующем выборе 
^ вектор 6  перпендикулярен Ek, а значит, он ортого
нален любому из Xj, / = 1 , k,:Xj'^{y—Х8 ) = 0 , откуда 
Х^{у—Л’0)=О, т. е. получаем нормальные уравнения
(8 ). В силу линейной независимости XjVenV.{X'^X)=k, 

юткуда следует (9).
Рассмотрим свойства МНК-оценки 0.
1. 0  — несмещенная оценка 0 .

. Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно,

2. Ковариационная матрица для 0 записывается в 
^иде

cov(0 ,0 )-a2(X ^X )- (10)

64



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это следует из свойства ко
вариационного оператора [68; 87]: если с.в. 
то cov{rr], г|) =Lcov(|, Применяя это к (9), най
дем

COV (0,6) =  (X^X)-iX^cov {у,  у) X  (Х^Х)"1 =
=  оз (Х^Х)-1Х^/„Х (Х^Х)-1 =
=  (Х^Х)-1ХЩХ^Х)-> =  о2 (Х^Х)-1.

3. Пусть с — k-мерный вектор. Тогда оценка с^Ь 
является единственной оценкой, обладающей мини
мальной дисперсией, в классе всех линейных несме-
ценных оценок линейной комбинации {такую
•оценку называют наилучшей линейной несмещенной
оценкой '{НЛНО) для с^б) [34; 68; 130].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Несмещенность следу
ет из свойства 1:

Е{с^Щ =СГ£0 =  С̂ 0.

Пусть 0 — линейная несмещенная оценка 0, не
равная 0. В силу линейности ^ —Ау. Условие несме
щенности дает AX=Ik. Рассмотрим дисперсию с. в.
сЩ:

D [с^0] — cov(0, 6) с =  Лсоу {у, у) Л^с =

=  о^с'^АА'^с.

Аналогично I) (с^0] =о® (Х^Х)~*с.
Рассмотрим подробнее величину с'^АА^с. Представив
А в виде А—■(Х^Л)“^Х̂ -Ь (Х^Х)'"'Х^, найдем

ЛАА^с=Л {А— (Х^Х)“ ‘Х^) {А— {Х^Х)-^Х^У~с +  

ц - Л  (Х^Х)“ ‘Х^Х (Х"Х)-»с +  с^ (Л—
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— (X^X)-IXO X {X^X)~^c+c'^ {X^X)-^X^ (Л—

— (X’'X)-'XO"''^
Так как AX = h ,  {X^X)-^X'‘'X =  Ik, to третий и четвер
тый члены равны 0. Итак, (Л— (Х^Х)~’Х^) X
X  {Л—(Х^Х)-1Х^)^с-1-с^(Х^Х)'-‘с. Вторая квадратич
ная форма правой части не зависит от 0 и являет
ся положительно определенной. Первая — положи
тельно полуопределенная и обращается в 0 при про
извольном с, если Л=(Х^Х)“‘Х ,̂ т. е. минимальное-
значение D[c^Q] достигается при 0 =  6.

С л е д с т в и е .  Полагая Ci=(l ,  0, . . . ,  0)^ Сг =  
= (0, 1, о, . . . ,  0)Т . . . ,  Cft=(0, . . . ,  о, 1) ,̂ получаем,
что 0 реализует НЛНО с минимальной дисперсией 
компонент. Это вытекает из того, что

О[сГ0]==Оёь
Объединяя результаты, полученные в (7) — (10), с 

приведенным выше следствием, получим, утверждение 
теоремы Гаусса — Маркова.

Пусть Ух, . . . ,  уп — независимые с. в. со среднимиk
значениями ^  лг,-у6/ и дисперсиями о ;̂ Хц — эле- 

/=1
менты известной матрицы X, гапкХ=й. Тогда несме
щенные линейные оценки коэффициентов регрессии с 
минимальной дисперсией компонент совпадают с 
МНК-оценками (9). При этом ковариационная мат
рица оценок задается выражением (10).

З а м е ч а н и е .  Откажемс.я от условия 2. Пусть
cov(e, б) = 2  = diag(ai^ Тогда утверждения
теоремы Гаусса — Маркова сохраняют силу с заме
ной (9) на

0= (X^S-^X)-'X^2-‘f/ 

и (10) на

cov(0, 0) =  (Х^2-'Х)-

(И>

( 12>
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Более того, если 2 > 0  — произвольная симметричная 
невырожденная матрица, то обобщенная МНК-оцен- 
ка, вычисляемая по формуле (11) с ковариационной 
матрицей (12), также есть НЛНО для с^0.

Вывод формул (11) — (12) опирается на разложе
ние Холецкото матрицы S = где U — нижняя 
треугольная матрица с положительными диагональ
ными элементами [68; 91]. Тогда, введя z=U~^y, 
Т=и~^Х, г] — и~^г, получим вместо (5) представление

^= r0 + ri, (13)

для ноторого £т1  =  0, c o v ( t), ц )  = t/-^2 (( /-’)^ = /п, 
rank Г= rank /г. Поэтому развитая выше теория
применима к (13). Получаем 6=  (Т^Г)"*7^г =  
=  {XЦU-^)TU~^X)-^XЦU-^)W-^y=
т. е. соотношение (П).  Вычисление cov(0,0) для 
МНК-оценки в модели (13) и переход от 7 к А" дает 
(12). Применяя рассуждения, аналогичные рассужде
ниям, использованным при доказательстве свойства 
3 МНК-оценок, можно показать, что обобщенная
МНК-оценка (11) является НЛНО для с'̂ д.

Нетрудно проверить, что обобщенная МНК-оцен
ка (11) доставляет минимум квадратичной форме

Q = (i/-A 9 )^S -4 i/~ ^e); (70
в частном случае при S =  diag{ai® . . . ,  а̂ п} миними
зируется «взвешенная» квадратичная форма

Отметим также, что. хотя исходные величины 
У{, ■ ■■, Уп в модели (5) предполагались независимы
ми, для компонент вектора 9 некоррелированность 
уже не имеет места, как это видно из (10). Однако в 
частном случае, если столбцы матрицы X  взаимно ор
тогональные, матрица Х'^Х будет диагональной и ком
поненты 0 некоррелированы.
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Вернемся к рассмотрению модели (5). Обычно 
дисперсия заранее неизвестна и подлежит оценке по
у. Хотя вид МНК-оценки (9) не зависит от ее ко
вариационная матрица содержит множитель Обо
значим ?=Х0==Х(Х^Х)-1Х^у =  Р^,

Р) у, Q =  e^s =  (J—Х0)^(у—Х0),

=  Qt ^  (0 -0 ) .

Преобразуя Q, найдем Q =  {у—Х0 4- Х0—у)"̂  {у— 
- Х 0  +  Х е - у ) = : ( у _ у ) % - Й  +  (0-0 )7 -х^ Х  (О-О) +
+ 2{y^ijyX {Q ~Q ). 
Последнее слагаемое равно О

Q=^Qi +  Q2-

силу (8), так что

(14)

Для дальнейшего нам понадобятся некоторые по
нятия и факты из линейной алгебры [68].

О п р е д е л е н и е  1. Матрица Р называется идем- 
потентной, если Р  ̂= Р.

О п р е д е л е н и е  2. Симметричная идемпотентная
матрица называется проекционной.

О п р е д е л е н и е  3. Следом матрицы А размера 
n x k  называется сумма ее диагональных элементов:

min {n,ft}
1гЛ:^ ^  ац.

is=\
Отсюда легко получить, что: а) 1г(Д+В) =  

= 1гЛ + 1гВ; б) 1гЛВ = 1гВЛ (размеры матриц Л и В 
таковы, что соответствующие операции над матрица
ми определены); в) если Л — симметричная матрица, 
то tr/4 равен сумме ее собственных значений.

Легко проверить также, что у симметричной мат
рицы Л rank Л равен числу ненулевых собственных 
значений. Действительно, найдется вещественная ор
тогональная матрица С такая, что СМ С=Л, где Л — 
диагональная матрица. Но для невырожденных мат
риц и S гапк[.КЛ5] =гапк Л, ибо rank Л >  
>гапк[Л5]>гапк[Л55“ ]̂ =гапкЛ, откуда гапкЛ«« 
= гапк[Л5].



Аналогичные преобразования проводим для R и 
получаем rank Л = rank Л, а для матрицы Л утвержде
ние очевидно.

Л е м м а  1. Для того чтобы симметричная матрица 
Р размера пХ п была идемпотентной ранга г, необхо
димо и достаточно, чтобы г ее собственных значений 
равнялись 1, а п—г — нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р^=Р и гапкР=г.
Тогда из P f= h l следует ? 'P f =  =  (РЮ  ̂X
X (Pi) откуда получаем Х,(Х—1)=0. т. е.
все собственные значения равны О или 1. Но у сим
метричной матрицы Р гапкР равен числу ненулевых 
собственных значений, поэтому ровно г собственных 
значений равны I, а п—г — нулю.

Докажем обратное утверждение. Пусть у Р г соб
ственных значений равны 1, а п—г — нулю; без огра
ничения общности предположим, что отличны от О 
первые г собственных значений. Найдется ортого
нальная матрица С такая, что

С^РС = О
[о о

или Р = САС^, откуда получаем Р^—САС^САС^= 
=СЛ2С^=СЛС^=Р и rank Р=г.

Л е м м а  2. Пусть Р — проекционная матрица.
Тогда r a n k P = t r P

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу леммы 1 если 
гапкР = г, то г собственных значений Р равны 1, а 
п—г — нулю. Поскольку trP=2X ,/=r, то гапкР =  
= tr Р,

Л е м м а  3. Пусть Р идемпотентна. Тогда I—Р так
же идемпотентна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .

(/—Р) 2=/_ 2 Р + Р2= / —2 Р + Р = 1~Р.

Применим это к МНК-оценкам. Легко проверить, 
что матрица Р=Х(Х^Х)~^Х^ — проекционная, следо
вательно In—Р — также проекционная. Но она оп
ределяет квадратичную форму
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=  (X0 +  8)  ̂( / „ -  P) (Xe +1) =6^ (/„ ~ P )  6,

поскольк;^ (//t-P)X=X-X(X^X)-iX^X=0. Записав 
e^(/n—P)e в виде

V  6f8/(/rt—-P)i/

И используя независимость и равенство дисперсий ком
понент е, получим Р[8^(/п—Р)б] =а^ tr [/rt—Р] =  
= о2(« — tr Р) =  02(„_tr;[X(X^X)-iXn) =  а2(«—
-tr[X^X(X^Z)“ 4)=02(„_tr/,)=o2(„_^j
(использованы свойства а) и б) следа матрицы). От
сюда получаем, что е {—^ т .  е.

\  п — k /
Qi/{n~k) — несмещенная оценка для о̂ . Величина
Qi =  e ê называется остаточной суммой квадратов 
{RSS — residual sum of squares).

Глава 7
ЛИНЕЙНЫЙ РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ В 
СЛУЧАЕ НОРМАЛЬНОСТИ. АНАЛИЗ 
ОСТАТКОВ

До сих пор на распределение ошибок е в линей
ной модели были наложены весьма слабые ограниче
ния: а) Ре=0, б) Dzi<oo. При этих условиях доказа
на оптимальность МНК-оценок в классе всех линей
ных несмещенных оценок. Однако если рассмотреть 
класс всех несмещенных оценок, МНК-оценка, вооб
ще говоря, не является наилучшей. Если же ограни
чить рассмотрение нормальным распределением оши
бок, метод наименьших квадратов приводит к (асим
птотически) эффективным оценкам, так как он сов
падает с методом МП. Действительно, логарифм 
ФП для нормального распределения равен
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In L (^10) =const-----Y  iy— 2  * (y— Ey);

Ey = Xb, cow{y, y )~ H (1)

и максимизация логарифмической ФП эквивалентна 
минимизации квадратичной формы {у— Х9)^2"'’х
X {у—Х9) метода наименьших квадратов.

Более того, в многомерном аналоге теоремы Кра* 
мера-Рао показывается [45; 87], что условие достижи
мости нижней границы ковариационной матрицы оце
нок параметров записывается в виде

a in L /a e -X (e )  (0—0),

где Х(0) — матрица, не зависящая от у; оценка 0, 
для которой выполнено это условие, является эффек
тивной. В нашем случае для МНК-оценки 0 имеем

д In L/dQ d m { Q - X b f2 - ^ { y ~ x S ) }

X^I]“ 'X 0 -X ^ 2 ^ ‘X(0—0).
В дальнейшем ограничимся случаем некоррелирован

ных одинаковых ошибок, т. е. будем считать у  много
мерной нормальной с. в.: f/«^iV(X0, чаще всего
неизвестно. Из вида МНК-оценки 0 =  (Х^Х)~'Х^^ сле
дует нормальность 0 '^ Х (0 , {Х^Х)“ ‘о )̂. Рассмотрим 
теперь квадратичные формы Q, и Q̂ . Поскольку 
6—X„(0, то с, в. Q/cr̂  ^  е̂ е/(Т̂  ~  Хя. Случайная
величина 0—0 — Х^(0, (Х^Х)”  ̂о^), поэтому, как извест
но из свойств нормального и Х^-распределений [68; 87],
(|_е)^[(Х^Х)“ ‘ а Т '  (0~0) =  (0—0)' ' Х^Х^0— =
-  П. Наконец^ Qi -  (у—Х0)^ Q — Х0) (/„—
— X (Х^Х)“ ’Х^) 8 =  8^(/„—Р)е, причем, как доказано 
ранее, матрица (/„—Р) проекционная. В лемме 1 
гл. 6 показано, что число собственных значений про
екционной матрицы, равных 1, совпадает с рангом
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матрицы, т. е. равно n—k для 1п~Р. Вектор е/(т~
~iV„(0, In). Диагонализуя матрицу —Р невырож
денным ортогональным преобразованием С : Л =
^С{1п—Р)С^ и умножая е слева на С :е=С е, мы со
храняем Qi без изменений. При этом

COV (е, е)=Ссо\'(е, г)С^ =  <зЮ1пС̂ — аЧ^, 
так что

п n—k
Q̂ la> =  £  I , =  Y. ~  TcLk,

/= 1  /= 1

так как Л ^  диагональная матрица с п—k «еди
ницами».

Наконец, легко видеть, что из {In—Р)Х“=0 сле
дует

Е[^{у^ХЩ ^] =Е[{Х^Х)-^ И п-Р)П  =

= £  [(х^х)'^  х^ (J—х е +  хб) (у—Х0 +  Х0)^ (/„— 

-Р)""] - (Х ^ Х )-‘ Х^{Е  (у -Х б) Й -Х 0)^) ( / „ - Р ) Ч  

+  £[(Х''Х)'-* х"’х 0 ( у - х е ) '‘ {1„-Р)^] -!- 

+  Е [(Х ’̂Х)-' Х^ (у—Х0) Q^X^ (In— P)^] +

+  Е [(Х^Х)~‘ Х ^Х ^^Х ^ (Л— Р)^] =

=  (Х^Х)-’ х^ COV {у, у) {In-P)"' -  
-а З  (Х^ХГ* Х^(/„—Р)^=0.

Поскольку Е{у—X0J =O, то cov(0, у—Х0)=О, что о ^
качает независимость нормальных с. в. 0 и у—Х0.
Из вышедоказанного следует, что величины G и Qi, 
Q2  и Q[ статистически независимы.

Доказанное позволяет строить интервальные оцен
ки для регрессионных коэффициентов, а также про-
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верять гипотезы о модели, описывающей наблюде
ния. Так, из независимости Qi и 0 следует независи
мость Qi и 9; для любого 1  =  1, k. Тогда величина

(вг-е^)
о ] /

VQx (0,- — 0,-) п--k
У(ц1'х)гМ ^

имеет распределение Стьюдента Stn-k, так как чис
литель распределен Л (̂0, 1), и они неза
висимы. Тогда, задавшись 0< у < 1  и найдя tn-k,^ из 
уравнения

^п-к.ч
\  /„_ft(T)dx =  Y

-'„-fe.v
{/„_* — ф. П .В . для ф. р. stn-k), построим 100-у-ПрО- 
центный доверительный интервал Tti

• п — к

, - i / iF x j^ T o T

С в е р о я т н о с т ь ю  у  н а к р ы в а ю щ и й  и с т и н н о е  з н а ч е н и е  

i-й  к о м п о н е н т ы  0.
Если рассматривать всю совокупность компонент

9, то для них доверительная область может быть по
строена исходя из того, что

Qa /  Qi __ (fi —  k )  Q2
ka^ j  (И — й ) о 2 ~  kQi, (4 )

имеет распределение Снедекора — Фишера [44; 71; 
87]. Как и выше, задавшись размером у и найдя из 
уравнения

^к,п—к,ч
 ̂ dFk,n-k{T)dx = y

о
значение F п-к. i{Fи, п-к — ф.п.в. для распределе
ния Снедекора — Фишера Sn{k, n ~ k )) ,  получим до
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верительную область, расписав Q2. Тогда случайный 
эллипсоид R-i'.

(6—0)’̂ Х^Х(0~е) (5 )

накрывает истинное значение 0 с вероятностью
Р { Ы щ  = у.

Нередко требуется на основании наблюдений сде
лать выбор между более простой

Ey=X^^Щ^ î 
и более сложной 

Ey=XQ

( 6 )

( 7 )

моделями, где — ^i-мерный, 0 — й-мерный векто
ры {k\<ky, X представляет собой с добавлением 
(k—kj) вектор-столбцов длины п. Задачу различения 
(7) и (6) можно поставить как задачу проверки па
раметрической гипотезы

0fe,+i-0fe,+2 =  . . .=0fc=O,  а ^ > 0 ,

— о о < 0 ; < о о ,  i =  I, (8)
Для проверки ^  применим критерий ОП. Функ

ция правдоподобия

L {у\ 0) - ехр { — ^  (у- X b f  ( у -  ХЩ}

(9 )

имеет безусловный экстремум в точке, определяемой 
уравнениями

дЬ/дд = Ld\n LjdQ =

^ — ^ d i d § { Q - x § f  ( у - Х 0 ) } = о ,2а̂

дЬ/да^ nL -Ь

+  Щда^ I - ^ Q - X b f  (y -X l)}  = 0 .
I 2о®

( 10)

(И)
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которые имеют решение

6=(Х^Х)-'Х^?, o2 =  -^ (^ _ X 6 )^ (J—ХО). (12)

При этом значение L в точке, задаваемой соотноше
нием (12), равно (2^0%)-”/̂ . Аналогично, максими
зируя (9) при условии (8), найдем

max L (i/l 9̂ ’̂) =  (2лсГ(1)а)' -пП

где

(13)

Искомая статистика отношения правдоподобия
2 чП/2 (14)

может быть преобразована в

т =  (Г " '^ _ 1 )= (5 ? „ -? ^ ) /Л  (15)

Это преобразование обеспечивает монотонность т по 
/. Можно показать [45; 68], что при истинности Ж  в 
(15) стоит отношение суммы квадратов k—k\ незави
симых Х(0, 1) с. в. к независимой сумме квадратов 
п—k также независимых и Х(0, 1) с. в., т. е. т есть 
отношение независимых х̂ *®®*'̂ ичин с k—ki и п—k 
степенями свободы. Поэтому, если ^  верна, величина 
F=x{n—k)j{k—kx) имеет распределение Снедекора — 
Фишера Sn{k—kx, п—k). Задавшись вероятностью у 
и найдя ЮО-у-процентную точку Fk~kun~k.4 распре
деления Снедекора — Фишера, отвергнем <5̂ , если 
F ^  Fk~kx,n—k,y>

К рассмотренному случаю можно свести также
проверку гипотезы [79] 0fe.+i=6i®|i........
(достаточно при s>kx перейти к параметрам 0s =  
=  6j—9 f \  k) и общей линейной гипотезы
C0=Yo, уо — вектор длины kxKk (подробнеесм. [68]).

При использовании метода наименьших квадратов 
для проверки адекватности модели эксперименталь
ным данным, как мы видели, применяются суммы 
квадратов уклонений (невязка). Нередки ситуации,
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когда модель хорошо приближает наблюдения по кри
терию невязки, но есть большие области значений ар
гумента, где отклонения модели от наблюдаемых зна
чений имеют один знак, например - М- 4 - + . . .

-------------. . . — . Такие случаи могут указы
вать на неадекватность модели и требуют специаль
ного рассмотрения: могут ли систематические откло
нения объясняться случайностью или же это малове
роятно. Проверка случайности отклонений при про
извольном виде (непрерывного) распределения ос
татков е —-у—Х0 производится с помощью свобод
ных от распределения критериев, например критерия 
серий Вальда — Вольфовитца [45]. Серия определя
ется как последовательность элементов одного вида, 
непосредственно перед которой и после которой стоят 
элементы другого вида. Если М — число элементов 
первого вида, N число элементов второго вида, 
R — число серии во всей последовательности, то 
можно показать, что

2MN 0{R) '2MN {2MN — M — N) .;(1б)

распределение R затабулировано [34; 135] и при 
М, N>10 хорошо аппроксимируется нормальным 
N{E(K), VDlM))- В нашей задаче М — число по
ложительных, N — число отрицательных остатков 
(предполагается, что нулей немного и они поровну 
распределены между М и N). Тогда значимость укло
нений числа серий от E{R) (а также сильное нера
венство М и N) указывает на неслучайный характер 
остатков.

Однако эффективность критерия серий невелика. 
Поэтому обычно используют другие критерии, напри
мер ранговые [17; 33; 45]. Пусть получены остатки 
8ь . . . ,  8п. Имеем последовательность их номеров 
1, 2, . . . ,  п и  последовательность рангов ii, h,
. . . ,  in , i j  — номер остатка е/ в вариационном ряде 
е(1 )<е(2 )< .. • <б(п). Ранговый коэффициент корреля
ции Спирмена определяется как

/=1
12

(17)
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вид £t/i =  0o +  0i^ji-f 
первого нормального

.Если отклонения е/ носят случайный характер, то Я 
близок к 0; распределение статистики (17) затабу- 
-лировано и не зависит от закона распределения е/. 
Значимость отличия R от 0 указывает на неучтенную 
в регрессионной модели систематическую составляю
щую в Еу. Более сложные критерии основаны на под
счете числа инверсий в рангах (например, /-критерий 
-Кендалла, критерий Уилкоксона [33; 45]).

Наряду с применением к остаткам статистических 
критериев широко распространено графическое иссле
дование остатков [34; 68]. Оно опирается на свойства
остатков 8 =  {In— Р) У'-

а) cov(J Х е )-£ [^ ^ { /« —Р) Х0НО;
б) е Г=0;
в) Dti = a^{In—P)ii\
г) если модель имеет 

4“02Х,-2“Ь . . . +0*— то из

уравнения системы (8) из гл. 6 следует ^  8t=0.
t=i

Строят графики зависимости «стьюдентизирован- 
ных» остатков

t̂ - =  e i/[Q i( i-P u )’''̂ ]
‘ОТ у-1, от номера наблюдения i (или от времени, если 
наблюдения нумеруются в порядке измерений), от 
каждого из регрессоров Хи . . . ,  хц. Графики остатков 
в первом и третьем случаях должны в идеале ложить
ся внутри полосы постоянной ширины (в силу свой
ства а)). Клинообразность или криволинейность по
лосы остатков, линейный или криволинейный тренд 
указывают на неадекватность модели и возможные 
коррективы [68]. На графике зависимости от време
ни (от номера измерения i), кроме того, выявляется 
коррелированность остатков (если число наблюдений 
п много больше числа параметров к, то уменьшение 
числа степеней свободы для остатков до числа степе
ней свободы n ~ k  невелико, поэтому корреляционные 
связи между остатками 8i слабы). Обычно графичес
кое исследование более наглядно и позволяет вы- 
«вить практически все дефекты неполноты регресси
онной модели [61].



Глава 8
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ МЕТОДА 
НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ. РОБАСТНЫЙ 
МНК. НЕЛИНЕЙНЫЙ МЕТОД НАИМЕНЬШИХ 
КВАДРАТОВ

Сведение задачи минимизации суммы квадра
тов уклонений (7) из гл. б к решению системы нор
мальных уравнений (8) из гл. 6 позволило в принци
пе получить решение (9) из гл. 6 и исследовать его 
свойства. Однако при решении практических задач 
такой путь вряд ли может быть рекомендован. Преж
де всего неясно, что делать в случае неполного ран
га, r&nkX<k, ибо не определена обратная матрица к 
Х^Х. В этом случае решение задачи (7) из гл. 6 не 
единственно и для нахождения частного решения из- 
множества общих решений обычно применяют аппа
рат обобщенных обратных матриц [4; 45; 681 либо 
используют идентифицирующие ограничения для ком
понент вектора решения. Но даже в случае задачи 
(7) из гл. 6 с матрицей полного ранга погрешности 
при задании матрицы X и вычислительные погреш
ности, связанные с конечной разрядностью ЭВМ, при
водят к трудностям при нахождении МНК-оценок. 
Эти вопросы подробно рассмотрены в [68; 123].

Пусть [68] экспериментальные данные приближа
ются полиномиальной моделью k-u степени

причем измерения xi выполнены на равномерной сет
ке на [О, 1]. Тогда для матрицы данных Х={Х,/} =  
={дгр'} имеем при достаточно больших п

п
г п ( х''х^ dx =s

(г 4- s +  1) ( 1>

т. е. Х'^Х совпадает с точностью до множителя п с 
матрицей Яй =  ((г-Ь5 + I)-'}, которая является верх
ней левой угловой подматрицей размера (fe+l)X 
X(Aj4-1) матрицы Гильберта. Известно, что, скажем, 
при k —9 элементы имеют величину порядка
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3-10^°, так что ошибка порядка 10~̂ ° в определении
приводит к ошибке порядка 3 при вычислении 0. 

Вернемся к рассмотрению системы нормальных 
уравнений (8) из гл. 6, которую можно переписать 
также в виде Л0 =  2 :, где симметричная матрица А =
—Х'^Х, z=X^y. Как известно, симметричную матрицу 
можно привести к диагональному виду ортогональ
ным преобразованием [78] 0=К0*, z —Vz*, так что 
преобразованная система имеет вид

XiQî  = Zi*, (2)

;причем если гапкЛ =  ̂ , то Xi>0{i = l, k). Тогда ком
поненты вектора 0* определяются как 0г* =  2 ^*Д/. Ес- 
■ли отношение максимального и минимального собст
венных значений ЯтахАп-лп велико, а все вычисления и 
измерения выполняются с одинаковой точностью, по
грешности определения малых с. з. Я,/ приводят к
большим погрешностям при определении 0. Таким 
образом, даже для матрицы X полного ранга качест
во полученного решения может быть очень плохим. 

Рассмотрим [43; 95] вначале задачу нахождения
решения СЛАУ Ах = Ь с невырожденной (лХя) мат
рицей А. Определим спектральную норму как

1̂1 sup llAxi1/|[x]J,
хфО

нормы векторов л: и Лл: евклидовы. Пусть А задана 
точно, Ь известен с неопределенностью б, х-Ьбх — 
решение СЛАУ Л(х+б^с) =6  +  6. Имеем отсюда 8х— 
=Л-^б, так что |1бх|1<1|ЛЦ-‘* |'б||. Найдем относитель- 
ную погрешность определения решения ЦбхЦ/ЦхЦ. 
Поскольку ||й ||^  ЦЛII- \\х\\, получим ЦбхЦ • \\Ь.\\< 

При находим оценку по
грешности

; | |б х ! ! / 1 |х |К 1 1 Л , 1 ] . | ] Л - ^ | | . | |б |1 / 1 1 б | | . (3 )
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Таким образом, погрешность решения определяется 
величиной |И11*И“ М1> причем оденка (3) является 
неулучшаемой [95].

О п р е д е л е н и е  1. Числом обусловленности мат
рицы А называется величина

Cond{A)^\\A\\-\\A-^ (4)
Т е о р е м а  1. Пусть X  — матрица размера n X k  

ранга р. Тогда существуют ортогональная матрица 
и  размера пХп, ортогональная матрица V размера 
k x k , диагональная матрица S размера n X k  с неотри
цательными диагональными элементамщ расположен
ными в невозрастающем порядке, такие, что справед
ливо представление

X=VSV^. ( 5 )

Д о к а з а т е л ь с т в о  этой теоремы можно найти, 
например,-в [68; 95; 123]. Смысл матриц, входящих 
в (5), следующий: столбцы матрицы V образованы 
нормированными собственными векторами матрицы 
ХХ' \̂ столбцы V образованы нормированными собст
венными векторами матрицы Х^Х\ диагональные эле
менты S, называемые сингулярными значениями, — 
квадратные корни из с. з. матрицы Х^Х, расположен
ных в порядке невозрастания.

Теорема I о сингулярном разложении (5) позво
ляет дать определение, эквивалентное определению 1 
числа обусловленности, которое переносится па пря
моугольные матрицы, характерные для задачи (5) 
из гл. 6 линейного МНК. Пусть ai>S 2 > . . . > S n  — 
сингулярные значения матрицы А. Нетрудно показать 
[95], что []Л|1 =  51, Тогда справедливо

О п р е д е л е н и е  V. Числом обусловленности мат
рицы А называется величина

Сопс1(Л) =si/s Г (4')

где Si и Sn соответственно наибольшее и наименьшее 
сингулярные значения матрицы Л.

Очевидно, что для симметричной матрицы А ее 
сингулярные значения совпадают с с. з., однако вве
денное определение позволяет рассматривать сингу
лярные значения и числа обусловленности прямо
угольных матриц. Из сказанного выше ясно, что
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большое Cond(X) приводит к большим погрешностям 
при определении 0.

Из {4') нетрудно убедиться, что для А=Х^Х 
Cond(/l) =  (Cond(X))2, поэтому переход от (7) из 
гл. 6 к нормальным уравнениям ухудшает обуслов
ленность задачи и сужает класс задач, решение ко
торых возможно на ЭВМ с данной разрядностью. 
Поэтому последние 10—15 лет численное решение за
дач МНК производят исходя непосредственно из мат
рицы X, а не из нормальных уравнений (8) из гл. 6. 
Численные методы решения задач, основанные на ис
пользовании различных ортогональных преобразова
ний, базируются на следующей теореме [123].

Т е о р е м а  2. Пусть X — матрица размера п Х к  
и ранга p<.k и

X=HRV^, ( 6)

где И — ортогональная матрица размера пХп; V — 
ортогональная матрица размера k x k ,  R — матрица

ми О- 
О о

размера nX k и вида  ̂

ра рХ р и ранга р. Пусть

, R\\ — матрица разме-

g = H^y

z =  V̂ 0 2 ^— решение {единственное)
уравнения Rn^i — gi. Тогда-, а) все решения задачи 

минимизации ||Х9— имеют вид

произвольно] б) любое такое решение 0 порождает
вектор остатков г, удовлетворяюший соотношению 

'О в) норма е удовлетворяетг = у— Хд=П
.^2

||е|| =  |[г/—Хв|| =  |lg’2 l|; г) единственное решение ми
нимальной длины (нормальное решение) записывает
ся в виде

- [ § ] • (7).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставляя (6) в (7) из 
-гл. 6 и пользуясь тем, что длина вектора сохра
няется при ортогональных преобразованиях, имеем
[\XQ~y\\^=JHRVTQ~y\\ 2 =  щут-§-^нту\\\ Используя
вид R, g ,  Z,  заданный условиями теоремы, получим, 
что

( 8)

для всех 0. Второе слагаемое в (8) не зависит от 0, 
так что минимум нормы Достигается при R\\Zi = g\. 
Соответствующее решение Zx единственно, поскольку

гапк/? 1 1 =р. Общее решение z имеет вид г = 

где Z2 произвольно. Определяя получим
[|].

г ^ у — Х Ь = у— H R V 4  =  Н {g— Rz) =  Н
f l j -

Очевидно, что при 2 г= 0  длина вектора z минимальна. 
При этом решение минимальной длины имеет вид (7).

Доказанная теорема позволяет строить оценки 
МНК, не ухудшая обусловленности матрицы X, по
скольку матрицы Н и V — ортогональные, так что 
Cond(j) =Cond(i?) в случае p—k. При неполноте ран
га матрицы X теорема указывает путь построения ре
шения задачи (7) из гл. 6, имеющего минимальную 
норму (нормального псевдорешения [79]).

2. При вычислений МНК-оценок используются раз
личные виды факторизации (6) матрицы X. Так, при 
ортогонализации Грама — Шмидта, известной из ал
гебры и функционального анализа, матрица X  пред
ставляется в виде [68] где Qk — матрица с
ортонормированными столбцами размера nX k, U — 
верхняя треугольная матрица размера k x k .  Присо
единяя к Qk еще n—k ортонормированных столбцов 
Pi, получим запись, аналогичную (6):

X = Q
С/\}й
О QR,

где Q={Qk:gk+u gn)- 
«2



Обычно при вычислениях применяют МГШ [68; 123]  ̂
более точный и вычислительно устойчивый.

Видимо, более распространенными являются про
граммы, основанные на приведении X  к верхнетре
угольному виду ортогональными преобразованиями 
отражений (преобразование Хаусхольдера) или вра
щений (преобразование Гивенса) [16; 43; 91]. При 
этом чаще используется первое ортогональное преоб
разование, требующее меньшего числа арифметических 
операций для триангуляризации X, хотя для метода 
Гивенса предложены модификации (см. [110]), срав
нимые по скорости с методом Хаусхольдера. Обычно, 
чтобы избежать вычислительной неустойчивости ре
шения в случае плохой обусловленности X, в ходе 
триангуляризации осуществляют некоторые переста
новки столбцов, так что факторизация (6) имеет вид 
X=QRP, где Р — ортогональная матрица перестано
вок столбцов размера kX k, R — верхняя треуголь
ная матрица, диагональные элементы которой невоз
растающие по абсолютной величине. Это позволяет, 
задавшись некоторым допуском т, обрывать процесс 
вычислений, если начиная с некоторого номера 

либо заменять близкую к вырожденной 
матрицу R на матрицу R, гапк^?<й, лучше обуслов
ленную, чем R, и искать МНК-оценку для задачи не
полного ранга. Соответствующие алгоритмы и про
граммы приведены в [86; 105; 123].

Наконец, третья модификация (6) — декомпози
ция по сингулярным значениям, основанная на тео
реме 1. Она вычислительно более трудоемка, но обес
печивает возможность подробного анализа задачи 
наименьших квадратов, в том числе в случае неполно
го ранга, а также применение регуляризирующих ал
горитмов. Программы для вычисления такой SKD- 
декомпозиции приведены в [86; 96; 112; 123]. SVD- 
декомпозиция позволяет контролировать получение 
осмыс.пенного решения (7) задачи (7) из гл. 6. Преж^ 
де всего, если rankX=^p<-k, последние k—р сингуляр
ные значения равны 0 (при расчете на ЭВМ с ма
шинной точностью б1 для арифметики с плавающей
точкой), и решение строится по формулам g=U^y,
S+ = diag{I/5i, . . . ,  1/sp, о , 0}, G = VS+g. Если мат
рица X  имеет полный ранг, но ее элементы измерены
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ошибкой т (например, т — отношение шум/сигнал), 
то определяется i: silsi>-x, Si+i/si<t и с заменой 5
на 5 = diag{si........Si, О, . . . .  0} строится для нее
псевдообратная матрица, как описано выше. Таким 
образом, получается устойчивое решение.

3. Как видно из (2), (3) и описания ортогональ
ных декомпозиций, приведенного выше, если не при
нимать специальных’ мер в случае плохой обуслов
ленности матрицы X, тем более неполноты ее ранга,
то получаемое по МНК решение 0 неустойчиво к 
ошибкам задания данных и вычислительным ошиб
кам, а также, как правило, очень велико по норме. 
Эта проблема мультиколлинеарности [3; 32], связан
ная с наличием (точной или почти точной) линейной 
зависимости между столбцами матрицы данных X. 
остается, пока мы рассматриваем решение задачи 
(7) из гл. 6 в классе линейных несмещенных оценок. 
Отказ от требования несмещенности приводит к ре- 
гуляризованным решениям, обладающим гораздо 
большей устойчивостью.

Так, специально для задачи наименьших квадра
тов были предложены [114; 115] ридж-оценки, полу
чаемые при замене задачи (7) из гл. 6 на

Ф(0) =  1|йГ0-1/112+л21!е||2. (9)
Значение параметра А выбирается визуально при ре
шении задачи (9) исходя из того, что возрастание 
RSS  для ридж-оценки по сравнению с МНК-оценкой 
должно быть незначительным, а норма полученного 
решения приемлемо мала. Очевидна аналогия (9) с 
алгоритмами регуляризации [79]. Ридж-оценка для 
(9) может быть легко вычислена с использованием 
SVD [123]. В самом деле, подставляя (5). получим

Ф = Ф(0).= |1(/5У^0-?||2+А=||0|12=||5У^8-2Г+ .

+ > W = \\S z -Ь ^ + Щ z \\^

где Z —  F^0. Поскольку S 
то

к п к

1=1 1

диагональная матрица,
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Для получения ридж-оценки Zr дифференцируем (р 
по Zi, i= \, k и приравниваем к О производную. Отсю
да определяем

1̂ giSi
( 10)

•РидЖ'Оценка G/? вычисляется как V z r , а остаточная 
-сумма квадратов

RSS= ^ Я'2 (П)

Видно, что RSS  несколько больше, чем для МНК-
юцепки, однако норма решения ||2 л|[ имеет умерен
ные значения, если А. достаточно велико по сравне
нию с последним ненулевым сингулярным значением. 
По формулам (10), (И) можно вычислить серию 
ридж-оценок, отвечающих различным Я, выполнив 
один раз SVD (5). Читателям рекомендуется срав
нить (10), (11) с предложенными в [42] формулами 
'.вычисления квазирешений.

К задаче (9) сводится минимизация более общего 
выражения

<Pi (0) =  11 Х е-г / IP +  Я2 Q ( 0 - 1) , ( 12)

тде I — известный вектор, близость к которому реше
ния необходимо обеспечить, Q — заданная симмет
ричная положительно определенная матрица. Выпи
шем необходимые для сведения (12) к (9) замены:

0 = 1  +  Т^'б, Х = Х Р - ',  ' l ^ - y - x i ,
тде F — треугольная матрица разложения Холецко- 
ГО Q = [68; 91].

Таким образом, рекомендации по выбору парамет
ра Я в (9), (12) и соответствующих ридж-оценок име
ют субъективный характер. Взяв различные Я, мож
но получить сильно различающиеся по норме ридж- 
■оценки. Это естесувенно, поскольку при формальном 
введении ридж-оценок никак не учитывается инфор
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мация о неопределенности задания данных. Указан
ного недостатка лишены другие два класса смещен
ных оценок для вектора 0 — байесовские и мини
максные.

При использовании байесовского подхода [65; 
39; 40] вектор 0 считается случайным с известной ап
риорной ф. п. в. /(6). Как и прежде, 0 является не
наблюдаемым, а регистрируется (с погрешностями)
его косвенное проявление у согласно модели (5) из 
гл. 6. Простейший подход, приводящий к байесовс
ким оценкам, состоит в следующем. Пусть стохасти
ческие свойства у (при условии, что вектор парамет
ров принял значение 6) описываются ф.п.в. g'lylO). 
Рассматривая серии опытов по регистрации у при 
различных значениях 0, реализующихся в соответст
вии с /(0), имеем по формуле Байеса для ф.п.в. ре
ализации 0 (если наблюдается вектор у)

рЩ у)= ' fib)g{y\Q)

1
g(y|6)/(0)d1

(13>

Согласно принципу МП в качестве оценки 9 нуж
но брать наиболее вероятную, т. е. максимизирую
щую (13). Поскольку знаменатель, имеющий смысл
нормировки, от 0 не зависит, искомая апостериорная, 
оценка есть

б в  =  Arg max /  ( 9 )  g  (i/1 б ) ; (1 4 >

"о
такая оценка называется байесовской.

Например, если распределения 6 и е нормальные
e~iV(*9o, С), е~ЛЛ(0, 2), то

Р (̂ 1 */)= const-ехр (Х0— (Х6—й | х

-1 (б -ео )^ С -* (6 -.0 о )|. (15>хехр
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так что максимизация (15) сводится к минимизации 
-функционала

(х Ъ -у )  ч- (е_ео)^с“ ‘ {ь-% ),
( 16)

:по форме напоминающего (12). Полученная байесов- 
'Ская оценка [58]

•K- l /vT^- res=A rgm inQ 5=(X ^2“ 'X  + C " ') '‘ (X^2"V +
e"

+  С~%) (17)
в явном виде учитывает как информацию о неопреде
ленности задания у (матрица S), так и априорную 
информацию о локализации искомого решения (два
первых момента 0о и С). Ковариационная матрица 
-оценки 0S

cov[(6s, %)\Х, 00, 0] =  (X ''2-'X -f С - ') - 'х

X X'^2-^X(X^2-^X  + C - Y \ (18)

■и если рассматривать не фиксированное 0, а все воз
можные. то

cov[(05, 0̂ )1 X, eo] =  (x ''i :- ‘x + c ~ ') - ‘ x ^ 2 - ‘x
X (ХСХ^ 4- 2) S"^X (Х^2“ 'Х  4- . (18')

Оценку вида (17) можно получить также, используя 
аппарат фильтрации [39; 40]. Подход, использующий 
свойства фильтра Калмана — Бьюси, описывается в 
:гл. 14. Можно показать, что байесовское решение оп
тимально в среднеквадратическом смысле [39; 40; 
133; 62] при точном задании априорного распределе
ния. Если же оно известно не полностью, оптималь
ность имеет место лишь для весьма частных случаев.
Папример, при 0~Х'(0о, а^/*), где
оценка 0д сохраняет оптимальность, если 
подчиняющаяся гамма-распределению [30].

неизвестно, 
с. в.,
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Хотя байесовский подход явился историчес£Ш од
ной из первых попыток дать статистически обосно
ванную процедуру построения смещенных МНК-оце- 
нок, учитывающих априорную информацию о реше
нии, область его применения ограничена. Во-первых, 
это связано с интерпретацией 0 как случайного век
тора, что является искусственным приемом во мно
гих задачах и вызывает обоснованные возражения.
Во-вторых, даже если стохастическая трактовка 9 
справедлива, нередко вызывает затруднения задание. 
его точного априорного распределения. Поэтому в 
последние годы интенсивно развивался минимаксный 
подход [51; 133; 52], систематически исследованный 
в [92]. В применении к задаче МНК он состоит в.
следующем. Пусть нас интересует не решение 0 за
дачи (5) из гл. 6, а значение некоторого оператора; 
B'.Rkr^Z, где Z — сепарабельное гильбертово прост
ранство. Обычно В — линейный ограниченный опе
ратор, так что Z — конечномерное пространство (в
частности, B~Ik и z = 5 (0 )—=0). Пусть априорная ин
формация о решении (5) из гл. 6 носит детерминиро
ванный характер и сводится к принадлежности 0 
замкнутому множеству 0. Задача вычисления значе
ния В на решении (5) из гл. 6 при наличии априор
ной информации является основной.

Пусть пространство У отвечает всевозможным у 
из (5) из гл. 6. Назовем произвольное непрерывное 
отображение d : Y-^Z решающей процедурой для оп
ределения приближенного решения основной задачи. 
Пусть в пространстве Z задана веро.ятпостиая мера
P(Z). Определим функцию риска Р(0, d) решающей, 
процедуры как

Р(9; d)=£i|B(0)-rf(X 0-f?)ii2. (19),
К сожалению, в общем случае нельзя построить ре
шающую процедуру с равномерно по 0 наименьшей, 
функцией риска.

Пусть Q[rf]=Qi[P(', d)\ — положительный функ
ционал, заданный на множестве всех допустимых.
(т. е. таких, для которых z=d{Xb-\-z) имеет конеч
ный второй момент) и удовлетворяющий условиям:
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1) монотонности: если для всех 6 ^ 0  справедливо
i?(0, (0, ^г), то и Q[rfi] >Q[c?2 j;

2) однородности: для всех положительных а  и 
всех допустимых решающих процедур Q[a/?(-,rf)] =
= aQi[R{-, d)];

3) inf;?(C  d )^ Q [d ]^ Q [H {- , d )]^supR {b , d).
?6Э ?69

Назовем Q функционалом погрешности для основной 
задачи, а его значение Q[£?] от функции риска реша
ющей процедуры d — погрешностью этой процедуры. 
-Например, при минимаксном подходе часто рассмат
ривают функционал погрешности вида Q̂ [c?] =  
=  sup/?(6, d). Будем считать решающую процедуру

^€в
с меньшим значением функционала погрешности пред
почтительнее решающей процедуры с большим значе
нием функционала, так что, например, для Qi иско
мая оптимальная процедура определяется как d =
=  inf sup i? (6, d). Свойства получаемых при таком

d все
.подходе решений исследованы в [92]. Обзор стати
стических методов решения некорректно постав
ленных задач при обработке результатов наблюдений 
дан в [6].

4. Наряду с вычислительными проблемами, свя
занными с мультиколлинеарностью данных, возника
ют трудЕЮСти и из-за нарушения условий нормально
сти распределения ошибок. Уже при рассмотрении 
робастных оценок параметра сдвига мы видели, что 
выборочное среднее, будучи МНК-оценкой параметра 
сдвига, не является состоятельной оценкой, напри
мер, для распределения Коши, а для экспоненциаль
ного распределения с ф.п. в. /(i/) — 0,5ехр{— \у—ц|} 
уступает в эффективности выборочной медиане. Вы
сокоэффективные оценки, устойчивые к отклонениям 
ошибок от нормальности, дает теория робастных оце
нок [88]. Ее применение к линейным моделям вида 
(4) из Tvi. б приводит к минимизации функционалов, 
отличных от квадратичного функционала МНК (7) 
из гл.6.

Так, минимизация логарифма ФП для экспонен
циального распределения при виде математического
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ожидания у (4) из гл. 6 приводит к задаче определе
ния параметров линейной модели из минимума функ
ционала

т

(метод наименьших модулей [61; 62]). Однако в вы
числительном отношении он сводится к последова
тельному решению задач МНК (7) из гл. 6. Действи
тельно, записав (20) в виде

(20'>

видим, что решение (20) можно организовать итера
ционно, определяя W i^^yi —  ̂ через пара
метры 9/, вычисленные на предыдущем шаге, и ре
шая задачу (7') из гл. 6 МНК для вычисления следу
ющего приближения. Метод наименьщих модулей ро
бастен к большим остаткам, но неоправданно чувст
вителен к малым, так что в случае точного равенства
для какого-либо i: вычислительный про
цесс прерывается. Чтобы избежать этого, обычно оп
ределяют веса на (/-Ь1)-й итерации как [61]

(21>
1, если \yi—у Г '\^ к \  
k /\y i—yi‘ \̂ в противном случае.

Здесь i//'’ k — достаточно малая величи
на. Таким образом, минимизируется функционал ви
да г/), где

\u \y 'k . (22>

Очевидно, что соотношение (22) — введенный Хубе
ром [119] функционал для построения робастных М-
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■оценок. Таким образом, при подходящем выборе к, 
•согласованном с долей «загрязнения», модификация 
выбора весов (21) приводит к М-оценкам парамет
ров регрессии.

При других способах выбора весов в процедуре 
(20') можно получить другие робастные оценки. Так, 
рассматривая Ui={yi—̂ î '̂>)!csi, c=const, si — мера 
разброса остатков в 1-й итерации, и используя бивес- 
веса [61] W i = w { U i )  — {I—«2i)2 при U i ^ < l  и Wi = 0 
при получим бивес-оценки параметров регрес
сии. Аналогичным образом можно свести к последо
вательности задач МНК и другие оценки, например 
ЭВ-оценки [3; 59].

5. Вернемся теперь к общей регрессионной модели 
(6) из гл. 6, в которой теперь функция ср(д;, 9) нели
нейна по 0. Для некоторых случаев, например если 
чр(л:, 6) представляется в виде произведения экспо
нент типа ёхр{л:/0/}, удается свести (2) из гл. 6 к (4) 
из гл. 6 некоторым функциональным преобразовани
ем (для произведения экспонент — логарифмирова
нием), однако чаще всего такая линеаризованная за
дача не является моделью МНК (5) из гл.6, по
скольку ошибки измерений входят неаддитивно [3; 
7; 32]. Чаще такую линеаризацию осуществить не
возможно, и приходится решать задачу (2) из гл. 6 в 
общей постановке.

Прежде всего для нелинейной регрессии примени
мость МНК обоснована лишь для случая нормально
го распределения ошибок, ибо лишь тогда метод МП 
сводится к минимизации выражения вида (3) из гл. 6 
и совпадает с МНК. Поэтому в дальнейшем предпо
лагаем в модели (2) из гл. 6 нормальный закон рас
пределения 8.

В отличие от линейного случая из нормальности 
распределения ошибок не вытекает нормальность рас
пределения оценок 0 или нормальность остатков е,
поскольку зависимости 0=0(^)  или е.{у) теперь нели
нейные. Это создает трудности при интерпретации ре
зультатов нелинейного МНК: при построении довери
тельных областей, проверке гипотез и т. д. [7; 32]. 
Поэтому основные результаты в нелинейном МНК 
связаны с задачей минимизации (3) из гл. 6.
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Однако и эта задача имеет ряд принципиальных 
и вычислительных трудностей по сравнению с линей
ным случаем. В отличие от линейной ситуации функ
ционал (3) из гл. 6 для общей модели не является, 
строго выпуклым и может иметь не единственный ми
нимум, а несколько. Во.чможно даже вырождение в 
«овраги» вдоль некоторых линий уровня. Поэтому ре
шение задачи глобальной минимизации (3) из гл. 6 
весьма трудно. Нахождение локального минимума 
или минимизация (3) из гл. 6 в ограниченной обла
сти изменения параметров может производиться пря
мым многократным вычислением значений (3) иа
гл. 6 и отбором в, приводящими к наименьшим значе
ниям функционала, с последующим поиском миниму
мов вблизи этих «перспективных» точек (алгоритмы; 
типа «случайного поиска», с обучением или без [15]). 
Однако этот путь приводит нередко к неоправданно 
большим объемам вычислений.

Чаще используют градиентные и квазиградиент- 
ные методы минимизации (3) из гл. 6; достаточно 
полный набор их представлен в [3; 7; 31; 32; 98]. На
ряду с общими методами минимизации функции мно
гих переменных ;[15; 24] для минимизации функцио
нала НК были разработаны специальные методы, учи
тывающие специфику (3) из гл. 6.

Так, при квадратичной аппроксимации (3) из гл.6- 
(метод Ньютона) рассматривается локальное при
ближение Q квадратичной по 0 функцией и прово
дится минимизация этого аппроксимирующего функ
ционала. Поэтому, имея на s - m  шаге 0̂  — приближе
ние к искомой оценке 0, Qs — значение Q в точке 0®, 
АО - поправку для вычисления следующего прибли-
жеиия 0®+‘ =  0®4-рД0, 0< р< 1 , ~  регулятор шага, най
дем, учитывая условие Q'(0)=O в точке минимума,.

(23)Д0^ —(Q-(0®))-’gradQ,

где Q"(0®) I- d̂ Q
e0j dQi

— матрица размера kXk.

Рассматривая линеаризацию q)(x, 0) по формуле Тей
лора, получим метод Ньютона — Гаусса с
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Д0 = —Я7 gradQ, 
1 Г / «Эф \ ^

аэ ае
{24У

Вычислительно первый из методов гораздо более 
трудоемкий, поскольку при его реализации приходит
ся многократно вычислять вторые производные ф no-
в. Кроме того, в методе Ньютона — Гаусса по пост
роению обеспечена положительная полуопределен- 
ность матрицы данных в аппроксимирующей на ите
рациях линейной задаче МНК. Однако квадратичная 
аппроксимация обеспечивает лучшее приближение 
для Q и, как с.ледствие, высокую скорость сходи
мости.

Поскольку, как отмечалось выше, в нелинейном.. 
МНК функционал не является строго выпуклым, то, 
меняя постановку исходной задачи, обеспечиваем вы
пуклость минимизируемого функционала. Так, в ме
тоде Левенберга — Марквардта [125] к положитель
но полуопределенной матрице Hs добавляется поло
жительно определенная матрица Xdiag(^s}, так что-

AQ = -{Hs-\~ks diag{Яs})~^gгad Qs, (25)

{Xs} — последовательность положительных чисел. Фак
тически метод Левенберга — Марквардта сводится к. 
вычислению последовательности ридж-оценок в за
даче (12).

Из квазиградиентных методов упомянем алгоритм 
DUD [131], не требующий вычисления производных.
Это особенно удобно, если, например, ф(д:, 0) вычис
ляется из дифференциальных уравнений, так что вы
числение производных по параметрам или их разно
стных аналогов очень трудоемко. Если в методе Нью
тона — Гаусса используется приближение ф каса
тельными плоскостями, то в алгоритме DUD прибли
жение строится секущими плоскостями, проведенны
ми через k + l  значение ф на данном и предшествую
щих шагах итераций.

Следует отметить, что описанные выше градиент
ные и квазиградиентные методы требуют хорошего 
знания начальных приближений параметров. В про
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тивном случае алгоритм может сойтись «не к тому» 
минимуму или вообще не сойтись. Перечисленные 
алгоритмы решают задачи безусловной минимизации. 
Методы условной минимизации описаны в [15; 24].

Глава 9
РЕГУЛЯРИЗИРУЮЩИЕ АЛГОРИТМЫ
РЕГУЛЯРИЗОВАННЫЙ МЕТОД
НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ

1. Хотя использование ридж-оценок позволило ре
шить множество трудных в вычислительном отно
шении практических задач МНК, нечеткость, субъ
ективность рекомендаций по выбору параметра Л 
затрудняет применение ридж-регрессии в системах 
полной математической обработки эксперименталь
ных данных. Глубокое понимание существа проблемы, 
необходимости связи точности задания входных дан
ных и точности вычислений с выбором решения за
дачи (5) из гл. 6 стало возможно с развитием теории 
регуляризирующих алгоритмов [72—75]. Было пока
зано [79], что многие обратные задачи, в том числе 
алгебраическая задача наименьших квадратов, явля
ются некорректно поставленными. Прежде чем давать 
формальное определение регуляризирующего алго* 
ритма, поясним для задачи НК ее некорректность и 
основную идею метода регуляризации.

По отношению к основной вычислительной задаче
линейной алгебры — решению СЛАУ Ах=Ь  с квад
ратной невырожденной матрицей — задача МНК 
является некорректной, поскольку уравнения (4) из 
гл. 6 при п>к  являются, вообще говоря, несовмест
ными, так что решения в классическом смысле не 
существует. Фактически МНК является частным слу
чаем построения квазирешения [42]. Далее, если 
матрица данных в задаче МНК (5) из гл. 6 имеет 
неполный ранг, rankX=p<fe,  то решение, очевидно, 
неединственно. В самом деле, тогда столбцы X ли
нейно зависимы, поэтому найдется такой й-вектор
0э(11'0о!1>О), что Хбо =  0. Но тогда, если вектор 8 есть 
_решение задачи минимизации (7) из 1'Л. 6, то любой
0^=;0-)-у9о, — о о < у < - 4-оо , также является решением.
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Пусть_ теперь задача МНК для точной матрицы 
данных X имеет единственное решение, но регрессо
ры мул1̂ иколлинеарны, так что столбцы матрицы 
данных X почти линейно зависимы и в Л.-окрестностц 
X имеется матрица X неполного ранга. Обычно в
задачах обработки матрица X и вектор отклика у 
известны неточно, с погрешностями Л и б соответст- 
вен1ю. Но даже при точно заданной входной матри
це X  (например, если ее элементы — сеточные зна
чения известных функций) конечная разрядность 
ЭВМ, наличие ошибок округления и их накопление 
в процессе вычисления решения в приводят к неопре
деленности представления X на этапах вычислитель
ной процедуры. Поэтому погрешности в матрице дан
ных принципиально неустранимы. В дальнейшем 
будем для краткости изложения говорить о погреш
ности задания матрицы данных и вектора отклика, 
подразумевая при этом как неопределенность во вход
ных для МНК данных, так и обусловленные конеч
ной разрядностью представления величин ошибки 
округления при вычислении на ЭВМ. Тогда, рассмат
ривая различные индивидуальные системы (5) из- 
гл. 6, отвечающие ЙГ и у, лежащим пределах по
грешности около точных данных X, у, получим мно
жество возможных решений {0}, сколь угодно сильно 
различающихся по норме, так что задача МНК не
устойчива к ошибкам ъ X и у. Этот факт имеет прин
ципиальное значение при создании систем полной 
автоматизированной обработки, а также при реше
нии задач нелинейного МНК, поскольку в обеих си
туациях обусловленность матрицы данных, исполь
зуемой при решении задач линейного МНК как 
одного из этапов вычислительного процесса, заранее- 
непредсказуема.

Эти рассуждения можно проиллюстрировать кон
кретным примером неустойчивости вычислительной 
задачи МНК к малым возмущениям матрицы X. Рас
сматривается задача для n =  k = 2, записываемая как

01+702=5,

У201+уЖ02=У^
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при решении ее на ЭВМ с машинной точностью 
8 1  =  1 0 ”  ̂ (вследствие конечной разрядности представ
ления чисел на ЭВМ вырожденность матрицы систе
мы снимается) получим для /=100, 300 и 500 реше
ния 0i('®®) =  O.; 0 1 <̂ °®)=1 .6 ; =  .Поэтому индиви
дуальная приближенная система (Л”: у) даже при как 
угодно большой точности содержит недостаточную 
информацию для получения устойчивого приближен
ного решения исходной задачи.

Возможность устойчивого решения задач МНК 
при массовой обработке на ЭВМ достигается за счет 
использования априорной информации как количе
ственного [42], так и качественного характера [79] 
об искомом решении. Информация эта дает возмож
ность отобрать решения, являющиеся более предпоч
тительными по некоторому критерию, что позволяет
сузить множество (0 } (неограниченное) допустимых 
решений.' Например, ищутся решения, удовлетворяю
щие (4) из гл. 6  и близкие к заданному вектору 0о. 
В частности, поскольку линейная модель (4) из гл. 6  
обычно правомерна лишь в некоторой ограниченной
области множества {0 }, особое значение имеет по
строение нормального решения.

Таким образом, вместо отыскания решения, отве
чающего дайной индивидуальной системе (Х : у) за
дачи (5) из гл. 6 , которое является неустойчивым к 
вариациям X и у, рассматривается задача построе
ния в соответствии с априорным принципом отбора 
устойчивого решения для целого семейства данных.

Различные подходы к решению некорректно по
ставленных задач описаны в [78; 79], поэтому здесь 
мы лишь вкратце напомним построение РА исходя 
из вариационного принципа [72; 73; 78; 129].

Рассматривается операторное уравнение [79; 83]

A z^ u , z ^ Z ,  u ^U , ( 1)

Z, и  ~  метрические пространства. Пусть задача (1) 
нахождения z является некорректно поставленной 
[79], но точное уравнение А г= й  имеет единственное 
решение zeZ . Пусть й задано с погрешностью б, 
т. е. известно такое Мв, что р(«в, w )< 6 . Регуляризи- 
рующим алгоритмом назовем оператор R =
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сопоставляющий каждой паре (ма, б) определенный 
элемент га=^?а“ (Иа), причем рг(г, 2а)->-0 при б^О. Па
раметр а=а(6) называется параметром регуляриза
ции и определяет однопараметрическое семейство 
{i?“} регуляризирующих операторов.

Пусть Q[2 ] — непрерывный неотрицательный 
функционал, определенный на всюду плотном на Z 
подмножестве Z\, причем:

а) z ^ Z u
б) для всякого числа d> 0  множество Zi,d= 

={2 :Q[z]<d} есть компакт на Z].
Такие функционалы называются стабилизирую

щими. Рассматривая множества Qb={z:pu{Az, Ка)<б} 
и Z,,6=Qan2b можно показать [79], что минимизация 
fi[z] на Zi,e, имеющая решением Zi =  Arginf'Q[2 ] на 
Zi,e, дает способ построения РА. Заметим, что при 
Mo =  { z e Z i;Q [ 2 ] = inf [г]} и MonZi,e=0 удается
свести задачу минимизации Q[z] на Zi,e к классиче
ской задаче на условный экстремум, если 'Q[z] — 
квазимонотонный функционал (такой, что для всяко
го zosZi, Zô M q в любой окрестности Zq найдется 
Zx^Z\:Q [zi]<Q [zo\). Для квазимонотонного функ
ционала Q[z] такого, что МоП 1̂ ,в=0 , infQ [z] дости
гается на Zi-.puiAzt, We) =6. Поэтому задача миними
зации с ограничениями (неравенствами) переходит в 
задачу Лагранжа: inf'£2[z] при условии pu{Az, «в) =б. 
Решая ее методом неопределенных множителей, по
лучаем задачу безусловной минимизации сглаживаю
щего функционала

М“[г, Ua]^p^u{Az, We)+at3N. {2)
параметр а определяется по невязке [60]

pu{Az, Мв)=б. (3)
Пусть не только правая часть (1), но и оператор 

А заданы неточно, т. е. вместо {А, и) из (1) известно 
двухпараметрическое семейство приближенных исход
ных данных {Ah, Ws)-

pu{U, «о) <6, pu{Az, AftZ) < /i{Q[2]}i/2, zeZ i,
Q[z]^0.

Для этого случая показано, что среди zeZ i, удовлет
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воряющих условию ^u{AhZ, « e )c ( 6 +/i(Q[2 ])*/2 ), ниж
няя грань Q[z] на Zi достигается для z ,̂ y={h, б)\. 
такого» что

p u { A h t  W e)=6+/i{Q {2]}^''2 ( 4 )

(в общем случае, если точное уравнение А г~ й  не
имеет решения, то в (4) добавляется слагаемое
\.у —  \п1 р и  { A h Z ,  We) —  м е р а  н е с о в м е с т н о с т и  [ 2 8 ] ) .  Э тсиг
позволяет свести задачу минимизации Q{2 ] на множе
стве допустимых решений к задаче минимизации 
сглаживающего функционала

M' ẑ, W e , AH]-=p̂ u{AhZ, Ub) + {a-h^)Q[z]-b2bh{Q{z]yi\

( 5 )

причем параметр регуляризации а можно опреде
лить по обобщенному методу невязки [28; 83] из ус
ловия

рс/(/1л, z A ,  W e ) — б, ( 6>

где 2 т* — решение (5). Можно также построить се
мейства РА исходя из обобщенного принципа невяз
ки [29; 83].

2. Вернемся теперь от общих операторных уравне
ний к задаче (5) из гл. 6 МНК. В этом случае
p^u{Az, Нб) = ||Z 0 —̂ll .̂ В качестве Й[г] естественно 
взять квадрат нормы уклонения решения от а priori
заданного вектора 0о:!|9—0о1р. Тогда (2) принимает 
вид

( p ( e ) = i l z e - y i i 2 + a i i 0 - O o F .  

причем а определяется по невязке 

11хе-Й"=й2.

( 7 )

(8>

Как видим, (7) и (9) из гл. 8 совпадают, если поло
жить 00=0, Л^=а. Однако если для (9) из гл. 8 есть 
большой произвол выбора Я, то условие (8) указы
вает конструктивный алгоритм определения а.

В случае неточно заданной матрицы данных в мо
дели МНК, определяя погрешность через спектраль^
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ную норму, введенную выше: 11̂ —Хй[|<А, запишем 
вместо (5), (6) задачу минимизации

! | а д - г / Р +  ( а - М )  I l 0 -0 o !l 2 + 2 a / i| l9 - 0 o l l 

с определением а из условия для решения (9) 0'

11Хл'0“ - у 1 ! - Л 1 [ е “ - е о 1 1 = 6 .

( 9 )

( 10)
В случае неточно заданной матрицы данных (9), 
(10) определяют регуляризованный метод наимень
ших квадратов (РМПК). Величину б® в (8)', (10) 
для равноточных измерений в модели (5) из гл. 6- 
мо:»сно оценить как па .̂

В [50] была отмечена связь РМНК со статистиче
скими задачами конфлюэнтного анализа [1; 3; 45] (ме
тода ортогональн1Лх проекций [32; 53]). В задачах 
конфлюэнтного анализа исследуются линейные функ
циональные зависимости вида (4) из гл. 6. Однако в 
отличие от МНК не только зависимая переменная,'нО' 
и независимые известны с погрешностями [45]:

+  I t=  1. п; 
У1 =tPi +  er ] l = \ ,k .

(И>

причем и статистически независимы. Задача' 
исследователя — оценить коэффициенты 0ь , . . ,  0й 
представления (p=9ix0^+.. .+0*x(*) по наблюдаемым 
величинам iji)\ обычно предполагается нормаль
ность ошибок ег,

Для решения этой задачи в конфлюэнтном анализе 
предложены два метода. Первый из них в простей
шем случае равноточных измерений DbT = 0"], / =  1, k\. 
Z)e( — Оц приводит к минимизации выражения

к
о?е?; (12).

/-1
В частном случае a/^=o^=const имеем

lд а-^ il^ -яoM 19 ||^ ( 12>

здесь Если теперь рассмотреть частный
случай модели конфлюэнтного анализа (И) ,  когда
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зависимая переменная у измеряется точно или с ма
лой по сравнению с погрешностью е, то естествен
но положить ао̂ =“ 0. Тогда в (9) погрешность правой 
части 6=0, так что имеем вместо (9) задачу мини
мизации

Р . е - г / | | Я + ( а - Л 2 )  | | 0 - 0 о Р . (9')

Поскольку спектральная норма матрицы равна ее 
наибольшему сингулярному значению [95; 123], не
трудно проверить, что в рамках модели (И) матема
тическое ожидание квадрата спектральной нормы 
матрицы погрешностей к^=Е^\Хк—Х\{^}=па^, так что
нри 00=0 (9') и (12') отличаются только в члене
<t[|01p. Но последний, естественно, возникает в (12), 
(12'), если предполагать плохую обусловленность мат
рицы Xft.-Таким образом, в статистической интерпрета
ции РМНК может быть связан с моделью конфлюэнт
ного анализа (И),  если в последней м а т р и ц а и з м е 
рений независимых переменных плохо обусловлена.

При втором методе решения задач конфлюэнтного 
анализа применение метода максимального правдо
подобия приводит к задаче на собственные значения 
для матрицы Xh^Xh, что эквивалентно построению 
S VD (5) из гл. 8 для матрицы Хп. Параметры 6i, i=  
=1, k, определяются как компоненты собственного 
вектора матрицы Хн'^Хн, отвечающие наименьшему 
сингулярному значению s*. В случае плохой обуслов
ленности Xh или сравнимости Sk с погрешностью за
дания Xh получаемые этим методом параметры 0t ха
рактеризуются большими ошибками, так что и в этом 
случае необходима регуляризация в исходной задаче 
конфлюэнтного анализа.

3. Подход к построению регуляризованных мето
дов наименьших квадратов, позволяющий строить не 
только устойчивые приближенные решения, но и реа
лизующую их матрицу данных, предложен в [81; 82]. 
Для упрощения обозначений будем опускать «стрел
ку» над векторами.

Для (4) из гл. 6 рассмотрим приближенную си
стему вида

хв=д, (13)
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задаваемую расширенной матрицей {Х:у)  и классом 
{Х'.у) эквивалентных по точности систем. Пусть {X} 
и {у) — соответствующие эквивалентные классы. Тог
да приближенная система 2={(Х:у)} задается как 
совокупность систем

Хе=(/, Х^{Х}, у^{у}, {Х:у)^И.
Так, для евклидовых норм и точностей р и б имеем

1=1 /=1 = Т ‘Л

При этом нс предполагается разрешимость (Х:у).
Назовем приближенную систему '^-совместной, ес

ли найдется (Х :^ )е 2  такая, что решение задачи 
XQ—y существует; соответствующий Л-вектор назовем 
допустимым решением 2.

Пусть теперь ©s={0} — совокупность всех допусти
мых решений 2. Все элементы 0s — эквивалентные 
по точности решения. В важном частном случае 2 =  
=2вд обозначим 0e«=0s.

Функционал Й(9)=11б—0о11 назовем функционалом 
сложности (здесь — заданный в постановке
задачи элемент). Без ограничения общности можно 
положить 0 0 = 0 .

Под нормальным решением системы 2, как и вы
ше, будем понимать решение с минимальной нормой

0 s = = A rg  i n f 0 e0 s.

Тогда для системы 2вц нормальное решение опреде
ляется как решение задачи Л(о.

3 а д а ч а  Nq. Найти 0en=Arg inf il0ll, 0e0c«=
4 0 :  l|f/-X0|!=O. { Х :у )е 2 4 -
Нетрудно видеть, что справедлива

Л е м м а  1. Необходимыми и достаточными усло
виями существования допустимого решения 0 задачи 
Х^=У, (Х:у)е2в» являются ||^—Х0!|<6, Хе{Х;||Х— 
- X I !  < р } .
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Из леммы (1) следует, что задаче Nq нахождения 
нормального решения 0*̂  эквивалентна

З а д а ч а  Nq'. Найти такое, что li0a,ill =  =*
=inf lieil на Вь^={&:\\у-Хд\\^Ь,

Величину т)(б, (J.) назовем порогом сложности за
дач Nq, Nq, поскольку ПС существует допустимых ре
шений 0 для 2ап при I l 0 | | < t ] ( 6 ,  р).

Класс 2={(^:у)} называется компактным, если 
-{X} и {у) компактны в своих метриках. Нетрудно ви
деть, что компактна в смысле указанного опреде
ления.
' Т е о р е м а ! .  Ц,ля всякой совместной и компакт- 

пой системы 2 существуют нормальное peuienue 0i и 
система {Х:у), его реализующая:

\\у -Х Ы = 0,
О с н о в н а я  л е м м а .  Система уравнений относи

тельно Х'.Х^—у при заданных 0еЯ*, Il9ll=?̂ 0, у^Е ц  
разрешима относительно X. Решение Я этой системы, 
минимальное по норме, единственно и задается фор
мулой

^-i/e7li0l|2 (или Xii=yibjlWW) (14)

ll^il =  ll(/ll/ll0il. (15)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставив в XQ=y (14) и 

записав ЦбЦ̂  как 0^0, видим, что X удовлетворяет си
стеме. Пусть X — другое решение. Поскольку нормы
у ^ X согласованы, то [|̂ /!1с1!А'1||[0|1, т. е. 11ХЦ>||.̂ !1. 
Осталось доказать единственность решения. Пусть
Х\ — такое решение, что i|XiiI=H.^l! и Х\=!̂ Х. Рассмот
рим Х= {Xi-\-X) j2. Очевидно, что X — также решение.
Поскольку llXli<||Xi[|—[|.?[| в силу неравенства Ко’л 
ши—Буняковского, то получаем противоречие с до
казанной минимальностью \\Х\\. Значит, наше допуще
ние неверно и Х^=Х.

Л е м м а  2. Пусть заданы 1|0Ц=?̂ О, ps£rt,
lIplI^O, и класс матриц Ад={Д: ЦДИср}. Тогда сущест
вует и единственна Д еД  такая, что

Д0=ар (16)
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при максимальном значении а. Д w а определяются 
соотношениями

А. р0̂ 11ДЦ =  и, а  = и ,----
ilPli liQll " " ^  ^  iipii

(17)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выполнение (16) для А и 
а, определенных в (17), проверяется непосредствен
ной подстановкой; также легко вычисляется ЦДЦ^р..

Пусть а>0, А'=А!а, ДеД„. Задача (16) для А'' 
запишется как А'0 =  р. Матрица А', являющаяся ре
шением Y минимальной нормой, согласно основной 
лемме существует, единственна и равна

A/c6 =  A' =  p0Vlieil2, [[Д'1 1|ДЦ/а^р/а.

Отсюда имеем а<ц110||/([р||. Поскольку, как показано 
выше, для А и а, определенных в (17), выполняется 
(16), то максимально возможное а=|х11011/||р11. Под
ставляя это а в А', находим, что отвечающая ему 
матрица А единственна и определяется (17).

Докажем теперь утверждение, аналогичное (4): 
если _(йГ;у)е2би реализует нормальное решение
вбц, IIVII то у V. К лежат на
границе {у} и {X}:

\\У-У\\=Ь, Ц Х -Х ||= р .

Л е м м а  3. Пусть 0=7̂ 0 принадлежит и X лежит 
внутри {X}: ||Х—Х||<Ц 1 <ц. Тогда суи^ествуют X* и 0* 
такие, что Х 0 = Х * 0 * ,  р * | | < | | 0 ] 1 ,  | l X * - X l i < p .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим 0*=(1—̂ )0 и 
Х *^Х ^А . Пусть Х*0*={1-^) (Х0-1-Д6)=Х0. Тогда 
матрица А определяется из соотношения

СА0 =
1-С

Х0 =
1-С

■У, у = х е .

Найдя согласно основной лемме

А =• С уВ
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имеем при достаточно малом g ЦД[|<|х—)Ль так что 
ЦХ*— Если же ^0—0, то можно взять 0**=О.

Следствие .  Если \\у—Х6Ц^-0, НвЦ^О и ||Х — 
— X ||==|ii<fi, то существуют X* и 6 * такие, что \\у—
-х*е*|1 - о ,  Ц011 <  ||0[|, | |х ’- х | |  <  IX.

в  дальнейшем предполагается, что нормальное 
решение 0 вк=?̂ О, что достигается при 
 ̂ Т е о р е м а  2. Если {^:у) реализует нормальное 
решение бв̂  системы Sen, то ||Х—

Д о к а з а т е л ь с т в о  методом «от противного» 
следует из леммы 3.

Т е о р е м а  3. Если (Х:у) реализует 0б„, то 
\\y -X % J ^ 6.

Идея до к а 3  а те л ь ств  а такая же, как и для 
теоремы 2. В самом деле, если ll|f~X0enll='6i<6, то- 
существует е-окрестность t/g(6 en) такая, что для вся
кой т о ч к и - з н а ч е н и е  Ц̂ —Х9|1<б, т. е. 6 е©ап. 
Точка 6 t* = (l—̂ )0fl„ef/8(Oan) при достаточно малом 
? > 0  и Il0 s*ll<!l0 enl!, что доказывает неверность исход
ного предположения.

Таким образом, задаче N q (или Хо')_эквивалентна 
З а д а ч а  Ni. Найти 9вд такое, что ll9eni!=il(S, 1-̂ ) =

- in i im  на ©«,1 =  {е:|1р_Х0||=й, ЦХ-Х||=^г}.
Рассмотрим вариационную задачу: при заданных у и 

6  найти матрицу X. реализующую ш \\\у—X9|j на 
{X:J|X—Х |К (х). Обозначим р (0 )= ^ —Х0, р(Э) =  
= у —Х0, откуда infill/—Х0Ц —in f||р (6)11 и р(0) =  
=  р(0 ) — Д0  ̂ где А =  Х—X. Введем также v (0) =
=  llP(e)ll“ ix | |0 iL = l& -x 6 it -H I9 l l  и v ( 0 ) - i ip ( e ) , i i -

Т е о р е м а  4. Если v(0)<O или 11р(0) 11 =  Р|лЦ011̂  
0 < Р < 1 , го разрешимо уравнение

у_Х 0 =О, Х^{Х},  (18)

причем X, наименее по норме уклоняющееся от 
есть Х=Х+Д, где

IIP (9)1111011
(.19)
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Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Уравнение (18) равносильно 
соотношению р(0)—А6=0, и в силу основной лем-̂  
мы его минимальное по норме решение

А = i m L ,
110Ц2 Ц011

Если" же р(0)=О, то у-^0=О  и тогда Л=Я, 11А|| =  0;
С л е д с т в и е .  Нормальное решение 0вц системы- 

2 вд  удовлетворяет условию г ( § в д ) > 0 .  ____
Это показывается от противного: если бы v(0вд)•< 

<0, то 0*д удовлетворяло бы уравнению Л е
но по теореме 3 для нормального решения:

\\у-ЛЪ,Л=ь>о.
Т е о р е м а  5. Если v(0)>O, т. е. ||р(0) ||>р!19||, го- 

inf \\y—XQ\\ на {X} реализуется для единственной мат
рицы Х=Х+А, где

А = р. Р(б)е^
!1р (0)11 цец

причем 11р (0)11 = ||р  (0)11 —р||0Ц ip-pu этом р(0)=г/— 
- Х 0  =  pJ0) -  Д0 =  р(0)[1 -  fi|№ l|p(e)li], 0 <  (1 -  
— р |10Ц/1|р (0)11) <  1 и коллинеарен А6).

Справедливость теоремы 5 вытекает из приведен
ных ниже лемм 4—6.

Л е м м а  4. Если X '=Arg inf 11|/—Х0|| на {X}, го- 
р'(0) коллинеарен p{Q).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р '(0)= р(0)—А'0 не- 
коллинеарен р(0). Тогда ||рЧ6) 11̂ 11р(6) II—11 А' '0 ||>  
> 1 | р ( 0 )  11-р110Ц =  | |р (0 )  II, i| A ^ 0 | l < p | | O l | .  Это доказывает,, 
что X' не реализует на {X} infl!p(9)ll, что противо
речит условию. Следовательно, предположение о не- 
коллйнеарности неверно, и лемма доказана.

Л е м м а  5. Матрица Л—Х+А реализует infill'— 
-X0II на {X}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Х'^-Х+Д' — какая- 
либо матрица, реализующая infllp(0)l| на {X} (суще
ствование таких матриц следует из компактности^ 
{X}). Тогда р'(0) коллинеарен р(6), а также А'0,>
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-поскольку л ' 0 = р ( в ) —р ' ( 6 ) ,  11р'(6) 11=11р(0)il—ЦД'011> 
>llp{0)ii-titieil =  lip(0)ll, iiA'0ll<^tll0ll<llp(0)i[.

с  другой стороны, X' реализует inf||p(0)|| на {X}, 
т. е. 11р'(0)11<1И0)У, так что 11р'(0) || =  ||р(0) ||.. Таким 
^образом, Х =^+Д реализует infllp(0)H на {X}.

Л е м м а  6. Существует и единственна матрица
^X=Arginfllp(0)ll «о {X}.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заметим сначала, что если 
Д" реализует inf||p(0)|] на {X}, то llA"li=p. 

;По лемме 4 из llp"(9)ll=tlp(0)li следуют равенства 
!1Д"011 = 11Д0|[ и 11Д"б1!=р[|0||, так как по определению 
Д 1|А0|=р||0||, откуда ||Д"||з^р. Однако по
этому ||Д"11<р. Значит, имеет место равенство 11Д"11 =
=р.

Пусть существует такая, что Х"=
=Arginf 11р(0)II. Тогда и Х'=0,5(Х"+Х) реализует 
:infilp{0)ii на {X}. В самом деле, 11р'(0) 11=11̂ —Х'0|| =  
=0,511 (y-X"0) +  (^-X0)l|=O,5ilp"(0)+f {0)11. Векторы 
р"(0) и р(0) коллинеарны по лемме 4 и 11р"( )̂11= 
==||р(0)Ц. Отсюда р"(0)=р(0) (если бы р"(0)=-р(0)»

-т о ^ р М 0 ) = О ) .  Итак, 1 1 р '(0 )1 1 = !Ш -^ '0 1 1  =  11р"(е)11 =
=11р(0)|| и в силу замечания в начале доказательст
ва леммы ||Д11 =  ||Д11 =  | |Д ^ 1 |.  Однако если 11Д||=11 Д"11 =  

= f i  и  Д=7^Д", то | |Д 1 1 < 1 1 Д 1 1 = 1 1 Д "1 1 = р , что противоре- 
’чит установленному выше равенству. Значит, Х=Х".

Можно доказать также лемму б, опираясь на лем
мы 4 и 2. Запишем Х0=р(0)—Д0. Пусть р и 0 фик-

•сированы. По лемме 4 Д0 коллинеарен р(0), так что 
поиск X=Arg inf ||р (0)11 на {X} эквивалентен построе
нию Д, реализующего Д0=ар(0). Поскольку Цр(0)||>
>1x11011, то 1а| <  р - <  1. Поэтому !1^-Х0Ц = 

11р (0)11
=11р(0) II минимальна при максимальном а.

-Это максимальное а и соответствующее ему Д дают
ся формулами (17) леммы 2, причем они определены 
единственным образом:

д --------^
llR0)ll цен

а  — р Ц0Ц

11р(е)11
ЦДЦ
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Это доказывает лемму 6 , а вместе с тем и завершает 
доказательство теоремы 5.

Теорема 5 указывает способ построения матрицы 
Я, реализующей Х6 ||. Теперь займемся нахож
дением нормального решения.

З а д а ч а  N2. Найти О2 , такой, что II6 2 II— И')*® 
= in f|| 0 || на 0 1 ,^={ 0 : | |у - Х е | |- р ,ц е | |= 6 }.
_ Л е м м а 7. Если задан вектор 0  такой, что 

11р(6)11—!а||0[1=6, г о  0e06 ji,
Д о к а з а т е л ь с т в о . '  Согласно теореме 5, взяв

где ||Де|| =  ц||0 !|,
^ 11р (6)1111011

имеем ||jr-X 0 1 1 =jlp(0 ) 1 1 - 1л||0 Ц=б, \\X-X\\= il, т . е.
6s06(i.

С л е д с т в и е .  Всякий вектор 0 2 , являющийся ре
шением задачи 1^ ,  удовлетворяет также условию 
0 3 ^ 0 5 1 1 , и если 0 1  — решение задачи Л̂ ь то ll0 iil-c 
< [ 1 0 2 1 1 .

Л е м м а  8 . Если 0i — нормальное решение зада^ 
ни Ni и X — матрица, его реализующая, то она сов
падает с X=kvg  inf [Ip— [| {на {J^}):

( 20)

llpjei)ll=[[^/-X 9j| =  i iy -x e , i ! -p i ie , i i= 6 ,  (2i)
т. e. 01^0^11.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению llp(0i)i| =
= : ] j | - x 0 j i < i i i ; - - x 0 j i = i i R 0 j i t - 6 . Пусть 1йе;)11=
=  llp (0 i) ll  —p|[|9 ill= ^i< '5 , Т. e . _ 0 i e 0 a . V  Для реше- 
ния_задачи при б = 6 i, равного ©g (6 j), имеем ((бз (б )̂|| =
=  inf ||0||<[10il!. Однако ЦОд (б)1 К  ||6 а (6 )̂Ц, посколь-

к у б > б ,  (см. [80]). Итак, liejl >  | [6 Л б ,)Д  >  1|0з (§ ||. 
что противоречит лемме 7. Если же |j^— X 6 i ||= ll^ — 
— Х \|!  = б , то из единственности решения X вариацион
ной задачи следует справедливость (^0 ) и (2 1 ).

Следстви. е .  Всякое решение 0i задачи Ni удов
летворяет условию l|0 2 [[<l[0 l[i-

Т е о р е м а  б. Множества решений задач Ni и N2 
совпадают.



Справедливость утверждения вытекает из лемм 7  ̂
8  и следствий к ним.

Обратимся к доказательству единственности нор
мального решения системы Sen (задача Nq).

Как было показано выше, решения задач Л̂о (ил» 
Л̂ о')> и N2 совпадают. Обозначим через [Л̂г] зада
чу, сопряженную с N2. _

З а д а ч а  [Л̂а]- Найти 0, для которого
у (ё )= 1 1 ^ -З Д 1 - р 1 1 е 1 |= 6 ('п, p)=infv( 0 ) 

на 0 4 ={0 :ll0 ll=ii}-
Л е м м а  9. Множества решений задач N2 и. [Л̂гТ 

совпадают при Т1=‘П(®» 1̂ )-
Напомним, что задачи, множества решений кото

рых совпадают, называют взаимными. В работе [80J 
рассмотрены две сопряженные экстремальные задачи 
с ограничениями типа неравенств. Пусть в простран
стве R заданы непрерывные функции ф(г) и о)(2 ). 
Тогда имеем две сопряженные задачи.

З а д а ч а  М. Найти на множестве Ze={2 :tl:i(2 ) сб}- 
элемент 2 в такой, что со (г )̂ = inf ш (2 ) (на Ze); обозна
чим 0 )(Ze)=r|(6 ).

З а д а ч а  [М]. Найти на множестве Й,={2 : 0 (2 )<: 
ст|} элемент J 4  т^ой , что ф(2 ч)=“ 1 п! ф(г) (на Пч);- 
обозначим l{)(2 4 ) —б(т)).

В [80] сформулированы условия, при которых за
дачи М и [Af] являются взаимными. В частности, по
казано, что они являются таковыми, если R ~  конеч
номерное евклидово пространство, (д(2 ) = 1| 2 Ц, а
1 )3 (2 ) — произвольная непрерывная функция; при этом, 
в задаче [М\ ti =  ti(6). Поэтому утверждение леммы 9 
следует из принципа взаимности.

Т е о р е м а  е д и н с т в е н н о с т и .  Если прибли
женная система совместна, то существует и един- 
ственно нормальное решение 0 ви этой системы (см. 
задачу No).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Всякое нормальное решение 
системы Son является решением задали N(^ N\, к 
[N2]. Задача [Л̂г] — задача отыскания 0;Цу—̂ 01 — 
-ц11ёН<:1Ш—̂011—pllell при ll6 ll=ii( 6 , р). Отсюда 0 яв
ляется решением также следующей задачи для инди
видуально заданной системы
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З а д а ч а  [по]. Найти Э, для которого Ц̂?—Д!‘011= 
—infllp—̂ 6|! при 11011=л(б, р.). Эта задача эквива
лентна следующей взаимной задаче о нахождении 
нормального решения 0. _  _

З а д а ч а  «о. Найти 0, для которого i[0ll=inf Ц0Ц 
яри условии il^ ^ 0 ||= 6 + p ii(6, p)=6i.

Единственность такого решения для линейного опе
ратора хорошо известна, так как если 6'=;t0"—реше
ния задачи п̂ , то ||9'Ц =  ||6"|[, и для и 6 =

имеемJiei! <  110'Ц H i e ' 1 1 (6) и !|  ̂(6)11 =  
=  11̂— X 6|| <  0,5 (Ilf/—Х6'[[ +  !|г/—Х0"Ц) =б^, что про

тиворечит определению ti (8, ц).
_ Задача позволила найти нормальное решение 

задачи 2e»i и доказать его единственность. Пока
жем, что с помощью 0 2  можно явно выписать {Х\у),  
реализующую 0ад. _
_  В лемме 8 показано, что X, реализующая решение 
€i задачи N\, совпадающее с нормальным решением 
2бц, тождественна X, т. е.

Х =  Х +  Д =  Х = Х  +  Д, Д =  р р (6а) e j

ilP (9г11 т\ , ЦА|| =  р.

Для у  получаем г/=Х02=^— где

у* = у - ‘ ХЬ^ =у — Х % — \к
ши

_РЙ)_1|9^
11Р(02)||

Ф ( 0 3 ) Л - Р
\  IIP (Эг)11 I11р  (Эг)11

так что 11̂—̂11 =  ||р (бг) II—р[!0211==б, откуда следуе-^ 
Т е о р е м а  7. Индивидуальная система {Х:у), 

реализующая нормальное решент 0ви приближенной 
системы определяется через 0 2  — решение задачи 

— с помощью формул

-Х =  Х4-Д,  Д =  р р(%)
11р(ё2)|! Ц0211

У==У~У\ у '= 9 {^2) 1

1|А|| =  ̂ а,

110211

(22)

tip (02)11
/— 1̂1 =б.
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Пусть дана СЛАУ

хе==:^, х = { а д ; ‘̂ = М ,  е=:{е,.}. 

1=Г71ь / =  ГГ^ (23)

Считаем, что система^разрешима, т. е. 0={0 : Х0=»,у}^ 
ф О̂ . Нормальным решением (23) назовем 0е©:1!0Ц< 
cj|6ll на 0. Очевидна единственность нормального ре
шения для всякой разрешимой системы.

Пусть 2ви дает приближенную информацию отно
сительно (23) с точностью б, 1х:

у у - й к а .  1 1 х - х | |< р ,
(24)

Тогда 06̂  — нормальное решение 2в» — дает устойчи
вое приближение к 0 — нормальному решению (23).

Т е о р е м а  8. Для любой степени точности е> 0  
существуют б (е)>0 и р.(е)>0 такие^что бв,* отклоняй 
ется от 0 не более чем на eillBew—б11<е при 0 < б <  
<б(е), О ср<р(б).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что 0е©ац при 
любых 6 и р, следовательно, 1!0ви11< 11011 при всех 6, р. 
Отсюда вытекает возможность выбора подпоследова
тельностей бп-̂ -О, рп->4), таких, что ® также

Отсюда 11Й|< ПЙ! и Х Ъ ^^у. 
В силу определения нормального решения задачи
(23) получаем, что ||011=Ц0|1, а в силу единственно
сти определения 0 имеем 0 =  6, откуда следует 
справедливость теоремы 8. __

Обратимся к рассмотрению метода определения 6̂ ^̂  
вытекающего из приведенных результатов. Было установ- 
лено,что решение 6̂ ,̂  задачи [Ag]: v (б̂ р̂) = б  (т|, р) =  
=  inf(||i/—Х0||—̂ pII6||) на =  {0: Ц01[= ii) и решение
0̂  задачи К ] ; Ну—X 0,̂ 11 = 6  (ii) = in f Х6||_ на 0^ =  
ss{0: ||0[| = 1 ]} совпадают для всех т] и р:0т,^^=0-р и 
б(г|, р) = б  (1 1 )—рг]. Находя корень уравнения б(т)')— 
—рт1 ' = б ,  получаем бб'ц —0в(п'). где б (ii') = б ' -4 - рт]'. 
Эти рассуждения иллюстрирует рис. 3.
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Таким образом, задача Л̂о (или N2) свелась к на
хождению корня уравнения б(г)')'—[Х'п'=б', в которое 
входит 6 (tj), Эта функция встречается при решении.'

Рис. 3. б — мера несопоставимо
сти задачи Па, т]* — абсцисса 
пересечения кривой б(т|) с пря

мой

хорошо известной задачи для СЛАУ с невозмущен
ной X.

Очевидно, что решения задачи щ:

lieit=inf|
и задачи п'̂ : 

lieiP^inf

на 0в^={0:Ц^—X0i[=6i}

на 0 б . = { 6 : | | / / — Х 8 | | ^ = а ? }

совпадают. Последняя задача, сводящаяся к миними
зации квадрата нормы вектора при квадратичных 
ограничениях, обсуждалась выше в п. 2 и может быть 
решена, например, методом неопределенных множи
телей Лагранжа. Имеется развитое программное 
обеспечение для решения задач этого класса [9; 83].

В заключение отметим, что дальнейший анализ и 
примеры применения РМНК читатель может найти ь 
[84; 85].

Глава 10
ВВЕДЕНИЕ В ПЛАНИРОВАНИЕ 
РЕГРЕССИОННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ

1. До сих пор число точек измерений и сетка ар
гумента предполагались заданными. Тогда математи
ческая статистика (например, регрессионный анализ)
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дает рецепт извлечения максимальной информации из 
•измерений или позволяет использовать не эффектив
ные, но более простые или более универсальные (ро
бастные оценки) методы. Однако точность получае
мых выводов зависит не только от методики статисти
ческой обработки наблюдений, но и от методики из
мерений, способа проведения эксперимента. За счет 
более рационального выбора точек измерений, числа 
:замеров в каждой точке возможно значительное со
кращение количества измерений или, при том же чис
ле измерений, существенное повышение надежности 
выводов. В свою очередь, это означает более эффек
тивное использование аппаратуры, снижение затрат 
на экспериментальные исследования, что очень важ
но для дорогостоящих экспериментов, например в 
ядерной физике, космических исследованиях.

Вопросы эти рассматриваются в теории планиро
вания экспериментов, которая основывается на мате
матической статистике и методах решения экстре
мальных задач. В планировании экспериментов раз
личаются две постановки: 1) планирование экстре
мальных экспериментов [63], т. е. поиск условий, при 
которых изучаемый процесс, эксперимент удовлетво
ряет некоторому критерию оптимальности (например, 
нужно подобрать температуру, давление, концентра
цию реагентов, при которых достигается максималь
ный выход реакции), 2) планирование экспериментов 
по выяснению механизма явлений (т. е. поиск мате
матической модели данного процесса). При проведе
нии и обработке исследовательских экспериментов 
-актуальные задачи второго типа; они рассмотрены, 
например, в работе [94], схеме изложения которой 
мы в основном и следуем.

Перепишем некоторые из формул гл. 6 в обычно 
принятых в теории планирования эксперимента обо
значениях [56]. В случае линейной модели (5) из 
гл. 6 результат наблюдения в точке х/ может быть 
представлен как

( 1)

'Где Xi2, . . . ,  Xjk)^. Пусть f{Xj) — извест
ные функции, так что целью эксперимента является
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не выбор модели из нескольких конкурирующих, а—►
лишь определение параметров модели — вектора 0. 
Предполагаем,/ЧТО yj имеют дисперсию а/^ и незави
симы. Тогда, как показано в (11) из гл. 6, НЛНО 
параметров 0i, . . . ,  0* является МНК-оцеика

е =  Ф“ ’у , (2)
где

ф =  £  “̂ /7 ( /̂) /  ̂ ^  Е  “^7 (xj) Ui, (3)
/«1 /=1

причем ковариационная матрица для 0 определяется 
(12) из гл. 6, или

D(0)=cov (0, 0) =  Ф~‘. (4)
Матрица Ф называется информационной матрицей 

Фишера. Она является положительно полуопределен- 
ной и представима в виде

Ф =  f̂ =■̂  F {V S ,7 (x,)} (5)
(в случае k=n F — квадратная матрица, и из 
j de tF| >0 следует Ф >0). Ниже для упрощения обо
значений нередко опускается значок вектора там, где 
это не вызывает недоразумений.

2. В гл. 6 мы видели, что является оптималь
ной оценкой линейной формы с^0, а компоненты век
тора 0 имеют минимальную дисперсию в классе ли
нейных несмещенных оценок. Однако возможно 
сравнение оценок и по другим критериям, например:

1) 0 лучше 0, если D{B)=D{Q)+d,  где матрица

2) 0 лучше ^  если detZ>(0) =  |D(0) | >  1D(0) |. 
Заметим, что поскольку D{Q), D(0)>O — симметрич
ные матрицы, то из D(0)>£)(0) следует | D( 0 ) | >  
>|Z)(0) . Поэтому оценки, частично упорядоченные 
по первому критерию, сохраняют тот же порядок по 
второму.
5 Зал, 220* 113



Нетрудно показать, что МНК-оценка оптимальна 
и по этим двум критериям. Для этого достато 1̂ но пе- 
рейти к прообразованным величинам /=  
=  1, п, для которых регрессионная задача имеет вид

T)=f^0+e, cov(ei, e/)=6i/. ( 6)

Ее решение Q={FF^)-^F'r\ совпадает с (2). Для моде
ли (6) доказательство оптимальности по первому 
критерию аналогично доказательству :[130] свойства 3 
МНК-оценок (гл. 6). Из эквивалентности решений 
(6) и (1) следует оптимальность МНК-оценок для об
щей линейной модели с независимыми наблюдениями 
по критерию 1. Из сделанного выше замечания сле
дует оптимальность оценок НК и по второму крите
рию.

3. О п р е д е л е н и е  1. Экспериментом Si назы
вается совокупность величин

»11» i»I2’ • • • » У\г, УП' • • • > У2г. т (7 )

(2,(0
л:!')

(2,(0
2

x f
<>
лг(0

т. е. совокупность точек измерения . . . ,Й^},
погрешностей измерения в этих точках и значений на
блюдаемых величин (предполагается, что у измеряет
ся в точке Г/ раз).

Два эксперимента <§i и 62 различны (§ 1 ^ 5 2 ), ес
ли у них различаются хотя бы две величины, опреде
ленные в (7).

Можно показать [45; 56; 68; 94], что оценка (2) 
справедлива и в случае повторных измерений в точ
ках, как в (7), однако в этом случае

п _  ^
Ф  ^  а С /О / î i) f  ̂ ( -^ /) ’ ^  Y

/=1 !=\ i^\
Если, отвлекаясь от других соображений, сравни

вать эксперименты по степени локализованности оп
тимальных оценок (как мы видели, ими являются для 
НЛНО оценки МНК), то распространенные критерии
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качества эксперимеета следующие: <§i предпочтитель
нее 62, если:

а) iZ)0 ( ^ , ) i < i Z) 0 (<S2 )!;
б)
в) tr[D(0(6^O)]<tr[Z)(0{(S2))J;
г) max (9 (^i)) <  max (0 (.fa))- (8)

a a
Однако может случиться, что осуществление экспери
мента, лучшего по одному из критериев а)—г), тре
бует сложной процедуры измерений. Эти факторы 
можно учесть, введя функцию потерь

/?[ё]=т+'ф[£) (0 (<§))], (9)
где т — затраты на проведение эксперимента 5, ф ~  
функционал заданного вида, характеризующий выиг
рыш от повышения точности оценивания 0. Нередко 
он линеен: ф[1) (0)]=cS’[D (0)], где с — постоянная, 
^  — линейный функционал, определяемый критери
ем качества эксперимента, например, совпадающий с 
одной из величин, введенных в (8). В простейшем 
случае затраты с/ на измерения в точке Xj не зави
сят от номера измерения, а т равен сумме затрат во 
всех точках:

т =-= 1/=1

Введем теперь основные для дальнейшего опреде
ления планов.

О п р е д е л е н и е  2. Совокупность величин

Xi, . Хи̂  т1
/=1

г,=л^; ( 10)

называется планом эксперимента 6(.V).
О п р е д е л е н и е  3. Нормированным планом z{N) 

называется совокупность

Хи Хп\ Ри Рп [pi = r j lN,^pj=\ ) .  (11)

Определения 2, 3 разум ны , поскольку м атрица Л (е )  =
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=Ф“  ̂ не зависит от значений величины у или от зна
чений параметров. При этом

Ф ( f (iv)) p p if  i^i) f  (^/)= л^ф (в m ,
/=1

D{&{N))=N-^D{t{N)) ( 12)

Тогда для заданного нормированного плана е(Л') 
в простейшем случае функция потерь имеет вид

R[N.  e(yv)] CiPi + cN -” |0(е(Л?))|
J'-I

В случае а), а в остальных случаях

(13)

R[N, z{N)]=^NY^ + (13')
;=i

Теперь планирование эксперимента сводится к экстре
мальной задаче поиска min [TV, е (Л̂ )]. Если в

N,e(N)
(13') N задано, а Ci=C2 = . . .=c«=Co, то е(Л^)]= 
=Ncq-\-cN -'^[D  {г{Ы))] и надо минимизировать 
S ’iD {e{N))] (аналогично в случае (13)).

Чтобы применять аппарат решения экстремальных 
задач, использующий математический анализ, обоб
щим понятие нормированного плана,

О п р е д е л е н и е  4. Непрерывным нормированным 
планом е называется совокупность величин

Х и  Ри рп (2р.=1), (14)
где — любые вещественные числа.

Понятно, что если N велико, оптимальный непре
рывный нормированный план с большой точностью 
может быть приближен дискретным нормированным 
планом е(Л )̂.

О п р е д е л е н и е  5. Пусть X — некоторая замкну
тая область, х ^ Х  — ее точки и на заданы функция 
Я(л:)>0 и нормированная на 1 мера |(х ) , а также 
пусть

Ф(е)-=С K{x)f(x)f'^{x)dl{x),  (15)
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при абсолютной непрерывности |(л:)
Ф(г) = ^ X { x ) f ( x ) f  {x)p(x)dx, ^ p { x ) d x ^ l .  (15')

Тогда совокупность (Х, |(л:), называется обоб
щенным непрерывным планом.

Легко понять, что |(лг) обобщает понятие количе
ства (доли) измерений г,(р,), а Х{х) — понятие ве
сов Wj. в  дальнейшем будем считать обычно, что 
Я(л:) где*у “  известная функция; для про
стоты выкладок будем полагать а^=1.

4. Вернемся к функции потерь (9) в простейшем 
случае (13), (13'). При фиксированном плане в в 
случае (13) имеем

дР [N, £)
дМ |D (e)| = 0 , (16)

так что оптимальное N^^  ̂= [kc | Z) (е) | /c j  , а в слу
чае (13') необходимое условие экстремума приводит 
к

Л/ опт~ [с Щ О {г)] /со У ^ \

при этом, чтобы такое определение Ы было разум
ным, |^1(е)1>Со, cS{D{%)\^Cq. Тогда, как легко ви
деть, функция потерь, отвечающая оптимальному N, 
связана прямой зависимостью с соответствующим 
критерием (8) оптимальности. Так, подставляя най
денное в (13) (при этом опустим знак [•] целой 
части числа), имеем

fc+iе]=ГсГ^‘ {kc\D{B)\) fe+i

(c |D (b)!)^+‘
к

/гН-1 (17)

(аналогично в случае (13), но там ?̂[Л̂ опт, е ]^  
'^S'[D{&)y/^). Таким образом, задача оптимизации 
функции потерь может быть решена в два этапа:
1) ищем план эксперимента, удовлетворяющий одно
му из условий оптимальности (8); 2) для найденно
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го оптимального плана находим оптимальное число 
измерений Л/̂ опт. При этом величина R[M, е] в опти
мальной точке, как это видно из (17), зависит толь
ко от е.

О п р е д е л е н и е  6. I). Планы, являющиеся наи
лучшими в смысле (8, а), называются D-оптимальны- 
ми^2). Планы, минимизирующие максимум дисперсии 
оценки функции регрессии

шах d {х, е) *= max (л) D (е) /  (л:) =

тахЕ[Г [ X )  0 р (18)

называются минимаксными, или G-оптимальными.
3). Планы, минимизирующие называют
ся Л-оптимальными. 4). Планы, минимизирующие 
тахЛад(е), называются минимаксными в про- 

«
странстве параметров.

Для дальнейшего нам понадобится [94] известная 
из линейной алгебры

Т е о р е м а  (Каратеодори). Пусть 2 — подмноже
ство п-мерного линейного пространства  ̂ 2* — его вы
пуклая оболочка, т. е. множество точек вида s* =

м м
=  ^  о ,  1, s ,e 2 .  Всякую точку

1=̂ 1 1=1
5*^2* можно представить как

П+1
S* =  «lS, , csi >  О, а,- =  I , Si е  2. (19)

i=l i=l
Докажем теперь основную теорему о планах экс

перимента.
Т е о р е м а  1. 1). Для всякого плана е матрица 

Ф(е) — симметричная положительно полуопределен-
ная. 2). Если спектр плана (т. е. точки Х \ ..................Хп)
состоит менее чем из k точек, то матрица Ф вырож
денная. 3). Множество матриц {Ф(е)}, отвечающее 
всем нормированным планам, выпукло. Если f{x) и 
К{х) непрерывны, то (Ф(е)}_замкнуто. 4). Для любо
го плана Б найдется план е, спектр которого содер
жит не более ft (^+1)/2+1 точек, такой, что Ф(б) = 
=Ф(е).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  1). Симметричность Ф сле
дует из (15), а положительная полуопределенность—

(s) 2 -  I  (х) г'7 (х) Г  (х) z d l  (х) =  

=. ^ l { x ) l z ^ f { x ) ] ^ Ux ) ^ 0.

2) . План с конечным числом точек может быть 
представлен суперпозицией точечных планов (т. е. со
средоточенных в одной точке х/)

ф(е) р.-К (X/) f  (х;) f  {Xf) -  Y  Pf-
/=1 /=1

Как известно из линейной алгебры, rank Ф (е) 
•<2 rank Ф/=л, так что при n<k  матрица Ф(е) вы
рожденная.

3) . Пусть lei и 8 2  — два произвольных обобщенных 
нормированных плана, заданных на X. Их линейной 
комбинацией s==(l—a)ei+ae 2 , 0 < а < 1 , является нор
мированный план с мерой |  (-̂ ) =  ( l - a ) | i  (х )+ а | 2 (л:), 
т. е. множество планов выпукло. Из (15) легко ви
деть, что Ф(8 ) —(I—а)Ф(е 1 )+аФ(е 2 ) является инфор
мационной матрицей плана е, т. е. {Ф(е)} выпукло. 
Замкнутость {Ф(е)} следует из замкнутости X  и не
прерывности f(x) и ^(х).

4) . В силу симметричности Ф(е) п о л н о с т ь ю  опре
деляется своими ^ (^ + 1 ) / 2  элементами, т. е. вектором 
из Ek(k+])/2- Из определения Ф(€) следует, что множе
ство векторов, определяющих Ф(е), — выпуклая обо
лочка векторов, отвечающих информационным мат
рицам Ф(х/) точечных планов. Из теоремы Каратео- 
дори следует справедливость 4).

Практическим следствием из этой теоремы явля
ется то, что бессмысленно проводить измерения менее 
чем в k точках и более чем в «о=^(^+ 1 )/ 2 + 1  точках. 
Поэтому увеличение количества точек измерений до 
чисел, больших «о, не дает выигрыша в точности 
оценок.

5. Введенные выше 4 определения оптимальных 
планов приводят, вообще говоря, к ра.зличным стра
тегиям проведения эксперимента. Эта неэквивалент
ность остается в силе, пока мы оперируем с дискрет
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ными планами. Однако при переходе к непрерывным 
планам удается установить ряд теорем эквивалент
ности [56; 94], в частности доказать эквивалентность 

■ D-оптимальных и минимаксных планов в случае рав
ноточных измерений (т. е. при Я,(лг) =  1).

Л е м м а  I. Пусть Ф(е) неособенная. Тогда: 1) 
взвешенная сумма дисперсий оценки поверхности от
клика d{x, е), взятая по всем точкам плана е, равна 
числу неизвестных параметров k:

Pi%{x;)d{Xi, z ) ^ k
/ = 1

или {более обще)

^X{x)d {х, е) (д:) =- k;

( 20)

(20')

2) минимальное значение max X (л:) d {х, е) не може!
х€Х

быть меньше к:'

max X (х) d (х, е) ^  к.
х^Х

(21)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1). Чтобы установить спра
ведливость первого утверждения, заметим, что интег
рал, стоящий в (20'), выражается через след матри
цы, и воспользуемся свойством коммутативности сле
да (гл.6):

 ̂% (X) d (X, 6) dl (X) =   ̂X (X) Г  (х) Ф~' (е) / (X) di (х) =
X

=  5?.Wtr[/"(x)CD“ ' (e)/(x )]dg (x )-

=  tr [ф - ‘ (е) ^ l { x ) f  (X) f r  (X) d l  (X)] =

=  tr [Ф^‘ (e) Ф (e)] = tr  If̂  =k.

2). Используя доказанное выше и теорему о сред
нем, имеем

 ̂X(x)rf(x, e)d-l{x) d^{x) =d* =k.
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где
min Я. (л:) d (л:. e ) ^ d *  ^maxX(x)d{x ,  в),

X

откуда следует справедливость второго утверждения. 
Л е м м а  2. Функция 1п|Ф(е)|  строго вогнута. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Было показано, что (Ф (е)} — 

выпуклое множество. Согласно определению вогнуто
сти [64], нужно показать, что для Ф—(1—a)Oi +  
-НаФг, Ф1ФФ2, Фь Фг>0 — матрицы планов, 
0 < а< 1 , справедливо

In IФI >  (1—а) In I Ф1 1 -f а In I Фг i ( 22)

Рассматривая Ф] и Ф2  как матрицы коэффициентов 
положительно определенных квадратичных форм и 
используя тот факт, что две такие формы одновре
менно приводятся к диагональному виду, можем ут
верждать, что найдется матрица G такая, что

= G^Ф2G=^) =  diag{^ l̂, . . . ,  d^}.

Матрица G невырождена, поэтому смысл неравен
ства (22) не изменится, если перейти от Ф, Фь Ф2  к 
G^ФG, /й, D соответственно. Поэтому достаточно до
казать лемму для Ф2'= 0 . Для них (22) имеет
форму 1п)(1—a )h  +  аЛ1>{1—а)1п | / а |-Ьа InjZ) 1 =  
=aln[ I ) | .  Матрица (I—a)h-{-(xD диагональная, так 
что последнее неравенство перепишем в виде

У  in (1—a +  adc) >  У  I (22'j

Рассматривая i-e члены слева и справа, видим, что 
имеет место неравенство 1п(1—cc+adi)>a\ndi ,  вы
ражающее строгую вогнутость Inx на [1, d,-j. Сумми
руя такие неравенства по i, получим (22'), а следо
вательно, и (22).

Л е м м а  3. Пусть ei и ег — планы с информацион
ными матрицами Ф ( б 1) и  Ф ( е 2) ,  Ф ( е )  — информаци
онная .чатрица плана е = ( 1 —a)ei - fae 2 , 0 < а< 1 .
Тогда

^ Ы Ф ( 8 ) |  =tr[(D~’ (е) {Ф(Ба) — Ф (ei)}]. (23)аа
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что Ф(е) =  
= (1—a)0(6 i) +  аФ ( 8 2 )- Продифференцировав 
In 1(1—a)O (e i)+'аФ(б 2 ) j и используя формулу [56]

dt 1 п |Л ( 0 1  = tr  Л дА
dt

д
да 1п[Ф(е) 1 = tr (е)

получим

дФ  (е) 

да

-1г[ф-Че){Ф{е,)-~Ф(е1)}].

Т е о р е м а  2 (Кифер, Вольфовитц). Следующие 
утверждения эквивалентны:

1) план е *  максимизирует | Ф ( е ) | ;
2) план е* минимизирует тзх%{х)й{х,  е);
3) max'K{x)d{x, e*)—k. 

дгех
Информационные матрицы планов, удовлетворяющих 
1)— 3), совпадают. Любая линейная комбинация та
ких планов также удовлетворяет I) — 3).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из I) следует 2). Пусть 
£* =Аг§тах1.Ф(е)1, а е — произвольный план. Рас-

Е

смотрим е=( 1—а)е* +  ае, 0 < а< 1 . По лемме 3

Ф(е’)}]а=о =

=  tr [Ф ^ ‘ (е * )Ф (е )]— А.

В силу определения е* эта производная меньше или

^  1п IФ (е ) I с= о  =  t r  [ Ф - '  (е) { Ф  (е)
да

равна 0. Пусть е 
Тогда

точечный план со спектром xt ■X.

1 г [ Ф - Ч е * ) Ф ( е ) ] ~ / г  =

=  Ь [ ф - Ц Е * ) Х { х ) П х ) Г { х ) ] ~ к  =

=X{x)d{x,  е * ) ~ * с 0

(снова воспользовались коммутативностью следа). 
Но по (21) для любого плана, в том числе для а*, 
maxi{x)d{x,  z*)'^k, т. е. на самом деле имеет ме-

X

сто равенство. Поэтому £)-оптимальный план миними
зирует (2 1 ).
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Из 2) следует 1). Предположим, что е*, миними
зирующий max'k{x)d{x, г), не D-оптимален. Тогда
найдется такой план е, что

—  in 1(1 — а) ф (б*)+аФ  (е)|а=о 

=  tr [Ф~* (е”) Ф (е)] — k >  0. (24)

По теореме I любой план е можно представить как 
суперпозицию не более чем 1 )/ 2 -Ы = «о точеч
ных планов е(л:;). Поэтому будем считать, что спектр 
8  состоит из конечного числа точек. Тогда

«в
tr [Ф“ * (е*) Ф (е)] —k =  уоД {Xj) d {Xj, 8*) —k. По-

/-1
скольку 8 * удовлетворяет 2 ), %{x)d{x, г*)<к,  следо
вательно,

^  Pj'k{xj)d{xj, Б*)— p j — k = 0. (25)
/= 1  /=1

Неравенства (24) и (25) совместны, лишь если план 
8 *, удовлетворяющий 2 ), D-оптимален.

Эквивалентность 1) и 3), 2) и 3). Выше мы попут
но доказали, что из 1) и 2) следует 3). Обратное ут
верждение: из 3). следует 2) вытекает из леммы I. 
В силу эквивалентности 1) и 2) утверждения 1) и 3) 
таюке эквивалентны.

Докажем теперь последние утверждения теоремы. 
Пусть Ei и 8 2  — D-оптимальные планы с матрицами 
Ф(8 1 ) И Ф(8г), причем Ф(е^'т^Ф(ег). Рассмотрим 
Ф(е) =  (1—a )0 (8 i)—аФ(е 2 ) , 0<а<1. По лемме 2

1п[Ф(е) |>(1—а ) 1 п 1 Ф( 8 1 ) 1 -}-а1 п 1 Ф(8 2 )!. (26)

Но в силу D-оптимальности 1 Ф(б1 ) I = | Ф (ег) | >  
> | Ф ( 8 ) 1 ,  что противоречит (26). Следовательно, не
верно исходное предположение и Ф(8 1 ) =Ф( е 2 ).

С л е д с т в и е .  В точках оптимального плана е* 
функция X{x)d{x, Б * )  достигает максимального зна
чения к.
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Предположим, что найдется хее*  такая, что 
}.{x)d{x, г*)<к. Тогда в силу третьего утверждения 
теоремы

^  PjX iXf) d {Xj; e‘) <  £  Pjk = k.
/=! /=1

что противоречит лемме 1.
Теорема 2 и следствие из нее облегчают нахожде

ние £)-оптимальных и минимаксных планов. Примеры 
нахождения конкретных оптимальных планов, в ча
стности, для модели полиномиальной или тригономет
рической регрессии, читатель может найти в [56; 94] . 
Там же рассмотрены итерационные процедуры пост
роения оптимальных планов.

Глава И
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО В
АНАЛИЗЕ И ПЛАНИРОВАНИИ
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

При решении ряда практических задач результа
ты математической теории планирования эксперимен
тов оказываются недостаточными. Прежде всего, это 
обусловлено тем, что точные оптимальные планы, ос
нованные на аналитических выражениях для инфор
мационной матрицы Фишера и связанных с ней ве
личин, характеризующих тот или иной критерий оп
тимальности, удается теоретически исследовать на 
экстремум лишь в редких случаях. Чаще оптимиза
ция производится численно, обычно итерационными 
методами. Поэтому даже в линейном случае процеду
ра построения оптимального плана довольно громозд
ка [56; 94]. Однако в современных экспериментах 
зависимость функции отклика от параметров, как 
правило, нелинейна, так что вычислительные трудно
сти еще возрастают.

Во-вторых, нередко задачи планирования режима 
измерений, конфигурации экспериментальной аппара
туры отличаются от обычно рассматриваемых в мате
матической теории планирования эксперимента [56; 
94]. Так, в спектрометрических измерениях зависимо
сти числа регистрируемых частиц от энергии обыч-
124



но производится группировка отсчетов в интервале 
энергий i[£j, (внутри i-ro спектрального ка
нала). Поэтому, результатом эксперимента фактиче
ски является гистограмма. В этом случае задача пла
нирования эксперимента заключается в выборе рас
положения спектральных каналов, их ширины А£г и 
общего числа отсчетов, необходимых для достижения 
желаемой точности выводов при интерпретации ре
зультатов.

Задачи такого типа могут быть решены с помощью 
метода статистических испытаний (метода Монте- 
Карло) [26; 36; 37; 70]. Под методом Монте-Карло в 
широком смысле понимается любой способ решения 
задачи, при котором используются случайные или 
псевдослучайные числа. Обычно он сводится к тому, 
что моделируются на ЭВМ случайные величины с за
данным законом распреле.ления, вычисляются их вы
борочные характеристики (например, моменты, эмпи
рическая ф. р.), которые используются в качестве при
ближений к соответствующим теоретическим значе
ниям. Обычно выборочные характеристики связаны 
с выборочным средним, поскольку выборочное сред
нее, как мы видели в гл, 5, G, является эффективной 
оценкой при нормальном законе распределения и 
наилучшей несмещенной оценкой (НЛНО) в классе 
линейных оценок.

Правомерность метода Монте-Карло вытекает из 
закона больших чисел в различных его формах [25; 
93]. Пусть |ь  . . . ,  In — независимые одинаково рас
пределенные с. в. Простейшая форма закона боль
ших чисел следует из неравенства Чебышева, кото
рое справедливо при условии существования конеч
ных м.о. £’|й = а<оо и дисперсии D\k = o‘̂<oo. Пусть

п
Ift и е>0 произвольно. Тогда справедливо

ft=i
неравенство Чебышева

Р{ I Sn!n—a I <  е} >  1—oV«8 .̂ (1)
Поэтому для всякого 8>0 и всякого б>0 найдется По 
такое, что для всех п>По P{\Sn/n— —6.

Возможна более слабая формулировка закона в 
форме Хипчина, в которой при условии существова
ния м.о. £|ft =  a<oo справедливо соотношение
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IimP{|Srt/rt—cl> e}  =  0. Согласно усиленному за-n-̂OO
кону больших чисел в форме Колмогорова при усло
вии существования конечного м. о. при п-^-оо имеем 
P{sn/n~*-a}=\. Как видно, условия применимости ме
тода Монте-Карло весьма общие и выполняются в 
большинстве практических задач.

Скорость сходимости выборочных величин к их 
математическим ожиданиям оценивается исходя из 
других теорем теории вероятностей, чаще всего из 
центральной предельной теоремы. Так, если конечны 
дисперсия и = то

ос

P{Sn — >  аУ^пх) — | ̂
У п

где Со-— постоянная, оцениваемая неравенствами 
0,9051>Со> [107]. Таким образом, скорость
сходимости метода Монте-Карло довольно мала 

Однако существуют методы преобразова
ния с. в., оставляющие неизменными их математиче
ские ожидания, но уменьшающие дисперсии [36; 37; 
46; 70], что позволяет улучшить сходимость монте- 
карловских величин.

Рассмотрим теперь источники случайных чисел, 
необходимых для реализации метода Монте-Карло. 
Старейшим способом является использование таблиц 
случайных чисел, когда числа, следующие определен
ному закону распределения, обычно равномерному, 
заранее «запасаются впрок». Получают их с помощью 
некоторых физических устройств или процессов, обес
печивающих требуемые свойства. Недостатком мето
да таблиц является громоздкость их хранения, что 
требует при использовании на ЭВМ больших объе
мов памяти.

Другой способ получения случайных чисел — ис
пользование специальных физических датчиков (на
пример, основанных на радиоактивном распаде или 
флуктуациях сигналов в электронных устройствах), 
связанных с ЭВМ. Этот метод не требует большого 
объема памяти, но применяется редко, поскольку не 
обеспечивает возможности повторного воспроизведе
ния данной последовательности с. в., а главное, чрез
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вычайно трудно обеспечить стабильность генерации 
чисел с заданным распределением.

Общераспространенным в настоящее время явля
ется способ генерации на ЭВМ так называемых псев
дослучайных чисел. При этом получается не случай
ным, а детерминированным образом совокупность 
чисел, свойства которых аналогичны свойствам вы
борки с заданным законом распределения. Обычно 
исходной задачей является получение равномерно 
распределенных псевдослучайных чисел, из которых 
с помощью стандартных способов имеем тот или иной 
закон распределения. Как правило, с помощью реку- 
рентных соотношений для целых чисел вычисляется

где k фиксировано, 
i=[,  2 , М — целочисленная функция целочис
ленных аргументов, Р > 0  — целое, числа 
mi, . . . ,  rrik неотрицательны, не превосходят Р и за
даются в начале счета. Последовательность чисел 
«ь 0С2, •••» удовлетворяющих дискретному равномер
ному распределению '[33] на (О, 1), получается как 
ai=milP, i=i ,  2. . .  . Если число Р достаточно вели
ко, скажем, близко к максимальному целому, пред
ставимому па данной ЭВМ, последовательность {а,-} 
хорошо приближает непрерывное равномерное рас
пределение.

Широко распространенным является метод срав
нений Лемера [124] с рекуррентными формулами 
вида

rui+k = ( 4- 0) (mod Р), i =  \ ,2,  . . . (2)
/=о

Его простейшая модификация при k —\ и 0 = 0 — 
мультипликативный метод вычисления произведения 
по данному модулю

nii^Lmi-i (mod Р), i=l ,  2, . . .  , (2 )̂
где Р взаимно просто с L. Например, неплохие свой
ства имеет последовательность с L =  Р = 2'*2, mo—h 

Получаемые псевдослучайные числа проверяются 
по совокупности критериев согласия с заданной ф. р. 
(например, Пирсона или Колмогорова — Смирнова), 
отсутствия корреляционных связей между членами, 
однородности и т. д. ^[26]. Полная проверка по всей

127



совокупности тестов весьма трудоемка. Поэтому в 
зависимости от решаемой задачи нередко ограничи
ваются лишь частью тестов, например, проверкой зна
чений нескольких первых моментов и проверкой но 
критерию Нужно также иметь в виду, что при де
терминированном способе (2), (2') задания последо
вательностей и ограниченности количества несовпа
дающих целых чисел, меньших Р, с некоторого мо
мента начинается повторение последовательности. Та
ким образом, качество псевдослучайных чисел харак
теризует тз'кже максимальное число неповторяющих
ся чисел (длина серии), так что способ генерации и 
константа в рекуррентных соотношениях выбираются 
в соответствии с числом п монте-карловских реализа
ций с. в. Различные вычислительные алгоритмы ге
нерации равномерных псевдослучайных чисел описа
ны в [47], хорошая программа на фортране приведе
на в [9б]-.

Получение псевдослучайных чисел с заданной
ф. р. из равномерных основано на преобразовании 
Н. В. Смирнова.

Пусть i  —  решение уравнения

(3 )

г д е а —/?(0, 1). Тогда %'^Fi{x).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку Fi{x)  неубываю*

I X
щая, то Р { |^ х }  =  Р |   ̂ dF^{ t ) ^   ̂ dF^{t)}. По усло

вию i  — решение (3), так что Р{^<х}=Р{асРб(х)). 
а  является равномерно распределенной Я (О, 1). По
этому Р{а<Рб(х)} =  Р|{л:), откуда P{l<x) = Fi{x), 
т. е. с.в. имеет ф. р. Fi{x), что и требовалось дока
зать.

Из этого утверждения вытекают, в частности, спо
собы генерации дискретных и непрерывных с. в. В ди
скретном случае, если с. в. принимает конечное чис
ло значений, вычисляют вероятности Pi = P{^=Xi), 
i=\ ,  k, разбивают отрезок (О, 1) на доли Аь Дг,
. . . ,  Ай, длина A(=Pi, и рассматривают процесс попа
даний с.в. а ^ Р (0 , I) на Дь . . . ,  Aft. Если asA i, по
лагают |=Xi. Легко видеть, что так определенная
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с. в. имеет заданную функцию вероятностей pi. Если 
же число принимаемых |  значений счетно, то обычно 
группируют вместе значения Xi, вероятность которых 
мала, в событие i/A+i = 1J =  и рассматривают,

i
как и выше, конечное число событий л:], Xk, Ук+\- 
При осуществлении события у/г+\ по некоторому пра
вилу присваивают |  одно из значений Xi. В случае 
непрерывного закона распределения Fi(x) — непре
рывная монотонно неубывающая. Поэтому решение 
(3) может быть в принципе легко найдено, например, 
методом Ньютона.

Однако наряду с этим общим способом построе
ния псевдослучайных чисел с заданными свойствами 
для широкоиспользуемых распределений разработа
ны специфические способы генерации. Так, можно 
показать, что число N, удовлетворяющее условию

N - Л/—1

П а ^ < е х р { —Х }< П  «ft.
й=0 fe=0

имеет распределение Пуассона; здесь «о, ссь ••• — 
независимые с. в. с распределением (О, 1) [37j. Для

п

этого докажем, что Са =  П  имеет ф.п.в. fn{x) =
fe=0

= (—lnx)”(n.')~ ,̂ 0<л:с1. Доказательство проведем 
по индукции. При п = 0 утверждение очевидно. Пусть 
оно выполнено при п = т. Тогда

Fm+i (х) =  Р {С,„41 ̂ х }  = Р ^ х }  ^
I

о о
Отсюда ф. п. в.

fn.+l {•̂ ) Fm+\ (х) =  —  I(— I- {—Ini/)'
у

■dy

— (—lnx)'”j = ( — lnx)"'+V(m-4- 1)1,
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что и требовалось. Вернувшись к с. в. N, имеем экви
валентность событий {N=m} и П {im-l >

>  Поэтому P{N=tn} (m \n y f

X П [ U - \^y )dy =  в~̂ 1{т— 1)! X

X J dy = X'^lml е~' .̂

Из непрерывных распределений наиболее употре
бительно нормальное. Часто генерация последова
тельности нормальных псевдослучайных чисел осно
вана на центральной предельной теореме: если 
« 1 » •••» «тп — независимые R (О, 1) числа, то

т
— при больших т имеет нормальное

N{m/2, ym/12) распределение. Поэтому величина |=  
= (s^—/n/2)/Vm/12~A^(0, 1). Во многих случаях удов
летворительный результат достигается уже при т = 
=  12. При меньших m возможно улучшение качества 
случайных чисел специальными поправками при сум
мировании [26]. Другим распространенным способом 
получения нормальных псевдослучайных чисел явля
ется использование преобразования с. в. [87]:

1 =  1^— 21па^ cos2jio2, 'П = У — 21naj sin2aa2,
(4)

аь аг~/?(0, 1) И независимы. Тогда 1) и
независимы. Справедливость этого утверждения про
веряется по формуле для ф. п. в. функции от случай
ной величины [ 8 7 ] ,  т. е. фактически сводится к за
мене переменных при интегрировании. Такие распро
страненные распределения, как у ,̂ Стьюдента, Снеде- 
кора — Фишера, могут быть вычислены согласно их 
определению через независимые нормальные с. в. [44; 
8 7 ] .  Впрочем, можно их моделировать, исходя непо
средственно из равномерного закона, поскольку д.пя 

1) с.в. I - ] / —2 1 п а ~ ^ ? , а распре
деление, воспроизводимое по т [44; 8 7 ] .

Чаще всего метод Монте-Карло сводится к тому, 
что многократно {N раз) моделируется с. в. ^ с за
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данным законом распределения (ее значения назы
ваются реализациями), вычисляются интересующие 
нас функции от с. в. и их выборочные статистические 
характеристики (м.о., дисперсия, закон распределе
ния и т. д.) по всем N реализациям. Тогда, как мы 
видели, с ростом N' достигается все более точная 
аппроксимация соответствующих теоретических ха
рактеристик, причем точность приближения может 
быть оценена согласно (1) или по центральной пре
дельной теореме. Типичным примером такого приме
нения метода Монте-Карло является вычисление ин
тегралов, объемов, площадей.

Пусть тело V сложной формы целиком умещается 
внутри куба объема Q. Моделируя попадание в V 
равномерно распределенных в Q с. в. и подсчитывая

N
общее число h{i )  = l при

t=i
/v (i)= 0  при l ie Q —V, получим приближенный объем 
V как QN^v/N; при достаточно большом N достигает
ся удовлетворительная точность вычисления объема. 
Наряду с интегрированием метод Монте-Карло при
меняется при решении дифференциальных и инте
гральных уравнений, интерполяции, нахождении ну
лей функции, их экстремумов и т. д. [36; 37; 70].

При проектировании экспериментов и способов их 
математической обработки более важны иные два 
аспекта применения метода Монте-Карло. Это, преж
де всего, имитация реальных физических процессов 
путем моделирования на ЭВМ отвечающих им с. в. и 
процессов [46]. Так, например, при расчете нейтрон
ных реакторов, детекторов частиц и других устано
вок и приборов в ядерной физике использование 
«классических» методов типа решения уравнений в 
частных производных наталкивается на принципи
альные и вычислительные трудности, связанные со 
сложной картиной отражения и рассеяния частиц на 
ядрах вещества. В то же время происходящие процес
сы (рассеяние, ионизация, фотоэффект, образование 
пар и т. д.) имеют стохастическую природу и теоре
тически хорошо изучены. Поэтому, моделируя на ЭВМ 
судьбу отдельной частицы при ее взаимодействии с 
веществом и осуществляя достаточно большое число 
испытаний Монте-Карло, можно спроектировать уст-
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роиство с нужными свойствами или определить ха
рактеристики имеющегося прибора [22]. К этому же 
типу решаемых методом Монте-Карло задач проек
тирования и планирования экспериментов относится 
упомянутая выше задача выбора оптимальной кон
фигурации спектральных каналов, если рассматрива
ется сравнительно небольшой набор возможных кон
фигураций.

Второй аспект применения метода Монте-Карло в 
обработке экспериментов — исследование статисти
ческих свойств величин, получаемых при том или 
ином способе обработки. Так, в теории робастных оце
нок аналитические выражения для их эффективности 
имеют асимптотический характер и известны не для 
всех оценок (например, трудно получить их для ите
рационных робастных оценок). В этой ситуации эф
фективным средством исследования оказывается ме
тод Монте-Карло [10; 23; 90; 102; 111J. М раз моде
лируются выборки объема I с заданным законом рас
пределения; для каждой выборки вычисляются оцен
ка, рекомендуемая нормальной теорией, и робастная 
оценка. Строится выборочное среднее для каждой из 
этих оценок по М выборкам и выборочная дисперсия. 
Эффективность робастной оценки вычисляется как 
отношение выборочных дисперсий по (2), (2') из 
гл. 5.

При других способах обработки результатов экс
периментов используют квазиреальный эксперимент, 
состоящий в многократном моделировании на ЭВМ 
данных с присущим им распределением ошибок, при
менении к ним подлежащего исследованию способа 
математической обработки, вычислении выборочных 
характеристик по реализациям: среднего и дисперсии. 
Он является эффективным средством анализа алго
ритмов и программ. Так, в нелинейном МНК линеа
ризованное приближение описывает лишь локальный 
участок функции отклика, тогда как для оценки точ
ности результата, построения доверительных обла
стей, проверки гипотез нужно рассматривать отклик 
в достаточно большой окрестности точки минимума 
функционала МНК. Искомые статистические харак
теристики могут быть получены осуществлением на 
ЭВМ квазиреального эксперимента [7; 32]. Те же 
проблемы возникают при применении регуляризирую-
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щих алгоритмов, особенно в нелинейных задачах. Та
ким образом, метод Монте-Карло является эффек
тивным средством контроля качества математической 
обработки.

Возможна также проверка «несмещен'ности» ис
пользуемых численных методов, того, что они не вно
сят систематических искажений в результаты. Так, 
имея измерения физической величины при различных 
значениях аргумента и зная ядро интегрального 
уравнения, связывающего искомую и измеряемую 
функции, методом регуляризации '[78; 79] восстанав
ливаем искомую функцию, проводя обратный ана
лиз, численно интегрируем регулярнзованное решение, 
умноженное на известное ядро; результат интегриро
вания многократно (Л̂  раз) возмущаем случайными 
ошибками с заданной ф.р. Сравнивая исходную экс
периментальную кривую и реализации, оцениваем, на
сколько адекватно решение описывает эксперимен
тальные данные. Далее, применяя к каждой «экспе
риментальной» кривой, смоделированной в реализа
ции, регуляризирующий алгоритм, получим N «реали
заций» восстановленной искомой функции. Тогда вы
числение среднего по N позволяет оценить несмещен
ность процедуры решения, выборочные дисперсии в 
точках вычисления искомой функции характеризуют 
статистические ошибки, а ковариационная матрица, 
построенная по этим «реализациям», описывает меру 
зависимости между значениями в соседних точках.

Глава 12
ПРИМЕНЕНИЕ ФАКТОРНОГО АНАЛИЗА ДЛЯ
ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ ДАННЫХ

Как мы видели при рассмотрении процедур выяв
ления сбоев на экспериментальных кривых, нередко 
результат измерений можно трактовать как нормаль
но распределенный вектор с коррелированными ком
понентами. Напомним, почему это так.

В режиме поточечного измерения эксперименталь- 
ной кривой iti) — сетка значений аргумента,
i=l ,  п, нужное количество отсчетов набирается дли
тельным измерением в фиксированной точке ti ,̂ 
пока не накопится необходимая статистика, затем
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выставляется значение регулируемого пара
метра, п]зоводятся контроль и регулировка режима 
экспериментальной установки и измерительной аппа
ратуры, набирается статистика в этой точке и т. д. 
Благодаря независимости поддержания режима рабо
ты аппаратуры в различных точках ti измерения по
лучаются некоррелированными, но они же имеют зна
чительно большую погрешность, чем та, которая мо
жет вызываться статистическими свойствами изучае
мых величин, так как установление режима аппара
туры внутри некоторой области допустимых значений 
параметров каждый раз происходит с ошибкой. Кро
ме того, много усилий и времени требуют контроль и 
поддержание необходимого режима аппаратуры для 
осуществления идентичности процесса измерений.

В последние годы в связи с развитием многока
нальных счетных систем получил распространение 
автоматический режим измерений. При его осуществ
лении контроль состояния аппаратуры производится 
перед началом серии измерений; сетка {td пробегает
ся многократно за малое время т; информация, сня
тая в i-й точке, суммируется в г-м канале счетной 
системы; пробегание сетки {it) происходит до получе
ния необходимого числа отсчетов. Идентичность про
цесса измерений достигается за счет быстрого пере
хода от точки к точке, так что состояние аппаратуры 
не успевает существенно измениться. Кривая получа
ется измеренной с меньшими ошибками, чем при пер
вой методике, лучше очерченной по форме. Однако 
медленное изменение параметров аппаратуры, проис
ходящее неконтролируемым образом (аппаратурный 
дрейф), приводит к согласованным последствиям в 
близких точках, т. е. измерения оказываются корре
лированными. Ковариационная матрица Q, описыва
ющая вторые моменты измеряемого случайного век
тора, недиагональна, что делает необходимым исполь
зование аппарата многомерного статистического ана
лиза [5].

Если бы Q была известна, можно было бы осу
ществить переход к некоррелированным величинам.
Действительно, поскольку у предполагается невы
рожденной д-мерной €. в., то Q — положительно опре
деленная симметричная матрица, для которой спра-
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ведлива факторизация Холецкого Q^FF'^, F — ниж
няя треугольная матрица, det/^^0, так что сущест
вует F~̂ . Перейдя к z = F~̂ y, получим вектор с некор
релированными компонентами, поскольку cov (2 , 2 ) =  
= [5; 87].

Однако обычно Q неизвестна. Доказано [5; 87], 
что оценкой максимального правдоподобия для нее 
с.пужит выборочная ковариационная матрица

/=1

здесь N — объем выборки, у — — выбо-

рочное среднее. Преобразования у, переводящие его 
в вектор с некоррелированными компонентами, рас
сматриваются в методе главных компонент и сущест
венно используют матрицу А [3; 5].

Однако размерности изхмеряемых векторов в экс
периментах нередко таковы, что число подлежащих 
оценке элементов ковариационной матрицы n (n -fl)/2
порядка числа реализаций у, а это влечет за собой 
низкую точность оценок. Использование А как оценки 
Q в этом случае может приводить к грубым ошибкам 
при анализе наблюдений, проверке гипотез, восста
новлении решения методом наименьпгих квадратов 
и т. д.

Между тем сама специфика задачи подсказывает 
путь уменьшения числа оцениваемых параметров. 
Ошибки, связанные с аппаратурным дрейфом, обус
ловлены действием небольшого числа причин (напри
мер, колебаний напряжения питания, нагрева аппа
ратуры и т. д.); сами изучаемые величины, как пра
вило, некоррелированы при различных ti. Поэтому в 
качестве модели измеряемых величин можно предло
жить

т=\
( 1)
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где i — номер компоненты вектора у, г — номер при
чины (фактора), е — составляющая у, связанная с 
самим изучаемым эффектом, cov(6 ^'\ = 0 (̂ 6 ,/,
L=\\Lir\\ — неизвестная матрица коэффициентов. 
В такой постановке (1) совпадает с основной моде
лью факторного анализа [41; 54; 97; 101].

Факторный анализ, первоначально развивавшийся 
как средство обработки опытов в психологии, в по
следнее время широко используется для описания 
процессов в металлургии, в химии и т. д. Основное 
предположение факторного анализа состоит в том,
что ковариационная матрица с. в. у представляется 
как сумма диагональной матрицы и матрицы мень
шего ранга k {k<in)\

( 2)

а для самой у справедливо представление

|/ =  L/ +  e+ a  {Еу = а), (3)
где L = \\Lir\\ — матрица размера nXk  и ранга k, V= 
=  diag{yi, • • •»t'n}» / — /г-мерный случайный вектор, 
е — л-мерный вектор с некоррелированным компонен
тами; / и 8  статистически независимы. В дальнейшем 
предполагается нормальность всех векторов.

Подобная задача возникает, например, когда нуж
но объяснить сложные результаты психологических 
тестов действием некоторых общих для всех людей 
причин (память, внимательность, быстрота реакции и 
т. Д-); то, что остается кроме этого, характеризует 
личность испытуемого. При этом значения элементов 
матрицы Lir характеризуют интенсивность г-го фак
тора для i-ro индивидуума.

Вектор / предполагается распределенным N{0,lk)
II называется вектором простых факторов, e~iV(0, 
К), L —г матрица факторных нагрузок. В факторном
анализе определению по наблюдениям y\, .--,yN под
лежат факторные нагрузки Lu и остаточные диспер
сии Vi. Заметим, что есть неоднозначность в выборе
L (и факторов f ) : если С — ортогональная матрица,
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то, взяв L'—LC и f=C^f ,  мы не- изменим ни (2), ни 
(3), которые являются инвариантами ортогонального 
преобразования. Поэтому, получив в каком-то базисе 
факторные нагрузки Lir, мы можем осуществить вра
щение, чтобы разумно интерпретировать результаты. 
Выбор С во многом субъективен, что долгое время 
препятствовало признанию факторного анализа со 
стороны статистиков.

Для нахождения L и V имеется много различных 
методов, различающихся эффективностью и простотой 
реализации [97]. Рассмотрим нахождение оценок на 
примере метода МП [54], который дает эффективные 
оценки, но громоздок при решении практических за
дач и обычно применяется на мощных ЭВМ.

В условиях нормальности логарифм ФП записыва
ется в виде (а предполагается известным)

c o n s t

=  const---- ^ In jQ l—

Максимизируем F no L.  ̂ и vi. Решение ищется в та
ком базисе, чтобы J = UV~^L была диагональна. Кро
ме того, потребуем, чтобы диагональные элементы I 
были расположены в порядке убывания; это фикси
рует L с точностью до выбора знака.

Частная производная от lnIQ| по запишется 
как

2 у Ь ,Л 7 / |С |= 2 £

где Qij — алгебраическое дополнение Цц в |Q |. Ана
логично

a in IQ l __ Q u

dVi IQI

Сумма в F может быть записана как IQI.
и,ш

и ДЛЯ н ее  ч а с т н а я  п р о и зв о д н а я  п о  L i r  и м еет  в и д  5
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2 Y.
U,W,I, иФ1. а>Ф}

- £  ^»Q™-2 £  Lj,Qijl\Q\\

где Quv),ii — алгебраическое дополнение qr, в Quw. 
По теореме Якоби Quw.ij=QuwQii—QuiQiwy откуда

- 2  £  =  £  L,ygl“A„g^‘.
U . w j  U ,W , i

Частная производная суммы по t»* в F записывается 
в 1виде

- £ 9 ' “4»<г’"‘'-
U . W

Видно, что
дР

dL̂ = - л '
J ,u, w

а это — элемент г-строки и /-го столбца матрицы 
ITQ-1—L^Q~^AQ~\ умноженный на —N, в то время
как =  — т. е. диагональ-

U.W
ному элементу матрицы Q"’— умноженному 
на —N12.

Приравнивая производные О, получим систему 
уравнений МП

L^Q-^—UQ-^AQ-^ = 0,
diag^Q-l-Q-’ЛQ-^} =  0.

( 4 )

( 5 )

Преобразуем (4), (5) к более удобному для решения 
виду. Умножив (4) справа на Q, получим

U —UQ-^A = 0. ( 6 )

Умножив (5) слева на диагональную матрицу 
= Q—L U  и используя (6), получим

diag{/—^Q"’}=0. ( 7 )
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Умножив (7) справа на У и используя (6), придем 
к соотношению

diag{Q -/}=0. (Г)
Отсюда следует, что оценкой для да является Ац и

Vc и

Далее воспользуемся тождеством

( 8)

(9)
которое проверяется умножением его на Q = LL^+V.  
Умножение (9) слева на U  приводит к

( 10)

Подставив (10) в (6), получим
что эквивалентно равенству U=J~'^[L^V~^A—U),  или

I t= j-\L7V-^{A- ■V). ( И )

Из (II) следует, что H=UV~^{A—V)V~'^L — P  и, сле
довательно, диагональна.

Элементы матрицы /  в (11) являются собственны
ми значениями для V"* (Л—V), а строки — соб
ственными вектор-строками, т. е., задавшись началь
ными приближениями для L и К, можно организовать 
итерационный процесс. Из (11) находится следующее 
приближение для L как решение задачи на собствен
ные значения; оно подставляется в (8) для определе
ния следующего приближения У и т. д. Найдя при 
фиксированном k матрицы L и К, можно рассмотреть 
критерии для проверки гипотезы о том, что k факто
ров описывают экспериментальные данные; если это 
не так, то надо увеличить k, и т. д.

Вернемся к задаче [77; 89] оценивания ковариа
ционной матрицы Q, о которой шла речь выше. Бу
дем предполагать, что с. в. у задана на декартовом 
произведении пространств Q = QiXQ 2 , где Qi описы
вает вероятностный характер самого изучаемого про
цесса, Qa — стохастическую природу аппаратурного 
дрейфа; элементы 0)2^422 — функции времени. Будем 
предполагать, что при фиксированных параметрах
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аппаратуры измеряемая величина обладает незави
симыми компонентами, т. е. вектор «/(coi|(0 )2 ) имеет 
некоррелированные компоненты. Обозначая условное 
м. о. (при заданном cos) через Ewif н дисперсию 
через Dŵ , получим

Е {yiUi) =  I Ещ {У1У,) (У1^) ^ЕщУ1ЕщУ{,

где обозначено z  — усреднение z  по мере Ра>̂.
Используя независимость компонент r/((Oi|co2 ), 

элементы Q можно представить в виде

9ti =  Еа,,У(Еа,у~ ЕщУ( Ещу; {i Ф f) ,

Ян ~Е)щУ1 +  D

Запишем как E^,yi—aiXi, выделив в явном
виде математическое ожидание с. в. yi. Тогда случай
ная величина Xi=Xi{(ji2) характеризует случайные ко
лебания параметров аппаратуры относительно сред
них величин; заметим, что x i=\  (г=1, п). Предполо
жим, что X нормальна. Подставляя в qij,
получим я а ̂ aiUj COY {xi, Xj), (ф } , qu=Da,yi-\-ajDxi, 
т. e. дисперсия yi распадается на 2 слагаемых, первое 
из которых описывает статистические ошибки измере
ний, а второе (а также недиагональные члены Q) 
характеризует влияние дрейера на точность измере
ний.

Тогда для у имеем представление

у = а-{-Ахо-\-е, ( 12)

где A =diag{ai,.. Хо п е — независимые «-мер
ные нормальные величины: Хо=х—1'~А(0, X), Х=
= cov(7, х), 8--А(0, V), V =  diag{Da,i/i}. Справедли
вость (12) следует из того, что слева и справа в нем
стоят величины, распределенные N{a, Q). Парамет
ризация (12) пока что не облегчила задачу, так как
с. в. Хо и е по-прежнему имеют размерность п.
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Используем тот факт, что дрейф происходит мед
леннее, чем пробегание сетки. Будем предполагать, 
что с вероятностью, близкой к 1, произвольная реали
зация loC.'B. хо является медленно меняющейся функ
цией аргумента i. Поэтому Хо может быть аппроксими
рована конечным числом членов разложения по неко
торой ортогональной системе функций

k

k d n ,  или в векторном виде

,Гд =  Ф и  ( ф  =  | |ф р )  II, 1 =  1 , /г; 5 =  1 , к ) , (13)

где и — fê-мерная нормальная с. в. с невырожденной 
ковариационной матрицей. Как было указано выше, 
и может быть преобразована к нормальному вектору
/ с некоррелированными компонентами. Потребуем,
чтобы h)-  Тогда получим для у факторное
представление

у= а+ ь= а-1-ЛФ + е, (14)

где Н — матрица размера k x k ,  осуществляющая 
невырожденное преобразование u = Hf, f и е независи
мы. Для ковариационной матрицы Q получим иско
мую формулу

Q = U ^ +  У=АФШ^Ф^А+ V. (15)
Поскольку л  и матрица Ф базисных функций 

предполагаются известными, для определения Q нуж
но найти к^+п неизвестных параметров — элементов 
N и V. Если к<§сп, то это позволяет существенно 
уменьшить число оцениваемых параметров. Заметим, 
что присущая факторно.му анализу неоднозначность 
определения матрицы L факторных нагрузок с точ
ностью до правого умножения на ортогональную мат
рицу С для нас не играет роли, ,поскольку , Q инва
риантна относительно таких вращений.

141



применяя метод МП подобно рассмотренному вы
ше, получим систему

UQ-^-UQ-^AL=Q,  (16)
(i7)

Используя базис, в котором диагональная матрица
1  = и У -^1 = Шф'^АУ-^АФН, (18)

приведем систему (16), (17) к виду, более удобному 
для численного решения. Получим после ряда преоб
разований

1 н ^ = т н ,  (19)
V=diag(A +

( 20)
где

К = Ф т ^ Л И - '  { A ~ V )  У - ^ А Ф  ( Ф ^ Л У - ' Л Ф ) - ' .

Система (19), (20) может быть решена итерацион
ными методами.

В важном частном случае регистрации почти пу
ассоновских событий имеет место соотношение 
Оа,,Ус где ц > 0  — постоянная, близкая
к 1, описывающая отличия от пуассоповости. Тогда 
К=цЛ и вместо (20) имеем кубическое по ц уравне
ние.

Глава 13
УЧЕТ СИСТЕМАТИЧЕСКИХ ИСКАЖЕНИЙ

Помимо случайных ошибок и грубых сбоев, вся
кий эксперимент несвободен от систематических по
грешностей: фоновых подложек, просчетов регистри
рующей аппаратуры. Поэтому для получения несме
щенных оценок измеряемых величин нужно учесть 
систематические искажения. Рассмотрим, как реша
ются эти задачи, на примере фотоядерного экспери
мента [20].

Измеряется выход (среднее число продуктов ре
акции) в зависимости от энергии: Y=Y{t), i—
==1, п. Исправление систематических погрешностей
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своди']ся к устранению просчетов, учету фоновой под
ложки, нормировке на дозу облучения. Процессы, 
обусловливающие эти искажения, весьма сложны. На
пример, в случае фоновой подложки механизм появ
ления фоновых излучений — тот же, что и для изучае
мого процесса (т. е. неизвестен до конца). Построе
ние достаточно полных физических, а затем и мате- 
.матических моделей всех этих процессов требует 
больших усилий, а корректный учет величин, входя
щих в такие модели, потребовал бы количества из
мерений, соизмеримого с числом наблюдений изучае
мого эффекта. Поэтому стараются проводить экспе
римент так, чтобы влияние этих искажений на ре
зультат было небольшим (например, чтобы отношение 
фон/излучаемый эффект было малым), выбирают до
статочно простые, но удовлетворительно описываю
щие характер искажений модели, а сопутствующие 
измерения, необходимые для определения параметров 
в этих моделях, ведут на «малых» (по сравнению с 
числом наблюдений в основном эксперименте) стати
стиках.

В случае фотоядерного эксперимента исправление 
систематических погрешностей сводится к устранению 
просчетов, учету фоновой подложки, нормировке на 
дозу облучения по формуле

( 1)

где ?{t — кривая выхода после всех исправлений, 
у(п)̂ )̂ _  исправленная на просчеты кривая выхода, 
ф(н,с)(/  ̂ _  нормированный и сглаженный фон, 
/)(0 (̂ ) _  сглаженная функция дозы облучения, F{t)-- 
чувствительность дозиметра (известная функция).

1. Возможны просчеты, связанные с наличием 
«мертвого времени» т у регистрирующей аппаратуры. 
Скажем, попадание частицы в счетчик Гейгера отме
чается прохождением электрического тока через труб
ку с инертным газом. В готовом к работе счетчике 
на электроды, разделенные промежутком инертного 
газа, подано напряжение, близкое к напряжению про-' 
боя этого слоя газа. При появлении внутри трубки 
заряженной частицы высокой энергии происходит 
ионизация атомов газа и развивается электрический 
разряд, который фиксируется соответствующим изме
рительным прибором. Пока ионизованные частицы не
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достигнут электродов и не передадут свой заряд, ток 
в цепи продолжается. Если в этот промежуток вре
мени в счетчик попадет еще одна частица, ее появ
ление не будет зафиксировано. Аналогичные явле
ния, связанные с появлением «мертвого времени», воз 
никают и при работе детекторов других типов, на
пример сцинтилляционных.

Существует много различных моделей для описа
ния просчетов детекторов [27]. Будем предполагать, 
что средний промежуток времени между двумя по
следовательными отсчетами много больше «мертвого 
времени», так что вероятность просчетов мала. Тогда 
просчеты могут учитываться по формуле

EY^^^{t)^EY {t)^a{EY {t)Y,  (2)
где а зависит от «мертвого времени» т регистрирую
щего тракта, времени измерений и характера измене
ния интенсивности счета со временем. При обработ
ке эксперимента исправления производились по фор
муле

( 2')

где — сглаженная кривая выхода. Коэффи
циент а либо считается известным (определяется из 
условий эксперимента), либо оценивается из сравне
ния У (О с эталонной кривой Ум(0^ построенной при 
малых загрузках регистрирующей аппаратуры, когда 
просчетами можно пренебречь. Относительно Ymii) и 
Y{t) предполагается, что они распределены по нор
мальному закону с м.о. EY{ti)=ai,

Е У м  (^0 (£ У « п )  { U )  -Н с ,)  = w , a ; 2 + w 2 a / + « 3 ,  (3)

где w,=ria, М2  =  г,, «3 =riC,. Коэффициент г, учитывает 
неодинаковость доз облучения для У и Ум, с, характе
ризует космический фон. Обычно для построения кри
вой Улт берется малая статистика (малая доза облу
чения, г, л: 0,014-0,04), поскольку ищутся небольшие 
поправки на просчеты и а можно определять с невы
сокой точностью. Предполагается, что измерения при 
различных энергиях некоррелированьт, так что 
cov{Ym{U), YM{ti))^DYM{ti)bii, cov(y(f/), У(//)) =  
— DYibij (для кривой выхода У(0 в основном экспе
рименте учет коррелированности компонент и переход
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ас некоррелированным величинам может быть выпол
нен предварительно так, как описано выше в гл. 12),
■c o y {Y{U),

Воспользуемся методом МП для определения па
раметров модели (3). Имеем функцию правдоподо
бия для совокупности измерений Yi=Y( ti ) ,  Y(M)i = 
=YM(tt), i = U п:

L =  const-exp I —
2DYi

(Y{M){ — uiaj—û ai — 3̂ )̂
2DY (Af)£ (4)

Как обычно, в методе МП, ищем оценки для щ, щ, 
U2, «3 . максимизируя L. Если бы at оценивались лишь 
по кривой У(^), вторая сумма в экспоненте исчезала 
бы и оценки максимального правдоподобия равня
лись Yi. Поскольку кривая KÂ (̂ ) снята с малой ста
тистикой, использование совокупности измерений для 
оценивания а< несущественно улучшит эти измерения. 
В то же время зависимость от совокупности щ, «2 , ^з, 
{Oi} во второй сумме нелинейная, что приводит к не
линейности уравнений МП и необходимости организа
ции итерационного процесса для их решения. Поэто
му будем считать, что м. о. оценивается как 5/=*У/, и 
решать задачу оценивания только u\, «2 , «з. Имеем

S  s =  I, 3,

-где

(О; =  (ЛУ(М)0“ '-
(5)

Поскольку регистрируемые продукты ядерных ре
акций имеют распределение Пуассона (предполагаем, 
что энергия i ниже порога реакции (у, 2п), либо 
:вклад этой реакции в У мал [8; 18]), для которого,
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у  (Л1)1.

если то /?|=£'|==(д, весовые множители Шг
равны (£'К(Л1 )1 )~~̂  Для используемых статистик отсче
тов ЕУщ){'^ 1. Поэтому допустимо считать ЕУ(мн 

У(М)1, так что окончательно в (5) со̂
Найдя из (5) йь U2, из, определим a—u j u 2 и будем' 
использовать его в (2') для учета просчетов.

2. Фон в основном обусловлен реакциями при- 
взаимодействии пучка у-квантов с коллиматором ус
корителя, контейнером образца и предметами в зале. 
Кроме того, нужно учитывать фон космического из
лучения.

Кривая выхода фотоядерного эксперимента пред
ставляет собой монотонно возрастающую функцию^ 
энергии, по виду в целом напоминает экспоненту или 
ветвь параболы. Структурные особенности сечения, 
проявляющиеся в выходе в соответствии с (4) из- 
гл. 1, приводят в нем к появлению особенностей ти
па изломов кривой или перегибов. Поэтому наличие- 
фона обусловливает некоторое (вообще говоря, не
равномерное) поднятие «идеальной» (без фона) кри
вой выхода.

Для оценки фоновой подложки проводятся специ
альные измерения фона: снимается кривая выхода 
без образца п. На кривой выхода У(/) имеет
ся участок i= l, I'o, отвечающий энергиям где-
to — пороговая энергия реакции (у, «); отсчеты на 
этом участке целиком обусловлены фоном. Посколь
ку кривая измеряется со статистикой, в десятки и сот
ни раз меньшей, чем К, лйя учета вклада фона в вы
ход У (t) нужно провести йормировку Фг к соответст
вующей статистике (дозе облучения). Для этого ис
пользуются начальные участки кривых У* и Ф,-, а так
же специальные вспомогательные измерения доз об
лучения. Для лучшей точности объединим оба спосо
ба нормировки. ___

Результатами измерений являются Ф,, Yi ( i= l, ’̂о),- 
отношение доз облучения г для кривых Фг и Уг, полу
ченное в дозиметрических измерениях; пусть Df — 
оценка дисперсии г (например, ее выборочная дис
персия). ФП объединенной совокупности измерений- 
в тех же предположениях о У, Ф и г, что и в п. 1», 
имеет вид
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Ьф =  const-exp I — ̂
i= l

2D?

2DY,

— Сз)8
-J 2DOi

(6)

здесь r=Ef,  модель фона имеет вид ЕФ1=гй1+С2, где 
■С2 учитывает космический фон и набросы аппаратуры. 
Аналогично анализу ФП (4), учитывая «малость» ста
тистики по сравнению с У/, оценим а;=У,-. Для 
определения г и С2  имеем СЛАУ

(=1
и

1=1

1о 1«
(OiKi cOi =5^ (й(Ф̂

1=1 i=l 1=1
(7 )

где (0{ = (D(Pf)“ ‘ «  Ф 7\ Dr=s:Dr.
Разрешив (7) относительно г и Сг. найдем норми

рованный на дозу облучения кривой У/ фон

Ф)( н ) Ф̂ —Са 1 =  1, П . (8)

Чтобы уменьшить статистические флуктуации в 
ф(“̂ (^), как и в квадратичном члене формулы (2'), 

обычно проводят сглаживание этих кривых с по
мощью процедур типа скользящего среднего [98] или 
скользящих медиан [61].

В других типах экспериментов, скажем при реги
страции гамма-спектров, учет фоновой подложки уда- 
отся осуществить и без проведения дополнительных 
измерений. Типичная картина экспериментальных кри
вых в экспериментах такого класса представлена на 
рис. 4. Ниспадающий фон (штриховая линия) являет
ся «пьедесталом» для спектральной кривой Y{t) с 
максимумами и минимумами. Нередко математиче
ская модель, описывающая такой фон, достаточно 
проста, например линейная или экспоненциальная. 
Параметры модели легко определить, построив по ме
тоду НК соответствующую аппроксимацию через точ
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Рис. 4

ки локальных минимумов Y{1). Далее аппроксимиро
ванный фон вычитается из У {t).

3. Функция дозы входит в формулу (I) для Y{t) 
как множитель и существенно влияет на точность ?. 
В то же время она измеряется с меньшей точностью,, 
чем F(^), и на более редкой сетке, так что наряду с 
ее сглаживанием требуется интерполяция D[t) на- 
промежуточные значения аргумента.

Кривая D{t) имеет весьма простую структуру (мо
нотонное возрастание, отсутствие перегибов), напоми
ная экспоненту. Поэтому ее можно аппроксимировать

подходящей нелиней
ной по параметрам 
функцией (гамма-функ
цией, экспонентой, при
чем для экспоненты, пО' 
крайней мере для на
чальной оценки, зада
ча сводится к линейно
му МНК, как отмече
но в гл. 6, 8) либо ис
кать подходящую ли
нейную аппроксима
цию, например поли

номом небольшой (не выше 5-й, 6-й) степени. Для; 
построения аппроксимации в последнем случае бу
дем использовать линейный МНК.

Однако если степень полинома выше второй, ап
проксимация D{t) может содержать перегибы в изу
чаемой области ti, i—], п. Эти особенности, связанные- 
со статистическими флуктуациями D{t) и выбором- 
по МНК коэффициентов аппроксимирующего полино
ма, могут привести к появлению ложной структуры в 
регуляризованном решении уравнения (4) из гл. 1. 
Поэтому наложим ограничения на класс решений: бу
дем искать полином степени х наименее уда
ленный от сглаживаемой функции 0 {t) и не имею
щий перегибов на [̂ i, tri\. Тогда .^«(0 совпадает с од
ной из функций •••’ где

“  полином МНК, проведенный без ограниче
ний; — аналогичный полином при условии, что-

имеет нуль 1-го порядка на границе [ ь̂ п̂], . . .  
. . . ,  — полином степени х, проведенный при
условии, что имеет нуль (х—2)-го порядка НД'
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границе этой области. Эти условия приводят к до
полнительным связям параметров полинома. Так ес
ли

то условие равенства < ^ « ( 0  нулю при t—t] (или 
t=tn) Приводит к связи '

2u2"b6w3j!i4-,. - +и{и— (9)’

откуда « 2  = ---- ^  (6 «з̂ 1 + 1 2 «4 î Ч- . . .  +  х (и—
(аналогично для t=tn). Нули более высокой кратно
сти приводят к рассмотрению наряду с условиями 
типа (9) также аналогичных условий на более высо
кие производные ^*(0  в точках t= t\, и t= tn . Далее 
задача решается перебором; из совокупности (/)t 

(0 . .. оставляем полиномы, не
имеющие перегибов внутри [fi, /п] (хотя бы один, 

заведомо удовлетворяет этому требова
нию), затем из них выберем полином, дающий наи
меньшую величину RSS.

Другой возможный путь решения подобных задач 
линейного МНК с ограничениями на производные ап
проксимирующей функции рассмотрен в [123].

Глава 14
ПРИМЕНЕНИЕ РЕКУРРЕНТНОГО 
ОЦЕНИВАНИЯ И ФИЛЬТРАЦИИ ПРИ 
ОБРАБОТКЕ ДАННЫХ

1. Как мы уже отмечали в гл. 1, традиционные 
алгоритмы статистической обработки, оперирующие 
со всей совокупностью данных у\, у ,̂ уп после их 
регистрации, не всегда приемлемы. Они требуют боль
ших затрат памяти, если объем обрабатываемой ин
формации п велик. Кроме того, если результаты ста
тистической обработки используются для оперативно
го контроля и управления процессом, алгоритмы off
line-обработки, многократно применяемые к расширя
ющейся совокупности данных {у,}, зачастую не обес
печивают необходимого быстродействия, сравнимого 
со скоростью протекания процесса и поступления но

149



вой информации. На примере вычисления выборочно
го среднего по формуле (3) из гл. I была описана 
основная идея, используемая в алгоритмах оп-Ипе-об- 
работки: оценка на 1-м шаге ищется через внесение 
поправки в оценку, вычисленную на (/—1)-м шаге; в 
случае линейной оценки, как в (3) из гл. 1, поправка 
просто добавляется к ранее найденной оценке, причем 
величина поправки зависит лишь от вновь поступив
шего наблюдения yi и пропорциональна невязке (раз
ности между измеренным yi и результатом его пред- 
оказания исходя из вычисленной на (/—1)-м шаге 
оценки), В подобной рекуррентной процедуре каждое 
наблюдение участвует в вычислительном процессе 
только один раз, что позволяет существенно увеличить 
скорость обработки и сократить требуемый объем 
памяти.

Не претендуя на сколько-нибудь полное и систе
матическое изложение (читатели могут исчерпываю
ще ознакомиться с этим кругом вопросов в статьях 
и монографиях по рекуррентному оцениванию, филь
трации и стохастической аппроксимации), рассмот
рим, следуя [14], обобщение модели линейного МНК 
(5) из гл. 6. Оно приводит к процедуре рекуррентно
го оценивания, известной как фильтр Калмана и ши
роко применяемой при обработке данных. Пусть изу
чаемый процесс характеризуется п-мсрпым вектором 
состояний X, являющимся функцией времени, инфор
мация поступает в дискретные моменты времени, 
/о, •••, t, так что x^x{ t ) .  Предполагается, что
вектор X является случайной величиной и эволюцио
нирует от измерения в момент времени t к измерению 
в момент времени (здесь под ^+1 имеется в виду 
номер наблюдения t+l=^tn+i при t=̂=tn) по линейному 
закону

х (/+ 1 )= Л (0 х (0 + и (0 , 0 )
где А (̂ ) — известная матрица, возможно, меняющая
ся со временем, у (О — процесс типа белого шума с 
дискретным временем i[87], причем

£ и (0 = 0 . Ev{t)v^{t )=Q{t)8i„  (2)
Q(/) — известная матрица, — символ Кронекера.

Непосредственно вектор х не регистрируется, а из
меряется косвенно путем регистрации вектора наблю
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дений y{t), связь которого с вектором состояний x{t) 
также предполагается линейной:

y{ t )^C{i )x{ t )+w{t ) ,  (3);
размерность y{t) равна т, С(^) — известная, завися
щая от времени Прямоугольная матрица, w{t) — про
цесс типа белого шума с характеристиками

Ew{t)=Q, Ew{t)w'‘'{x)=R{i)btT, Ew{t)vT{t)=0. (4)'
Имея наблюдения ^(^о), •••, y{U), ...»  y{t),  можно 
попытаться оценить вектор x{t) в момент времени ti. 
Ввиду линейности модели (1), (3) оценку л: (̂ г) будем 
искать в классе линейных несмещенных оценок с ми
нимальной дисперсией, т. е. минимизирующих квадра
тичный функционал

J=E{x{ti)-~x{ti))^. (5)
Момент времени U может принадлежать промежутку 
наблюдений [̂ о, (задача интерполяции, или сглажи
вания), не принадлежать ему (задача экстраполяции, 
или Прогноза), совпадать с ним. Нас интересует за
дача фильтрации — задача экстраполяции на шаг впе
ред; где ht — интервал времени между
последовательными измерениями t и следующим за 
ним. Как мы условились выше и как это принято в 
теории фильтрации, обозначим

Сделаем некоторые дополнительные предположе
ния о векторе состояний х  (/), часть из которых далее 
снимем. Пусть его начальное значение x{to) есть 
л-мерный случайный вектор с нулевым м.о.: Ех{ 1а)== 
=0. В силу (I) и (2) имеем

( 6>

Пусть задана ковариационная матрица
P{h]=Ex{to)xHto).  (7)

Кроме того, предполагаем, что с. в. x{tQ) не коррели- 
рована Z v{t) и w{t):

Ex{to)v'^{t)=0, Ex{to)w'^{t)^0.  (8)
Из (3) и (4), очевидно, следует E y { t ) ^ 0.

2. Получим необходимые для дальнейшего соотно
шения, справедливые для линейных несмещенных оце
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нок с минимальной дисперсией ошибок оценивания 
вектора х по косвенным измерениям в линейной мо
дели

z=Dx-\-s, (9)
где D — матрица размера тХп,  х — /г-вектор, г  — 
/ц-вектор наблюдения, ■ S — случайная т-мерная по
меха. Вектор X — также с. в., причем

Ех=0, Ехх'^=-Р, (10)
£ s -0 , Ess^=S, (10')
Exs^^O, (10")

матрицы Р к S известны. По наблюдениям с. в. р 
ищем оценку х, являющуюся: а) линейной, б) несме
щенной, в) имеющей минимальную дисперсию ошибок 
оценивания. Для искомой оценки ^  имеем в силу 
а) x=g+Gz,  где g — постоянный вектор, G — матри
ца. Условия (10), (10') приводят к Ez—0, так что 
м. о. E^t=Ex согласно б) дает

Ex=g+GEz=g-=‘Ex^{).

Итак, искомая оценка x=Gz. Вид G найдем из усло
вия в). Для /-Й компоненты имеем £i=g‘z, где вектор- 
строка g‘ есть i-я строка матрицы G. Тогда, рассмат
ривая вектор ошибки оценивания х=х~^х, имеем для 
дисперсии ошибки оценивания,

= Dx] Е {xi~Xi)^ ( 11)

Минимальность Dx^ достигается, если каждое слагае
мое в (11) минимально, т. е. нужно минимизировать 
по g‘ выражение

Elcf — E{Xi—Xiy=E(Xi—g‘z)  ̂=Ех^—

- 2 Е  (x,zT) {g‘f  + g‘E (zzn ( g Y -  (12)
Первое слагаемое в (12) не зависит от g‘. Необходи
мое условие экстремума d/d(g^)^Exp=0 приводит к 
соотношению

E x i Z ^ — g ‘E z z ^ — 0 , (13)
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или в матричном виде 
Exz^—GEzz^^^Q. (14)

Дифференцируя 

ловия минимума

13) по g \  в силу достаточного ус-
d̂ EXi

> 0  имеем матричное ус-
dg)

ловие Ezz^>0, обеспечивающее минимум в точке^ 
определяемой уравнением (14J. Условие (14) — ана
лог уравнения Винера — лопфа [14; 62] для случая 
дискретного времени. Преобразуя (14), имеем

0=Е {xz^~ Gzz^)=Е (х~ Gz) z^=E {xz^). (15)
Умножив (15) справа на получим

0=£(.v2^)GJ'=£(;ci), (16)
откуда

Е {хх^) =Ех {х^х)  ̂ =Ехх^^ Е {х~ Gz) х^= 
=Exx-^-GEzx^, (17)

Минимально возможная сумма дисперсий определяет
ся следом этого выражения.

С учетом (9), (10)~(10") имеем
Exz^=E[x{xW^-\-s^)]=PD^, (18)
Ezz^==E[{Dx+s) {x^D^+is'^)]=DPD'^+S. (18'>

Подставляя (18), (18') в (14), получим
G{DPD^+S)=PD-^. (19)

Если DPD^+S невырождена (для этого достаточно' 
выполнения одного из условий: 5 > 0  либо Я>0, п>  
>т  и rank Z)=m), то имеем

G=PD^ (DPD^-^S) -1, (20)

откуда получается оптимальная линейная несмещен
ная оценка с минимальной дисперсией ошибки

:PD^{DPD^+S)-^z. ( 21)

Матрица ковариации ошибки оценивания ввиду (17) 
равна

Exx^=P~GDP,  (22)
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или с учетом (20)
Exx^^P-PD^DPD^+S)-WP. (23)

3. Вернемся теперь к нашей задаче оптимальной 
■фильтрации. В первый момент имеем y{to) = 
=C{tQ)x{to)+w(to), причем Ex{to)x'''{to)=P{to) извест- 
ва. Сравнивая это выражение с (9), (10), получим

x=K{to)yito),
где

(24)

(25)K{U) = Р  {to) (to) [С (to) P {to) Cr{to) +R (to) ] - ^  

причем
Р(^о)=^Я[(^(^о)-:с{^о))(^(^о)-х{^о))1=
= P{to)-K{to)C{to)P{t) (250

согласно (22),
Используя дискретный аналог уравнения Винера— 

Хопфа (14) и (17), построим процедуру рекуррент
ного оценивания. Пусть наблюдения у {to), •••, y{t) 
уже использованы для построения линейной несме
щенной оценки с минимальной дисперсией, т. е. оцен
ки оптимальной в среднеквадратическом смысле. Это 
•означает согласно (14), что
. E[{x{t)-x{t)){y^to),  yЦ to+ l) , . . . ,  (26)
где {y^{to), г/^(^)) —«длинный» вектор-строка, со
ставленный из векторов-строк наблюдений y^{to), ••• 
•••» y^{t)- Пусть л:*(^+1) — оптимальная оценка экс
траполяции вектора х по результатам наблюдений 
y{to); . . . ,  y{t), вычисленная в точке t+\.  Согласно 
(14) для нее также

£[(^(^+1)-хЧ^+1))(УЧ^о). Е/Ч0)]=0. (260
Пусть проведено новое измерение y{t-\-\)\ с его 

учетом можно построить оптимальную оценку :^(^+1), 
причем согласно (14) для нее

£[(x(f+I)-x( i+ l))(f ;^ (^o) , уЧО, уЧ ^ + 1 ) )Ь
=0. (26") 

Сравним (26'), которое должно выполняться соглас- 
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но условию оптимальности (И ), с уже удовлетво
ренным по нашему рекуррентному построению усло
вием (26). Используя (1), запишем в (26')' д:(^+1)=» 
=A{t)x{t)-\-v{t). Поскольку v{t) некоррелировано о 

y{i) в силу (1), (2), (3), (4), (8), то имеем 
с учетом (26)

которое в силу произвольности t/(̂ o)» •••, 1/(0 выпол
нено при

л*{^+l)=Л (^)i(0 . (27)
С учетом (1) соотношение (27) для оптимальной экс
траполяции представляется вполне естественным (воз
мущения v{t+\) носят случайный характер и не учи
тываются при построении прогноза лг*(/+1)).

ОшибНа экстраполяции запишется в виде
л:(^-Ы)-д:*(;+])=Л {^л: (О+и (0’- ^  (0 ^ (0  =  
=A{ t )Ht)^v{ t ) ,  (27')

а ее ковариационная матрица
Р- ( ^ + 1 )= £ [(х ( ;+ 1 )-л :-  ( /+ l ) ) ( .v ( ^ + l) -  

-X - {t Ч-1))""] =  £  [{А (О 7{t)-\-v (0) {Л (0 ̂  (0 +

+  (0)^] -  Л (0 £  (0 Л^ (0 +  Q (0. (28)
поскольку £[tJ(/)х^(/)]=0 в силу отмеченной некорре
лированности v{t) с y{io)y . . . .  y{t) и согласно (I) и 
(2) с x{t).

Заменяя в (27) x{t) на x{t)—x{t) и используя (1)'». 
получим

д:* ( ;+ 1) =  д: (^+1) -Л  (0 X  { t ) -v  {t). (29)
Будем трактовать это соотношение как уравнение для 
определения x{t+\),  в котором учтена совокупность- 
ранее проведенных наблюдений у{к),  y{t). Роль-
вектора помех в (29) играет величина —v{t) — 
—A{t)x{t).  Согласно (3) дополнительное измерение 
в момент t+\ имеет вид

(29') 
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Объединенный «вектор наблюдений» ((>^*(^+1))^ 
отвечает системе относительно x{t+\)

1) +

— A{i)x{t)—v{t) 
ш(/ +  1) (29")

Сравнивая (29") с (9), видим, что матрица ковариа
ции ошибки

- [ да(̂  +  1)
имеет вид

■Р* (^+ I) О
(30)

где /?(^+1) определена в (4), /^*(^+1) — в (28).
Обобщенная МНК-оценка получается согласно 

(21), где
I  1 Г г * Г / - 1 - т

(31)

Несложные вычисления величин, входящих в (21), с 
учетом (30), (31) приводят к

Г(^^-1)=[(P• (< + 1 )г ‘ + с ’'(« +  1 )й - '(^  +  1) X
' X с (/+!)]-'{(/> • (^ + 1 )Г ‘л:-(г+1) +

+  c ’■(̂  +  l)^г-^(/ +  I)г/(^+l)}• (32)
Обозначим множитель перед y{t+\)  через

Л(< +  1) =[(Р* ( t+  1))~‘ + С ’' (< +  1) /? - ' (t + l )C(t  + 

+  l ) r ' c ’ ' ( i  +  l ) P “ ‘ (« +  ! ) -  

^ P { t + \ ) C ^  (t + \ ) i r ' ( t  + \),

(P(; +  i))~ '= (P -((  +  i))“ '+ c ' ' ( / ^ i )  X 
xp-^(^ +  l)C{^ +  l)). (33)
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Тогда, поменяв момент времени Я-1 в (32), (33) на 
i ,  имеем

x{t) = P it) (Р- it)) {t) -hK{t)y it), (32')
a, умножив (33) слева на P, получаем

ln=P{t){P*{t))-^-PK{t)Cii),  (330
откуда P{t){P*{t))~^=In—K{t)C{t).  Подставляя его 
Б (32'), имеем для обобщенной МНК-оценки

(34)
:«ли

i(^+i)=JV*(^+l)+iiC(/+I) {^(^+1) 
-С{^+1);:*{^+1)}. (34')
Получим выражения для K(t) и P{t), используя 

вид (34) обобщенной МНК-оценки и условие (26"). 
Заменим в соответствии с (3) у на СлгН-ш. Тогда име
нем для ошибки оценивания

^(/-Ы)=л-(^+1)-х(^-Ы) =
=[/.-Л:(^+1)С(^+1)][л:(?-Н) ;с*{^Ч-1)]-

(35)
Подставив (35) в (26"), рассмотрим сначала пер

вую часть м. о., содержащую «старые» наблюдения 
t/^(fo), ^^(0- Видим, что x(f-l-I) некоррелирована
со старыми наблюдениями в силу (26') и (35). Остав
шаяся часть (26") позволяет построить матрицу К. 
'Согласно (35) и (3)

£{[(/«-К (^+1)С (/+1))(;с(^+1)-л*(^-Н ))-
-^C(^+l)ш(^-H)](x^(^-H))C^■{/-И)+ш(^-Ы))}=
=0. (36)

Величины x{t+\)  и л:*(/Ч-1) пскоррелированы с 
ш(^+1) вследствие (1), (4), (8), (27). Используя 
(16), (27), (27'), (28), найдем, что ковариация меж

ду x{t-\-\)—x* {t+\) и jc(^-l-l) равна Р*(^+1). В ре
зультате приведем (36) к виду

(7«-.К(^-И)С(^-Н))Р*(^+1)С^(^-Ы)-
-/C (^+I)P(i-H )=0,
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откуда
iC (^+ l)=P *(^+ l)C ^(^+ l)[C (/+ l)P *(/+ l)x
X C"(^+l)+i?{^+l)]-‘. (37)

Матрица /С(^+1) называется матрицей передачи (уси
ления) Калмана. Наконец, умножая обе части (35) 
справа на {t+\) и-вычисляя м.о. с учетом (17),. 
имеем

Я(^-Н)=[/„_Х(г?+1)С(^+1)]Р*(/+1). (38)
Соотношения (27), (28), (34'), (37), (38) опреде

ляют фильтр Калмана с дискретным временем [14; 
62]. При этом необходимые для организации вычисли
тельного процесса величины x(fo)i K{to) и P{to) опре
делены в (24), (25), (25'). Легко видеть, что (34) „ 
(34') имеют ту же форму, что и (3) из гл. 1: уточ
ненная оценка получается из оценки предшествую
щего шага добавлением поправки, линейной по не
вязке.

4. Можно несколько видоизменить соотношения,, 
определяющие фильтр Калмана, и уменьшить их чис
ло. Подставляя (34) в (27), получим

x*{t+\)^A{t)x^-{t) ^A{ t )K{ t){y{ t) -C{ t)x ’̂ {t)}== 
^A{t)x^{t)-\-R{t){y{t)-C{t)x^{t)),  (39>

где матрица усиления K{t)=A{t)K{t)  определяется с 
учетом (37) соотношением

^(^+1)=Л(/-И)Р*(^+1)С^(^+1)[С(^4-1)Х
X Р* (г̂ +1) 1) +/? (г+1) ]-1. (40)

Наконец, для вычисления ковариационной матрицы 
оценки л:*(^+1) запишем д;*(/+1) —.v(f+1), используя 
(1), (3), в виде

1) -X ( 1 )  =А  (0 (х* (0 -X  (о ) -  (0 +  
+ ^ (0 { г^ (0 -С (0  (х * ( /) -х (/))}.

Вычисляя ковариационную матрицу этого выражения, 
получим

Я=^(^4-1)=И (/)-Я (0С (01Т '*(0И (0-
~~K{t)C{t)Y+Q{t)+K{t)H{t)K{t).  (41>
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Совокупность формул (39) —(41) представляет собой 
другую форму записи фильтра Калмана.

Соотношение (41) можно записать также еще в 
.двух эквивалентных формах, используя (40) и извест
ное матричное тождество [62; 68; 91]

(Л+fiCD)-i =А-^-Л~'В {C~^+DA-^B)-WA-\

-справедливое для произвольных матриц А, В, С, D, 
размерности которых согласованы так, чтобы соответ
ствующие матричные операции имели смысл. Моди
фикации (41) суть следующие:

P * { t - \ - l ) = A { t ) P * { i ) A ^ t ) -

~R{t)C{t)P^{f)AT{t)-hQit),  (4Г)

Р * (/+ 1 )= Л (0{Р *(0 -^’М^) с^{0[^(0  +
+C (O P*(O C 40]"’C (/)P * (O M 40+ Q (0- (41")
Заметим, что матрицы P*{t), P{t) п К (t) в (28)' 

•(37), (38) (соответственно K{t) и P*{t) в (40), (41)] 
<не зависят от {y{t)} и могут быть вычислены заранее 
до начала наблюдений. Это целесообразно, если ос 
новные требования в ходе обработки предъявляются 
к быстродействию, а не к памяти, поскольку обраще 
ние матрицы, необходимое для реализации (37) 
(40), — самая трудоемкая матричная операция. Если 
же хранение указанных матриц нецелесообразно, то, 
учитывая симметричность обращаемой в (37), (40) 
матрицы, обычно используют обращение на основе 
•факторизации Холецкого, обеспечивающее большую 
быстроту по сравнению с другими методами при хо- 
,роших вычислительных свойствах [91].

Модель (1), (3) допускает обобщение [14] на слу
чай ненулевых м.о. вектора состояний и наличия из
вестных входных воздействий. Обобщенная модель, 
■описывающая эволюцию вектора состояний, имеет 
вид

д: (^+1) =А {t) X (̂ ) + S  {t)u{t)-\-v{t). Ex (to)
(42)

u(t) — вектор входных воздействий, значения кото
рого u{to), . . . ,  u{t) в моменты наблюдений заданы. 
Уравнение (3) по-прежнему описывает вектор наблю
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дений. Условия на 1 (̂0» ^ ( 0  И их авто- и взаимные 
ковариационные матрицы, а также их ковариацию 
х(/о) с v{t) и w(t) совпадают с (2), (4), (8). Тогда 
вместо (27) используется соотношение

X* (t+1) =А (t)x(t) +В (t) и (О, X* (̂ о) ̂ 1, (43)
соотношения (28), (34), (37), (38) сохраняют силу.

Прежде всего очевидна линейность ^{t) по у. Рас
смотрим ошибку экстраполированной и текущей 
оценки. С учетом (42), (43) имеем

(44)х(^+1)-х*(/+1)=Л  it)x{i)+v{i),
причем в начальный момент /о

х(^о)-х*(^о)=л:(^о)-^  (45)

Воспользовавшись (34) и (3), получим для ошиб
ки предсказания

x{t) =х (t) —x{t) =x{t) —X* (О (О (0 ^ (0
+ш(0-С(0;с*(0}-{/^--^С(/)С’(0 } (^ (0 -
—X* (О) —К (О Ш (i) . (46)

Вычисляя м. о. от левой и правой части (45), получим 
£[х(^о)—х*(/о)]=0. Обратившись теперь к вычислению 
£х(/о+1), в силу свойств w{t) и только что получен
ной формулы найдем £х(^о+1)=0. Теперь, вычисляя 
м. о. от обеих частей равенства (44) при t=to, полу
чим с учетом свойств v{t)

£[х(^о+1)-х*(^о+1)ЬО .

После этого находим из (46) £х(^о+2)=0 и т. д., от
сюда £х (/)= 0  н Ex{t)'^Ex*{t)  в моменты наблюде
ний 0̂ , 1 независимо от значений |  и
т. е. оценка x{t) несмещенная. Ковариационная мат
рица разности х(^+1)—х*(^+1) с учетом (44) записы
вается в виде

что совпадает с (28). Ее начальное значение соглас
но (45) есть P{to). Для матрицы ковариаций с. в.. 
x{t) из (46) имеем
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+K{t)R{t)K^t)  
или, раскрывая скобки,

+K{t){C{i)P*{t)C^t)+R{t)}KT(^tj^ (47),

Если ^((0 вычислена по (37), обе последние суммы 
исчезают, а остаток, совпадающий с (38), дает кова
риационную матрицу оценки, имеющей минимальную- 
дисперсию ошибки оценивания.

С результатом обобщения модели (I)', (3) на слу
чай небелого шума ошибок w{t) и о(0» их возмож
ной коррелированности, а также с постановкой зада
чи и результатами для нелинейной связи между х  и 
у читатель может познакомиться в [62].

Покажем, как связана весьма общая модель (1)’— 
(4), (6) —(8) с задачами обработки экспериментов, 
которые описываются линейной моделью типа (5) из- 
гл. 6 с неслучайным вектором состояний и случайным- 
вектором наблюдений. Положим

A{t)—In, С=^С(^)—const, R=^R{t)~covLsif.
тогда (42) перепишем в виде

x{t-\-\)=x{t)j Ex{to)=a.
Используя соотношения для фильтра Калмана в фор
ме (39), (40), (41^'), получим, что для этого случая 
(39) переходит в соотношение

( ^ 4 - 1 )  it) + К it) {у (t)-Cx* (t)}, X* ( g  (48)^

а вместо (40) и (41") выполнены соотношения
(г  4 1 ) (; 4 1)  {СР* (t 4 1 ) 4  R)~^, ( 4 9 )

Р* (  ̂ 4  1) =  Р’ (0— Р* (0 [R  +  СР’ (t) С

P^ih)=P{U).

CP^t),
{ЪОУ

Формулы (39), (48) —(50) определяют одну из воз
можных реализаций рекуррентного метода наимень
ших квадратов [14; 40; 62]. С другими возможными

161̂



iroAXGAaMH к построению процедур рекуррентного 
МНК можно познакомиться в [68; 123].

В частности, рассматривая задачу решения линей
ного интегрального уравнения первого рода, после за
мены интеграла квадратурами приходим к линейной 
модели описанного вида.

Имея измерения экспериментального выхода j/i, . . ,  
Ум в моменты времени t=\ ,  N, можно по

строить решение через условные байесовские оценки 
.{40], фактически идентичное уравнениям (48)—(50) 
рекуррентного МНК. При этом суммирование рекур
рентных соотношений дает [40] выражение для оце- 
док через начальные значения Xo==.*(̂ o), •Ро==̂ ’( о̂), 
имеющее вид

/„ +  Р „ Л - ‘С +

(51)

Д ля их ковариационной матрицы справедливо соот- 
.ношенне

(52)

в  частном случае R, коммутирующего с с , имеем

х' (N) =  [ Y  X

5=1
(5Г)

р* W  =  [ - ^  РРГ‘ +  ~L (52')

Легко показать, что оценка (51') минимизирует функ
ционал

+  Ч-^—Л̂о). (53)
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т. е. представляет собой регуляризованную оценку 
(ридж-оценка) задачи МНК. Нетрудно видеть, что 
(53) является квадратичной формой, стоящей в пока
зателе экспоненты ФП для задачи оценки вектора х  
по результатам косвенных измерений уи ес
ли X распределен по нормальному закону с априор
ной оценкой м. о. хо и априорной ковариационной мат
рицей Pq.
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