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ОБОЗНАЧЕНИЯ, ИНДЕКСЫ И СОКРАЩ ЕНИЯ

Обозначения

T — температура 
d — диаметр канала 
I  — сила тока 
V — напряжение 
h — постоянная Планка 
m — масса частицы
L  — длина стержня набивки полого катода 
Lp — длина активной зоны в канале полого катода

j m — плотность тока в стержне набивки полого катода
j  — плотность тока термоэмиссии с поверхности стержня набивки
j id — плотность ионного диффузионного тока
j ez — продольная плотность тока в плазменном канале
j ik — плотность ионного тока из плазмы на поверхность стержня
Афк — скачок потенциала у поверхности стержня
О  — скорость ионизации и рекомбинации плазмообразующего газа
0)ек — скорость ионизации и рекомбинации атомов примеси в составе
плазмы
Ке — энергетический эквивалент потерь энергии электронами в неупру
гих столкновениях
ае — обобщенная функция ионизации-рекомбинации неравновесной 
плазмы
X i — степень ионизации плазмы
X ik — доля ионов примеси в составе плазмы
Хак — доля атомов примеси в составе плазмы
Gg — расход плазмообразующего газа
Pg — общее давление многокомпонентной плазмы в канале

о
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Pe — давление электронного газа в канале
k — постоянная Больцмана
Л — пробег частицы
r — радиус ПК
еФ — работа выхода
и, v — скорость
J  — поток
D — коэффициент диффузии 
n — концентрация частиц 
E — напряженность электрического поля 
ф — потенциал электрического поля
V — частота столкновений

T£= —---- отношение температур
Те

t — время
f  — функция распределения частиц 
q — заряд, плотность теплового потока 
rD — радиус Дебая 
М  — масштаб, масса частицы 
N  — число стержней в набивке 
W — энергия 
А — оператор Лапласа
V — градиент

Индексы

е — электрон 
i — ион 
а — атом
а — е, i, a
о — индекс безразмерной величины 
p  — индекс поверхности
^  — индекс внешней границы расчетной области 
еэ — эмитированные электроны 
пл, плав — «плавающий» потенциал
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Сокращения

ПК — полый катод
МКПК — многоканальный полый катод
Kn — число Кнудсена
Re — число Рейнольдса
Nu — число Нуссельта
Sh — число Шоттки
МГД — магнитоплазмодинамика
НИИ ПМЭ — Научно-исследовательский институт прикладной механи
ки и электродинамики
МАИ — Московский авиационный институт 
НИИ ТП — НИИ тепловых процессов



ВВЕДЕНИЕ

Полый катод (ПК) в простейшем варианте представляет собой 
трубку из тугоплавкого материала с внутренним диаметром от долей 
миллиметра до нескольких миллиметров. С одной стороны в трубку по
ступает холодный газ (например, Xe, Ar и др.), а с противоположной 
стороны истекает сильно ионизованная плазма. Если несколько трубок 
объединить в пучок, то возникает многоканальный полый катод. Интерес 
к полым катодам появился во второй половине прошлого века в связи 
с разработкой электрореактивных двигателей (ЭРД) большой мощности. 
Такие двигатели используются для коррекции положения спутников свя
зи, при подъеме космических аппаратов с промежуточных орбит на ра
бочие орбиты, при утилизации отработавших свой срок аппаратов, 
а в обозримом будущем — при полетах обитаемых космических кораб
лей к планетам Солнечной системы. В последние годы специальные ЭРД 
используются для нейтрализации электрических зарядов, возникающих на 
высотных спутниках и приводящих к порче бортовой аппаратуры. Отсюда 
следует, что необходимый срок работы ЭРД должен составлять несколько 
лет. Поэтому должны быть созданы катодные системы двигателей, 
имеющие ресурс работы до 20 000 часов и более. А для этого необходимо 
проводить физическое и математическое моделирование электродных 
систем, особенно наиболее напряженных узлов, к которым относятся уча
стки полых катодов, омываемые плазменными образованиями.

Именно этой теме — математическому моделированию физических 
процессов в полых катодах — посвящена настоящая монография. Авторы 
монографии в течение нескольких десятков лет занимались исследовани
ем плазменных двигателей, в том числе и полых катодов, как важнейших 
элементов конструкции ЭРД. Основное внимание уделено недостаточно 
исследованным вопросам, влияющим на срок службы двигателя:

-  влияние термоэмиссии на прикатодную область,
-  тепловые процессы в ПК,
-  эрозия стенок ПК под воздействием различных физических про

цессов внутри двигателя и др.
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Ниже приведем краткий обзор по истории создания полых катодов 
и их совершенствованию вплоть до настоящего времени. Обзор сделан 
по литературным источникам с соответствующими ссылками.

Первые одноканальные полые катоды в виде трубок из тугоплавко
го металла были созданы в шестидесятых годах прошлого века [1]. Раз
ряд зажигался внутри трубки (рис. В.1), когда стенки трубок достигали 
достаточно высокой температуры (T > 2000 K).

В дальнейшем с целью снижения температуры стенки и продления 
срока службы катодного узла были сконструированы полые катоды 
с диафрагмой (так называемые «orifice cathode») и катоды со вставками 
из материалов с низкой работой выхода (оксид бария, гексаборид ланта
на и др.) (рис. В.2) [2-4].

Рис. В.1. Внешний вид одноканального полого катода и рабочий режим катода

Катодная трубка

Спираль нагревателя '
Диафрагма с отверстием

Рис. В.2. Конструкция катода с диафрагмой и внешним нагревателем
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В дальнейшем для вывода на орбиту более значительной полезной 
нагрузки и увеличения дальности космических перелетов потребовались 
электрореактивные двигатели большой мощности (100 ̂  1000 кВт). В та
ких двигателях сила разрядного тока достигала более 1 000 А. Такие токо
вые нагрузки могли выдержать только многоканальные полые катоды, ко
торые имеют и другие преимущества по сравнению с одноканальными:

-  имеют более низкое рабочее напряжение разряда,
-  работают при более низкой средней температуре,
-  имеют конструктивные преимущества и оказываются более эконо

мичными по массе катодного узла в расчете на единицу мощности. 
Для подтверждения сказанного приведем экспериментально полу

ченные распределения температуры стенки вдоль оси полого катода 
(рис. В.3) и напряжения горения разряда в зависимости от силы тока 
(рис. В.4), заимствованные из работы [5].

10 х, м

N= 13, d= 3,6 мм 

N= 1, d= 3,6 мм

Рис. В.3. Влияние количества каналов многоканального полого катода 
на температуру внешней стенки катода

N= 14, d= 0,5 мм 

N= 1, d= 0,5 мм

Рис. В.4. Зависимость напряжения от тока разряда в ЭРД с полым катодом
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В работе [6] исследована глубина проникновения плазменного об
разования в каналы многоканального полого катода. Учитывая относи
тельно небольшой диаметр каналов, эксперимент оказался технически 
сложным, поэтому результаты получены с существенным разбросом. 
В эксперименте показана зависимость глубины проникновения от расхо
да плазмообразующего газа (с ростом расхода глубина проникновения 
уменьшилась) и от величины разрядного тока (с ростом тока глубина 
проникновения возрастает). Если силу тока менять от 20 до 100 А, а рас
ход газа — от 0,2 до 1 мг/с, то глубина проникновения плазмы в каналы 
катода менялась от нескольких миллиметров до нескольких десятков 
миллиметров [6].

В 80-е и 90-е годы прошлого столетия в нашей стране проводились 
экспериментальные и теоретические исследования многоканальных по
лых катодов. В работе [7] отражены результаты экспериментального изу
чения разряда с многоканальным катодом, в котором внешняя оболочка 
представляла собой вольфрамовую трубку с внутренним диаметром 
16 мм и толщиной стенки 2 мм. Девятнадцать каналов диаметром 2 мм 
изготовлялись из вольфрамовой фольги толщиной 0,05 мм, открытых на 
конце. Катод работал с прокачкой лития. Исследование было сосредото
чено прежде всего на измерении параметров внешней плазмы разряда. 
Теоретическая модель функционирования ПК в работе не обсуждалась.

В работе [8] рассмотрена модель многоканального катода с про
качкой лития, которая включала тепловое излучение, теплопроводность, 
поверхностную ионизацию, испарение вольфрама, теплопроводность 
плазмы, резистивный нагрев катода и термоэлектронную эмиссию. Од
нако модель не рассматривала прикатодные процессы внутри канала. 
Предполагалось, что напряжение прикатодного слоя равно потенциалу 
ионизации нейтрального лития, что плазма полностью ионизирована, 
а глубина проникновения плазмы в каналы косвенно определяется мак
симальным осевым электрическим полем в пределах канала. Катод со
стоял из трубки с внутренним диаметром 26 мм, содержащей набивку из 
вольфрамовых стержней диаметром 1, 2 и 3 мм.

В работе [9] изучались пленочные катоды без прокачки рабочего
газа.

В 1994-1998 годах Московский авиационный институт (МАИ) 
провел первые обширные испытания литиевого электрореактивного ус
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корителя, испытав несколько многоканальных катодных конструк
ций [10]. Эксперименты дали качественное обоснование для выбора оп
тимальной конструкции многоканального катода. Тестировалось шесть 
различных геометрий катодов в согласовании с характеристиками всей 
конструкции. Эксперименты включали разработку и испытания трех раз
личных двигателей малой тяги мощностью 30 кВт, 150 кВт и 200 кВт. 
Также изучалось введение добавок в поток литиевого ракетного топлива. 
Сообщалось о значительном снижении эрозии материала стенки катода 
во время экспериментов, в которых в разряд вводилось некоторое коли
чество бария. В это же время в МАИ совместно с НИИ ПМЭ проводи
лись теоретические исследования и разрабатывалась квазиодномерная 
модель одноканального полого катода, включая инженерную методику 
расчета эрозии катода [11-13].

Среди работ иностранных авторов отметим исследования, прове
денные в Принстонском университете, где проводились обширные ис
следования катодов с прокачкой лития. В работе [6] проводилось сравне
ние характеристик одноканального и многоканального катодов в экспе
рименте и в теоретическом моделировании, однако модель позволила ве
рифицировать только температурный профиль (рис. В.5) и катодное на
пряжение.
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Рис. В.5. Максимальная температура внешней поверхности катода: 
сравнение экспериментальных данных и результата моделирования [6]

Позднее, в 2006 г., опубликована диссертация [14], в которой под
робно рассмотрена модель одноканального полого катода в дуговом ре
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жиме с прокачкой лития и сделана попытка распространения модели на 
случай многоканального катода. Плазма лития в активной зоне считается 
однородной, с высокой степенью ионизации, до 95 %.

Исследования полых катодов проводились в Университете Южной 
Калифорнии (США). И в 2008 г. опубликована диссертация [16], в кото
рой изложена модель одноканального полого катода, в которой плазма 
рассматривается как квазинейтральная, столкновительная, сильно иони
зированная жидкость, управляемая магнитогидродинамическими (МГД) 
уравнениями. Процессы переноса массы, импульса и энергии смодели
рованы как классические двухчастичные столкновения: ионно
нейтральные, электрон-нейтральные, электрон-ионные. В рассматривае
мой модели каждый вид частиц (электрон, ион и нейтрал) управлялся 
собственным набором уравнений сохранения, наряду с другими уравне
ниями, описывающими взаимодействие заряженных частиц в присут
ствии электрического поля. Модель прикатодного слоя не рассматрива
ется, автор просто принимает температурный профиль катода в качестве 
входного параметра. Также в качестве входных параметров используют
ся известные из эксперимента потенциал и плотность плазмы на выходе 
из канала катода. Размер активной зоны был определен как область ма
териала катодной стенки, отвечающая за 75 % термоэмиссии электронов. 
В данной работе не рассматривается возможность на основе модели од
ноканального катода создания модели расчета многоканального катода. 
Всего лишь отмечены известные экспериментальные факты для много
канальных катодов.

В течение примерно 10 лет исследования многоканальных катодов 
проводились в Университете г. Пизы (Италия) совместно с компанией 
Alta-Centrospazio. Результаты исследований приведены в работах [17, 
18]. Первоначально была разработана модель одноканального полого ка
тода, на основе которой потом была сформирована модель трубчатого 
многоканального катода. Модель способна предсказать плазменные па
раметры, температуру катода (рис. В.6) и распределения плотностей тока 
ионов и электронов вдоль оси канала как функцию геометрии катода, 
а также скорости потока. В работах приведены результаты моделирова
ния температурных профилей и электрических характеристик катода, 
удовлетворительно согласующиеся с экспериментальными данными. 
Также в Университете г. Пизы проводились теоретические исследования
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механизмов процессов эмиссии электронов с поверхности катода и осо
бенностей плазменных процессов в полом катоде [15].
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Рис. В.6. Результаты моделирования температуры каналов трубчатого 
полого катода (различные кривые соответствуют различным значениям

расхода рабочего газа в ПК)

В разрабатываемых моделях многоканальных катодов существуют 
проблемы моделирования процессов переноса в радиальном направле
нии, поскольку необходимо учитывать конкретный вид конструкции ка
тода и плазменные характеристики (теплопроводность и вязкость). Оста
ется практически не затронутым вопрос прогнозирования ресурса катода, 
поскольку не моделируются процессы разрушения поверхностей катода.

На кафедре физики МАИ более 20 лет проводились эксперимен
тальные и теоретические исследования полых катодов. Одним из авторов 
данной монографии была сформулирована замкнутая физико
математическая модель одноканального термоэмиссионного полого ка
тода, работающего в дуговом режиме. Результаты исследований оформ
лены в диссертацию на соискание ученой степени кандидата физико
математических наук в 2007 г. [19]. Расширенная модель физических 
процессов уже применительно к многоканальным катодам изложена ни
же в данной монографии. Создана компьютерная модель и оформлено 
свидетельство о государственной регистрации программы [20]. С 2010
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по 2012 г. НИИ ПМЭ МАИ совместно с Университетом г. Пизы и компа
нией Alta S.p.A. проводились экспериментальные исследования рабочих 
параметров сильноточного многоканального полого катода и верифика
ция теоретических моделей Университета г. Пизы и НИИ ПМЭ МАИ. 
Результаты совместных исследований опубликованы в работах [21-23].

Учитывая приведенный обзор работ предшествующих авторов, 
ниже будут представлены физические, математические и вычислитель
ные модели плазмодинамики полого катода, а также модели тепловых 
и эрозионных процессов, что позволяет прогнозировать сроки службы 
катодных узлов электрореактивных двигателей.



ГЛАВА 1

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ПЛАЗМЕННОГО УЧАСТКА ПОЛОГО КАТОДА

1.1. Физическая модель плазменного участка 
полого катода

Будем рассматривать классический одноканальный полый катод, 
который представляет собой тонкостенный цилиндр. Холодный рабочий 
газ (например, Xe или Ar) поступает в торец канала и достигает области 
фронта ионизации, где имеет место термоэмиссия электронов. Считаем, 
что часть эмитируемых электронов обладает достаточной энергией, что
бы производить ионизацию газа. Пренебрегая вторичной эмиссией, фо
тоэмиссией и автоэмиссией, будем считать, что имеет место только тер
моэмиссия с поверхности ПК, которая определяется законом Ричардсо- 
на-Дешмана для плотности потока термоэлектронов [24]:

J еэ
4птеек2

h3
ГТ1 2■Тр exp еФ

кТ
(1.1)

p у

где h — постоянная Планка, Тр — температура эмитирующей поверхно
сти, еФ — работа выхода электронов из поверхности катода. В случае 
наличия электрических полей у поверхности ПК формула (1.1) должна 
быть модифицирована с учетом эффекта Шотки [24]. Если температура 
поверхности Тр изменяется по длине полого катода, то и плотность
эмиссионного тока будет меняться в соответствии с формулой (1.1).

Вследствие ионизации внутри полого катода возникает плазменное 
образование, которое называют «внутренним положительным столбом 
разряда» или «активной зоной полого катода», в которой плазма дости
гает достаточно высокой степени ионизации. Математическая модель 
возникающего плазменного образования зависит от значения числа 
Кнудсена, равного отношению среднего пробега частиц плазмы Я к ха-
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Л
рактерному размеру задачи rp (рис. 1.2). Если Kn = » 1 ,  то режим на-

rp
Лзывается молекулярным. Если Kn = ^  1, то возникает режим сплош-
rp

Л
ной среды. В случае Kn = ~ 1 режим называется переходным.

Если расход рабочего газа достаточно большой и на всем участке 
активной зоны Л ^  rp , то в активной зоне канала полого катода устано

r

вится режим сплошной среды. Если же расход рабочего газа мал, а на 
выходе из канала имеет место вакуумное пространство, то на некотором 
участке вблизи выхода могут возникнуть условия, когда Л »  rp , и на
этом участке возникает молекулярный режим, к которому примыкает 
участок с переходным режимом.

Будем предполагать, что участок катода с переходным режимом 
мал, и его существованием будем пренебрегать.

Рассматриваемый в данной работе одиночный полый канал можно 
в первом приближении считать элементом более сложного многоканаль
ного полого катода, что следует из рис. 1.1.

Рис. 1.1. Поперечное сечение многоканальных полых катодов: 
а) сборка из полых трубок; б) сборка из сплошных стержней; 

в) сборка из сплошных стержней в увеличенном масштабе

Из рис. 1.1 видно, что сечение одиночного канала может иметь 
разную форму в зависимости от компоновки многоканальной системы. 
В дальнейшем ограничимся рассмотрением только одиночного канала,
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как на рис. 1.1, в, предполагая, что результаты исследования будут близ
ки к другим формам канала.

Рассмотрим более подробно физические процессы, происходящие 
в плазменном образовании вблизи стенки полого катода, если установилось 
стационарное состояние, возникающее под действием процессов иони
зации термоэмиссионными электронами и термализованными электрона
ми в плазменном столбе и процессов рекомбинации в тройных столкнове
ниях. В момент включения катодной системы и образования плазмы элек
троны, как более быстрые частицы, первыми попадают на внутреннюю 
стенку полого катода и заряжают ее отрицательным потенциалом. Вслед
ствие этого последующие порции электронов замедляются, а положитель
но заряженные ионы ускоряются. Процесс заряда стенки заканчивается, 
когда потоки ионов и электронов на нее уравниваются. Если принять по
тенциал пространства за ноль, то потенциал стенки будет отрицательным 
(порядка нескольких вольт). Этот потенциал называется потенциалом 
плавающего тела. Он зависит от параметров плазмы: концентраций заря
женных частиц, их температур и направленных скоростей.

Размеры слоя, возникающего вблизи стенки ПК объемного заряда, 
будут рассчитаны ниже. Положительно заряженные ионы под действием 
плавающего потенциала стенки приобретают дополнительную энергию. 
В момент столкновения со стенкой они нейтрализуются и отражаются 
в виде нейтральных атомов или однозарядных ионов. Они могут также 
вызывать эрозию стенки ПК, вследствие чего со стенки возникает поток 
нейтральных атомов и однозарядных ионов материала стенки. Эти про
цессы подробно рассмотрены в главе 3 настоящей монографии. Концен
трация частиц из материала стенки ПК всегда много меньше концентра
ции частиц плазмообразующего газа.

Как показано в приложении 1, под влиянием электронной эмиссии 
с поверхности прикатодный слой объемного заряда может изменять знак. 
Вблизи поверхности полого катода за счет эмиссии электронов могут 
возникать отрицательные потенциальные ямы, так что градиент потен
циала меняет знак, а вместе с ним меняет знак и сила электрического по
ля, действующая на электроны. Увеличение плотности тока эмиссии 
электронов ведет к росту глубины потенциальной ямы, и это может стать 
препятствием для дальнейшего увеличения плотности тока эмиссии. 
Плавающий потенциал стенки ПК под действием термоэмиссии также



несколько растет по модулю. Более подробно возможные физические 
процессы в пристеночном слое рассмотрены в приложении 4, однако они 
должны учитываться только в более сложных моделях рассмотрения 
пристеночной плазмы по сравнению с теми моделями, которые рассмот
рены ниже в п. 1.2.

1.2. Математические модели плазменного участка 
полого катода

1.2.1. Плазменный участок в режиме сплошной среды (Kn ^  1)

Сформулируем математическую модель в данном случае при вы
полнении следующих предположений.

1. Модели для плотной плазмы, представленные в главе 1, записа
ны в предположении, что степень ионизации может быть достаточно 
большой. Следовательно, разделить задачу на газодинамическую часть 
и электродинамическую часть, которые решались бы независимо, нельзя.

2. В полом катоде большую роль играет термоэмиссия, которую 
нужно учитывать при формулировке граничного условия для электронов.

3. Учитывая форму выбранного полого катода (рис. 1.1, в), удобно 
использовать цилиндрическую систему координат.

4. Имеют место следующие упрощающие предположения, касаю
щиеся свойств пристеночной плазмы в ПК:

-  плазма имеет постоянные свойства и замороженные химические
реакции;

-  магнитные поля малы;
-  вязкостью пренебрегается.

В данном случае модель Эйлера -  Пуассона имеет вид [25]
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(1.2)

(1.3)

(1.4)
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дпе + div (пеэиеэ ) = 0;
dt

Аф =---- (n. -  ne)  E = - V^,

(1.5)

(1.6)

где n — концентрация, T — температура, D — коэффициент диффу
зии, Е,ф  — напряженность и потенциал электрического поля, е — мо
дуль заряда электрона, к — постоянная Больцмана, £0 — электрическая 
постоянная. Индексы а = i, е, еэ означают: i — ионы, е — электроны, 
еэ — эмитированные электроны.

Учитывая важность процесса термоэмиссии, изменение скорости 
эмитированных электронов иеэ со временем, согласно [24] находим из 
уравнения (закон сохранения импульса)

теПеэ + UeэVV dt
иеэ еПеэЕ  -  kV(ПеэТеэ ) + т еПеэ Е ( а  ~ и еэ ) Уеэ,а  ( 1 .7 )

а

В (1.7) Уеэа — частота столкновений эмитированных электронов
с компонентами плазмы. В частности, частота столкновений эмитиро
ванных электронов с атомами согласно [24] имеет вид

Уеэ,а = ПсЕеэ^еа, ^еа = скТеэ, (1.8)

где Уеэ — тепловая скорость эмитированных электронов, c — постоян
ная, затабулированная в [24]. Уравнение движения вдоль оси канала не 
вошло в математическую модель, поскольку направленная скорость 
вдоль оси канала мало влияет на плазмодинамику полого катода. Движе
ние плазмы вдоль оси канала будет рассмотрено ниже в п. 1.6.

В случае необходимости математическую модель можно услож
нить, добавив законы сохранения энергии и импульса [25].

Система дифференциальных уравнений (1.2)—(1.8) дополняется 
стандартной системой начальных и граничных условий [25].

Начальные условия

В качестве начального распределения концентраций ионов и элек
тронов следует брать установившиеся распределения ионов и электро
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нов, однако они заранее не известны. Из опыта математического модели
рования пристеночной плазмы предлагаются следующий подход к выбо
ру начального условия [29]

Если в качестве масштаба концентрации выбрано nix = neca , то 
константу удобно приравнять к единице.

Такой выбор ведет к ошибкам в переходном процессе от начально
го распределения к конечному. Однако опыт показал, что конечное рас
пределение слабо зависит от начального распределения и обычно близко 
к истинному. Поэтому такой подход допустим, если нас не интересует 
переходный процесс, а необходимо только установившееся решение.

Начальное распределение для электрического потенциала опреде
ляется решением уравнения Пуассона. Граничные условия для потен
циала стенки и потенциала на внешней границе расчетной области рас
смотрены ниже.

Начальное распределение эмитированных электронов выбирается 
нулевым. Это означает, что эмиссия начинается в момент времени t > 0.

Граничные условия

Расчетная область вблизи стенки полого катода должна превышать 
возмущенную зону, создаваемую заряженной стенкой с эмиссией. По
этому на внешней границе расчетной области потенциал принимается 
равным нулю, а концентрации и температуры — их значениям в невоз
мущенной плазме.

На стенке полого катода пока без учета эмиссии электронов имеем

ni (r,0) = ne (r,0) = const.

p(roa, t ) = 0, 

n i e a  ( r °°, t  ) = ( n i e a  ) , (1.9)

( p p  ) р плав,

(ne )p = 0

(ni )p = f  (r0,Pb,£).

(1.10)
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В (1.10) плавающий потенциал фплав определяется по методике, из
ложенной в приложении 1 к данной монографии. В зависимости от па-

гр еф Т—раметров задачи г0 = , фо = , £ = T-  , фп
rD kTi Te-

имеет отрицательный

знак относительно потенциала невозмущенной плазмы, принятой за 
ноль. Его значение по модулю изменяется от нескольких десятых долей 
Вольта до нескольких Вольт. (ne )р = 0, поскольку электроны отталкива

ются от отрицательно заряженной стенки. Значение (ni) определяется

по методике, изложенной в [25], и может составлять

0 3n- < n < 0 75n- (1.11)

если 5 < r0 <25, - 3 0 <ф0 < 10, 0,25<£< 1. 
Для эмиссионного потока

Пеэм (Г—,t ) = 0,

nеэм( r  t ) =  7 э м ( T p ) VP’ / l Л ’
е и еэм ( rp , t )

(1.12)

и
0/еэм'■иеэм  ( t ) .(r t )'еэм \ p  ’ )

Скорость вылета электронов из эмитирующей поверхности зависит 
от ряда факторов, в частности от материала стенки полого катода, состоя
ния его поверхности, параметров задачи ( 0,ф0,£) и др. Источниками ин

формации о значении и° эм могут служить величина уэм, рассчитанная по 

формуле (1.1) или измеренная экспериментально, и величина ne эм (rp ), 

также измеренная экспериментально, например зондовыми методами.

1.2.2. Плазменный участок в молекулярном режиме (Kn »  1)

Рассмотрим теперь случай Kn » 1 , если это имеет место в условиях 
работы полого катода. В этом случае вблизи свободного торца полого 
катода возникают условия, когда средний пробег частиц Я »  rp , где
rp — характерный размер катода. Рассматривается участок полого като

да радиусом rp , который контактирует с разреженной плазмой, концен
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трация которой na , температура — Taoo, масса плазмообразующих час
тиц — ma , где а  = i, e ( i — ионы, e — электроны).

Поверхность катода предполагается идеально каталитической, 
с нее истекает поток эмитируемых электронов, зависящий от температу
ры его поверхности Tp по закону Ричардсона -  Дешмана (1.1). Потенци
ал поверхности равен плавающему потенциалу рпл, метод расчета кото
рого обсужден в приложении 1. Магнитное поле предполагается на
столько слабым, что его влиянием на процессы переноса в пристеночной 
области можно пренебречь. Требуется получить эволюцию функций рас
пределения f a , их моментов na,Ta , потенциал электрического поля
р (г ) в возмущенной зоне. Это есть задача Власова -  Пуассона с систе
мой начальных и граничных условий. Используется цилиндрическая сис
тема координат (r,6 ,z) (рис. 1.2).

Рис. 1.2. Цилиндрическая система координат

Учитывая, что радиус стержня rp мал, будем предполагать, что об

ласть молекулярного режима по оси z имеет размер l »  rp . В этом слу
чае параметры плазмы вдоль оси z будут меняться незначительно и за
висимость f a от координат z и vz выпадает [25]:

dfa + v f
dt r Эг

ve a +
(  2 

ve 4a
\

E Э/ a  + {

r Э6 l  r ma
Er

Эvr  l
=  0 ,

Э 2р 1 др 1 Э 2р 1
2 + Э + 2 2 = ~  /  qana,Эг2 r Эг r2 Э#2 £0

E = -Ур.
Вывод уравнения (1.13) имеется в приложении 3.

a  = i, e, (1.13)
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В качестве начальной функции распределения выбираем функцию 
Максвелла.

Концентрации заряженных частиц, как моменты функций распре
деления, имеют стандартный вид:

па (г ,в , t ) '  2kTa
v ma

1
2

J \ fa ( r,0,vr,vв,t )dvrdve. 
—̂

(1.14)

С использованием (1.14) путем решения уравнения Пуассона нахо
дится начальное распределение p (r,t = 0). Значение (рпл на поверхности
цилиндра определяется по методике, изложенной в приложении 1.

Учтем эмиссию электронов с поверхности цилиндра с использова
нием закона Ричардсона -  Дешмана (1.1) и получим граничное условие 
на поверхности в виде [30], подробно изложенном в приложении 2.

f еэм (r ,v)
2m
h3

exp —еФ
kTp J

exp mev
2kTp

(1.15)

На внешней границе возмущенной зоны f e3 = 0 .

1.3. Вычислительная модель плазменного участка 
полого катода в режиме сплошной среды

Запишем уравнения (1.2)—(1.8) с системой начальных и граничных 
условий в безразмерном виде с помощью следующей системы масшта
бов:

масштаб концентрации: M n = nioo,

масштаб длины: M L = rD =

ML

£0kTi^
ni~e2 у

rD — радиус Дебая,D

(1 1 6 )
масштаб времени: M t = —^ , Di — коэффициент диффузии,

масштаб электрического потенциала: M _ i^
p

Остальные масштабы находятся по формулам размерностей.

1

e
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Система уравнений (1.2)-(1.8) в безразмерном виде записывается
так:

+ div J  = O, J  = —Vnt + niE ; 
dt (1.17)

n  + dlV J e = O, J e = D(^ ne + eneE X (118)

+ dlv J a = O, J a = Vna ; (1.19)

Ap = ne — n , E = -Vp; (1.20)

Г d V ̂
d t + uaV Vdt J

+Z  (  —u

ua = —A \_naE + V {( aLa)~\ +

\ . кЪ rDa )va i, a  = i, e, a, A = —i— D  для a  = e3; 
a  aj me d 2

(1.21)

л  = D  = - L  lObLe = Doе -  е = L , d  = 1 .
T  V2 2 2Di meL

(1.22)

В (1.22) коэффициенты диффузии рассчитывались с помощью мо
дели твердых сфер.

Система граничных и начальных условий для случая цилиндриче-
r_р
rD

ской геометрии тела радиусом r0 = — в безразмерном виде следующая:

ni ( ^ *)= ne ( ^ *) = 0

<P(ro> * ) = Po(t),

ni (r~,*)= ne (r~,*)=  1

P(rx , t ) = 0,

ni (rO,0)= ni (r ), ne (rO,0)= ne (r),

p(r  ,O) = p(r).

Здесь rx — радиус внешней границы расчетной области; ni (r) , 
ne (r), p(r) — начальные распределения концентраций и потенциала.



28 Глава 1

Система (1.17)-(1.22) с начальными и граничными условиями ре
шалась методами последовательных итераций по времени с применени
ем метода крупных частиц для уравнений неразрывности и схемы сред
него арифметического для уравнения движения термоэлектронов. Схема 
среднего арифметического основана на разбиении каждого временного 
шага на два «дробных» и определении решения на полном шаге как по
лусуммы решений на двух «дробных» [26].

В связи с пространственно-временным развитием эмиссионного 
электронного облака внешняя граница возмущенной зоны делалась ди
намической и расширялась по мере необходимости.

Решение уравнения Пуассона осуществлялось с использованием 
спектральных методов.

1.3.1. Метод последовательных итераций по времени

Алгоритм метода заключается в следующем. В начальный момент 
времени заданы распределения концентраций и потенциалов в началь
ном стационарном состоянии плазмы. Потенциал стенки полого катода 
в этом состоянии — р , а плотность ионного тока на стенку — j 1. В мо
мент времени t = 0 на катод подается прямоугольный импульс потенциа
ла Лр, так что новое значение потенциала равно (р2 = р  + Лр и оно под
держивается постоянным. Пренебрегая током смещения, требуется найти 
эволюцию плотности тока проводимости от начального значения j 1 до
конечного стационарного состояния j 2 , соответствующего конечному 
значению потенциала стенки р2. Расчет изменения плотности тока со 
временем ведется последовательно с интервалом времени Лt . Опти
мальная величина шага по времени выбирается путем методических ис
следований. Согласно классическим представлениям в методе крупных 
частиц при интегрировании уравнений переноса используется, как пра
вило, явная схема интегрирования первого порядка точности. Как пока
зано в [26], условие устойчивости Неймана применительно к линейным 
гиперболическим уравнениям будет выполняться, если использовать из
вестную схему Лакса [27]. Анализ устойчивости схемы, проведенный

vAtв [27], приводит к неравенству
Ax

< 1, где v — физическая скорость

среды, At — шаг по времени, Ax — шаг по пространственной координате.
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Отсюда вытекает ограничение на шаг по времени At < ,-----г, где vmax —
v| max |

максимальная скорость крупных частиц. Это условие для шага по време
ни является примером условия устойчивости Куранта -  Фридрихса -  Ле
ви [27] применительно к линейным гиперболическим уравнениям. Полу
ченное неравенство означает, что в явном методе шаг по времени нужно 
выбирать меньше наименьшего характерного физического времени зада
чи, которое в случае уравнений переноса есть время, за которое ско
рость v приводит к переносу на расстояние Ах. Условие Куранта -  Фрид- 
рихса -  Леви включает требование, чтобы физическая скорость v была

Ахменьше сеточной скорости — .

Однако многочисленные вычислительные эксперименты [25] 
с пристеночной плазмой как в молекулярном, так и в континуальном ре
жимах показали, что приведенное ограничение на шаг по времени ока
зывается слишком жестким [28]. Кривая распределения потенциала име
ет максимальный градиент вблизи поверхности, следовательно, вблизи 
поверхности максимален перенос, связанный с подвижностью. Во мно
гих задачах вблизи поверхности максимален также и градиент концен
трации заряженных частиц, поэтому максимален перенос, связанный 
с процессом диффузии. Из сказанного следует, что именно вблизи по
верхности находятся самые высокоскоростные частицы среды, которые 
и влияют на шаг по времени через условие Куранта -  Фридрихса -  Леви.

Учитывая каталитические свойства поверхности для заряженных 
частиц, можно ожидать, что самые высокоскоростные притягивающиеся 
частицы за несколько шагов по времени поглощаются стенкой и выбы
вают из рассмотрения. Иными словами, в условие Куранта -  Фридрих- 
са -  Леви входят скорости очень малого числа короткоживущих частиц, 
не отражающих динамику всего массива.

Многочисленные вычислительные эксперименты, приведенные 
в работах [25, 36], позволяют сделать вывод, что шаг по времени как 
в молекулярном, так и в континуальном режимах может быть увеличен 
в 3-5 раз по сравнению с его величиной, вытекающей из условия Куран
та -  Фридрихса -  Леви, без нарушения устойчивости и точности реше
ния. Поскольку исследуемые в [25, 36] системы дифференциальных 
уравнений являются нелинейными, сделанный выше вывод рассматрива
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ется нами как начальная информация для проведения методических ис
следований. Эти исследования показали, что шаг по времени, вытекаю
щий из условия КФЛ для линейных систем, и в случае нелинейных сис
тем может быть увеличен в 3-5 раз без нарушения устойчивости реше
ния.

Еще одна особенность предложенной вычислительной схемы со
стоит в следующем. При постановке граничного условия на идеально ка
талитической поверхности в ряде работ [29] полагалось

Как показано в [25], такой подход справедлив для отталкивающих
ся частиц и, с некоторыми натяжками, для притягивающихся частиц, ес
ли выполняется неравенство

где rp — характерный размер задачи, Я — средняя длина свободного 
пробега, rD — радиус Дебая, характеризующий порядок толщины слоя 
объемного заряда.

Если выполняется другое неравенство:

то режим сплошной среды имеет место в невозмущенной области, 
а в слое объемного заряда — молекулярный режим.

В этих условиях концентрация заряженных частиц на поверхности 
ПК определяется решением кинетических уравнений, как это сделано 
в п. 1.4 настоящей монографии, и оно для притягивающихся частиц от
лично от нуля. Вычислительные эксперименты показали [25, 36], что 
значение граничной концентрации влияет на структуру возмущенной зо
ны и процесс эволюции, однако величина установившегося значения 
ионного тока на стенку ПК изменяется незначительно. Поэтому в [25] 
сделан вывод о том, что в задачах обтекания тел плотной плазмой можно 
использовать условие (1.23), если исследуются только стационарные 
процессы переноса заряда. Если же важны реальные распределения кон
центрации вблизи электрода и реальный переходный процесс, то мо
дельное условие (1.23) должно быть заменено на более корректное.

(1.23)

Гр »  rD »  Я,

Гр »  Я »  rD ,
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Ниже предложен способ нахождения такого корректного гранич
ного условия на примере тела плоской геометрии. На рис. 1.3 изображена 
плоскость ленточного типа с указанием слоев с различными режимами 
описания поведения плазмы.

(а) (б)

Рис. 1.3. Структура пристеночной области:
1 — свободномолекулярная область (Kn »1); 2 — переходная область (Kn ~ 1);

3 — континуальная область (Kn ̂ 1)

Если перемещаться от плоскости электрода по нормали, то вначале 
имеет место свободномолекулярная область (1), затем переходная об
ласть (2) и после нее континуальная область (3). Деление на указанные 
области достаточно условно, однако в каждой из них имеет место своя 
математическая модель. В первой области — уравнения для свободно
молекулярного режима, во второй — для переходного режима, в треть
ей — для режима сплошной среды. На границах областей необходимо 
проводить сшивание решений.

Для упрощения решения данная задача (рис. 1.3, а) заменена на бо
лее простую задачу (рис. 1.3, б), в которой сделано предположение о ма
лости переходной области (2).

Задача в молекулярном режиме решалась по алгоритму, изложен
ному в п. 1.4 монографии. Концентрация на стенке определялась через 
моменты от функций распределения. Концентрации на границе между 
областями 1 и 3 рассматривались как граничные условия для задачи 
в континуальной области 3. Алгоритм решения этой задачи подробно из
ложен ниже в п. 1.3.2 и п. 1.3.3.
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Стыковка решений в обоих зонах обеспечивалась общим электри
ческим полем и равенством граничных значений концентраций ионов 
и электронов. Решения осуществлялись на координатной сетке 
Nt х Nx х Ny (в зоне 3) и на сетке Nt х Nx х Ny х Nv х Nv (в зоне 1). Из

методических расчетов были выбраны: Nt = 200, Nx = 30, Ny = 20,

Nv = 10, N v = 10. В численных экспериментах варьировались безраз-vx у

мерный радиус плоскости r0 =
rp
rD

(5 < r0 < 25), безразмерный потенциал

%
e%p
kT

A A(-30 <%0 < 10) и величина (2< <5).
' D ' D

Для примера на рисунке 1.4 приведены установившиеся распреде
ления концентраций ионов и электронов для следующего набора пара- 

A
метров: r0 = 10, = 2 при трех значениях потенциала тела: ф0 = -9 (кри-

rD
вая 1), ф0 = -6 (кривая 2), ф0 = -3 (кривая 3). Координата X полагалась 
равной нулю.

Рис. 1.4. Распределение концентрации nie вдоль оси  у
V

10, —  =  2
rD у

----------- «е;\) % = -9-2) %=-6-Ъ) %=-Ъ- --------
7 / / / / / / /  граница раздела свободномолекулярной и континуальной областей
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Из рисунка 1.4 следует, что значения концентрации притягиваю
щихся частиц у поверхности полого катода

0,3n. < n. < 0,75n.

При уменьшении характерного размера r0 граничная концентрация 
притягивающихся частиц может возрастать и достигать значения nip > nioo.

В заключение отметим, что граничные условия на поверхности тела 
могут осложняться наличием эмиссии электронов.

1.3.2. Метод крупных частиц Давыдова

Метод крупных частиц был разработан Ю. М. Давыдовым [31, 32] 
первоначально применительно к задачам газовой динамики для расчета 
сжимаемых течений сплошной среды.

В дальнейшем он был распространен на широкий круг задач, в том 
числе в работах авторов монографии и на расчет взаимодействия заря
женных тел с потоками разреженной и плотной плазмы, включая расчет 
пристеночных возмущенных слоев и процессов переноса из пристеноч
ной области на обтекаемые плазмой тела. Изменяя потенциал внесенного 
в плазму тела и подсчитывая перенос на него заряда из окружающей 
плазмы, можно получить набор зависимостей токов на внесенное в плаз
му тело от потенциалов этого тела. Эти зависимости играют важную 
роль, например, в области зондовой диагностики плазмы.

Уравнения, описывающие плотную и разреженную плазму, оказа
лись чрезвычайно удобными для их решения методом крупных частиц. 
Суть метода крупных частиц заключается в том, что в нем осуществляет
ся расщепление процесса эволюции системы по физическим процессам. 
Вначале изучается изменение внутреннего состояния подсистем, нахо
дящихся в ячейках эйлеровой сетки в предположении их замороженно- 
сти, а затем рассматривается смещение этих подсистем (крупных частиц) 
пропорционально их скорости и времени At без изменения их внутрен
него состояния с последующим перераспределениям массы и заряда 
в исходных эйлеровых ячейках.

Согласно идеям Ю. М. Давыдова моделируемая среда заменяется 
системой частиц, совпадающих в данный момент времени с ячейками
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эйлеровой сетки. Расчет каждого временного шага разбивается на три 
этапа.

1- й этап называется эйлеровым. На этом этапе рассматривается из
менение за время At импульса и энергии крупной частицы, т. е. элемен
та объема, заключенного внутри эйлеровой ячейки. При этом процессы 
переноса между крупными частицами отсутствуют, границы самих ячеек 
не изменяются относительно начального положения.

2- й этап называется лагранжевым. На этом этапе моделируется 
движение крупных частиц под действием всех внешних сил, действую
щих на ячейки. Если среда обладает объемным зарядом и имеются внеш
ние и собственные электромагнитные поля, то на крупные частицы дей
ствуют силы со стороны электромагнитного поля, под действием кото
рых и происходит их движение. Интервал времени At (шаг по времени), 
в течение которого рассматривается перенос, обычно определяется из 
условия Куранта -  Фридрихса -  Леви [27], которое выведено для линей
ных систем. Как показано в [28], это условие оказывается слишком жест
ким для нелинейных задач механики и электродинамики пристеночной 
плазмы. Поэтому шаг по времени уточнялся с помощью методических 
расчетов.

3- й этап называется заключительным. На этом этапе рассчитывает
ся перераспределение массы и заряда по пространству, вызванное их пе
реносом на втором этапе.

Таким образом, весь эволюционный процесс, вплоть до установле
ния, моделируется повторением трех указанных этапов вычислительного 
алгоритма.

Отметим некоторые особенности метода крупных частиц Давыдова 
применительно к решению уравнений, описывающих плотную и разре
женную плазму.

• Метод удобен для использования в многомерных нестационарных 
задачах.

• Алгоритм метода позволяет естественным путем учитывать много
численные физические процессы, протекающие в объеме присте
ночной плазмы и на поверхности тела.

• Схема метода консервативна. В процессе эволюции системы осу
ществляется контроль за потоками массы и заряда. Небольшие по
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грешности в расчете концентраций заряженных частиц могут су
щественно влиять на самосогласованные поля, поскольку в урав
нении Пуассона концентрации связаны со второй производной от 
потенциала электрического поля.

• Метод удобен для организации параллельного счета.
• Метод естественным образом позволяет рассчитывать процессы 

переноса, а также процессы перемешивания и гомогенизации раз
личных компонент под действием конвекции, диффузии и подвиж
ности.

• В работе Ю. М. Давыдова [31] рекомендуется при построении чис
ленной модели использовать однородные и изотропные вычисли
тельные пространства. Если эти условия не выполняются, то могут 
возникнуть не контролируемые ошибки в вычислительных экспе
риментах. В случае плоских тел используется декартова система 
координат, которая удовлетворяет условиям однородности и изо
тропности. Использование цилиндрической системы координат, 
очевидно, ведет к неоднородности вычислительного пространства. 
Для оценки возможных ошибок был создан дополнительный про
граммный блок с использованием прямоугольной системы коорди
нат. При этом осложнилась программная реализация граничного 
условия на поверхности цилиндра. Вычислительные эксперименты 
показали, что возможные ошибки, связанные с неоднородностью 
пространства, составляет несколько процентов. Описанная ситуа
ция возникает также при переходе от плоской геометрии к цилинд
рической с помощью конформных преобразований.

1.3.3. Метод численного решения уравнения Пуассона

Для решения уравнения Пуассона в случае полого катода удобен 
численно-аналитический метод, основанный на методе разделения пере
менных Фурье. Он позволяет перейти от граничной задачи для уравне
ния Пуассона к краевой задаче для системы обыкновенных дифференци
альных уравнений. Рассмотрим более подробно решение задачи Дирихле 
для полых катодов, изображенных на рис. 1.3, в цилиндрической системе 
координат. Обсудим решение задачи для тел цилиндрической геометрии.
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Уравнение Пуассона для потенциала вблизи заряженного цилиндра 
имеет вид

д 2р 1 dp 1 д 2р
dr 2 r dr r2 ЪО2

a(r ,в ) , (1.24)

где правая часть оказывается периодической четной функцией О: 

a (r , О) = a (r , О + 2п); a(r , О) = a(r , -О),

граничные условия:

РОо,О) = фо, p(r^ ,О) = 0. (1.25)

Учитывая четность по О, ищем решение в виде разложения по ко
синусам:

(p(r, О) = V  ak (r) cos кО.
к=0

Разлагаем в ряд по косинусам и правую часть (1.24):

(j(r, О) = — Г а (r, в ) d6 + V  2cos Г (j(r, q) cos кв d6 .
п П п Jк=1п п

(1.26)

(1.27)

Подставляем (1.26) и (1.27) в уравнение и граничные условия. По
сле собирания членов одного порядка задача Дирихле (1.24), (1.25) сво
дится к краевой задаче для системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений:

1 1 П ~ ~
a j+ -a'0 = — \о(т,в )d<9, 

r п {

.  .1  , k2 2 п
ak+ ~ ak — 2 ak = — \a (r ,#)cos кв dd, 

п  „

a0(r0) = Pо, a0(roo ) = 0, 
ak(ro) = во, ak(roo) = 0  к e N.

Учитывая, что тригонометрические ряды достаточно быстро схо
дятся, в приближенных расчетах можно ограничиться несколькими пер
выми членами ряда, обеспечивающими заданную точность.
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Итак, решение системы Эйлера -  Пуассона осуществляется методом 
последовательных итераций по времени, а уравнение (1.7) — методом 
среднего арифметического. На каждом временном слое уравнения нераз
рывности для заряженных частиц (1.2)—(1.3) корректируются. Значение 
вектора E , входящее в эти уравнения, вычисляется с учетом концентра
ций заряженных частиц, рассчитанных на предыдущем временном слое.

1.4. Вычислительная модель плазменного участка 
полого катода в молекулярном режиме

Для приведения математической модели к безразмерному виду 
в молекулярном режиме использовалась следующая система масштабов:

масштаб длины M L = rD

масштаб скорости M v

v ni~e2 у

2кт

v mi у

масштаб потенциала M kZ „
р

масштаб концентрации M n = nloo.

(1.28)

1

1

е

Остальные масштабы находятся по формулам размерностей.
После обезразмеривания система имеет следующий вид (см. при

ложение 3):

dt
+ v dfa+ ve д/а |

r dr r дв

f  2 j, 
v & |  E rz a

V 2ea  у dvr
|

+
f  77 Л

Eeza v_Ze_
V 2 ^ a  r

д/с
dve

a 0, a  = i, e;

д 2р 1 др  1 д 2р
---2  +----2~~ + ---Т = Пе -  Пдr2 r дr r2 дв2

(1.29)

(1.30)

n a  (r ,в, t ) =  \ \ f a ( r  ,в, vr, в t )d v rd v e '; (1.31)
— ^
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)а (в ,t) = ^ S j  jfa (r ,0 ,v r,v0,в)vr dvr dve; (1.32)

za =£a = §a =1 пРи а  = h
T£ = ta  § =‘-'a t  ’ а

Ta ma i _ m
a T £a— , za = -1 пРи a  = e

Ti ma me

1.4.1. Метод последовательных итераций по времени ( Kn »  1)

Система (1.29)—(1.32) является нестационарной, многомерной 
и многопараметрической. Её удобно решать методом последовательных 
итераций по времени, как это делалось в п. 1.3, где формулировалась вы
числительная модель Эйлера -  Пуассона в режиме сплошной среды. По
этому без подробного описания метода отметим лишь некоторые осо
бенности, имеющие место в молекулярном режиме [25].

• В режиме сплошной среды максимальная размерность задачи рав
на трём, а в молекулярном режиме задачи решаются в фазовом 
пространстве. При этом максимальная размерность задачи равна 
шести, что ведет к существенному увеличению необходимых ре
сурсов ЭВМ. Поэтому здесь особенно важно оптимизировать вы
числительный алгоритм.

• Если уравнения Власова для ионов и электронов решаются мето
дом крупных частиц Давыдова, то при выборе шага по времени по 
условию Куранта -  Фридрихса -  Леви далее его можно увеличить 
в 3-5 раз по причинам, обоснованным в п. 1.3.

• Если уравнения Власова решаются методом характеристик, то сле
дует пользоваться не классическим общепринятым [26], а усовер
шенствованным методом характеристик для задач расчета пара
метров пристеночной плазмы [34]. Обоснование этого вывода бу
дет дано ниже в пп. 1.4.2, 1.4.3.

• Время, затрачиваемое на вычислительный эксперимент, может су
щественно уменьшить разумное использование методов парал
лельного программирования. Система Власова -  Пуассона включа
ет в себя два кинетических уравнения — для ионов и электронов. 
Эти уравнения не связаны друг с другом и удобны для использова
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ния алгоритма параллельного счета. Из существующих в настоя
щее время средств распараллеливания наиболее перспективной 
оказалась библиотека OpenMP, использование которой не предпо
лагает существенных изменений кодов и сводится к вставке в нуж
ные места программы необходимых директив. Методические ис
следования показали, что время счета до установления решения 
уменьшается примерно на 40 %. Для дальнейшего ускорения счета 
представляется перспективным распараллеливание циклических 
процессов метода крупных частиц, осуществляющих смещение цен
тров крупных частиц на лагранжевом этапе. Поскольку каждая 
крупная частица смещается независимо от других, такие циклы яв
ляются взаимно независимыми, что позволяет их распараллелить. 
Рассмотренные выше и другие методические разработки позволяют 
существенно сократить время вычислительных экспериментов 
с пристеночной плазмой и проводить их на ЭВМ средней мощности.

1.4.2. Классический метод характеристик

Математическая модель пристеночной плазмы — система диффе
ренциальных уравнений Власова -  Пуассона или Власова -  Максвелла — 
это достаточно сложные системы нестационарных нелинейных диффе
ренциальных уравнений, дополняемые нетривиальными начальными 
и граничными условиями, некоторые из которых являются существенно 
нелинейными или разрывными. Сложность задачи увеличивается при 
наличии направленных скоростей плазмы или внешних электромагнит
ных полей, приводящих к нарушению симметрии возмущенной зоны 
и многомерности фазового пространства.

Уравнение Власова — это квазилинейное уравнение первого по
рядка. Отметим, что обобщенное уравнение Власова — это уравнение 
второго порядка. Однако в данном разделе речь пойдет об уравнении 
Власова только первого порядка. Его общий вид:

df ^  , , d f , .—  + > ai (x, v)—  + b (t, x, v, f  )— 0 ,
(1.33)

f  (0, x, v) = f  (x, v),
где x = x (x1, x2, x3..., xn) — координаты, v = v(v1, v2, v3,..., vn) — скорости.
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Зависимость коэффициентов bt от f  появляется вследствие само
согласованного характера распределения частиц плазмы, когда сама 
функция распределения f  определяет величины сил, действующих на
частицы. Общая теория решения уравнений такого рода имеется в [33], 
где изложены формальные принципы построения решения задачи Ко
ши (1.33).

Рассмотрим векторное поле U с компонентами {1,a1,...,an,b1,...,bn} 
и введем производную функции f  по направлению этого поля. Тогда 
уравнение (1.33) запишется в виде

Luf  = 0, (1.34)

где Lu — производная Ли.
Уравнению (1.33) или (1.34) соответствует система обыкновенных 

дифференциальных уравнений характеристик:

dx*
dt

dv*
dt

a  (x*, v*), i = 1, n,

b (t ,x , v ,  f  ), i = 1,n.
(1.35)

Таким образом, нахождение решений квазилинейного уравнения 
(1.34) сводится к нахождению его характеристик, т. е. решений систе
мы (1.35).

Общие принципы численной реализации метода характеристик для 
решения уравнения Власова разработан в [26, 33]. Численный метод мо
делирует эволюцию функции распределения и содержит следующие ос
новные этапы.

1. Введение ограниченного носителя функции распределения в фа
зовом пространстве. Разбиение носителя дискретной сеткой.

2. Выбор шага по времени, с которым производится пересчет 
функции распределения ts+1 = ts + At ( s — индекс времени).

3. Введение сеточных функций распределения (f  ^ ) ( \ , i2,...,i2n —

индексы сетки по фазовым переменным), а также вспомогательных се
точных функций для коэффициентов кинетического уравнения.
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* Sii i на момент времени t = t производит

ся численное решение краевой задачи для системы обыкновенных диф
ференциальных уравнений (1.35) на отрезке [0, ts ] с краевыми условия
ми:

x V ) = xi, v*(tS) = vi, f *(0)=f  (x*(0)v*(0)), (1.36)

где xt , vt берутся во всех узлах сетки на фазовом пространстве. При чис
ленной реализации краевой задачи используются значения функций рас
пределения на предыдущих шагах по времени. Для обеспечения консер
вативности метода полученные значения ( /  )S i домножаются на кор

ректирующие множители -у* i , которые подбираются так, чтобы мо

менты уточненной функции распределения удовлетворяли системе урав
нений Эйлера. Обычно достаточно выполнить условие консервативности 
только по отношению к закону сохранения количества вещества. После
заполнения матриц ( / )Ц i ( i1 = 1,N1,..., i2n = 1,N2n ) осуществляется пе

реход к следующему шагу по времени.
Точность метода и необходимые ресурсы ЭВМ зависят от величин 

шагов сетки по фазовыми переменным, величины шага по времени, вы
бора метода решения краевой задачи для уравнения характеристик, раз
мера расчетной области и других параметров задачи. Алгоритм расчета 
по своей структуре является сквозным, так как на каждом шаге по вре
мени вдоль характеристик пересчитывается исходная функция распреде
ления, как правило, заданная аналитически. Это обеспечивает минимиза
цию возможной численной диффузии. Кроме того, для оптимизации вы
числительного алгоритма можно проводить коррекцию положения цен
тра тяжести носителя функции распределения в фазовом пространстве по 
мере его эволюции. Уточнению расчетов способствует также примене
ние внутреннего шага по времени (более мелкого, чем шаг пересчета) 
в процессе решения краевых задач.

Рассмотрим более подробно сформулированные выше этапы чис
ленного метода характеристик применительно к уравнению Власова на 
примере ПК цилиндрической геометрии в потоке разреженной плазмы.
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Система уравнений Власова в данном случае в цилиндрической 
системе (г, в , vr , ve) имеет вид (см. приложение 1)

д/а + v + Vedfa +
dt
f

+
V ma

дг г дв 

Ee(t, г ,в )

f  2
Ve + Яа

V г ma
Ег (t, г,в) д/сa

dvv

Яа v ,  о\ vtv6 д /a
дvв

0, а  = i, e;

начальное распределение имеет вид
.3/2

mа
V 2кта а

exp mа
2кТа ^

v„

Компоненты Ег и Ев самосогласованного поля определяются ре
шением уравнения Пуассона, правая часть которого зависит от функций 
распределения / а . В алгоритме численного метода значения Ег , Ев вы
числяют по значениям функций распределения на предыдущем шаге.

Система уравнений характеристик имеет вид

dv*
dtt

t= vг?

dв* = v*

t t 5dt г
dv* 
dt *

dvg_
*dt

(1.37)

Условия на текущий момент:

/ (t) = г , в (t) = в, v*(t) = vг, в ) = vв. (1.38)

1-й этап

В качестве ограниченного носителя функций распределения рас
сматривается следующий компакт в фазовом пространстве:
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s u p p f a = [(r , о , vr , ve ) :  r e [r0, r oo] , ° [ O n ],

Vr G[-Vmax -  “» cos0,Vmax -  COs0], (l-39)<
/V0 G [-vmax + U~ sin 0, Vmax + U~ sin 0] -

Здесь r0 — радиус цилиндра, rx — расстояние до внешней границы воз
мущенной зоны, vmax — граница обрезания «хвоста» функции распреде
ления Максвелла. rx и vmax выбираются на основании методических 
расчетов. По переменной 0 используется симметрия возмущенной зоны, 
а следовательно, и функций распределения. Максимум начальной мак
свелловской функции распределения должен находиться в центре квад
рата со стороной 2vmax. Число узлов сетки на носителе выбирается из 
компромиссных соображений. С увеличением числа узлов растет и необ
ходимое машинное время. С другой стороны, расчетная область должна 
быть больше размера возмущенной зоны. Поэтому выбор числа узлов 
сетки определяется методическими расчетами.

2- й этап

Выбор шага по времени также проводится из компромиссных со
ображений. Использование слишком мелкого шага везет к большим за
тратам машинного времени при интегрировании уравнений характери
стик на растущих отрезках времени [0, t]. Отметим, что алгоритм сквоз
ного счета по характеристикам допускает относительно большие шаги по 
времени по сравнению с некоторыми другими методами расчета.

3- й этап

Введем сеточные функции ( f a ) ijkl, (Er)) , (E0) j , где индексы s, i, j, 

k, l соответствуют координатам t ,r,0 ,vr,v0.

Значения (Er) j ,(Eo)j вычисляются после решения уравнения Пу

ассона для электрического поля с правой частью, определяемой значе
ниями функций распределения на предыдущем шаге по времени. После

заполнения массивов (Er )j и (Eo)) не требуется запоминать значения



44 Глава 1

функций распределения на предыдущих шагах, поскольку они не ис
пользуются при интегрировании уравнений характеристик.

4-й этап

В случае использования уравнения Власова функция распределения 
постоянна вдоль характеристик, поэтому вместо краевой задачи, решае
мой в общем случае, имеем обратную задачу Коши для системы (1.35).

После решения системы уравнений характеристик на отрезке [ts ,0]

значение функции распределения в узле ( ,  6j, vrk, vel) определяется по 

формуле

vrk, v6l = fa  (r * ( 0 ) , 6  (0), v** (0), v6 (0)).

Метод численного решения системы обыкновенных дифференци
альных уравнений характеристик должен иметь хорошую сходимость 
и высокое быстродействие. В противном случае в условиях многократ
ного интегрирования системы на каждом шаге по времени не удается по
лучить эволюцию функций распределения до установления за приемле
мое время на машинах средней мощности. В расчетах рекомендуется ис
пользовать метод Рунге -  Кутты -  Фельберга четвертого порядка с авто
матическим выборам шага [33].

Вычисление значений Er , E6 в неузловых точках производилось 
с помощью полилинейной интерполяции. Другие более сложные виды 
интерполяции существенно увеличивают затраты машинного времени.

1.4.3. Усовершенствованный метод характеристик

Усовершенствованный метод характеристик для решения уравнения 
Власова в пристеночных областях плазмы предложен проф. М. В. Ко
тельниковым [34].

В отличие от классического метода характеристик, алгоритм кото
рого предполагает интегрирование системы уравнений характеристик от 
текущего момента времени до нуля, предлагается проинтегрировать сис
тему уравнений характеристик один раз и сместиться вдоль характери
стик на предыдущий временной слой. Далее путем интерполяции пред
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лагается определить значение функции распределения в полученной не
узловой точке фазового пространства по значениям функций распреде
ления, полученным на предыдущем временном слое в окружающих уз
лах расчетной сетки. Этим действием мы получаем искомое значение 
функции распределения для рассматриваемого узла расчетной сетки, ко
торое постоянно вдоль характеристик.

Рассмотрим более подробно этапы нового алгоритма метода харак
теристик на примере цилиндрического тела, расположенного в разре
женной плазме. Уравнению Власова соответствует система уравнений 
характеристик (1.37) с условиями на текущий момент времени (1.38).

В качестве ограниченного носителя функции распределения в фа
зовом пространстве выберем компакт (1.39). Расчетная сетка не изменя
ется.

Вводятся сеточные функции (f a ) ,(f a )°ld, (Er ).., (Eg)... Индексыijkl ijkl J J

i, j, k, l соответствуют r, в, Vr, Vg. Функция распределения (f a ) соот-
ijkl

ветствует текущему временному слою. Функция распределения ( f a )°°dijkl

вычислена на предыдущем временном слое. Значения (Er ).., (Eg)., вы

числяются после решения уравнения Пуассона на текущем временном 
слое с правой частью, определяемой значениями функции распределения 
на предыдущем временном слое. При этом нет необходимости хранить 
значения напряженностей самосогласованного электрического поля на 
предыдущих временных слоях (как в классическом методе характери
стик), так как они не используются в расчете.

Решаем обратную задачу Коши для системы (1.37) с условиями 
(1.38) на отрезке времени [ts, ts-1], где s — индекс времени. В итоге зна
чение функции распределения в узле ( ,в . ,vr̂ ,Vgi j будет определятся пу

тем интерполяции по известным значениям функции распределения в со
седних с исследуемой точкой узлах расчетной сетки на предыдущем 
временном слое.

Метод интерполяции выбирался с помощью дополнительных рас
четов. В работе использовалась многомерная интерполяция в четырех
мерном фазовом пространстве. При этом линейно аппроксимировалось
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значение функции распределения в точке с использованием известных 
значений в шестнадцати окружающих точках.

Отметим особенности алгоритма, возникающие при интегрирова
нии системы уравнений характеристик.

1. Решение системы уравнений характеристик попало в область 
расположения обтекаемого плазмой тела. В этом случае существование 
рассматриваемой частицы плазмы не имеет физического смысла, так как 
тело, по условию задачи, не является источником заряженных частиц. 
В соответствии с этим функцию распределения соответствующей части
цы приравниваем к нулю.

2. Решение системы уравнений характеристик попало за пределы 
расчетной области в пространстве скоростей. В этом случае функцию 
распределения соответствующей частицы приравниваем к нулю (носи
тель функции распределения по скоростям изначально должен выбирать
ся так, чтобы за его пределами данная функция была достаточно мала, 
тогда ее можно считать равной нулю без ущерба для точности расчета).

3. Решение системы уравнений характеристик попало за внешнюю 
границу расчетной области rTO. В этом случае необходимо использовать 
граничное условие для функции распределения. Подставив в него реше
ние системы уравнений характеристик, получим значение функции рас
пределения в исследуемой точке.

Результаты тестовых расчетов

На рис. 1.5, а, б представлены эволюционные кривые ионного тока 
на цилиндр, полученные в вычислительных экспериментах с использо
ванием классического и усовершенствованного метода характеристик. 
Известно, что при относительно больших скоростях потока плазмы и от
носительно небольших радиусах установившийся ионный ток на ци
линдр хорошо аппроксимируется формулой Ленгмюра и Мотта -  Смита 
для движущейся плазмы [35], которая имеет следующий вид:

I i =  enioo 2rpua 1+ 2 М
mu l  j

1

(1.40)

Результаты расчетов и значение ионного тока, полученное из фор
мулы (1.40), представлены в таблице 1.1.
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Рис. 1.5. Эволюция ионного тока на цилиндр (r0 = 3, ф0 = -20, v0 = 5, е = 1): 
а) классический метод характеристик; 

б) усовершенствованный метод характеристик

Таблица 1.1

Классический метод 
характеристик

Усовершенствованный 
метод характеристик

Формула Ленгмюра 
и Мотта -  Смита

39,3 39,3 40,2

Из таблицы 1.1 следует практическое совпадение результатов обоих 
методов, а также хорошее согласование этих результатов с расчетом по 
формуле (1.40). При этом результат по формуле (1.40) немного превышает 
результаты вычислительных экспериментов. Этого и следовало ожидать, 
так как формула (1.40) получена в предельном случае орбитального дви
жения и расчет по ней дает верхнюю границу для ионного тока [35].

На рис. 1.6 представлены эволюционные кривые ионного тока на 
цилиндр в случае покоящейся плазмы, полученные в вычислительных 
экспериментах с использованием классического и усовершенствованного 
метода характеристик.

Результаты вычислительных экспериментов представлены в табли
це 1.2. Там же представлены результаты расчетов американского ученого 
Лафрамбуаза, которые аппроксимированы формулами Кайла и Телбо- 
та [29]. Для этого был написан отдельный программный блок, реали
зующий алгоритмы формул Кайла и Телбота методом последовательных 
приближений.
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Рис. 1.6. Эволюция ионного тока на цилиндр (r0 = 20, ф0 = -10, г0 = 0, е = 1): 
а) классический метод характеристик; 

б) усовершенствованный метод характеристик

Таблица 1.2

Классический 
метод характеристик

Усовершенствованный 
метод характеристик

Формула
Кайла

Формула
Телбота

84,0 79,0 77,12 80,25

Из таблицы 1.2 следует удовлетворительное согласование резуль
татов обоих методов, а также удовлетворительное согласование этих ре
зультатов с данными Лафрамбуаза. При этом усовершенствованный ме
тод характеристик дает практическое совпадение с данными Лафрамбуа
за, что повышает доверие к результатам, полученным с использованием 
предложенного метода.

В процессе методических экспериментов также контролировалось 
машинное время расчета до установления стационарного значения ион
ного тока. В случае классического метода характеристик (расчет прово
дился с шагом по времени 0,02) оно составило 240 минут, в случае усо
вершенствованного метода характеристик (расчет проводился с шагом 
по времени 0,01) — 47 минут. Таким образом, машинное время расчета 
до установления предложенным методом оказалось примерно в 5 раз 
меньше, чем с использованием классического метода характеристик.

На рис. 1.7 представлены изолинии функций распределения ионов, 
зафиксированных вблизи поверхности цилиндра в покоящейся плазме.

В обоих случаях наблюдается характерная подковообразная форма 
функций распределения, отмеченная ранее в работе [36].
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Рис. 1.7. Функция распределения ионов вблизи цилиндра (r0 = 20, ф0 
v0 = 0, е = 1): а) классический метод характеристик; 

б) усовершенствованный метод характеристик

10,

Выводы

Предложенный численный метод хорошо себя зарекомендовал при 
использовании в задачах расчета пристеночных слоев разреженной 
плазмы. Метод показал хорошую сходимость, которая контролировалась 
путем сравнений результатов расчетов с результатами, полученными 
с помощью классического метода характеристик и с данными независи
мых авторов. Устойчивость метода была обеспечена подбором опти
мальных шагов по координатам и времени в процессе вычислительного 
эксперимента. В частности, для нахождения начального приближения 
шага по времени использовалось условие устойчивости Куранта -  Фрид- 
рихса -  Леви. Однако шаг по времени удавалось повысить еще в не
сколько раз относительно начального приближения без нарушения ус
тойчивости. Данный эффект для задач расчета пристеночных слоев 
плазмы обоснован в работе [28].

Предложенный метод, на взгляд авторов, имеет следующие пре
имущества перед классическим методом характеристик.

1. Метод не так требователен к ресурсам памяти ЭВМ. При реали
зации классического метода приходится хранить массив напряженностей 
на каждом шаге по времени, без чего невозможен алгоритм сквозного 
счета по характеристикам. Соответственно, приходится резервировать 
в памяти ЭВМ соответствующий массив.
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2. В предложенном методе время расчета на каждом временном 
слое одинаково, так как происходит однократное интегрирование систе
мы уравнений характеристик. В то же время в классическом методе 
с ростом времени растет и время расчета на текущем временном слое, 
так как приходится интегрировать систему уравнений характеристик все 
большее количество раз. Соответственно, расчет классическим методом 
задач с затянутой эволюцией может иметь неприемлемое машинное вре
мя. Предложенный метод не содержит этого недостатка.

3. Как показали вычислительные эксперименты, машинное время 
счета до установления с использованием предложенного метода в сред
нем в несколько раз меньше, чем соответствующее время счета с исполь
зованием классического метода. В случае затянутой эволюции это время 
может быть меньше на порядок и более. Отсюда можно предположить, 
что предложенный метод более рационален.

К недостаткам предложенного метода можно отнести следующее.
1. Предложенный метод предполагает использование многомерных 

массивов. В рассматриваемом примере это четырехмерный массив для 
функции распределения. В общем случае фазовое пространство шестимер
но, и, соответственно, придется использовать шестимерный массив, что 
существенно осложняет написание и отладку кода. Как уже отмечалось 
выше, классический метод предполагает использование лишь трехмерного 
массива для напряженностей самосогласованного электрического поля.

2. Предложенный метод оказался более чувствительным к выбору 
шага по времени. Классический метод сквозного счета по характеристи
кам позволяет использовать в несколько раз большие шаги по времени, 
что показал вычислительный эксперимент.

1.5. Результаты вычислительных экспериментов

1.5.1. Результаты вычислительных экспериментов в режиме
сплошной среды

На рис. 1.8 представлены распределения электрического потенциа
ла p (r ) вблизи стенки полого катода при различных значениях плотно
сти потока электронов эмиссии уеэ. Характерные параметры задачи име
ли следующие значения: p0 =-5, £ = 1, D0 =32, 2 < r0 <10, 0 < ]еэ < 100.
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Рис. 1.8. Зависимость электрического потенциала от радиуса 
(р0 =_5, е = 1, D0 = 32, 2< r0 <10, цилиндр)

Кривые, приведенные на рис. 1.8, наглядно демонстрируют нели
нейный характер зависимостей p (r ) при наличии эмиссии электронов.
Величина потенциальных ям растет с уменьшением размера ПК r0, при
этом отрицательный объемный заряд располагается ближе к стенке. На
личие потенциальных ям означает, что напряженность электрического 
поля Ep меняет свой знак.

Распределения вдоль радиуса концентраций заряженных частиц 
вблизи стенки полого катода под действием эмиссии электронов пред
ставлены на рис. 1.9 при значении р0 = -5, е = 1, D0 =32, r0 = 5 .

Рис. 1.9. Распределение концентраций ионов nt и электронов ne вдоль радиуса
(Р  =-5, е = 1, D0 = 32, r  = 5)
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Как следует из рис. 1.9, профили концентраций заряженных частиц 
заметно деформируются под действием j e3. Объемный заряд вследствие
эмиссии электронов располагается ближе к стенке полого катода.

Как следует из алгоритма решения задачи, концентрации заряжен
ных частиц связаны с профилем потенциала через уравнение Пуассона, 
т. е. задача является самосогласованной.

Поскольку плавающий потенциал стенки полого катода отрицате
лен, плотность тока на стенку складывается из плотности эмиссионного 
тока j e:3 и плотности потока положительно заряженных ионов из плазмы:

h =  Jes + j i. С1.41)
На рис. П1.1 приложения 1 приведены зависимости j  от потенциа

ла стенки р0 при различных значениях радиуса полого катода r0 и j^  .
Численный эксперимент позволяет разделить поступающий на 

стенку ток на составляющую, связанную с эмиссией j eэ, и на состав
ляющую, связанную с потоком заряженных частиц из плазмы на стенку 
j , которая определяется градиентом потенциала V p  и градиентом кон
центрации Vnх . Как следует из вычислительных экспериментов [30], 
под влиянием j e:3 градиент потенциала изменяется более существенно, 
чем градиент концентрации, поэтому основное влияние на j  оказывает 
профиль потенциала p(r).

Полученные в данном разделе результаты вычислительных экспе
риментов сравнивались с имеющимися в литературе теоретическими [38] 
и экспериментальными [39] данными других авторов (рис. 1.10). Сравне-

Рис. 1.10. Сравнение полученных результатов с результатами других авторов
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ние плотности тока на эмитирующую стенку показывает достаточно хо
рошее совпадение результатов, что дополнительно свидетельствует о дос
товерности используемых математических и вычислительных моделей.

1.5.2. Результаты вычислительных экспериментов 
в молекулярном режиме

На рис. 1.4-1.14 представлены некоторые результаты вычисли
тельных экспериментов при следующих параметрах пристеночной плаз-

12 —3 3мы: П> » = 10 м , Tf = 10 K . В качестве материала полого катода 
рассматривается сплав с работой выхода электронов
|еФ| = (4,5 5,5 )• 10-19 Дж.

Варьировались плотность тока эмиссии электронов j e3 и в некото-
mрых случаях отношение масс —e плазмообразующего газа. Безразмер

ный радиус канала полого катода — r0 = —  = 7. Приведенные функции
rD

распределения и их моменты, а также электрические поля вблизи стенки

при значении %
Рp _
M.Р

10 соответствовали моменту установления

решения задачи (1.29)—(1.32) с соответствующей системой начальных 
и граничных условий.

На рис. 1.11, 1.12 приведены функции распределения ионов (ФРИ) 
(рис. 1.12) и электронов (ФРЭ) (рис. 1.13) вблизи стенки полого катода.

Функция распределения ионной компоненты в пристеночном слое 
практически ничем не отличается от ФРИ без учета эмиссии электронов 
с ее поверхности, кроме времени релаксации и глубины деформируемой 
зоны купола ФРИ. Вследствие отрицательного потенциала поверхности 
стенки полого катода возникает направленная скорость положительно 
заряженных ионов к стенке, что ведет к смещению центра тяжести ФРИ. 
Это смещение тем больше, чем выше значение j e3.

В отличие от ФРИ ФРЭ ведет себя иначе (рис. 1.12). Купол ФРЭ 
имеет второй максимум в области vr > 0, и ее носитель ориентирован
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Рис. 1.11. ФРИ (j e3 = 10-2, —  = 5 10-4)
—■

Рис. 1.12. ФРЭ ( j e3 = 5 10-2, —  = 5 10-4)
—
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вдоль оси vr . Положение и форма дополнительного максимума опреде
ляются отношением температур электронов эмиссии (T  ) и электронов

T э
плазмы Teж. С увеличением —— увеличивается поток электронов эмис-

Твж
сии, и, как следствие, дополнительный максимум ФРЭ увеличивается 
в объеме. К аналогичному результату приводит также уменьшение от- 

meношения .
mi

На рис. 1.13 даны кривые распределения потенциала вдоль радиуса 
в пристеночной области полого катода при различных значениях плотно
сти эмиссионного тока электронов уеэ. Из рисунка следует, что с увели
чением уеэ растет отрицательная потенциальная яма, которая может пре
пятствовать дальнейшей эмиссии электронов.

Рис. 1.13. Распределение электрического потенциала по нормали к стенке
m

( r„0 = 7, й, =-10, е = 1, = 5-10-4):
m

1 — j e3 = 0, 2 — 10-2, 3 — 5 10-2, 4 — 5-10-1

С уменьшением характерного размера задачи r0 также наблюдает
ся рост потенциальной ямы, кроме того, объемный отрицательный заряд 
концентрируется ближе к стенке.
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На рис. 1.14, а, б приведены распределения концентраций заря
женных частиц щ e вдоль радиуса, согласованные с распределением по

тенциала, представленного на рис. 1.13. Увеличение j e3 ведет к росту 
концентрации заряженных частиц в возмущенной зоне, при этом про
филь ne (r) становится все более крутым, что указывает на увеличение 
отрицательного объемного заряда вблизи стенки.

п

1 .
7 s

3 s
4 s

7 10 13 16 19
(а)

Рис. 1.14. Распределение концентрации ni e вдоль радиуса
ТЛ А

(Го = 7, <р0 =-10, £ = 1, = 5 10-4) :
mi

1 _  j eэ = 0, 2 — 10-2, 3 — 5 -10-2, 4 — 5-10-1

Как следует из рис. 1.14, а, б, при достаточно больших значени
ях j ^  в непосредственной близости от поверхности объемная плотность 
заряда — р  = e(ni -  ne) < 0 , а на расстоянии от стенки r > 12rD —

Р = e(ni -  ne ) > 0 .
В заключение приведем сравнение результатов, полученных в дан

ном разделе, с результатами других авторов [125, 131], где получено 
удовлетворительное совпадение результатов (рис. 1.15).

В рассмотренных выше разделах гл. 1 исследовались физические 
процессы в плазменных образованиях в полых катодах без учета движе
ния плазмы вдоль оси катода. Такое течение будет рассмотрено ниже 
в п. 1.6 главы 1.
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5 - 1 0 2 Ю"1

А

'эмр

вычислительный
эксперимент
данные из работы [129]

данные из работы [131]

Рис. 1.15. Сравнение результатов вычислительных экспериментов 
с результатами других авторов

1.6. Течение плазмы в каналах полого катода 
вдоль его оси

Рассмотрим движение частично ионизованной плазмы в каналах 
катода. Сформулируем единое уравнение движения рабочего газа по 
всей длине канала, учтем, что в активной зоне канала будут изменяться 
концентрации всех заряженных и нейтральных частиц вследствие пере
хода газа в плазменное состояние. Будем пренебрегать внешними и соб
ственными магнитными полями. Тогда уравнение Навье -  Стокса в об
щем виде имеет нулевую правую часть [43]:

Э
дхр (Р ' иа ' ир + Pg '

где р  — плотность смеси; иа, ир — компоненты скорости потока по ко

ординатам а  и в ; Pg — давление смеси; 8ар — символ Кронекера, 
тар — тензор напряжений вязкого трения.

Для течения в тонком канале многоканального катода пренебрегаем 
изменением скорости потока по радиальной координате ur = const. Тогда
в цилиндрической системе координат (r,0 ,z ) (рис. 1.2) с учетом азиму
тальной симметрии для установившегося течения можем записать [41]
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д
dz

+ Pg )
1 d(r T zr)
r dr

(1.42)

где Tzr — касательное напряжение трения, Tzz — нормальное напряже
ние трения. В классической гидродинамике [42] напряжения вязкого 

duz 4 duz л лтрения Tzr = п — -  и Tzz = ~ п ----- , п — коэффициент динамической
dr 3 dz

вязкости.
Каналы между стержнями набивки в рассматриваемом типе полого 

катода можно считать капиллярами (длина катода Lk много больше ус
ловного радиуса канала), имеющими сложную неправильную форму. 
Для описания поперечного размера канала введем условный эффектив
ный радиус канала — . Для тонкого длинного канала изменением

скорости — L̂ вдоль оси Z будем пренебрегать. Тогда уравнение движе- 
d z

ния смеси в одиночном канале примет вид

dPg = 1  ' d / T t
dz r dr

(1.43)

На основании формул классической гидродинамики для течения 
в канале в нашем случае узкого канала с учетом вязкости уравнение 
(1.43) принимает вид [43]

dPg = ? Р ' uz 1
dz h 2 V

(1.44)

где ^  — коэффициент скольжения, D — гидродинамический диаметр

канала, D 4Sk■р , Sk — площадь поперечного сечения канала, Р p —
р p

смачиваемый течением периметр.
Приближенно примем для ламинарного течения со скольжением

в узком канале коэффициент скольжения равным £ = 64 П
г

R e-
Яср

1 +  8 с —^  
D

, где

Re = Р Uz D — число Рейнольдса, А — средняя длина свободного
п
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пробега частиц, c 2 - с с  — доля диффузно отраженных молекул [43].
с

После подстановки коэффициентов в уравнение движения получаем урав
нение, которое применимо к движению одного компонента смеси:

d_

d z
2  D 2

6 4 ^ 2 • u z п

Лср
1 +  8 c

D

г \
(1.45)

Для построения уравнения движения смеси как целого необходимо 
рассмотреть средние длины пробега и коэффициенты вязкости всех ком
понент смеси.

Средняя длина свободного пробега As для частиц сорта s может 
быть определена согласно [44] как

I  2
r=i ,e,a m„-nrQs

1

где nr — концентрация частиц сорта r, mr — масса частицы сорта r, 
Qsr — сечение столкновений частиц сорта s и сорта r с передачей им-

msmaпульса, та = — -— ------ приведенная масса частиц а  = i, e, a .
4 ms + та

Тяжелые частицы слабо отклоняются при столкновениях с легкими 
частицами. Для частично ионизованного газа, в котором концентрации 
электронов и ионов примерно равны, можем записать, что средняя длина 
свободного пробега электронов

Ae _________1_________

( 2  + 2 ) e Qei + 2 naQea

Аналогично средняя длина свободного пробега ионов и атомов

1
Ai ~ Aa m,

m i + m e
neQei + ^ 2niQii + ^ 2naQi,2
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Сечения столкновений приняты согласно [44, 55, 140]: Qaa = Qa
f С1 + —
V T j

постоянная Сазерленда C = 170 K; Qii = ж-F 4 • ln(Л)
3( 4 n 0)2 R2 • NA • T
f

радея F = 9,65 • 104 Кл/моль, ln(Л )= ln
Л

1 ,24107. —
n„

, число Фа-

кулоновский

логарифм; Q 1,182 •10-5Te л-9

ea 1 + 0,2879• 10-4Te ’ ei
Q 4,4 -10 Т
Qei = — —----, где Т — температура

te
тяжелых частиц в канале, Те — температура электронов в плазме канала.

Длины пробега электронов, как правило, больше длины пробега 
ионов, так как у частиц разные массы, а в неизотермической плазме еще 
и разные температуры. Сравним коэффициенты вязкости электронов 
и ионов:

П = meUeVe \  = ̂  • 8k ' Te . П  mi = \ШеТе
П minM i  mi me \ 8 k  Ti miTi

«  1.

Следовательно, вклад электронов в вязкость газа пренебрежимо 
мал. Применим к расчету вязкости газа принцип смеси [44] и суммиро
вание будем выполнять по ионам и атомам без учета электронов:

С \

П= Е
s=i,a

V r =i ,e,a

ns *
-------- n

2m^n Qa
ms Qss

(1.46)

*
где ns = msnsvsAs — коэффициент вязкости «простого» газа, состоящего 
из частиц одного сорта.

Можно также воспользоваться результатом работы [45] и рассчи
тать отдельно вязкость ионов и атомов:

Пa
R • mr 4 r

П na • Qa
T/j = 0,407 (4П 0 )2 

Л •F4
Na •

где ma — масса атома, F — число Фарадея, NA — число Авогадро.
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Массовый расход плазмообразующего газа Gg по всем каналам ка
тода можно записать через скорости движения частиц как

Gg = Sk ■ Nk ■ ma ( i ■ uiz + na ■ uaz ) ,

где Nk — количество каналов, по которым прокачивается рабочий газ, 
Sk — среднее поперечное сечение канала. В первом приближении можно 
считать площади каналов примерно одинаковыми. Учитываем определе
ние гидродинамической скорости ионизованного газа [41]:

и. ni • Uiz + na • Uaz 
ni + na

Gg

SpNk ■ ma ni + na

Давление в канале определяется по закону Дальтона для смеси:

Pg = Pe + Pi + Pa = Ne ' kTe +(ni + na )  kTi = kT f ne T  + (ni + na )
V T J

где T ~ Ta = T — считаем температуру тяжелых частиц примерно равной 
температуре катодных стержней, окружающих канал.

ft.
Введем степень ионизации газа Xi =---1-—  и преобразуем уравне-

ni + na
ние (1.45) к виду

d_

d z

64п2 п RT f

2  D 2
f Аср } S PN k ■ ma ■ Pp Gg'

V
1 +  8 c ^  

D
V  k ,na

T
1 +  X  i

Внося давление газа под знак дифференциала, получим уравнение для 
определения профиля давления по длине канала между стержнями на
бивки:

d_

d z

64п2 п
г

D 2
А

1 +  8 с —^  
D

л
R  ■T  ■ G g

S p N k ■ m a

f  t  Л 
1 +  x , .  i

V г p )
(1.47)

Давление в каналах между стрежнями набивки будет различным в зави
симости от положения канала относительно оси катода, поскольку изме-
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няется температура стержней набивки и, соответственно, изменяются ха
рактеристики плазмы в каналах.

На закрепленном конце катода при z = 0 давление доступно для 
измерения в эксперименте, и его значение можно использовать для кон
троля адекватности моделирования. Для построения возможно более об
щей модели величина входного давления не будет рассматриваться в ка
честве граничного условия.

На свободном конце катода при z = Lk происходит истечение газа 
в вакуум, соответственно, в качестве граничного условия можно исполь
зовать равенство средней скорости ее значению на выходе из канала. 
Профиль скорости по радиусу канала параболический [43]. Если ско
рость на выходе из канала равна скорости звука, то получаем следующее 
выражение для граничного условия:

Gg . RT (Lk ) 
S„Nk \  Y ' ma

1 + X, (Lk )• T  (Lt ) 
T (Lt ) ’

(1.48)

где у — показатель адиабаты. Таким образом, давление в каналах рассчи
тывается прямым интегрированием с учетом граничного условия (1.46):

P  (z ) = р 2 ( L ) + i
6 4 ^ 2 • п R • T • G.g
{

z D 1 + 8с-
V

ср
D

S p N k • m a

T n \
1 + X, •-е

V ' T J
dz. (1.49)

Так как для течения в канале должен выполняться закон сохране
ния массы div (p  • v) = 0, то для трехкомпонентной плазмы

div(  • (  + m, • r , + ma T a  ) = div(p  • v ) = °  (1 50)

где v ---- скорость плазмы в целом, Г  е , Г ,  и Г  a — плотности потоков
электронов, ионов и атомов соответственно. Плотности потока частиц 
подчиняются уравнениям неразрывности:

d iv  ( Г е ) = Ще ,

d iv  ( Г , ) = Щ  , ( 1 5 1 )

d i v  ( Г a ) = Щ  ,

где Щ е  , Щ  и Щ источники частиц в плазме.
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Для заряженных частиц плотности токов пропорциональны плот
ности потоков частиц je = —e -Ге и j ■ = e ■ Гг-. Поэтому возможен переход 
от соотношений (1.51) к уравнениям баланса для ионов и электронов:

div (j e ) = — О , div(j i ) = е ■ О . (1.52)

При этом из уравнения неразрывности тока div (j) = div (  + j e ) = 0
следует, что скорости процессов для электронов и ионов одинаковы 
(Oe = о  . Сложим в уравнениях (1.51) левые и правые части:

d i v  (  Г e ) =  m e O e ,

d i v ( M t - Г { ) =  m i о

d i v  ( M a Г a ) =  m a ■ O a ,

следовательно,

div ( e  (  + mi Г1 + ma r a ) = )  ' Oe + mi ° i + ma ' Oa.

В полученном выражении левая часть соответствует закону сохранения 
массы (1.50), следовательно, me oe + mi ■ Щ+ ma ■ oa = 0. Поскольку
me + mi = ma , получаем (me + mi ) o e = —ma ■ oa , и скорость рождения
электронов равна скорости убыли числа атомов.

Запишем уравнения (1.52) в цилиндрической системе координат 
с учетом азимутальной симметрии:

1 _Э_
r dr ( ■ Jer ) +

1 _э_
r dr ( ■ Jir ) +

= —2 ■ Oe, 

= e -Oe.

Проинтегрируем уравнения по площади канала в пределах введен
ного ранее условного радиуса канала r ^  , предварительно умножив оба
уравнения на площадь элементарного кольца dS = 2п ■ rdr:

<
э̂фф
1 2п
0

_Э_
dr ( ■ J r  )dr +

(1.53)
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Первые слагаемые в уравнениях (1.53) вычисляются. В остальных 
слагаемых в условиях длинного тонкого канала величины можно считать 
независимыми от радиальной координаты или заменить на средние по 
сечению канала величины:

— р ' Jek+dz (Jez) 'S k=_e ' Sk ,

1P ' jk  + dZ ( iz  )' Sk = e 4  ■ Sk ,

d ( , t  p .
~T (Jez )=  S -  ■ Jek _ e ®e , 
dz Sk

dZ(Jiz ) = e -a>e _ S -  • Jik.
dz Sk

(1.54)

Таким образом, получены соотношения для продольного ионного 
и электронного токов в каналах между стержнями катода.

Можно определять продольные плотности токов исходя из других 
соотношений [41, 45]. Продольная составляющая плотности ионного то
ка складывается из конвективного тока и диффузионного тока (если пре
небречь подвижностью):

Jiz = ./конв + Jдифф.

Плотность конвективного тока можно выразить через степень иони
зации плазмы:

F-G g
X , ../конв о “  i

ma 'Sp
Плотность диффузионного тока ионов определяется амбиполярной 

диффузией, которая зависит от продольного градиента концентрации 
ионов в канале:

e - D d  d ( N i )
J дифф J ad

L k dz

где N\ = Ne и Dad — коэффициент амбиполярной диффузии1. Тогда 
продольная плотность ионного тока может определяться как

= F -G  X  _ e-Dad  diNel
Ma -Sp i Lk dz

(1.55)

1 Коэффициент амбиполярной диффузии будет получен в главе 2 монографии (фор
мула (2.26)).
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Для продольной плотности электронного тока j ez можно исполь
зовать обобщенный закон Ома:

j ez ° Р
v1 + ea

E„

vei
eNe dz J

( 1 . 5 6 )

где ap — электропроводность плазмы, Ez — осевая составляющая на
пряженности электрического поля в плазме, Pe — давление электронно
го газа, vea, vei — частоты столкновений электрона с атомами и ионами.



ГЛАВА 2

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ТЕПЛОВЫХ  
ПРОЦЕССОВ В МНОГОКАНАЛЬНЫХ  
ПОЛЫХ КАТОДАХ

Введение

Сложные многоканальные катодные узлы из-за наличия большого 
числа составных элементов следует рассматривать как объект с некото

рыми усредненными эффективными свойствами. Поэтому задача форму

лируется для отдельного элемента катода, характерные продольные раз

меры которого велики по сравнению с поперечными размерами. В такой 
ситуации правомерно применить метод расщепления переменных [4 6 ,  4 7 ] .

Под элементом катода будем подразумевать его простейшую 
структурную единицу. В случае многоканального катода такой единицей 
является нить, стержень или трубка, из которых может быть собран мно

гоканальный катод. Очевидно, что граничные условия на поверхности 
отдельных элементов сложного катода будут существенно различаться. 

Так, например, периферийные элементы с точки зрения особенностей 
тепло- ,  массо- и электрообмена находятся в иных условиях, чем внут

ренние, поскольку каждый внутренний элемент обменивается энергией 
со смежными элементами, а периферийные элементы и оболочка катода 
излучают энергию в окружающую среду. Соответственно, формулировка 
граничных условий при постановке задачи расчета состояния каждого 
структурного элемента представляет наибольшую трудность. Поэтому 
формулируемая система уравнений обязательно должна быть дивергент

ной для катода в целом. В подобной ситуации теоретическое исследова

ние систем должно проводиться в тесной связи с экспериментом.

Рассмотрим тепловую модель набивного катода, составленного из 
плотно упакованных N  нитей. При достаточно большом числе нитей тело
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катода можно рассматривать как некоторый композиционный материал, 
обладающий рядом анизотропных свойств. Прежде всего, следует отли
чать для катода в целом продольную теплопроводность от поперечной. 
Также различна и электропроводность катода в поперечном и продоль
ном направлениях, а также его электрическое сопротивление. Такая осо
бенность присуща всем типам многоканальных полых катодов.

Пусть катод составлен из N  стержней радиусом гк и длиной Ьк . 
Положим, что привязка разряда осуществляется во внутренней полости 
к некоторой части поверхности стержней (активная зона полого катода). 
Если Zк = 2п • гкN  — полный периметр всех стержней, составляющих 
катод, то Zкр = 2п • гкN  • (Ор — часть периметра, смачиваемая плазмой. 
Для набивного полого катода долю смачиваемого (а р) и не смачиваемого 
( сон) плазмой периметра можно выразить через количество стержней N  
согласно формулам

сон = — 
н 2

1Г1 - —лv N ,
z  к
Z к и ар = 1 -ц>н = ~Z~ ( 2 . 1 )

где Zкн — часть периметра, не смачиваемого плазмой: Zк = Zкр + Zкн .
Введем параметр, показывающий, во сколько раз отличается наружная 
поверхность периферийных стержней от их внутренней поверхности, 
смачиваемой плазмой:

_ Z£ = кн ян
Z^  Яр

В установившемся режиме внутренние элементы, за исключением 
торцов, практически находятся в теплоизолированном состоянии. Сброс 
энергии с боковой поверхности катода происходит через периферийные 
стержни и внешнюю оболочку катода. Число периферийных элементов 
может быть приближенно оценено для заданной упаковки. Так, для 
плотной упаковки, при которой каждые три стержня образуют канал 
(рис. 1.1, б, в), можно найти [19]

Ns = 6( / 3 ( N -1) -  0,5), (2.2)

если же канал образуется каждым из четырех стержней, то
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( 1 Л
N s = 4 N 1/2 1 — j=  .

I VN
(23)

Можно найти также число каналов, образованных упакованными 
соприкасающимися стержнями. В первой конфигурации это число кана
лов определяется формулой

NКр = 6( / 3 ( N -1) + 0,25 -  0,5)2 = N -  ) , (2.4)

а во второй конфигурации — формулой

N ^  = N '  1 Л2 (2.5)

Для достаточно больших N  «обойма» катода может быть в принци
пе произвольной формы (окружность, квадрат и т. п.). Рассматривая не
кий элемент такого сложного катода, можно сказать, что сброс энергии 
с внешней поверхности пропорционален суммарной наружной поверхно
сти периферийных элементов и зависит от их числа Ns , а внутренние 
стержни передают энергию за счет теплообмена с плазмой и джоулева 
разогрева протекающим током разряда. Этот процесс определяется чис
лом работающих нитей N .

Поскольку многоканальный полый катод состоит из одноканаль
ных элементов, при рассмотрении тепловых процессов в многоканаль
ном полом катоде целесообразно начать с теплового состояния однока
нального полого катода. В этом случае удобно воспользоваться получен
ными в главе 1 решениями задачи Эйлера-Пуассона с учетом термо
эмиссии с поверхности катода, а также процессов переноса — конвек
ции, диффузии и подвижности. В случае необходимости можно учесть 
переменные свойства плазмы и наличие различных химических реакций, 
вынесенных в приложение 4. При рассмотрении теплового состояния по
лого катода потребуются полученные в главе 1 распределения концен
траций заряженных и нейтральных частиц, электрических токов ионов 
и электронов, самосогласованных электрических полей в пристеночных 
областях. Например, если учесть условие пропорциональности теплового 
потока электронов qe и плотности электронного тока j e , то очевидно,

что qe ~ j e.
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2.1. Уравнение теплопроводности для единичного 
стержня в продольном направлении

Составим уравнение теплового баланса для бесконечно малого 
элемента отдельного стержня. Примем в качестве продольной координа
ты координату Z, положительное направление которой будем совмещать 
с направлением электрического тока в элементе катода. Строгий расчет 
теплового состояния нити должен проводиться на основании интегриро
вания уравнения теплопроводности при соответствующих граничных ус
ловиях:

div(qw) = рм &  (2.6)

где qw — плотность потока энергии в стержне катода, рм — удельная 
электропроводность металла, 7м — плотность тока в стержне катода.

Правая часть уравнения представляет собой объемную плотность 
энергии по закону Джоуля -  Ленца. Для полого катода с набивкой из ци
линдрических стержней в цилиндрической оболочке удобно рассматри
вать задачу в цилиндрической системе координат (г,0 ,z ). С учетом ази
мутальной симметрии задачи уравнение (2.6) примет вид

1 д /  ч Э / ч ,2
- Э- (r ■ qr ) + Э- (qz ) = PмJм, r Эг dz

(2.7)

где qz, qr — плотности потока тепла вдоль стержня и по радиусу.
Для получения уравнения теплопроводности по длине стрежня 

в соответствии с принципом расщепления сначала проинтегрируем урав
нение (2.7) по элементу объема стержня dV = Syidz, вводя поверхностные 
источники тепла для стержня: q — в области активной зоны (энерго

обмен с плазмой и тепловое излучение), qra — плотность потока излу
чения в области течения нейтрального газа:

d [ ^ м  (z)] 2
+  Z  кр q m  +  -^кн^кн = р м 7м S ] ( 2 . 8 )

dz кр' кр
где Бм — площадь поперечного сечения индивидуального стержня.

Полагая, что продольный тепловой поток обусловлен теплопро

водностью стержня, q ,̂  (z ) = -  х м — , и вводя характерный поперечный
d
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* Sмасштаб h = ——, получаем уравнение теплопроводности в продольном
^кр

направлении для отдельного стержня в составе набивного полого катода:

r d 2T 1
м т 2 , * к̂рdz h тг  1н Чкн +рм рм = 0h

(2.9)

где х м — коэффициент теплопроводности металла стержня.
Подробно плотности тепловых потоков были рассмотрены в тео

рии одноканального полого катода [19].
Плотность потока энергии, уносимой излучением, запишется по 

закону Стефана -  Больцмана:

9изл = £эфф (Т ) ' а ’с-в '( T) , (2.10)

где стС-в — постоянная Стефана -  Больцмана, £эфф — эффективная сте
пень черноты поверхности стержня.

Для поверхности стержня можно использовать аппроксимирую
щую формулу зависимости степени черноты от температуры поверхно
сти в диапазоне температур 1000 K < Т < 3500 К [53]:

"эфф(Т )= v0 + v,T ,

где v0 = 0,0185 и v1 = 1,05• 10 4 1/K.
Для длинного канала с сильным градиентом температуры в облас

ти фронта ионизации необходимо учитывать переизлучение горячих об
ластей стержня, находящихся в активной зоне разряда, на холодные об
ласти, не смачиваемые плазмой [53]:

£эфф £
1 - £ ъ 
1 - е ъ

где вне активной зоны канала

~у1£эфф + (1 'эфф
Lk r

V J
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в активной зоне канала

£Н + 11 - ф эфф
' -L -z  ̂
1 -  e Lk'r

Наиболее сложным моментом является теплообмен между стерж
нем набивки и плазмой внутреннего положительного столба. Запишем 
плотность потока энергии из плазмы на стержень в следующем виде [19]:

Яр = Ji ■ aw А 9к +

Wi
+ Jik ■ ан (Vi Ф e эфф ) Явэ Ф e эфф. С2.11)

Первое слагаемое в (2.11) учитывает плотность потока энергии, 
приносимой ионами, которые затем отражаются от поверхности в виде 
ионов:

j i — плотность ионного тока, поступающего на поверхность 
стержня,

(W/) — средняя энергия ионов на границе слоя объемного заряда, 
Афк — прикатодный скачок потенциала у поверхности стержня, 
aw — коэффициент аккомодации кинетической энергии ионов.
В модели катодных процессов коэффициент аккомодации является 

внешним параметром, но его неопределенность существенно сказывается 
лишь на величине прикатодного скачка потенциала, а на другие характе
ристики прикатодной области влияет слабо. В экспериментальном ис
следовании [54] было показано, что наилучшее согласование с экспери
ментом получается при использовании величины коэффициента аккомо
дации кинетической энергии иона aw = 0,8.

Второе слагаемое описывает плотность потока энергии, приноси
мой ионами, рекомбинирующими на стенке:

jik — плотность ионного тока, рекомбинирующая на поверхности
ПК;

Vi — потенциал ионизации атома плазмообразующего газа;
Ф e эфф — эффективный потенциал, равный отношению работы вы

хода электрона из металла к заряду электрона;
ан — коэффициент аккомодации рекомбинирующего иона.
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В теоретических исследованиях часто полагают ан = 1. Однако ион
может передать катодному стержню энергию не полностью. Часть энер
гии при этом излучается или превращается в кинетическую энергию об
разующегося атома в случае его отражения от поверхности катода. По
этому значение ан для условий катода в дуговом разряде также является 
варьируемым параметром.

Третье слагаемое представляет собой плотность потока энергии, 
уносимой электронами, эмитируемыми из металла, j e3 — плотность
эмиссионного тока с поверхности катода.

Плотность потока энергии, приносимой нейтральными атомами из 
плазмы на стержень катода, запишется следующим образом [19]:

Яа = 4  nJ \ua) 2кТа, (2.12)

где па , (иа) , Та — концентрация, средняя скорость и температура ато
мов. Однако необходимо учитывать, что атомы, образовавшиеся в ре
зультате нейтрализации ионов на стенке, возвращают в плазму часть 
энергии, т. е. существует плотность потока энергии обратных «восста
новленных» атомов

Яа^ = ( 1 аЖ )jik
V У

(2.13)

Кроме того, возможно наличие «обратных» электронов, идущих из 
плазмы на катод. Тогда плотность потока энергии таких электронов [19]

Я°бР = (2kTe + еФэфф ) аеПе {Ue) ' е
e-Affk
кТе (2.14)

где ае — коэффициент аккомодации кинетической энергии электронов, 
пе — концентрация электронов, (ие) — средняя скорость электронов.

Что касается граничных условий, то, как правило, известна темпе
ратура закрепленного конца стержня, т. е.

при z = 0 задано Т = Т0 (2.15)
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Для незакрепленного конца стержня будем полагать, что основную роль 
играют потери энергии излучением:

-Лм =£>эфф (T ) ' а ’е-Б ' (T ) + qT, (216)

где qT — плотность потока энергии с торцевой части поверхности катода.
Таким образом, уравнение продольной теплопроводности (2.9) рас

сматривается с поверхностными источниками тепла (2.10)—(2.14) и гра
ничными условиями (2.15), (2.16).

В теории одноканального полого катода [19] показано, что для ка
тодов правильной геометрической формы тепловое состояние катода 
можно описать средней безразмерной температурой T  (r , z ). Аналогич
ным образом для цилиндрического стержня набивки можно преобразо
вать уравнение теплового баланса элемента объема стержня (2.9) в без
размерное уравнение теплопроводности:

аф-^T") + {а2а  + (0)а2 - ф 4 а3) = 0, (2.17)

где (T") = T(r, z) /  T(r,Lk) — безразмерная температура, соотнесенная

с неизвестной температурой свободного конца катода. Параметры 9, а1, 
а2 и а3, а также ах и а2 в безразмерной форме описывают теплообмен
катода с плазмой, нейтральным газом и разогрев катода током 
(2.10)—(2.14). Масштабом плотности тока в стержне считаем величину
А  о = Ч  (S, ' N ).

Масштаб температуры 90 определяется из условия теплового ба
ланса длинного стержня, нагреваемого электрическим током и охлаж
дающегося за счет излучения:

£0 ' ^С-Б ' 90 = h ' рм ' А 0,

h 'Рм
£0 ' ^ c-б ' ^

Тогда можно ввести безразмерную температуру стрежня (ф  = T (Lk ) ф .
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Приведенное к безразмерному виду уравнение теплопроводности 
имеет три граничных условия:

первого рода на закрепленном конце катода: z = 0: (Т (0)) T ( 0 ) .«в ’

первого и второго рода на свободном конце катода:

z = Lt : T(Lt ) = 1 и (Т)'(Lk) = -a o d fi) М
в

(2.18)

Таким образом, получено дифференциальное уравнение теплопро
водности в продольном направлении с тремя граничными условиями. 
Метод решения уравнения (2.17) изложен в [19].

2.2. Уравнение теплопроводности в радиальном 
направлении набивного катода

Рассмотрим радиальный перенос тепла в конструкции набивного 
катода. Поскольку, касание цилиндрических стержней происходит прак
тически в одной точке (рис. 1.1, б, в), то основным будет процесс перено
са тепла через плазму, заполняющую каналы в активной зоне катода. 
Стержни набивки полого катода или другие элементы наполнения обо-

лочки катода имеют отношение длины стержня к его радиусу » 1
кр

и распределение источников тепловыделения по поверхности стержня 
в установившемся режиме катода постоянно. Поэтому, в соответствии 
с принципом расщепления переменных [46, 47], вдали от концов стержня 
его температуру можно считать независимой от осевой координаты z . 
Тогда радиальное уравнение теплопроводности имеет вид:

1 d
rdr rXp

dT
dr

+ a pE p = a (2.19)

где Ep — напряженность электрического поля в плазме канала, х Р
и аР — теплопроводность и электропроводность плазмы соответственно.

В предположении о постоянстве коэффициента теплопроводности 
решение уравнения (2.19) имеет вид
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2
T (r ) = ----- p—p r 2 + С

1 ' 4Хр
( 2 . 2 0 )

где константа С принимается равной значению температуры центрально
го стержня T(z, r) = 0.

Плазма в каналах полого катода является частично ионизованной, 
поэтому в процессах переноса необходимо учитывать наличие трех сор
тов частиц: атомов, ионов и электронов.

Теплопроводность плазмы рассчитаем как сумму теплопроводно
стей электронов и тяжелых частиц с учетом неизотермичности плазмы 
Xp = Хе + Ха - Коэффициент теплопроводности электронов, согласно [44],
равен

2,4 к 2n T
Хе

1 +
Ve

>/2  ( e i  +  Vea )

m e ( e i  +  Vea )

где vei и vea — частоты столкновений «электрон-ион» и «электрон-атом», 
Те — температура электронов, пе — концентрация электронов, me — мас
са электрона.

Теплопроводность тяжелых частиц получим по правилу смеси:

Ха = к паиа^а ,
a=i,a

где средняя длина свободного пробега частиц сорта а:

Ла = ■а

X  п 2
i

maj
m„ Q aj

средняя арифметическая скорость частиц сорта а ua
V

8kT
m Qij —

a

1

сечения столкновений [55-57].
Предполагается, что температуры атомов и ионов в плазме при

мерно равны: T ~ Ta. Поскольку в неизотермической плазме

Х  =U  
Х и

T em i

Tim e
» 1 , теплопроводность будет преимущественно опреде

ляться электронами.
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Удельная электропроводность плазмы за счет электронов:

Ъ X ,

2,62 1011 • Qea- J r , '

Удельная электропроводность плазмы с учетом вклада ионов:

Ъ  =
Xj • T3/2

65,8ln (Л) ’

кулоновский логарифм:

ln (Л) = ln '  1,24 • 107 • T3/2'

v X  ,

Согласно правилу смеси [44] удельная электропроводность плазмы в це
лом равна

Ъ Ъ Ъ

В формулах электропроводности введена степень ионизации плазмы:

X, =
ni + na

Метод расщепления переменных позволил разделить решения 
уравнения теплопроводности по осевому и радиальному направлениям 
(2.8) и (2.19). Однако расчет теплового состояния катода в целом невоз
можен без информации о состоянии плазмы как мощном источнике теп
ловых потоков, о плотности тока, температуре электронов и концентра
циях частиц. Эти данные получены в главе 1 в результате строгого реше
ния системы Эйлера -  Пуассона с учетом эмиссии электронов. В рас
смотренных уравнениях в неявной форме присутствует еще несколько 
существенных параметров, для которых нет ни исходных данных, ни яв
ных хотя бы полуэмпирических соотношений. Такие величины, как дли
на активной зоны в каналах катода и др., должны быть получены в про
цессе решения полной замкнутой системы уравнений состояния катода 
и плазмы. Коэффициенты сформулированных уравнений зависят от ис
комой температуры катода, кроме того, коэффициенты уравнения зада
ются разрывными функциями, так как взаимодействие с плазмой проис
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ходит только в активной зоне катода, а теплообмен рассматривается по 
всей длине каналов.

2.3. Электрообмен и тепловое состояние полого катода

Тепловое состояние катода в области привязки газового разряда 
к катоду существенно зависит от процессов электрообмена, прежде всего 
на поверхности катода, в прикатодном слое и внутри стержней и оболоч
ки катода.

Рассмотрим прежде всего уравнение неразрывности тока в метал
лической части катода. Для стационарного случая исходное уравнение 
неразрывности тока в цилиндрической системе координат с учетом ази
мутальной симметрии имеет вид

Для отдельного стержня будем использовать среднюю продольную 
плотность тока, пренебрегая изменением по радиусу отдельного стержня. 
Применим теорему Остроградского -  Гаусса к элементарному объему 
стержня:

В первом приближении будем пренебрегать изменением площади 
поперечного сечения стержня вследствие эрозии. Тогда интегрируем по 
длине стержня и получаем выражение для плотности тока в стержне при 
условии, что на закрепленном конце j ez (0 ) = 0:

I  _д_

r  d r ( r  ' J r  ) + T  ( z  ) =  ° .dz
( 2 . 2 1 )

м 0

С учетом количества стержней набивки получаем

Z
( 2 . 2 2 )
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где j r — фактическая плотность тока на поверхности элемента стержня, 
1мт — возможный ток привязки разряда на торцевой части катода, ZRF — 
суммарный периметр элементов, смачиваемых плазмой, введенный ра
нее. При интегрировании по длине стержня от z = 0 до z = Lk получаем 
силу тока разряда I:

Lk
J + 1 „  = I . (2.23)
0

Электрообмен определяется плотностями тока термоэмиссии элек
тронов из металла j e3(T,Жк,...), вторичной электронной эмиссии, вызван
ной бомбардировкой ионами ( j ) и метастабильными атомами ( j эм), так 
называемым обратным током j e обр и потоками ионов из прикатодного 
слоя — j iK . Кроме того, возможен вклад в электронный ток на поверхно
сти катода за счет фотоэффекта — j v . Возможна также вторичная эмис
сия электронов при бомбардировке нейтральными атомами, однако вви
ду низких энергий атомов в прикатодной области этим фактором можно 
пренебречь.

Для полых катодов в дуговом режиме определяющей является тер
моэмиссия, обусловленная высокими температурами в активной зоне ка
тода. Для термоэмиссии электронов практически все авторы используют 
формулу Ричардсона -  Дешмана с поправкой Шоттки (например, [48-50]):

Лк = j  = AT2 exp J — j , (2.24)

где A — постоянная Ричардсона, фъэфф — Sh -у] e • Ek — потенциал
выхода электрона из металла стержня с учетом эффекта Шоттки, Sh — 
число Шоттки, Ek — напряженность электрического поля на поверхно
сти стержня.

Величина напряженности поля находится путем решения системы 
Эйлера -  Пуассона (см. главу 1).

Согласно методике определения тока вторичных электронов [51], 
возникающих по различным причинам, суммарный электронный ток
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вторичной эмиссии принято выражать через суммарный коэффициент 
вторичной эмиссии у  и плотность ионного тока j iK :

где Y=Yi + Ym + Yv , если Yi = Yi (W) — коэффициент вторичной эмиссии 
при бомбардировке ионами с энергией Wi , Ym = f mm • Nm — коэффици
ент вторичной эмиссии при бомбардировке метастабильными атомами 
( f m — геометрический фактор, m — число вторичных электронов на
один метастабильный атом, Nm — число метастабильных атомов на 
ион), yv = f PP • Nv — коэффициент фотоэмиссии ( f p — геометрический 
фактор, P — выход фотоэлектронов в электронах на квант, Nv — число 
образующихся квантов на один ион).

Таким образом, плотность электрического тока на катоде может 
быть представлена в виде

Если использовать отношение плотности электронного тока на по
верхности катода к ионной плотности тока в к = j ekl jik , то плотность то
ка на поверхность стержня запишется как

Таким образом, соотношение (2.22), с учетом выражения для радиальной 
плотности тока (2.25) и с граничными условиями (2.23), представляет со
бой уравнение радиального электрообмена плазмы с катодом.

Следует учитывать, что скорость заряженных частиц в столкнови- 
тельных частично ионизованных газах определяется не только электри
ческим полем, но также и градиентами параметров плазмы. Так, скорость 
диффузии и подвижности электронов в плазме с учетом градиента элек
тронного давления можно записать в виде [153]

Jr Jeэ(T,Ek,...) Je обр + Jik + Y Jik .r

к
(2.25)

f VPe
Ue =~Me E +

V
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где Pe = ne ■ к ■ Te — давление электронного газа, jie ~ ----=------- коэффи-
me Vea

циент подвижности электронов, vea — средняя частота столкновений 
электронов со всеми тяжелыми частицами с передачей импульса (a  = i, a ).

Следует учитывать, что скорость заряженных частиц в столкнови- 
тельных частично ионизованных газах определяется не только электри
ческим полем, но также и градиентами параметров плазмы. Выразим 
скорость электронов через градиент электронного давления с учетом 
взаимосвязи подвижности ^ e и коэффициента диффузии De (соотношение 
Эйнштейна):

De = к ■ Te
Me

иedif — J e = .
en.

Vn.
en,

-(-eD.Vn. ) = - D '— t- = -D VP. M.kT VP(
n Pe

VPe
р -Me —P en

e _

e

e

Тогда суммарная скорость с учетом подвижности электронов во внеш
нем поле следующая:

U =- Me
r VP лE + — e
V e ■ ne J

Выражение для скорости электронов часто записывается в более 
общем виде с учетом конвекции:

Ue =- MeE - D e
VPv ± e
p.

+ ue

где De — коэффициент диффузии электронов, ve конв — скорость кон
векции электронов.

Аналогично: скорость диффузии и подвижности ионов в слабо иони
зованном газе при приблизительно однородном полном давлении может 
быть записана следующим образом:

VP
Ц=м> E -  D  ■ р



Математические модели тепловых процессов в полых катодах 81

и с учетом конвекции

и  = i E V P
+ U

e ■ n iконв’
i J

где Pi = ni ■ к ■ T — давление ионной компоненты, Т — температура тя

желых частиц, fii ~ — ^ ------коэффициент подвижности ионов, vin —
mi V in

средняя частота столкновений ионов с нейтральными атомами, и  конв — 
скорость направленного движения ионов (скорость конвекции).

Коэффициенты диффузии и подвижности ионов также удовлетво
ряют формуле Эйнштейна:

D  = к^г_
l i  e

Соотношения для скорости диффузии частиц следуют из законов 
сохранения для сплошной среды, но также могут быть строго выведены 
в рамках кинетической теории.

Рассмотрим газ в стационарном состоянии на границе с твердой 
поверхностью, когда ток к поверхности равен нулю, а внешнее электри
ческое поле отсутствует. Если поверхность является неэмиттирующей 
и каталитической, то она будет играть роль стока для заряженных час
тиц. При этом в слое газа, граничащем с поверхностью, устанавливается 
градиент концентраций электронов и ионов. Наличие градиента вызовет 
появление диффузионных потоков ионов и электронов к поверхности. 
И если полный ток из газа на поверхность равен нулю, то нормальные 
компоненты диффузионных скоростей электронов и ионов должны быть 
одинаковы в случае однозарядных ионов. Однако, поскольку коэффици
ент подвижности электронов существенно выше коэффициента подвиж
ности ионов ( i e »  i ), возникает электрическое поле объемного заряда, 
которое препятствует диффузии электронов. Точное значение напряжен
ности электрического поля в пристеночной области получено в главе 1 
в результате решения системы Эйлера -  Пуассона с учетом термоэмис
сии. В данном приближенном расчете будем предполагать, что:

E =
e n e
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Можно получить более точное выражение, если умножить диффу
зионную скорость каждой компоненты на подвижность другой компо
ненты и сложить полученные выражения:

Mi U e =- MiMeE - MiM
VPe
en„

VP-
Me U i=MeMiE - MeMi —en

^  Mi Ve +Me Vi = MeMi
f  VPe VP л
Ve ne e 'ni У

Тогда в случае амбиполярной диффузии, при ve = ty, получаем соотно
шение

U =U
MeMi f  VPy e VP ^

Me +Mi V e-ne e-ni у

С другой стороны, через диффузионные скорости компонент те
перь можно выразить напряженность электрического поля:

Mi-Ve =-MMeE -M M
VPe
en„

VP-
Me V = MeMiE - MeM 'en

VP VP
^  MiE-M ,—  = -M E-M e  een en

VPe
^  (Mi +Me )  = ~Me —  +Mien„

VP
en

E = ■ Me V P 
Mi +Me ene

Mr V P
Mi +Me eni

В области квазинейтральной плазмы, лежащей за слоем объемного заря
да, ne = nt . Результирующие скорости компонент можно записывать 
в виде [153]

U =Vr = -  D + Pi)
ad 2P

где Dad = 2 kT  MeMi 
e Me +Mi

2 D коэффициент амбиполярной диффузии

при условии изотермичности плазмы.
В канале полого катода на границе перехода течения нейтрального 

газа в плазму имеет место интенсивная амбиполярная диффузия, т. е. 
продольные плотности токов одинаковы по модулю jez = -  jiz, поскольку
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одинаковы по модулю проекции на ось Z скоростей, связанных с диф
фузией и подвижностью, uez = vjz. Однако в условиях неизотермичной 
плазмы в полом катоде коэффициент амбиполярной диффузии с учетом 
отрыва температуры электронов от температуры тяжелых частиц имеет 
более сложное выражение [44, 52]:

4 П  ■k T  ■
Г T  л  

1 + Te-

D ad =  D 0
V Ti J

M i ■( Ui )  ■ Qia \ n i +  n a )
(2.26)

где D0 — числовой множитель, Qia — эффективное сечение столкнове-

й / \ \8kTjний «ион-атом», nt и na — концентрации ионов и атомов, (щ) = ----- -

— средняя арифметическая скорость.
Одной из определяющих величин электрообмена плазмы с катодом 

является плотность ионного тока на стержень j ik или параметр f3k , ко
торые связаны c физикой процессов в прикатодной области. Рассмотрим 
модель ионного тока на стержень катода при условии, что газ достаточно 
разреженный, и тогда длина свободного пробега частиц превышает раз
мер слоя объемного заряда у стенки полого катода.

Плотность ионного тока в ионизационном слое прикатодной об
ласти получена в главе 1 монографии.

Если из плазмы по радиусу на границу пристеночного слоя падает 
связанный с диффузией и подвижностью поток ионов j id , который для 
ламинарного течения плазмы можно записать как [19]

j)d=e ■ ■Nu d •((■ )-  nip)
2Гэфф

то, поскольку в слое объемного заряда основным процессом при перено
се ионов на стенку являются диффузионные процессы и процессы под
вижности, можно приближенно принять j id ~ j ^  = j ik. В формуле исполь
зованы следующие обозначения: Dad — коэффициент амбиполярной 
диффузии ионов, NuD — диффузионное число Нуссельта, (п ^  — сред
няя концентрация ионов в плазме, nip — концентрация ионов на границе 
плазмы и пристеночного слоя. Таким образом [19],
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Dad

J ik J iX ^X e
2rk ■ Nud ■(ni)

Z x i  u )
Dad
2rk

Nu
Ы  ,

D

где коэффициент амбиполярной диффузии имеет вид

Ь  = 0,38
f  T \  
_£
TV 1i У

[52].

1

(2.27)

(2.26),

В качестве исходных уравнений для пристеночного слоя, при
легающего к поверхности катода, были применены следующие законы:

-  уравнение неразрывности для ионов:

div ( j ik ) = о ; (228)

-  закон сохранения энергии электронов:

div(qe )=  Ке + j ek ■ Е ; (2.29)

-  уравнение неразрывности тока на границе плазмы:

Jr = J ik +  Jek = Jip +  Jep, (2.30)

где Ke — энергетический эквивалент потерь энергии электронами при 
неупругих столкновениях электронов с атомами, о е — источник элек
тронов.

Запишем приближенное условие подобия теплового потока, пере
носимого электронами, и плотности электронного тока:

q e = -C --T el e , (2.31)
e

где С — коэффициент пропорциональности в случае, если не рассматри
вался обратный электронный ток.



ГЛАВА 3

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ПРОЦЕССОВ ЭРОЗИИ  
В МНОГОКАНАЛЬНОМ ПОЛОМ КАТОДЕ

Введение

Катодная эрозия является основной причиной, сокращающей срок 
службы катода и всего устройства в целом. Именно эрозия электродов, 
как ограничивающий фактор, стала основным толчком к возобновлению 
интереса к моделированию полых катодов в середине 2000-х годов. Ме
ханизмы катодной эрозии широко изучались как на разрядах со стержне
выми катодами, так и на разрядах с полыми катодами. Серии экспери
ментов показали, что скорость эрозии катода связана с компонентами 
рабочего и примесного газа, свойствами и стабильностью дуги, локаль
ной температурой и механизмом эмиссии электронов. Все эти исследо
вания в конечном итоге привели к пониманию особенностей эрозии по
лых катодов.

Первые результаты по эрозии полых катодов появились в 70-х го
дах прошлого века. В работе [49] приводятся результаты эксперимен
тального исследования зависимости скорости эрозии от температуры ка
тода и расхода плазмообразующего газа, но не сформулировано никаких 
теоретических обоснований явления. В работе [58] приведены оценки 
полученной в эксперименте скорости уноса массы и удельной эрозии 
многополостного катода, на основании которых авторы пришли к выво
ду, что преобладает процесс распыления катода ионами плазмообразую
щего газа. Однако рассчитанные по результатам эксперимента коэффи
циенты распыления не согласовывались с известными на тот момент 
экспериментальными данными.

В работах [59, 60] по результатам экспериментов был сделан вы
вод, что скорость эрозии определяется термическим испарением, при
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этом испарившиеся с поверхности канала атомы металла в условиях ра
боты полого катода могут распределиться по всему объему полости, 
а течение плазмы будет выносить их за пределы ПК.

Однако в режимах с малым расходом плазмообразующего газа [49, 
58] или с малой величиной разрядного тока [61], а также в форсирован
ных режимах при больших токах [62] измеряемая эрозия превышала ве
личину эрозии, вызываемой испарением. В работе [61] обнаружена по
вышенная, по сравнению с испарением, эрозия полого катода, выполнен
ного из пористого вольфрама и неметаллических материалов (в том чис
ле гексаборида лантана). Повышенная эрозия наблюдалась при токах 
разряда в диапазоне 1-5 А, когда двигатель работал в области вблизи пе
рехода от тлеющего разряда к дуговому. Авторы объяснили повышен
ную эрозию распылением в результате ионной бомбардировки. Причем, 
по мнению авторов, распыление должно быть усилено влиянием повы
шенной температуры катода и может наблюдаться при энергиях ионов 
ниже пороговой. К сожалению, конкретных данных о величине необхо
димых коэффициентов распыления авторы не привели. В работе [62] 
изучались характеристики полых катодов в форсированных режимах 
с большими токами (до 1 000 А). Авторы установили, что скорость эро
зии вольфрамового катода с прокачкой аргона может почти в 100 раз 
превышать скорость испарения. При этом напряжение разряда изменя
лось всего лишь от 40 до 70 В. Приведенные авторами оценки коэффи
циентов распыления согласуются с известными данными для пары ве
ществ «аргон-вольфрам», т. е. в эксперименте наблюдался режим работы 
полого катода с преимущественным распылением.

В работах [63, 64] получены данные о влиянии тока дуги и диамет
ра полости на эрозию одноканального катода из гексаборида лантана 
(LaB6) при наличии магнитного поля с индукцией 20-50 мкТл. Показано, 
что при заданном давлении газа и силе тока дуги существует оптималь
ная величина диаметра полости катода, при котором эрозия минимальна. 
В этом случае температура электронов и катодное напряжение также бу
дут минимальны. В условиях работы с оптимальным диаметром уста
новлено, что по мере увеличения диаметра полости за счет эрозии на
блюдается перемещение активной зоны катода вглубь полости. Металло
графические исследования выявили характерные монокристаллические 
зерна LaB6 в активной зоне.
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В работе [65] исследовалась локальная эрозия полого катода, рабо
тающего в среде неона и ксенона. Авторами было показано, что эрозия 
с внешней поверхности может превышать эрозию из активной зоны по
лого катода. При этом распределение локальной эрозии по наружной по
верхности катода идентично распределению температуры катода, тогда 
как распределение локальной эрозии по активной внутренней поверхно
сти катода существенно отличается от распределения температуры. Рас
пределение температуры имеет немонотонный характер с выраженным 
максимумом на расстоянии от 1 до 4 диаметров полости от свободного 
торца катода, а распределение локальной эрозии внутренней поверхно
сти канала монотонно спадает по мере удаления от торцевого среза. 
Данные по эрозии активной внутренней поверхности примерно одинако
вы для неона и ксенона, а вот для наружной поверхности катода эрозия 
при прокачке ксенона существенно выше, чем при прокачке неона. Рас
пределение локальной эрозии по внутренней поверхности активной зоны 
катода, полученное в этой работе, свидетельствует о значительном влия
нии процесса рециклинга. Малая эрозия канала обусловлена тем, что по
ток выбитых атомов с некоторого элемента поверхности почти полно
стью компенсируется переносом и прилипанием атомов из соседних зон. 
Вблизи выходного сечения баланс потоков нарушается из-за наличия 
краевого эффекта и выноса атомов в межэлектродный промежуток. В ра
боте [66] показано, что сильноточный катод должен быть многополост
ным, термоэмиссионным, с равномерным распределением рабочего ве
щества по полостям для обеспечения достаточного ресурса его работы. 
При этом полости в идеале должны иметь округлую или щелевую кон
фигурацию. Также для обеспечения хорошего ресурса сам катод должен 
быть достаточно массивным.

В последние годы широкое применение в технике получили като
ды с диафрагмой и внешним защитным экраном [67-72], соответственно, 
и процессы эрозии в таких катодах рассмотрены достаточно подробно. 
В работе [67] приведены результаты экспериментальных исследований 
загрязнения поверхности катода и его эрозии во вращающейся в магнит
ном поле дуге, но без теоретических обоснований. В работе [68] показа
ны результаты спектроскопических измерений температуры электронов 
и концентрации электронов в катодной области. Рассматривался режим 
возникновения катодных пятен для торированного вольфрама. Основ
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ным эрозионным механизмом признан выброс капель жидкого металла 
из катодного пятна. При более низких температурах катода обнаружен 
неоднородный характер эрозии вследствие ионной бомбардировки.

В работах [70-72] рассматривается эрозия различных поверхностей 
полого катода со вставкой из гексаборида лантана, диафрагмой и внеш
ней защитной оболочкой на основании разработанной двумерной модели 
процессов в полых катодах такого типа. Обосновано, что процесс распы
ления, вызванный ионами ксенона, был основным эрозионным механиз
мом внутри катодного канала. Авторы представили полуэмпирические 
формулы коэффициента распыления и формулу для расчета глубины ра
диальной эрозии внутри полого катода. Но результат моделирования для 
ионов низких энергий значительно отличался от эксперимента. Исследо
валось влияние плазменных колебаний на эрозию внешней оболочки ка
тода («keeper»). Показано, что высокая скорость эрозии должна объяс
няться генерацией аномально высокоэнергетических ионов, вызванной 
ионно-акустической неустойчивостью плазмы. Представлен обширный 
материал сравнения результатов моделирования с экспериментальными 
данными.

Чаще всего теоретические исследования, посвященные модели 
эрозии полых катодов, рассматривают протекание тока в полости катода 
при известном распределении электростатического поля и известных ха
рактеристиках плазмы в полости. Такая постановка задачи правомерна, 
поскольку малая концентрация паров материала катода позволяет не 
учитывать их влияние на процессы протекания тока, формирование элек
трического поля и плазмы в полости. Такая постановка требует предва
рительного определения параметров электрического поля и плазмы для 
конкретной конструкции.

В работе [73] численно определялась скорость эрозии материала 
с плоской поверхности в незаряженную, неподвижную среду. Под скоро
стью эрозии авторы понимали скорость изменения массы, приходящейся 
на единицу площади рабочей поверхности. Считалось, что концентрация 
истекающих атомов na ^  n , где n — концентрация основного газа. В та
ком случае средняя длина свободного пробега атомов к определяется 
концентрацией атомов основного газа, при этом примесь истекающих 
атомов не влияет на свойства основной среды. На расстоянии I  от эмити
рующей атомы плоскости задавалось условие na = 0, что эквивалентно
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наличию в этом месте поглощающего коллектора или физически может 
быть связано с газодинамическим выносом атомов из этой области. Слой I
разбивался на большое число N  подслоев, таких, что Ах = ^ N  ̂  ^ . Счи

талось, что атомы взаимодействуют с газом лишь в узлах Xj = j -Ах. Ско
рость эрозии определяется разницей прямого потока атомов от рабочей 
поверхности Fj (j — номер слоя, в котором рассматриваются потоки)

и обратного потока к плоскости Fj атомов, рассеявшихся в газе. Тогда 
задача сводится к системе 2N алгебраических уравнений для потоков F 
и Г~ и определению скорости эрозии как Г£ = F — F - . Можно рассмот
реть данную задачу в диффузионном приближении с учетом того, что

F ^= -D dna
dx 1 M v)

dna
dX

где D — коэффициент диффузии, (v} — средняя скорость покидающих 
поверхность атомов.

Будем предполагать, что в стационарном состоянии

dnap _ nap
dx i  ’

где nap — концентрация атомов вблизи эмитирующей их поверхности. 
Тогда общий поток атомов от поверхности, в предположении, что они 
имеют максвелловское распределение по скоростям, имеет вид

nap иF p = -А ^А  i  
p 4

и отношение

nap( v)
F p  = 4 = з i

- Ц v)n̂ P 4 Я 
3 W  l

К сожалению, метод позволяет получить лишь приблизительные оценки 
эрозии и очень далек от реальных условий поставленной задачи.

В работе [74] найдена скорость эрозии материала, атомы которого 
истекают с плоской поверхности в полупространство, заполненное плаз
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мой. Задача также решается в одномерном приближении, и концентрация 
эмитируемых атомов расценивается как малая добавка, не влияющая ни 
на длину пробега атомов, ни на подвижность, ни на коэффициент диффу
зии. Не возмущаются эмитированными атомами и параметры самого 
разряда и параметры плазмы. Авторы считали, что покидающие рабочую 
поверхность атомы полностью ионизуются в тонком слое толщиной 10, 
после чего вне этого слоя движение образовавшихся ионов происходит 
под действием диффузии и подвижности. Также учитывались влияние 
рассеивающихся на ионах электронов и гидродинамическое движение 
плазмы. Распределение концентрации ионов вне слоя толщиной I подчи
няется уравнению [74]

d_
dx

 ̂ dn F ^-  D ----- /unE + /un----+ пипл
V dx e

= 0,

где F — сила электрон-ионного трения, ось x направлена по нормали 
к рабочей поверхности. На самой рабочей поверхности должно выпол
няться условие Г£ = Г0 -  Г - , однако, учитывая то обстоятельство, что 
обычно < Г0, в работе [74] для рабочей поверхности принималось со
отношение

n0 p  =
4Ге
(v)

Второе граничное условие выбиралось в виде na (£ ) = 0, такое же,
как в работе [73], где предполагалось наличие поглощающего коллекто
ра. Результатом решения задачи является функция

Г
D ■ n0 p

|  exp
0

Уэ ( f) d f

где введено обозначение эффективного потенциала:

x x /  „  \F и-*■ тттт

Э = J е э (f ) d f  = V (x ) - Jl —e f
dx,
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e
а также учтено соотношение Эйнштейна: м = — D. В случае когда элек-

Ti
трические силы компенсируются вне слоя толщиной l электрон-ионным 
трением, отношение прямого и обратного потоков примет вид [74]

Гх = 4D
г  U

exp
г

V

Ар

i J

t  i +

1

П
4

м -T
f  и  ^

дхV J

где Ар — падение потенциала в слое толщиной l i. Экспоненциальный 
множитель выражает влияние прикатодного падения потенциала, воз
действующего на ионы.

ГРасчет потоков —̂  в работе [74] был выполнен для аргоновой
Г  о

плазмы. Результаты моделирования показали существенное снижение 
скорости эрозии по сравнению с результатами [73] за счет влияния иони
зации эмитированных атомов и возврата ионов на поверхность под дей
ствием электрического поля. Решение задачи в одномерном случае для 
полого катода имеет ряд существенных недостатков, связанных прежде 
всего с неопределенностью выбора размера I, а также с влиянием разме
ров полости катода на параметры разрядной плазмы.

В работе [75] был предложен метод расчета скорости эрозии с уче
том двумерности задачи. Для этого испускающая атомы поверхность 
представлялась цилиндром радиусом R. С единичной площадки рабочей 
поверхности с центром в точке (z0, R) вылетает dns (z0, R ) атомов в еди
ницу времени. Атомы вылетают по нормали к поверхности и летят 
в этом направлении с тепловой скоростью и до тех пор, пока не ионизу
ются. Образовавшиеся ионы за счет диффузии в плазмообразующем газе, 
а также за счет подвижности возвращаются на рабочую поверхность. 
Кроме того, предполагается, что ионы сносятся плазмообразующей сре
дой вдоль оси цилиндра (ось OZ) со скоростью vz, постоянной по всему
объему полости катода. Как и в рассмотренных ранее моделях, концен
трация эмитированных атомов считается малой добавкой к плазмообра-
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зующему газу, не возмущающей параметров разряда и плазмы. Принятая 
модель означает, что в каждой точке поверхности полого катода дейст
вует источник ионов, интенсивность которого задается выражением

dn(z,r) = dns (z,R ) • — • exp
U

V (R -  r)
U

где Vi — частота ионизации вылетающих с поверхности атомов, r — ра
диальная координата.

Подобный источник ионов в среде, движущейся со скоростью vz 
относительно этого источника, при учете радиальной скорости ионов vr 
в электрическом поле катода описывается функцией распределения, по
лученной в работе [76]. После интегрирования по времени и радиальной 
координате получено выражение для количества ионов, вернувшихся на 
стенку в точке (z, R):

n (  r )= i -—

dns (z, R )• exp (R -  r )V

0 2 - a
Ы  ( z  -  z 0 ) 2 +  ( R  -  r  ) 2

•exp (R -  r  —( —r  h
22

dr.

С учетом того, что длина ионизации £i »  Я , авторы вводят характерную
1)длину рециклинга £ = — £., причем £ = zm — z0, где zm соответствует

Р - r
максимуму функции. Полученные выражения позволяют определить 
участки поверхности катода с наибольшей эрозией:

ГХ = ns ( ^  R ) — ns (z0 — £ p, R ).

Однако модель имеет ряд существенных недостатков. Считается, 
что атомы, покинувшие рабочую поверхность, не взаимодействуют 
с плазмообразующей средой и двигаются строго по нормали к поверхно
сти, что будет обосновано только при £. ^  Я , но в этом случае нельзя 
говорить ни о диффузии, ни о подвижности ионов. Кроме того, при по
лучении функции распределения ионов авторами работы применялась 
функция Грина, полученная в работе [131] для бесконечного пространст
ва. Следовательно, граничные условия модели не соответствуют функ
ции распределения и приведенное решение не может качественно и ко
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личественно учитывать влияние геометрии канала катода на эрозию по
верхности.

В работе [15] на основании модели плазменных процессов рас
сматривается модель эрозии полого катода, однако автор предполагает, 
что испарение является основным механизмом разрушения поверхности, 
но не приводит экспериментальных подтверждений своего мнения. Так
же автор рассматривает процедуру зажигания разряда как процесс, вы
зывающий наиболее сильную эрозию. Этой же проблеме эрозии в про
цессе поджига разряда посвящена работа [132].

В работе [133] представлена физическая и численная модели про
цесса катодной эрозии в дуговом разряде аргона с полым катодом при 
различных рабочих условиях: варьировались расход газа, разрядный ток, 
внутренний радиус катода и приложенное магнитное поле. Но модель 
рассматривает только эрозию в форме ионного распыления, другие типы 
эрозионных процессов не учитываются. Исследована зависимость поло
жения точки максимальной эрозии от диаметра канала и от приложенно
го магнитного поля. Авторы считают, что модель может быть применена 
для качественной оценки эрозии.

Из проведенного анализа теоретических и экспериментальных ра
бот по эрозии полых катодов вытекает, что общепринятого мнения о ме
ханизмах эрозии так и не сложилось. Не сформулирована полная физико
математическая модель процесса эрозии, поскольку катодная эрозия яв
ляется достаточно сложным явлением. Процесс эрозии в полом катоде 
обусловлен как тепловым состоянием стенок катода, так и состоянием 
прикатодного слоя (величиной прикатодного скачка потенциала, плотно
стью ионного тока на поверхности катода эмиссионными процессами 
и т. д.), а также взаимодействием плазмы со стенкой. Поэтому, как это 
отмечено у многих цитируемых выше авторов, проблема прогнозирова
ния ресурса полых катодов может быть решена лишь путем создания 
достаточно полной модели физических процессов в полом катоде совме
стно с моделью процессов эрозии катодной стенки. Построение такой 
модели является актуальной задачей, так как ресурс полого катода зна
чительно превышает ресурс стержневых и других типов катодов, рассчи
танных на такие же плотности тока, что делает этот тип катодов перспек
тивным для длительного использования в современных космических 
миссиях.
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3.1. Физическая модель эрозии в полых катодах

Рассматривается модель процессов эрозии для набивного полого 
катода (цилиндрическая оболочка, заполненная металлическими стерж
нями (рис. 1.1)). Словосочетание «поверхность катода» применяется 
и для поверхности стержней набивки, и для внешней оболочки катода. 
Очевидно, что параметры индивидуального катода зависят от радиально
го положения стержня внутри набивки. Моделирование процессов взаи
модействия плазмы с поверхностью катодных каналов может быть вы
полнено только при условии предварительного получения информации 
о состоянии плазмы и катодных стенок. Так как параметры состояния 
полого катода и плазмы существенно изменяются вдоль канала, то 
и процессы взаимодействия плазмы с поверхностью также изменяются 
вдоль оси каналов катода, что приводит к изменению параметров плазмы 
в активной зоне и прикатодной области.

Обычно в качестве величины, характеризующей скорость эрозии, 
используют удельную эрозию g, представляющую собой отношение эро
дированной массы катода Am к прошедшему электрическому заряду q:

Am 
g  = ------- .

q

В зависимости от того, какие именно значения уноса массы изме
ряются, можно использовать три вида удельной эрозии. Если рассматри
вается суммарный расход катодного материала из активной зоны 
и внешней поверхности катода, то вводится значение суммарной удель
ной эрозии g2. Если учитывается только унос массы из активной зоны 
полого катода, то вводится интегральная удельная эрозия g ^ .  Если же 
измеряется локальное изменение поверхности, то говорят о локальной 
удельной эрозии. Наибольший интерес (с точки зрения физики процессов 
и практического использования катодов) имеют величины интегральной 
и локальной эрозии. Следует отметить, что практически во всех экспе
риментах измеряется суммарная удельная эрозия и очень мало данных по 
локальной эрозии. Экспериментальные исследования выявили ряд осо
бенностей эрозии сильноточных полых катодов [49, 60, 61, 65].

1) Эффект резкого возрастания скорости эрозии канала при 
уменьшении температуры катода, или при уменьшении расхода плазмо
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образующего газа, или при вынужденном охлаждении катода. Такая осо
бенность имеет место и для многоканальных катодов.

2) Сопоставление результатов экспериментов с теоретической ско
ростью процесса чистого испарения показало, что наблюдаемая эрозия 
не может быть объяснена только процессом испарения. Кроме того, 
оценка коэффициентов распыления по экспериментальным данным по
лого катода показала, что они существенно больше, чем для обычных ка
тодных мишеней.

3) Обнаружено, что функциональная зависимость удельной эрозии 
одноканального катода от расхода плазмообразующего газа при заданной 
силе тока имеет минимум. Причем эрозия сильно возрастает как с умень
шением расхода от оптимального значения, так и с его увеличением.

4) Для большинства полых катодов, работающих в режиме термо
эмиссии, спектроскопические измерения показали, что концентрации 
ионов и атомов материала катода, т. е. примеси, в составе плазмы рабо
чего газа невелики.

Для получения подробной картины разрушения поверхности рас
сматриваются процессы распыления при бомбардировке ионами, испа
рения материала поверхности металла, а также возможный рециклинг 
(возврат) атомов и ионов металла на поверхность в другом месте канала. 
Какой из процессов становится преобладающим, зависит от геометрии, 
материала катода и параметров разряда. Сопоставление результатов экс
периментов с теоретической скоростью процесса чистого испарения по
казало, что наблюдаемая эрозия не может быть объяснена только про
цессом испарения [58, 59].

Прежде всего следует отметить, что ионы инертных газов, которые 
чаще всего используются в качестве плазмообразующего газа, обладают 
максимальным распыляющим действием вследствие полностью запол
ненных ^-оболочек атомов. Падающие на поверхность ионы газа отра
жаются в плазму в виде ионов, нейтральных и возбужденных атомов (см. 
рис. 3.1). Поверхностный слой металла может насыщаться нейтрализо
ванными ионами (на 1 атом металла поверхности может приходиться 1-2 
нейтрализованных иона), которые потом могут выбиваться падающими 
ионами. С другой стороны, часть ионов газа при нейтрализации превра
щается в быстрые атомы, которые при перемещении внутри металла 
смещают атомы кристаллической решетки, приводя к образованию ва-
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кансий в узлах решетки и наличию атомов металла в промежутках между 
узлами. Часть таких смещенных атомов металла выходит на поверхность 
и эмитируется в виде атомов, ионов и возбужденных атомов, образуя 
примесь металла в плазме.

П Л А З М А  ®  z

Рис. 3.1. Схема процессов взаимодействия плазмы с поверхностью катода

3.2. Математические и численные модели эрозии 
многоканального полого катода

3.2.1. Газодинамическая модель эрозии многоканального 
полого катода

Рассмотренные выше модели эрозии поверхности полого катода не 
могут обеспечить хорошей точности расчета скорости эрозии, поскольку 
учитывают очень небольшое количество факторов, обуславливающих 
эрозию, и содержат существенные упрощения процессов. В условиях, 
когда длина свободного пробега к много меньше поперечных размеров 
канала катода, расчет скорости разрушения поверхности требует привле
чения газодинамических моделей для описания процессов испарения ма
териала катода, диффузии частиц в канале, ионизации их в объеме с воз
можностью последующей конденсации в другой области поверхности, 
а также их выноса из канала вместе с потоком основного плазмообра
зующего газа.

Сформулируем математическую модель эрозии в газодинамиче
ском режиме с учетом следующих предположений:
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-  плазма в активной зоне полого катода имеет постоянные свойства;
-  концентрации молекул паэ и ионов ni3, эмитированных с катода, 

малы по сравнению с концентрациями na , ni , ne в плазмообра
зующем газе. Поэтому эта малая добавка не влияет на те решения, 
которые были получены в гл. 1, п. 1.5.1, т. е. нам известны распре
деления самосогласованного потенциала (р(т) в пристеночной об
ласти с учетом термоэмиссии электронов; поля концентраций за
ряженных частиц плазмообразующего газа; плотности токов ионов 
и электронов на стенку; направленная скорость плазмы вдоль оси Z 
(т. е. скорость конвекции uz и другие параметры).
Система уравнений для расчета паэ и пэ  (модель Эйлера -  Пуас

сона) имеет вид

d i v г  а = ~ щ паэ , Г  а = UzПаэ ~ °а ^ Паэ , (31)
— — еп

d iv r i = - тПа , , г i = uznh -  — V ( ni, Ti )  + -J- f -  E .
T kT

div Г а + div Г i = 0,

(3.2)

(3.3)

где Г a и Г  — плотности потоков атомов и ионов материала катода; 
—а и Di — коэффициенты диффузии атомов и ионов материала катода; 
uz — скорость основного потока в полом катоде; щ — частота иониза
ции атомов материала катода. При записи выражения (3.2) использована 
формула Эйнштейна для связи коэффициента подвижности ц  с коэффи
циентом диффузии D

М =
е

kT
D.

Граничные условия уравнений (3.1), (3.2) на поверхности полого катода 
можно записать в виде:

Г = D а1 na Яа . naэ ns ),
л а

ns = Dа
-Г, Г - = -

я,
n (3.4)

где Яаэ и Яэ — длина свободного пробега атомов и ионов материала ка
тода, nb , na3 — концентрация ионов и атомов материала катода, ns —
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концентрация насыщенных паров материала катода, Гпа и r ni — нор
мальные к поверхности компоненты потоков атомов и ионов. При этом 
величина Г а соответствует суммарному уносу частиц за счет испарения 
и ионного распыления.

В таком случае скорость эрозии поверхности равна

Y = та Г Е та Г 0 Г Da ■ Па + Dini ^
л„ лis у

(3.5)

где та — масса атома материала катода.
Первое слагаемое правой части (3.5) представляет собой скорость 

эрозии в вакуум, второе слагаемое описывает возврат частиц на поверх
ность в результате конденсации и рециклинга. Входящие в уравнения 
(3.1)—(3.5) величины со(, u и E являются заданными функциями коор
динат.

Алгоритм численного решения уравнений (3.1), (3.2) подробно 
рассмотрен в главе 1. В первом приближении уравнение Пуассона (3.3) 
можно не решать, так как ni3 ^  ni , и поэтому можно воспользоваться 
значениями E из главы 1. В этом случае скорость эрозии полого катода 
подсчитывается по формуле (3.5).

Ниже будет представлен еще один способ нахождения решения 
системы (3.1), (3.2) с граничным условием (3.4), который предложен 
М. В. Черкасовой.

Будем приближенно искать решение системы уравнений (3.1), (3.2) 
в виде ряда (см. приложение 5, п. П5.1)

п ■ па 0

n i =  п i 0

( z ) +  

(z )  +

г \ 2

\  rk у 
г \ 2r

. rk у

Па 2(z)  

ni2 (z ) ,

где z — координата по оси канала, rk — радиус канала.
Для скорости осевого потока uz (r, z) предполагается, что имеет ме

сто установившееся распределение скоростей с эффектом проскальзыва
ния:
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Uz (r ,z)=  U0 (Z) 1 +
2 l

rk

(  Уr

V rk )

гд е  X —  средн я я  дл и н а  п р о б ега  к ом п он ен тов  о сн о в н о го  потока. Г ран и ч 

ны е усл ов и я  (3 .4 )  устанавл иваю т взаи м освязь  м е ж д у  вели чин ам и  с и н 

дек сам и  0 и  2:

Г na _ — d  дПаэ 2  D

а dr 'r=rk

Г . _ - D  ^  |
Ш ' dr  r _rk

2  D a

a n _ Dana 2 l as

+M-Er (rk )(

na 2 + M-Er (rk )(ni0 +ni2 )
r

( 0  +na 2 - n s )

ni0 +ni2 )_

Di ( ч
= T~ ( i 0 +ni 2 ), 

1 э

отк уда

n _ ns -  na 0
a2 1 + l  ’

rk
1 1  M-Er (rk)

D ,
ni 2 _ —n i 0

1 +  2 l i 3  l i3 M - E r  ( r k  )

r k  D .

П ри  у с р е д н ен и и  урав н ен и й  (3 .1 ) , (3 .2 )  п о  сеч ен и ю  канала п ол уч а

ю тся  обы к н овен н ы е ди ф ф ерен ц и ал ьн ы е уравн ени я  для н еи зв естн ы х  

n a 0 ( z ) и  n.  0 ( z ) (п р и л ож ен и е 5, п. П 5.3):

2
rk

Гa2 (rk ) "  ' ^ a )dz V
+ d (Uz-n a) = —{Vi - n a),dz \ z

2
rk

Г i2 ( rk  ) + M- Ex )-ni) = (Vr na),

(3 .6 )

(3 .7 )

гд е

Г a 2 _
2 D a

na 2 + U0£a (a  0 +na 2 ) ,
r k



100 Глава 3

Г  2 =
2 Df

l~ni2 + u0£ ( о  + n 2 ) + /лЕг ( ) ( (■  о + п,2 ),

M  = Па0  + 1 Па2 ’(п > = п о  + 2 ni2 ,

iu ■ пЛ =

(и ■ =

и па  0

и п10

i - 1  — L
V 2 1 +  £ а  J

1 _  I  , _ 1 _
V 2 1 +  £ i J

+ — па  2 1 - 2 1
3 1 + £

+ — пi 2 1 - 2 1

а  J  

\

3 1 + £i J
22 22 

£а =—  £ =  —

( ЩПа )  =  Па 0 Ц ) + П
2 Г

а  2'
V Гк J

^ ,

{ MEz ni )  =  П0 ( ^ E z )  +  ni 2
2 Г

V Гс J
^ Ez К

к

2 Гкгде (...̂  = —-  f г ■ f  (г,...)dr означает усреднение по сечению канала при
г, 2 ^к 0

z = const. Граничные условия во входном и выходном сечениях ( z = 0 
и z = L ) канала определяются характером течения вне катодных полос
тей и представляют собой условия сопряжения решений внутренней 
и внешней задач. Важным моментом является тот факт, что граничные ус
ловия являются однородными, следовательно, не содержат источников.

Уравнения (3.6), (3.7) с граничными условиями (3.4) представляют 
собой линейные дифференциальные уравнения второго порядка с крае
выми условиями I рода [143, 144], поэтому суммарный поток частиц ма
териала катода можно искать с помощью функции Грина:

r A z  ) = f ns (z ')■ G (z , z )d z ', (3.8)
0

что позволит вычислять скорость эрозии по заданному распределению 
насыщенных паров материала ns ( z ). В подынтегральном выражении ис
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пользуется функция Грина G(z,z') для бесконечной трубки с устано
вившимся течением, параметры которого не зависят от z [145, 146]. В си
лу линейности уравнений (3.6), (3.7) решение системы может быть полу
чено в виде линейной комбинации решений двух полуоднородных задач 
Дирихле [143].

rПримем в первом приближении, что Er = — E0, Ez = const
rk

и Da = Di = D,Aa = Ai =A.  Тогда суммарный поток частиц с поверхно
сти [147] имеет вид

г z ( z ) = ■
4 D

(1 + 2е) J ns (z ' ) ■ G0
( л  z — z dz',
V rk 7k

(3.9)

где обобщенная функция Грина G0 построена на суперпозиции решений 
двух уравнений — (3.6) и (3.7) [145, 146]:

G0 (%) = $(%) — ga (£ )— J ga (¥)■ gi ( ^ —^ ) d^;
— ^

S ( i )  — дельта-функция,

g a  ( i )
1 ! a

, , 3 (  + ga + 6(1 + 2 e ) g
P 8

— функция Грина для уравнения (3.6), где g\ ( i )  и g  ̂(£) — фундамен
тальные решения уравнения (3.6), а коэффициенты k1 и k2 получены че
рез определитель Вронского [143, 145]:

k1k2 Ukli, i >  0, 

k1 — k2 [ ek i, i <  0,
g2 (i): k\ k2 k / i

1 i >  0, 

i<  0,

kj, k2 (  > k2) — корни уравнения k2 — 2 a 1 + 3e + 3e" 
3(1 + 2e)

k - в
8

1 + 2£ = 0,

t z.\ в(1 + 2 e ) \ / 1 /gi ( i )  =-----о----- gi ( i )  — функция Грина для уравнения (3.7), где gi (£)8
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фундаментальное решение уравнения (3.7) [143], а коэффициенты щ1 и щ2 так
же получены через определитель Вронского [143, 145]:

¥ ¥ 2 ¥ , %> °
¥  - ¥ 2  [ e¥^, £< 0,

2 а 8
¥ \,¥ 2¥  > ¥г ) — корни уравнения ¥  -  — A f -  ̂ 2  

для сокращения формы записи введены следующие обозначения:

= 0 . Здесь

A =

л Q .  2 3 3 31 + 3е + 3е - Y +  - х - ~ 7 £ - +  6Х£

1 +  2 е - у

V  ■ rk а  rk - v
а  = ---------, р ~

D D
г _ Л - м - E o , Z  =  M ■E

D V
2 Я

rk

причем

[  g 1 (#У # = 1, J g 2 ( # K  = 0.

В типичных условиях, когда характерный линейный масштаб изменения 
ns (z ) много больше калибра rk, для правильного описания скорости эро
зии необходимо грамотно воспроизвести асимптотическое поведение яд
ра интегрального уравнения G0(£) при <^»1. Решения уравнений (3.6), 
(3.7) обеспечивают удовлетворительную точность при небольших значе
ниях (< 1) параметров а и в. Так, при а = в  и s ^  0 поведение ядра G0

определяется экспонентой (G0~ ek^ ), а коэффициент k в показателе экс
поненты в этом случае является собственным значением для уравнения 
Лапласа [147, 148]:

1  _д_

r dr
dn
dr

k
=  - — n ,  n ( r k  )  =  0 ,

которое равно первому корню нулевой функции Бесселя k ~ 2,405. Рас
сматриваемое приближение при расчете дает для показателя экспоненты 
близкое значение k = л/8 ~ 2,83. Отметим, что степенное приближение
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n = n0 +
( \ 2 ( \r r

V rk ,
n2 +

v rk ,
пл

ценой двукратного увеличения объема вычислений обеспечивает высокую 

точность для ядра G0 (Щ) при Щ » 1 ,  а именно к = 2\/9—957 ~ 2,408.
Таким образом, при небольших значениях а и в, в предположении, 

что концентрации атомов и ионов материала катода равномерно распре
делены по сечению канала, уравнения (3.6), (3.7) и полученное на осно
вании их решения выражение для потока возникающих в результате эро
зии атомов r b (z) (3.9) дают удовлетворительное количественное описа
ние эрозии поверхности канала. Это решение при необходимости может 
быть далее уточнено в рамках следующего приближения.

При больших значениях параметров а и в  пары материала катода 
и ионы материала катода локализованы вблизи поверхности, и тогда 
предлагаемое приближение некорректно. Однако в таких условиях зада
ча упрощается тем, что становится несущественной реальная геометрия 
каналов, поскольку процессы протекают так же, как в полубесконечном 
объеме над плоской поверхностью.

Ядро G0(Щ) в (3.9) имеет характерный размер области локализа
ции, сравнимый с условным радиусом канала катода rk. Для внутренних 
областей канала, удаленных от краев на расстояние больше калибра rk, 
величину ns в подынтегральном выражении (3.9) можно разложить в ряд, 
ограничившись первыми тремя членами:

ns (z ') = ns (z ) + (Z -
ч dns

Подставляя это

J G0 (Щ)—Щ = 0, имеем

разложение в (3.9), с учетом условия

Г T(z ) = D' —ь \ ) s jdz
(
n + d ■ r,

V
dns
dz

(3.10)

Причем второе слагаемое мало в сравнении с первым слагаемым по 

причине малости отношения калибра rk к длине канала L ( , L  ^  1). Та-
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ким образом, второе слагаемое будет существенно лишь вблизи макси
мума ns (z ) и в области, где величина D's мала по причине специфиче
ского соотношения факторов (скорости течения, связанной с подвижно
стью, продольной и поперечной скорости ионов, скорости ионизации 
и т. д.). Для этой величины можно получить следующее выражение:

D' = d ■ Ds = D- 2
1 + 2 £

в (1 + 2 е)
8 + в(1 + 2 е)

а. - ( (  + k2)
6 (1 + 2 е) /  + / 2

k1k2 / 1 / 2

V

/ 1  + / 1/ 2 + / 2  
2 2 

/1 /2

к2 + k k  + k2 - а (  + ̂ 2) 2 \  К1 ^ Л1Л2 ^ к2 6 (1 + 2 е)

k k 2

(3.11)

а Vo ■ Гк а 2 + 24При в = 0 и s = 0 получим D' = — D = ——- , d = - 
s 4 4 24а

При ма-

лых а ( гк ■ м0 ^  D ) определяющим в (3.10) является второй член выраже
ния.

Если пары материала катода и продукты их ионизации сосредото
чены вблизи поверхности катода, то £ ^  гк , где £ — характерный раз
мер, определяющий убывание концентрации атомов и ионов материала 
катода в направлении по нормали к поверхности катода. При этом пред
полагается, как и ранее, Л ^  гк, т. е. справедливо газодинамическое при
ближение. Кроме того, как и ранее, считается, что концентрации na и nt 
атомов и ионов малы в сравнении с концентрацией частиц плазмообра
зующего газа, и это позволяет считать характеристики плазмы и разряда 
заданными функциями координат. В этих условиях выполнение неравен
ства £ ^ г к приводит к тому, что можно пренебречь реальной геометрией
канала катода и рассматривать эрозию плоской поверхности в полубес
конечном объеме.

Рассмотрим рабочую плоскость и ориентируем систему прямо
угольных координат таким образом, что ось Z направлена по нормали 
к поверхности, а ось X параллельна поверхности. Скорость плазмообра-
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зующей среды их считается постоянной во всем объеме. Скорость, свя
занная с подвижностью ионов, также считается постоянной во всем объе
ме. Она равна uz и направлена по оси Z к рабочей поверхности. В таком 
случае уравнения (3.1)—(3.2) принимают вид (см. приложение 5, п. П5.4):

D д Па , д Па
дх2 dz2

дПа
дх ■ их -  ПаЩ = 0 (3.12)

D д2п д2«;---- - Н-----;
дх 2 dz2

дп дп
- ^ Т  ■ их + 1 Т  ■ uz + паЩ = °. дх dz

(3.13)

Граничные условия второго рода на поверхности приняты в виде

D ъ1  =и (Па ns ) ^ (3.14)

D п  uz ■ ni = ni U  lẑ (3.15)

где U  — тепловая скорость, которая в первом приближении полагается 
одинаковой для атомов и ионов.

Уравнение (3.12) для потока атомов с граничным условием (3.14) 
может быть решено независимо от уравнения ионов (3.13) с помощью 
преобразования Фурье (методика решения изложена в [150, 151]) (см. 
приложение П5.4, п. 1), и полученное решение позволяет записать плот
ность потока атомов:

Га 2 п J п  o ')  J
eik (х'- х)

U  -  / D
■ e /zdk ■ dx, (3.16)

где введено обозначение

у/ 1  = k2 н i ■ k ■ их 
D D

Уравнение для концентрации ионов (3.13) с учетом граничного ус
ловия (3.15) и найденного выражения для концентрации атомов (3.16) 
также может быть решено с применением преобразования Фурье (при
ложение П5.4, п. 2), и тогда плотность потока ионов определяется выра
жением
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г  ■= 2 П  n  (x ) J e
и _________1 _

(v) -  yD  y 2 -  a y  -  J
-х

х( ЩЛ ( 
V D j

и„ +y z z U  -  yD
uz + U  + YD

J z dk ■ d x , (3.17)

где

u z ~ z
a  = — , y = —  \ i  2

D  2 D  V 4D2
uz I uz l2  i ■ k ■ uxz ^ k 2+ x

D

Для суммарной скорости эрозии из соотношений (3.16) и (3.17) 
в случае полубесконечного объема на основании условия (3.9) для функ
ции Грина получено выражение

г !=-22П J ns (x')-g  (x ' ~ x w = J  ns (x ) J e'',{x U
U  -  У D

х

X yD ________Щ »

y 2 - a y -1 k2

Y + y
i ■ k ■ u 

D

W

J j
u. + U  +  JD

dk ■ dx'. (3.18)

Можно показать, что полный поток частиц с рабочей поверхности равен 
нулю, если пренебречь краевыми эффектами. Рассмотрим интеграл по 
всей оси Х:

1 +̂  +̂>
J Г^(х )dx = —  J J ns (x ') ■ G(x' - x )dx'dx 

2 n —^  ^

_1 _
2n

J J ns (x') J elkkyX x G(k)dk ■ dx ■ dx' = 0,

или J eik(x -xG (k)dk = 0. Откуда следует, что G (k = 0) = 0. Здесь приня-
—̂

то обозначение G (k ) — фурье-образ функции G(x). Правильность по-
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следнего условия проверяется непосредственной подстановкой k = 0 
в выражение (3.18) (приложение П5.4 п. 3).

Введем новую безразмерную переменную интегрирования £ = х ^ .
D

и„а также два безразмерных критерия: а  = D  (характеризующий подвиж

ность) и п2 =^~DD (характеризующий диффузию). Поскольку для функ-
иХ

ции G ( - £ )  невозможно получить аналитическое выражение в элемен
тарных функциях, можно применить асимптотическое разложение инте
грала (3.18) по методике, описанной в работе [79, с. 70].

Для упрощения полученных выражений выполним ряд нормиро
вок, переходя к безразмерным величинам:

1 D D Up  = k— , — = а - , — = — ,
Ux Ux Ux

Y=
и
D

—
Х

— х •' -  + p + 1 ■ p
\

1 f  и \II

) v D )
(p Х + i ■ p + 2 ).

Согласно методике [79] можно получить асимптотические выра
жения функции G (£ -£ ' )  для предельных случаев величины (при
ложение 5.5). Так, в случае, когда \£-£'\ велико, функция G ( - £ ' )  оп
ределяет, каким образом влияет на скорость эрозии в точке £  испарение 
в удаленной от нее точке £ .  Можно показать, что в случае \£ -£ '\» 1
реализуются два случая

,2

1. При п2 <—  (
4 и

диффузией, и тогда

mD и< -4 ) подвижность ионов преобладает над
X

GiV - Г Ц  и s ( S - ? )
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X exp 12  ( - ( ) - — + 4  ■ ( - ( (3.19)

где в записи разложения использована 5-функция с известными свойст
вами:

j  S ( - ? W = 1, J s ( - ( ) -  f (( ) d ( =f ( ) ,

поскольку ранее было показано, что подынтегральная функция обраща
ется в ноль при k = 0.

2. При п2 > —
2  / co;D uz

V Ux
> основной вклад в возвратный поток

ионов вносит диффузия

g !2)(  -  ( ) = ux ■ [# (  -  ( \

V2n —o n —0 + — n
2 —

—о- \\n2 - —  n  - — h 2 - —

X

— 0 +
—

Xv—2 1
4 4

exp 1  ( - ( ) - J f 4  ■ ( - (
(3.20)

Также можно получить асимптотическое приближение для функ
ции G ( - ( ) ,  в случае когда ( - (  мало:

G0 ( - ( ) = u $ ( - ( ) -  2 —2 In —0

—0
( - (

(3.21)

В выражениях (3.19)—(3.21) первый член после свертки с плотно
стью насыщенного пара дает величину (— ■ ns(() ,  т. е. точно равен пото
ку испаренных в данной точке атомов, а второй член определяет полный
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возвратный поток ионов и атомов. Сшивая выражения (3.19)—(3.21), 
можно построить интерполяционную формулу для скорости эрозии, по
зволяющую по заданным значениям параметров разряда и температуры 
стенок канала, влияющих на ns ( f ) ,  определить эрозию катода в данной 
точке.

Г ^ )  = U ■ f  П ( f ) [G _ (< f - f ) .( l  -  e ™ )  + Go t f  — ? )e —f —f  ]d f . (3.22)

Явное выражение для скорости эрозии может быть получено в слу
чае, когда ядро G ( —У) в выражении (3.18) имеет характерный размер
области локализации гораздо меньший, чем характерный размер измене
ния температуры. В этом случае величину под интегралом в (3.18) можно 
представить в виде разложения [79]

П (х)  = n  (х ) дп
дх

х

Тогда подстановка этого разложения в интеграл (3.18) приводит 
к выражению

f G (х — х ) dx + 
2 п П v ' 2п

- ч  + о о

д -  ■ f (х — х')- G (х '— х )dx'.

Первый интеграл в этом выражении, как уже отмечалось ранее, об
ращается в нуль вследствие отсутствия потока частиц с рабочей поверх
ности. Таким образом, остается выражение

1 дп +°Гх(х) =-------- -■ f (х — х')-G(х '— х )dx'.
2 п дх J

Если применить преобразование Фурье к ядру G (х), то образ име
ет вид

+оо

G = —  f eihcG(х)dx. 
2 п  J

—оо
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Можно данный образ Фурье разложить по степеням (ik):

2п
|  G (хx)dx + ik I  x ■ G (хx)dx

Первый интеграл в этом разложении снова равен нулю, а второй является 
первым членом разложения в ряд Фурье образа ядра G (х -  х') по малому
параметру (ik). На основании такого разложения выражение (3.18) можно 
переписать (приложение П5.6):

Полученную формулу можно использовать для расчета эрозии катода не 
только в случае, когда поток атомов, выходящих с рабочей поверхности 
катода, определяется термическим испарением, но и в случае, когда су
щественную роль играет распыление материала катода ионами плазмо

образующей среды. В этом случае к величине необходимо добавить
д х

д ( Г  0Y )
величину —1-------, где Y — коэффициент распыления, Г: 0 — плотность

дх
потока ионов плазмообразующего газа.

Основным недостатком предложенной в данной части работы мо
дели эрозии является предположение о постоянстве скорости плазмооб
разующей среды во всем полубесконечном пространстве. Однако в слу
чае, когда ядро G (х -  х') локализовано в области значительно меньшей
по размерам области изменения температуры, методом теории возмуще
ний возможно получить решение, например, для случая линейного воз

(

V (3.23)
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растания скорости плазмообразующей среды по мере удаления от рабо
чей поверхности катода:

и = и0 ■ —
L

где L — характерный размер области изменения газодинамической ско
рости плазмообразующей среды. В этом случае исходную систему урав
нений (3.1)—(3.2) можно записать для фурье-образов функций Na и N, 
при разложении в ряд по малому параметру (ik) с отбрасыванием членов 
второго порядка малости ~  (получение уравнений для фурье-образов, 
см. приложение П5.4, п. 1 и п. 2):

d N a  (  k  2 +  i k U L +  3 L'  
D  Ddz2 ' Na = 0 ^  ^dNa - 3  ■ Na = ikU°- • L  ■ Na, (3.24)

dz2 D D L

d 2 N  uz dN,
r -  +

dz2 D dz
^ i Ux 1 2ik—  + k 
V D

N  = - 3  ■ Na

d2Ni .. 3 u 0 z uz dNi O лт^ ----2- -  jk-2- °  ■- + - z---- l- =---- l- ■ Na,
dz2 D L D dz D a

где фурье-образы

(3.25)

Na = J elbnadx, N, = J eikxn,dx.

Методика решения уравнений рассмотрена в приложении П5.4.
Решение уравнений (3.24) и (3.25), при учете малости параметра k, 

позволяет получить явное выражение для суммарного потока частиц:

dnsг  -  s 1 х dx L
O  ■ Ck D ■ C2a + ( v ) i (  + C2i + Co, ) (3.26)

где использованы обозначения

C1a
U0

. O T 4 -2  ■ L ■
\  D

C2 a =
U  ■ Uo

4  L ■o{{v)- 4 O  )
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За счет некоторого усложнения вычислений можно значительно 
повысить точность расчетной модели.

Рассмотренная модель эрозии поверхности канала полого катода по
зволила получить относительно простые выражения для расчета скорости 
эрозии за счет процессов: уноса атомов в результате испарения и ионного 
распыления, ионизации паров, конденсации атомов, переноса ионов за 
счет подвижности в сторону катода с последующей нейтрализацией их на 
поверхности катода (рециклинг). Для применения модели необходимо 
знать распределение электрического поля внутри канала (получено в гла
ве 1, п. 1.5) и параметры течения плазмы в канале катода (получено в гла
ве 1, п. 1.6). Основному разрушению подвержена область канала вблизи

1
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свободного торца катода, эрозия этой области описывается уравнения
ми (3.6) и (3.7). Во внутренней области канала имеет место перенос массы 
с одного участка на другой, что описывается уравнением (3.10).

Основным недостатком модели является слишком общее рассмот
рение процессов без привязки к реальной конструкции катода. Размер 
области локализации ядра интегрального уравнения G (z—z') имеет по
рядок радиуса канала. Однако в области активной зоны полого катода 
характерные области резкого изменения параметров электрического поля 
и плазмообразующего газа могут быть существенно меньше, прежде все
го в области фронта ионизации. Все параметры состояния плазмообра
зующего газа в активной зоне изменяются очень сильно по длине актив
ной зоны канала, поэтому линейной аппроксимации скорости плазмооб
разующего газа и линейной аппроксимации напряженности электриче
ского поля по радиусу канала явно недостаточно. Реальное распределе
ние потенциала электрического поля вблизи стенки канала получено 
в главе 1 монографии (приложение 1).

3.2.2. Свободномолекулярный режим эрозии полого катода

Предположим, что по всей длине канала катода задана плотность 
потока атомов, покидающих поверхность r+(z ) без учета конкретного
механизма этого уноса. Разумеется, испаренные и распыленные атомы 
по-разному взаимодействуют с плазмой в канале, поскольку имеют раз
ные функции распределения. Но более точную постановку задачи рас
смотрим позднее, пока различие не учитывается.

Расчет эрозии полого катода в свободномолекулярном режиме 
скорее представляет методический интерес. В реальных условиях 
функционирования полого катода нужно кроме испарения и распыле
ния учитывать также рециклинг, что означает возврат части вылетев
ших ионизированных атомов под действием электрического поля об
ратно на катод, а также конвективный вынос части атомов в межэлек
тродное пространство.

В данном случае математическая постановка задачи об эрозии по
лого катода заключается в следующем: по длине части поверхности ка
нала задана плотность потока частиц, покидающих поверхность Г  + (z),
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требуется найти распределение плотности потока конденсирующихся 
частиц r ~(z) по длине канала. Если предположить, что все возвращаю
щиеся частицы конденсируются, то суммарная эрозия электрода в еди
ницу времени GE находится из выражения

GE = 2 п  Гк • ma J (F+(Z ( -  F~(z ) )  (3.27)

Это соотношение записано для эрозии с внутренней поверхности 
каналов катода.

Соотношение (3.27) теоретически позволяет определить суммар
ную эрозию катода в единицу времени, однако не менее важно опреде
лить подробный профиль плотности потока массы Г Е =  Г  + ( . х ) -  Г  - ( . х ) ,

поскольку в процессе эксплуатации катода, даже при сравнительно низ
ком суммарном уносе массы, могут происходить сильные локальные из
менения геометрии стержней набивки, которые приведут к отказу уст
ройства.

Расчет величины GE в свободномолекулярном режиме полностью
эквивалентен задаче об излучательной способности полости. Если сте
пень черноты полости близка к единице, то поток атомов, покидающих 
полость, находится так же, как и поток фотонов в задаче о переносе из
лучения. В случае изотермической полости GE = 2п- Гк ■ ma ■ Г  , коэффи
циент 2 учитывает наличие двух открытых сечений у канала.

Рассмотрим задачу о распределении величины Г Е = Г  + (z) -  Г  - (z)
по длине катода. Катод будем считать бесконечно длинным, поскольку 
в реальных условиях соотношение между длиной канала L и характерным 
поперечным размером канала d следующее: Ljd > 10. Пусть начало отсче
та z = 0 соответствует выходному сечению катода и ось направлена про
тив потока плазмообразующего газа. Простейшая модель — движение ис
парившихся частиц в плоской щели, причем испарившиеся частицы не 
имеют скорости в направлении оси Z (рис. 3.2). Поток атомов, покидаю
щих единицу площади канала в окрестности точки Z , определяется вы
ражением

го п/2 го
Г  + = |  |  f ( z , v ) - v d v - cos(d)dd = 2J f ( z , v ) - v d v ,  (3.28)

0 -n/2 0



Математическое моделирование процессов эрозии в полом катоде 115

dz'

Рис. 3.2. Схема испарения (либо распыления) и конденсации атомов
в случае плоской щели

где f  (z,u) — функция распределения для испарившихся либо распы
ленных атомов, которая предполагается сферически симметричной.

Плотность потока частиц, попадающих на площадку dS вблизи 
точки z из окрестности точки z :

d r -(z ,z ')=  C0S ^  - '
R

dz '• I  f  (z ',v)dv. (3.29)

С учетом того, что cos2( & ) -  d/ R 2 , введем переменную z = Z/ d

и перепишем выражение Г+ — Г- с использованием (3.28)-(3.29) в новых 
обозначениях:

r z ( z ) = 21 f  (z ,u) du — |
dz

о (1 + (z — z )2) о
• I  f  (z ,v)dv. (3.30)

Если плотность потока r +(z) по длине постоянна, то из (3.15) вытекает 
следующее простое соотношение (см. приложение П5.2):

( \

r T(z ) -
Г +

2 —I dz'

1 + (z — z )

Г + 2 —
\Л

1 +
1 2+ z ) )

Г +

3/2

1 —

(3.31)

1+ z 2 )
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Из анализа выражения (3.31) следует, что при z  функция

r z ( z )
Г  
4 z2

Рассмотрим далее задачу определения профиля ГЕ = Г  + (х) -  Г - (х) 
для цилиндрической полости радиусом rk, ось Z направлена по оси ци
линдра, и началом отсчета снова будем считать выходное сечение като
да. Для безразмерной координаты z = Z/  плотность потока атомов, по-

rk
кидающих единичную площадку поверхности в окрестности точки z, за
писывается подобно (3.28):

Г +(z ) = * j  f  (z , v )v 3dv  j  cos(d)dd = n j  f  (z ,v)v3dv. (3.32)
0

Можно показать (рис. 3.3), что плотность потока атомов, попа
дающих с площадки вблизи (z,6 ) на площадку вблизи (z',6 '), описыва
ется выражением [43]

2п
Г (z>z')= j j

о о

4cos4

( -  z )2 + 4cos'

к 2 ,
dz ■ dq

к 2 у.

j  f  (z',v)tUdv. (3.33)

Рис. 3.3. К выводу формулы (3.33)
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П о э т о м у  п о л н ы й  п о т о к  в ы л е т а ю щ и х  и  к о н д е н с и р у ю щ и х с я  а т о м о в  

б у д е т  р а в е н  ( с м .  п р и л о ж е н и е  П 5 . 3 ,  в ы в о д  3 )

2п  с

f  ( z  , v ) v 3 d v - 4  J J- c o s 4 —  d z  ■ d —

0 0
( z  -  z ' ) 2  +  4 c o s '

—

—сJ f  ( z u ) U d v .  ( 3 . 3 4 )

В  п р е д п о л о ж е н и и ,  ч т о  Г  — ( z  )  =  c o n s t  п о  д л и н е  к а н а л а ,  н а  о с н о в а 

н и и  ( 3 . 3 4 )  м о ж н о  п о л у ч и т ь  о т н о ш е н и е ,  а н а л о г и ч н о е  в ы р а ж е н и ю  ( 3 . 3 1 ) :

( Y '

Г - = 1 - - |
1  Г -  п  0

2 —z ■ cos — т
2 1 —----------- -— - —cos—

z2 -  4cos2 — 2 2
V

п
—  a r c t g

2 c o s —
2 J

d —  ( 3 . 3 5 )

Ч и с л е н н о е  и с с л е д о в а н и е  п о в е д е н и я  ф у н к ц и и  ( 3 . 3 5 )  п о к а з а л о ,  ч т о

1
п р и  z  в ы р а ж е н и е  в е д е т  с е б я  п о д о б н о

z
Н а  р и с .  3 . 4  п р е д с т а в л е н о  р а с с ч и т а н н о е  с  п о м о щ ь ю  п о л у ч е н н ы х

ф о р м у л  ( 3 . 3 1 )  и  ( 3 . 3 5 )  о т н о ш е н и е
2 r z (z)

Г—
т е к у щ е г о  у н о с а  м а с с ы  к  м а к -

Г
с и м а л ь н о  в о з м о ж н о м у  у н о с у  ( Г m a x  =  —  п р и  z  =  0 )  д л я  с л у ч а я  п л о с к о й

щ е л и  и  ц и л и н д р и ч е с к о г о  к а н а л а .  П о д  б е з р а з м е р н о й  к о о р д и н а т о й  z  в  с л у -

z
ч а е  п л о с к о й  щ е л и  п о н и м а е т с я  — , а  в  с л у ч а е  ц и л и н д р и ч е с к о й  п о л о с т и  —

d

z  == Z,
rk

Т а к ж е  н а  г р а ф и к  н а н е с е н ы  э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  з н а ч е н и я  э р о з и и

в н у т р е н н е й  п о в е р х н о с т и  к а н а л а  к а т о д а ,  п о л у ч е н н ы е  в  [ 6 5 ] .

С р а в н е н и е  с  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и  п о к а з ы в а е т  н е у д о в л е 

т в о р и т е л ь н о е  с о о т в е т с т в и е  и  д л я  м о д е л и  э р о з и и  п л о с к о й  щ е л и ,  и  д л я  м о 

д е л и  э р о з и и  ц и л и н д р и ч е с к о г о  к а н а л а .  К о л и ч е с т в е н н о е  н е с о о т в е т с т в и е ,  

с  о д н о й  с т о р о н ы ,  м о ж е т  б ы т ь  с в я з а н о  с  я в л е н и е м  р е ц и к л и н г а ,  к о т о р о е  

п о к а  в  м о д е л я х  н е  у ч и т ы в а л о с ь .

Т е о р е т и ч е с к и  с  п о м о щ ь ю  с о о т н о ш е н и й  ( 3 . 3 1 )  и  ( 3 . 3 5 )  м о ж н о  п р о 

с л е ж и в а т ь  э в о л ю ц и ю  г е о м е т р и и  к а н а л а ,  п о с к о л ь к у  с к о р о с т ь  и з м е н е н и я  

п о п е р е ч н о г о  р а з м е р а  к а н а л а  п р о п о р ц и о н а л ь н а  Г ^ ( г ) .  О д н а к о  п о л у ч е н 

н ы е  с о о т н о ш е н и я  с п р а в е д л и в ы  д о  т е х  п о р ,  п о к а  и з м е н е н и е  г е о м е т р и и

—с
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Рис. 3.4. Изменение относительной эрозии по длине канала.
Сравнение с экспериментом [65]

поверхности является малым. К тому же ошибка числовых значений 
примерно в 2 раза дает слишком грубое представление о локальном ха
рактере эрозии.

По этой причине необходимо дальнейшее уточнение модели эро
зии поверхности катода с учетом не только испарения и конденсации, но 
также и процессов распыления и рециклинга. Для этого необходимо бо
лее глубокое изучение взаимодействия частиц плазмы с поверхностью 
канала.

3.3. Результаты вычислительных и физических 
экспериментов по эрозии полого катода

3.3.1. Распыление поверхности полого катода 
при бомбардировке ее ионами низких энергий

Первые результаты по экспериментальному определению удельной 
эрозии одноканального полого катода из тантала были представлены 
в 1969 году в работе [80], позднее, в 1977 году, в работе [49] были приве
дены результаты эксперимента с многоканальным катодом из тантала. 
На рисунке 3.5 показаны зависимости удельной эрозии катодов из танта-
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ла от расхода плазмообразующего газа. Более поздние исследования 
подтвердили результаты работы [49]. В частности, было подтверждено 
наличие минимума в зависимости удельной эрозии от расхода. На ре
зультаты работ [49, 80] следует обратить внимание потому, что уже то
гда авторы пришли к выводу, что эрозия не может быть объяснена толь
ко процессом испарения. В работе [58] авторы также рассматривали рас
пыление поверхности ионами плазмообразующего газа, ускоренными 
прикатодным скачком потенциала, как основной фактор эрозии. Поэтому 
в рассматриваемой далее модели предполагается, что распыление играет 
определяющую роль при относительно низких температурах поверхно
сти, а испарение становится существенным только с повышением темпе
ратуры в области ближе к свободному торцу катода.

2 4о
ън

ьо з

СОо
Рч 9
с о  £

XЛ „ 
§ 1
£

0

Расход газа, G -10 кг/с

Рис. 3.5. Экспериментальные результаты измерения эрозии полого катода [80, 49]

Для полых катодов, работающих в дуговом режиме, характерны 
невысокие значения прикатодного падения напряжения. Поэтому рас
смотрим физическую модель явления распыления поверхности твердого 
тела ионами низких энергий (W < 500 эВ), что соответствует условиям 
плазмы полого катода в дуговом режиме.

Будем полагать, что определяющими факторами распыления в та
ком случае являются: аккомодация энергии иона, глубина имплантации
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иона, состояние приповерхностной группы атомов, возбужденных уда
ром ионов, «испарительный» механизм отрыва иона.

В отличие от модели теплового «клина», предложенной в рабо
те [81], в области низких, практически «припороговых» энергиях ионов в 
качестве линейного размера области существенного «разогрева» группы 
приповерхностных атомов в направлении, перпендикулярном поверхно
сти тела, принимается длина проективного пробега ионов Ар . В рабо
те [82] приведены значения длин проективного пробега Лр , рассчитанные
для нескольких комбинаций «ион-мишень» в зависимости от начальной 
энергии иона при нормальном падении иона на поверхность. Численный 
анализ экспериментальных [83] и теоретических закономерностей [82, 84] 
показывает, что в области энергий 0,5 кэВ длина проективного пробега 
наилучшим образом аппроксимируется выражением вида

Ар =Аор ■ (1+B ■ W2/3), (3.36)

где А р и B — константы аппроксимации. Энергия иона выражается в эВ.
Как показано в [83, 84], отношение длины полного пробега иона А 

к длине проективного пробега Ар в случае упругих столкновений не за
висит от энергии частиц и является практически универсальной функци
ей отношения масс атомов поверхности (мишени) и бомбардирующих 
ионов:

Ар
А

1 + 1 т2 ч-1

2 т 1
(3.37)

где т 1 — масса падающего иона, т 2 — масса атома мишени.
На основании данных, приведенных в [83, 84], были получены кон

станты аппроксимации в соотношении (3.36), например, для комбинации
вольфрам-аргон: А0р = 3,738 A, B = 2,477 ■ 10-2 эВ2/3; для комбинации

Ар
углерод-аргон: А0р = 3,812 A, B = 2,672 -10 2 эВ2/ ; отношение —  = 0,4.

А
На рисунке 3.6 представлены результаты расчета проективного пробега

Ар
иона, а также полного пробега при — 0,4. Также на графике нанесены

экспериментальные значения длины полного пробега из работы [82].
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Выполненные расчеты Яр для энергий W < 500 эВ показали, что
область возбуждения простирается не далее четвертого поверхностного 
слоя атомов, а для некоторых комбинаций «ион-мишень» даже не даль
ше третьего слоя.

В качестве формы возбужденной области примем цилиндр, длина 
образующей которого равна Лр , а площадь поперечного сечения — Sp ,
причем площадь сечения не зависит от энергии падающего иона. Число 
возбужденных атомов в выбранном объеме

AN0 = П  - S p -Яр (W),

где па — концентрация атомов мишени.

Рис. 3.6. Зависимость длины пробега иона от его энергии, 
экспериментальные данные [82]

Как показал численный анализ закономерностей распыления, для 
наилучшего описания поведения коэффициента распыления во всем ука
занном диапазоне энергий величину Sр следует считать неизменной.

Тепловое состояние приповерхностной группы атомов ANa опре
деляется законом сохранения энергии для этой группы:

U* - ANa =U - ANa + aw - W + SQle ( , V,,еФ„,...),
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*где U и U — средняя энергия атомов мишени до и после возбуждения, 
aW — коэффициент аккомодации кинетической энергии иона, aR — ко
эффициент поглощения энергии иона, W — энергия ионизации, еФ в — 
работа выхода, функция 8 Qie учитывает передачу внутренней энергии
иона и потери энергии из области возбуждения за счет теплопроводно
сти, излучения и других факторов [85].

Для достаточно широкого интервала температур среднюю энергию 
атомов мишени до столкновения можно аппроксимировать выражением 
вида [86]

U -  CV о
1

1 + - Y - T  
2

• T , (3.38)

где константы аппроксимации CV 0 и у  для исходного состояния твердо
го тела определяются на основании таблиц термодинамических функ
ций [86]. В формулах все энергетические параметры и температура вы
ражены в электронвольтах.

Как показали оценки, состояние возмущенной группы атомов в те
чение времени существования возбуждения следует рассматривать как 
некоторое квазиодномерное состояние с температурой порядка несколь
ких электронвольт и с плотностью, близкой к плотности твердого тела. 
Такое состояние соответствует состоянию идеального одноатомного га
за, молекулы которого имеют три поступательные степени свободы [87, 
88]. Тогда внутреннюю энергию возбужденных атомов, как энергию иде
ального газа, можно записать как

где CV ~ 32 R — молярная теплоемкость указанного состояния, T — 

температура возбужденных атомов, находится из соотношения

T * -  Cv о
CV V

1 + 1  г - T 
2

. t  + а W + SQ,
А  - Ар

А  - C* • Па • SP. (3.39)

В рамках рассматриваемой модели, например, для вольфрама при

температуре 700 K отношение C V о
C V

равно приблизительно 2. Пара-
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метр А0 является константой аппроксимации. На рисунке 3.7 представлен 
вид зависимости температуры возбужденных ударом иона приповерхно
стных атомов от энергии налетающего иона. Расчет был выполнен для 
комбинации веществ аргон-вольфрам (Ar-W) при различных исходных 
температурах поверхности.

Энергия падающего иона, эВ

Рис. 3.7. Зависимость температуры возбуждаемых ударом иона приповерхно
стных атомов от энергии иона и температуры поверхности (Ar-W)

К сожалению, в уравнение энергии входит целый ряд эмпириче
ских констант, которые требуют специального подбора. Наиболее суще
ственную роль в энергообмене иона с поверхностью твердого тела играет 
коэффициент аккомодации кинетической энергии иона. Из эксперимен
тальных исследований коэффициента аккомодации энергии ионов в об
ласти энергий от 100 до 500 эВ [89, 90] следует, что в области низких 
энергий иона коэффициент отличается от единицы и с уменьшением 
энергии иона также уменьшается. Поэтому необходимо дополнительное 
исследование зависимости коэффициента аккомодации энергии падаю
щего иона от его энергии. В работе [90] была предложена полуэмпириче
ская формула для расчета коэффициента аккомодации энергии ионов 
в диапазоне энергий 100 500 эВ. Однако предложенная формула не 
описывала область энергий меньше 100 эВ. Поэтому были исследованы 
полуэмпирические закономерности, предложенные в [89, 90]. Законо
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м е р н о с т и  б ы л и  с к о р р е к т и р о в а н ы  н а  о с н о в а н и и  т е о р и и  о т р а ж е н и я  ч а с т и ц  

о т  п о в е р х н о с т и ,  р а с с м о т р е н н о й  в  [ 9 1 ] .

В  о б л а с т и  н и з к и х  э н е р г и й  п а д а ю щ и х  и о н о в  к о э ф ф и ц и е н т  а к к о м о 

д а ц и и  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  м о ж н о  в в е с т и  ч е р е з  к о э ф ф и ц и е н т  о т р а ж е 

н и я  э н е р г и и  R W ,  к о т о р ы й  о п р е д е л я е т с я  в ы р а ж е н и е м  [ 9 1 ]

rw
1  - ( w l ( 1  +  X w Г  , е х р ( -  )

1 +  ( 3  ( /  ( 1  +  X w ) )

( 3 . 4 0 )

г д е  п а р а м е т р  X W с в я з а н  с  к о н ц е н т р а ц и е й  а т о м о в  т в е р д о г о  т е л а  n a , 

т р а н с п о р т н ы м  с е ч е н и е м  у п р у г о г о  р а с с е я н и я  o tr и  д л и н о й  п р о б е г а  

и о н а  Л :

2
X w =----------- Л ■ ( 3 . 4 1 )

n a ' ®tr ' Л
К о э ф ф и ц и е н т  а к к о м о д а ц и и  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  a W  и  к о э ф ф и ц и 

е н т  о т р а ж е н и я  э н е р г и и  R W  с в я з а н ы  п р о с т ы м  с о о т н о ш е н и е м :

a W = 1 — R w. ( 3 .4 2 )

Н а  о с н о в а н и и  и з в е с т н ы х  м и к р о с к о п и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  с т о л к н о 

в е н и й  и о н о в  с  п о в е р х н о с т ь ю  т в е р д о г о  т е л а  ( o t r , Л  и  Л р )  м о ж н о  р а с с ч и 

т а т ь  м а к р о с к о п и ч е с к и е  п а р а м е т р ы  с т о л к н о в е н и й :  к о э ф ф и ц и е н т  а к к о м о 

д а ц и и  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  a W  , к о э ф ф и ц и е н т  о т р а ж е н и я  ч а с т и ц  R N  ,

с р е д н ю ю  э н е р г и ю  о т р а ж е н н ы х  ч а с т и ц  ( W }  . К о э ф ф и ц и е н т  о т р а ж е н и я  

ч а с т и ц  R N о п р е д е л я е т с я  а н а л о г и ч н о  к о э ф ф и ц и е н т у  о т р а ж е н и я  э н е р г и и

R W, н о  п а р а м е т р  X W в  ф о р м у л е  с л е д у е т  з а м е н и т ь  н а  X N  = 1 2  X W  [ 9 1 ] .

С р е д н я я  э н е р г и я  о т р а ж е н н ы х  ч а с т и ц ,  п р и  з а д а н н о й  э н е р г и и  б о м б а р д и 

р у ю щ и х  и о н о в  W , н а х о д и т с я  и з  с о о т н о ш е н и я

( W )  = W  ■ ^ . ( 3 . 4 3 )

R N

З н а ч е н и я  п е р е ч и с л е н н ы х  м а к р о с к о п и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  с т о л к н о 

в е н и й  и о н о в  с  п о в е р х н о с т ь ю  н е о б х о д и м ы  т а к ж е  и  д л я  р а с ч е т а  т е п л о -  

и  м а с с о о б м е н а  п л а з м ы  с  п о в е р х н о с т ь ю  к а т о д а .
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Как видно из формул (3.40)-(3.43), для расчета коэффициента ак
комодации кинетической энергии при энергиях падающих ионов 
W < 500 эВ требуется знание длины пробега иона и транспортного сече
ния упругих столкновений в этом диапазоне энергий. Поэтому была по
строена аппроксимирующая формула на основании известных из экспе
римента коэффициентов аккомодации [89, 90]. При обработке экспери
ментальных результатов для построения аппроксимации использовался 
метод наименьших квадратов. Получено, что в рассматриваемом интер
вале энергий (100 500) эВ с экстраполяцией в область припороговых
энергий транспортное сечение упругого рассеяния медленных ионов при 
столкновении с поверхностью твердого тела удовлетворительно аппрок
симируется выражением вида

а,tr _ ^ с  
W

b + W  Y
v W )

(3.44)

где <т0, E0, b, m — константы аппроксимации. Ниже приведены приме
ры полученных констант аппроксимации для двух комбинаций пар ве
ществ «ион-мишень»:

Ar+-W b = 1 m = 1 W0 = 111,1 эВ oq = 1,08 103 A2

Cu+-W b = 1 m = 2 Wq = 182,19 эВ oq = 2,15103 A2

На рисунке 3.8 представлены рассчитанные величины коэффици
ентов аккомодации кинетической энергии ионов аргона и ксенона при 
бомбардировке поверхности меди или вольфрама. Также на графики на
несены экспериментальные точки [89, 90]. Среднее относительное от
клонение расчетных значений aW от экспериментальных данных во всем
исследуемом диапазоне не превышает нескольких процентов для рас
смотренных пар веществ.

Рассмотренный выше механизм разогрева группы приповерхност
ных атомов мишени (поверхности твердого тела), с учетом возможных 
столкновений достаточно быстрых атомов между собой, обуславливает
возможность установления распределения по энергиям близкого к мак

*
свелловскому с температурой T . За время существования возбужденной
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приповерхностной группы атомов может произойти испарение атома 
с поверхности. Для скорости испарения используем соотношение [88]:

m „• (t  * ) = Cev ■ (T * f /: ■exp We
T* (3.45)

где Cev и Wev — константы аппроксимации, причем величина Wev обыч
но принимается равной энергии сублимации или энергии испарения.

Рис. 3.8. Зависимость коэффициента аккомодации от энергии падающего иона: 
— моделирование, ♦ — результаты эксперимента [89, 90]

Тогда средняя скорость эрозии поверхности тела за счет указанно
го процесса «испарения» в результате бомбардировки ионами низких 
энергий при известной плотности ионного тока j ik на поверхность опре-
деляется выражением

msp = _ ' Jik ■ S p ■ Tp ■ mev = _ ' Jik ' S p ' Tp ’ Cev ’ (T )
(

■ exp We \

l  T J
(3.46)

e e
Коэффициент распыления поверхности по определению есть вели

чина, равная
eN  mi spY ат _ sp [атом/ион],

Ni ma JikSp
где ma — масса атома мишени (твердого тела), Tp — время ионизации.
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При подстановке скорости процесса испарения получим выраже
ние

Y =
т„ Ce v  { Т  ’ У'А

(  W ) 1 * \ - X (  W Лexp ev = Y0 •(T ) /2 • exp ev

V t  J V t  *

В (3.47) введена масштабная величина Y0
т • Cp  ev

ma

. (3.47)

выраженная в эВ, ко

торая является эмпирической постоянной.
Таким образом, методика расчета коэффициента распыления по

верхности металла при низких энергиях ионов (W < 500 эВ) включает со
отношения для:
коэффициента распыления (3.32):

- V. Г W Л
vv evY = Yo • ( *  p 2 • exp

V T J

температуры возбужденных атомов (3.24):

T* CV о (- 1
CV V

1 +— у  • T 
2

• T + aE • W + SQh
A  • Ap

коэффициента аккомодации кинетической энергии (3.25)-(3.27):

aW 1 -  1 - ( ( ' + X W -exp( - X W
1 + (3 ( ■ / (1 + Xw p

длины проективного пробега иона (3.21):

Ap = А?о • (1 + B • WP ;  

транспортного сечения рассеяния (3.29):

t = t
tr W

b + ( Wo ]V W J
Параметры аппроксимации t 0, W0, m, b, ^ 0 p, B определяются не

зависимым путем на основании экспериментальных данных для коэффи
циента аккомодации. Параметры Y0, A0, 5Qie определяются в процессе
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решения системы перечисленных уравнений с привлечением экспери
ментальных данных по коэффициентам распыления, исходя из необхо
димости согласования расчетных и экспериментальных данных. Пара

*метры C , у  получены путем аппроксимации табличных значений эн
*тальпии твердого тела. При определении параметра С было также уч

тено требование наилучшего согласия вычисленных и измеренных ко
эффициентов распыления при высоких температурах в соответствии 
с гипотезой Зигмунда [8 8 ] о квазиконденсированном состоянии группы 
возбужденных атомов. Для комбинации «ион-мишень» Ar-W получены 
Y 0  = 3,60015 эВ1/2 и A  = 4,84266 A- 1 , §Q ie = 0 .

На рисунке 3.9 представлены результаты расчета коэффициента 
распыления для комбинации веществ аргон-вольфрам (Ar-W) в области 
низких энергий ионов в зависимости от температуры бомбардируемой 
поверхности. Прежде всего следует отметить хорошее согласие экспери
ментальных данных работы [92] и результатов расчета. Также в расчете 
получен эффект существенного возрастания коэффициента распыления 
при увеличении температуры мишени из тугоплавкого материала, что 
соответствует экспериментальным данным работ [93, 94]. Таким обра
зом, рассмотренная модель удовлетворительно описывает закономерно
сти распыления при низких энергиях ионов (W < 400 эВ) и высоких

и0
1 
1 
sf
ч5о

-2

-3

-4

-5

-6

■
1

■
--------* -------

2

■
1 — 100 э!3

■ 4 .
г —  7 0  э в  
3 —  50 э В  
1 —  35 э В  
5 —  30 э В  
5 —  25 э В■

"  5 ^ -  

6

■
—  ком бинация вещ еств A r - W

экспериментальные результаты [93] 
а  экспериментальные результаты [94] 
★  экспериментальные результаты [92]
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Рис. 3.9. Зависимость коэффициента распыления от температуры мишени
при различных энергиях ионов
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т е м п е р а т у р а х  и  м о ж е т  б ы т ь  и с п о л ь з о в а н а  п р и  р а с ч е т е  э р о з и и  п о л ы х  к а 

т о д о в ,  д л я  к о т о р ы х  х а р а к т е р н ы  к а к  р а з  н и з к и е  п р и к а т о д н ы е  н а п р я ж е н и я  

и  в ы с о к и е  т е м п е р а т у р ы  п о в е р х н о с т и  к а т о д а .

Т а к ж е  р а с ч е т ы  п о к а з а л и ,  ч т о  с р е д н я я  э н е р г и я  в о з б у ж д е н н ы х  у д а 

р о м  п р и п о в е р х н о с т н ы х  а т о м о в ,  о п и с ы в а е м а я  т е м п е р а т у р о й  в о з б у ж д е 

н и я  Т  , с у щ е с т в е н н о  м е н ь ш е  э н е р г и и  п а д а ю щ и х  и о н о в ,  н о  п р и  э т о м  с о 

с т а в л я е т  з н а ч и т е л ь н у ю  в е л и ч и н у .  Н а п р и м е р ,  п р и  б о м б а р д и р о в к е  в о л ь ф 

р а м а  и о н а м и  а р г о н а  с  э н е р г и я м и  1 0 0 - 3 0 0  э В  т е м п е р а т у р а  Т  с о с т а в л я е т  

о т  2 , 5  д о  7  э В .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  р а с п ы л е н н ы е  а т о м ы  в ы л е т а ю т  с  э н е р г и 

е й  п о р я д к а  н е с к о л ь к и х  э л е к т р о н в о л ь т ,  ч т о  н е о б х о д и м о  у ч и т ы в а т ь  п р и  

д а л ь н е й ш е м  р а с с м о т р е н и и  п р о ц е с с а  р е ц и к л и н г а .

В  р е з у л ь т а т е  б о м б а р д и р о в к и  п о в е р х н о с т и  м а т е р и а л а  м е д л е н н ы м и  

и о н а м и  п о я в л я е т с я  п о т о к  р а с п ы л е н н ы х  а т о м о в  м а т е р и а л а  м и ш е н и ,  н а 

п р а в л е н н ы й  о т  п о в е р х н о с т и  к  п л а з м е ,  и  п л о т н о с т ь  э т о г о  п о т о к а :

m sp ( 3 . 4 8 )

г д е  Y  —  к о э ф ф и ц и е н т  р а с п ы л е н и я ,  М а  —  м о л я р н а я  м а с с а  а т о м о в  м и ш е 

н и ,  F  —  ч и с л о  Ф а р а д е я .

Э к с п е р и м е н т а л ь н о  м о ж н о  о п р е д е л и т ь  в е л и ч и н у  с р е д н е й  у д е л ь н о й  

э р о з и и

g  =

A m  

I  A t

к г

К л  J ,
( 3 . 4 9 )

г д е  A m  —  с у м м а р н ы й  у н о с  м а с с ы ,  I  —  с и л а  т о к а  р а з р я д а ,  A  t  —  д л и 

т е л ь н о с т ь  р а б о т ы  к а т о д а  п р и  з а д а н н о м  р е ж и м е .

М о ж н о  т а к ж е  в в е с т и  в е л и ч и н у  л о к а л ь н о й  у д е л ь н о й  э р о з и и :

g л
m

n

г д е  m  —  л о к а л ь н а я  с к о р о с т ь  у н о с а  м а с с ы  с  е д и н и ц ы  п о в е р х н о с т и  к а т о 

д а ,  j n  —  л о к а л ь н а я  п л о т н о с т ь  т о к а  н а  п о в е р х н о с т ь  к а т о д а .

Л о к а л ь н ы е  п а р а м е т р ы  с в я з а н ы  с  и н т е г р а л ь н ы м и  п а р а м е т р а м и :

m  ■ d s  ■ d t

AtSm

и  I  =  —  

A t
j j  j nds ■ d t.

AtSm
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В эксперименте определяется величина средней удельной эрозии. 
И эта величина естественно включает в себя результат суммарного воз
действия различных механизмов уноса и возврата массы катода.

В частном случае, если эрозия поверхности происходит за счет 
преобладающего распыления, можно связать коэффициент распыления Y 
и удельную эрозию следующим соотношением [92]:

g sp = Y (w , T*) - A  ■ в  ■ m .

В этом выражении Ла — относительная атомная масса вещества 
мишени (катода), в к = j ikl  j n — доля ионного тока на катод,

mpje  = 1,044 10 кг/Кл. Это соотношение для средней удельной эрозии
справедливо в случаях, когда испарением атомов можно пренебречь. 
Правда, необходимо знание доли ионного тока на поверхность катода. 
Однако при небольших плотностях ионного тока области локального 
возмущения от ударов отдельных ионов не перекрываются. В такой си
туации процессы эрозии за счет испарения и распыления являются неза
висимыми и суммарный унос массы складывается из потерь массы в ка
ждом процессе: m = mev + msp . Тогда и суммарная удельная эрозия нахо

дится как сумма g = gev + gSp .

3.3.2. Уравнения баланса примеси продуктов эрозии 
полого катода

В модели, используемой в настоящей работе, предполагается, что 
эрозия каналов полого многоканального катода происходит при сово
купном влиянии трех процессов: испарения, распыления и осаждения 
распыленного материала. Рассматриваются режимы, при которых кон
центрации атомов и ионов примеси существенно меньше концентрации 
атомов и ионов плазмообразующего газа. Как показали расчеты и экспе
рименты [90, 91, 93, 103, 120, 121], это предположение оправдывается
для большинства полых катодов, работающих в режиме термоэмиссии.

Моделирование проводится в цилиндрической системе координат 
с учетом азимутальной симметрии. Эрозия поверхности стержней набив
ки рассматривается по слоям набивки, начиная от центрального стержня.
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Если относительное изменение радиуса стержня набивки катода 
вследствие эрозии сравнительно невелико, то возможно рассмотреть ло
кальное изменение концентрации примеси в плазме канала за счет пере
численных выше процессов:

-  уравнение баланса массы ионов примеси:

Sp d
2 п - Пфф dz ( z nikmik ) = mi,sp + mi,ev + Z  Rnim

S
2  n  — -mik4k ; (3-50)

эфф

-  уравнение баланса массы атомов примеси:

Sp d , , iA Sp
( znakmak ) = m asp + ma,ev + Z  Rnafhn,rec -  . --- L---——  0 (351)2n- —2 n  —  dz

законы сохранения массы атомов и ионов примеси на поверхности:

( 3 . 5 2 )aa + Rai + Raa = 1; ai + Rii + Ria = 1>

где nak, nik — концентрация атомов и ионов примеси; mak = mik — масса 
ионов и атомов примеси; ma sp, mi sp — локальная скорость потока массы 
с единицы поверхности катода; ma ev, mi ev — скорость испарения массы 
в виде атомов и ионов; ma rec, mi rec — плотность потоков массы атомов 
и ионов примеси из плазмы на поверхность катода; aa, at — коэффици
енты прилипания атомов и ионов примеси; Ria, Rai, Rii, Raa — коэффи
циенты отражения атомов и ионов; coek — скорость ионизации примеси; 
гэфф — эффективный радиус канала; Sp — смачиваемый плазмой пери
метр канала; oek — скорость ионизации примеси.

Степень ионизации плазмы X t определяется отношением 
X i ~ n j (ni + na), тогда относительные концентрации компонентов соот
ветственно будут определяться как:

— для атомов плазмообразующего 
газа;

X ak = nak! ( i  + na) — для атомов примеси;
X ik = nik /( i  + na) — для ионов примеси.
В рассматриваемом приближении скорость плазмы в целом (смеси 

пяти компонент) определяется соотношением

X a = na ( i  + na)



132 Глава 3

Gg
vz =

m■i Xa + ni ) _
(3.53)

В качестве исходной системы уравнений баланса компонентов 
примеси принимаем уравнение (3.51) и сумму уравнений (3.50) и (3.51). 
С учетом относительных концентраций компонентов примеси и скорости 
потока уравнения баланса частиц примеси примут вид

dXтг ak _
dz = тa,sp + тa,ev + ( 1  -  ai ) тi ,rec -  aa ' ma,rec

Sp ■ mik
2 nr ek

эфф

m„ d (  + X ai )
dz msp + mev -  aa ■ ma,rec -  ai ' mi,rec ,

(3.54)

(3.55)

• Gg  ' mik . . *где mg = ----------------- , величины msp и mev были получены в предыду-
Lk • 2 п эфф • mi

щем разделе, см. (3.30) и (3.33).
Скорости распыления и испарения msp и mev не зависят от концен

траций атомов и ионов примеси X ak и X ik, они определяются темпера
турой катода T , прикатодным падением напряжения Ay>k и плотностью 
ионного тока на катод j ik .

Вынос массы продуктов эрозии потоком плазмы в случае полого 
катода с прокачкой рабочего вещества осуществляется вследствие кон
вективного переноса примеси вдоль канала со скоростью

- mikGg (X ik + X ak) (356)m =---------------------- . (3.56)
mi

Удельная эрозия катода (коэффициент уноса массы) на основании 
(3.49) примет вид

g =
mikGg (X ik + X ak)

mi • 1

(3.57)

Причем в (3.41) и (3.42) значения концентраций компонентов при
меси X ik и X ak берутся при z = Lk на свободном торце катода на выходе
из канала.
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3.3.3. Расчет скорости процесса рециклинга

Определение плотностей потоков массы атомов и ионов примеси 
обратно на поверхность катода (процесс рециклинга) представляет собой 
отдельную задачу. Рассмотрим пятикомпонентную плазму: e — электро
ны, a — атомы плазмообразующего газа, i — ионы плазмообразующего 
газа, ak — атомы материала катода, ik — ионы материала катода. Система 
уравнений движения пятикомпонентной неизотермической частично 
ионизованной плазмы в проекции на радиальное направление:

- VPS +1s • ns ■ Er = M rs, (3.58)

где M rs = ^ n s -vst - mst (urs - v rt ), vrs и vrt — искомые скорости (диффу-
t

зия и подвижность) компонентов примеси, частоты столкновений

vst = nt - gst - Qst, средняя арифметическая скорость gst 8 k .T1st
п- mst

при-

m • m m mведенная масса mst = —s--- — , температура Tst = Ts - —— + Tt - —— , Er —
ms + mt ms mt

радиальная напряженность электрического поля в канале, Qst — среднее 
сечение столкновений соответствующих частиц с передачей импуль
са [55-57, 96, 97].

Индексы s и t принимают значения, соответствующие всем пяти 
перечисленным типам частиц. Кроме того, в систему добавляется урав
нение неразрывности:

£ а U  = 0. (3.59)
s

Разрешив систему уравнений (3.58), (3.59) относительно скорос
тей us , можно применить полученные скорости для определения плотно
сти тока ионов примеси на катод с учетом того, что X ak ^  X ik ^  Х , :

Jik ,k
1 +

1 -  X ,  Qk a X ,

X  Q,

. Jik . x ik

ik ,i

(3.60)

Тогда плотность потока возврата массы ионов на катод пропорциональна 
относительной концентрации примеси:
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^  mik ■
mi,rec =ai,rec ' X ik = —  Jik,k , (3.61)

где коэффициент пропорциональности

a ,rec
mik 1 Jik
e 1 + 1  -  X  Qik a X

X, Qik i

(3.62)

зависит от плотности ионного тока плазмы на катод и степени ионизации
m  ̂ V.. Qik ,a л r\—4плазмы. Так как отношение сечении столкновении порядка — — ~ 1 0  ,

Qik ,i
то при степени ионизации плазмы X ; > 0 , 0 0 1  можно приближенно счи
тать:

а mik Jtk_
e X J

При этом величина плотности ионного тока на катод Jik получена в гла
ве 1  при предварительном моделировании параметров состояния плазмы. 
Оценки, выполненные для рабочих режимов дугового полого катода, по

казали, что при прокачке аргона отношение —  ~ 106 А/м2, а для комби-
X i

нации аргон-вольфрам параметр ai rec ~ 2  кг/м2 при степени ионизации

X  > 0 ,0 0 1 .
Аналогичным способом может быть получено выражение для 

плотности потока атомов примеси, где параметр

ma,rec = aa,rec X ak, (3.63)

Qak ,a

a
mik Qak ,i

Q
X i Q

. 1  -  X  
1  + i ak ,a

Jik
X;

ak ,i

(3.64)

Для плазмы инертных газов сечения столкновений с атомами 
и ионами распыленного металла Qak i = 2Qik i [84], поэтому
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Qa k  , a

а
mik Q a k  , i  J i k  _  m i k  2  X i  J i k

1 + 1 - X  _ Qaka X  e 1 + X t X t
X i  Q a k  ,i

Для скорости ионизации атомов примеси использовано выражение, 
полученное ранее [19].

® e k  = a i k  ■ n a k  ■ n e ; aik = Ck Ue ( ik  + 2kTe ) eXP
V kTe J

f  J T \
где константа C k = 2,6 • 10-21 V H

V Vik J

2
м /эВ; V ik — потенциал ионизации

атома примеси, выраженный в эВ; V H = 13,6 эВ — потенциал ионизации 
атома водорода.

3.4. Система уравнений для пятикомпонентной плазмы

Запишем дифференциальные уравнения баланса массы примеси 
продуктов эрозии катода (для атомов и ионов материала катода) через 
относительные концентрации компонентов примеси, полученные на ос
новании уравнений (3.50) и (3.51):

( (  \
d X a k 1

d z  m  g
(  R a a  -  1 ) a a

S ,

Vv 2 n r
m a k a i k n e  ( a  +  n i  )

эфф
X a k  +

+  R i a a i  , r e c X i k  +  m  a , s p  +  m  a , e v

(3.65)

d X i k 1
f  f

d z  m  g
R a i a a , r e c  +

S p

V V
2 n r

m i k a i k n e  ( a  +  n i  )
эфф

X a k  +

(3.66)

+  ( R i i  -  1 ) a i , r e c X i k  +  m i , s p  +  m i

Для паров металла (вольфрама или тантала) примем коэффициенты 
отражения атомов и ионов Rai = 0 и Rii = 0 . В таком случае коэффициен
ты прилипания атомов и ионов примеси следующие:

a a 1 R a a , a i 1 R ia . (3.67)
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В е л и ч и н у  к о э ф ф и ц и е н т о в  п р и л и п а н и я  и  о т р а ж е н и я  м о ж н о  в а р ь и 

р о в а т ь  п р и  м о д е л и р о в а н и и  д л я  л у ч ш е г о  с о г л а с о в а н и я  с  э к с п е р и м е н т а л ь 

н ы м и  д а н н ы м и .  С  у ч е т о м  ( 3 . 6 7 )  у р а в н е н и я  ( 3 . 6 5 )  и  ( 3 . 6 6 )  з а п и с ы в а ю т с я  

в  в и д е

d X ak _  1

dz m g
S.

a aa a,rec + 2 nr -maka ikne ( a  +  П  )
эфф

X ak +

+ l 1 -  a i ) a i,recX ik +  ( ma  ̂ +  ma ^  )
m „ '

( 3 . 6 8 )

d X k  _  1

dz mg

S .

 ̂2пгэфф
mika ikne ( a +  ni ) Xak

- — a i,recX ik + — ( i,sp  + mi,ev ) .m g m g
о о

В в е д е м  о б о з н а ч е н и е  с к о р о с т и  и о н и з а ц и и  п р и м е с и  в  в и д е

S.
оek 2 nr

-mika ikne ( a  +  ni ) .
эфф

( 3 . 6 9 )

( 3 . 7 0 )

Т о г д а  с и с т е м а  у р а в н е н и й ,  о п и с ы в а ю щ а я  к о н ц е н т р а ц и ю  и о н о в  и  а т о м о в  

п р и м е с и ,  п р е о б р а з у е т с я  к  в и д у

m, dXak
dz a aa i ,rec

X
1  + X

+ о'ek X ak +

+ (  -  a i )  a i,recX ik + (m + ma,sp a,evf>•) ■

( 3 . 7 1 )

m. dX,ik
dz _  ° e k X  a k  -  a i , r e c X i k  + ( ,sp +  m i , e v  ) . ( 3 . 7 2 )

Э т а  с и с т е м а  у р а в н е н и й  д о л ж н а  р е ш а т ь с я  п р и  е с т е с т в е н н о м  к р а е в о м  у с 

л о в и и

z _ 0  ^  X ak _ X ik _ 0,

т а к  к а к  к о н ц е н т р а ц и я  и о н о в  и  а т о м о в  п р и м е с и  в  н а ч а л е  к а н а л а  р а в н а  н у 

л ю ,  а  п о т о м  п р и м е с ь  в ы н о с и т с я  и з  к а н а л а  п о т о к о м  г а з а .  О т н о с и т е л ь н о  

и с к о м ы х  в е л и ч и н  ( к о н ц е н т р а ц и й  и о н о в  и  а т о м о в  п р и м е с и )  у р а в н е н и я  

( 3 . 7 1 )  и  ( 3 . 7 2 )  п р е д с т а в л я ю т  с о б о й  л и н е й н ы е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е 



Математическое моделирование процессов эрозии в полом катоде 137

ния первого порядка с переменными коэффициентами. Особенностями
о

этих уравнений является наличие малого параметра (m g порядка 1 0 - )
о

при производной, а также функциональная зависимость правых частей 
уравнений (3.71) и (3.72) от искомых величин X ik и X ak .

В общем виде подобная система уравнений может быть записана 
в виде

йУ\
dx a\\ У\ + a 12  У2 + f ,

dy2
dx =  a 21 У1 +  a 22 У 2 .

(3.73)

C начальными условиями y; (0 ) = y2 (0 ) = 0. Здесь введены обозна
чения коэффициентов уравнения an , a12, a21, a22, которые при организа
ции итерационного процесса на каждом шаге можно считать константа
ми. Введем новую переменную:

У 3 =  a 11 У 1 +  a 12 У 2 +  f .

Тогда система уравнений (3.58) преобразуется к виду
 ̂у!= Уз,

< У2 = a 2 1 У1 + a2 2У2 , (3.74)
. у3 = a 1 1  у1  + a 12  у2

с граничным условием

У1 (0) = 0, У2 (0) = 0, У3 (0) = f .  (3.75)

Систему (3.74) можно переписать в матричной форме:

B ■ Y' = A ■ Y , (3.76)

где введены обозначения векторов и матриц:

Г у; 2
Г у  ]Y' = у2 , Y  = У 2

V у3 V V У3 у

г 0 0 1 2 г i 0 0  2

A = a 21 a 22 0 , в  = 0 1 0

0 0 0  у V a 11 a 12 - \ у
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У м н о ж а я  у р а в н е н и е  ( 3 . 7 6 )  с л е в а  н а  о б р а т н у ю  м а т р и ц у  B , п о л у ч а е м

г д е

B  -1 ■ A  =

Y  '  =  B - 1 A  ■ Y , ( 3 . 7 7 )

r  0 0 1 ^

a 21 a 22 0 . ( 3 . 7 8 )

V a 12 ■ a 21 a 12 ■ a 22 a 11 у

В ы п и ш е м  д л я  м а т р и ч н о г о  у р а в н е н и я  ( 3 . 6 2 )  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е 

н и е :

о т к у д а  и м е е м

- Я 0 1

a21 a 22 -  Я 0 =  0 ,

212 ■ a 21 a12 ■ a22 a 11 -  Я

1 ■ a 22 - a x ХЯ  0 22Я -  a 12 ■ a 21 ) =  0

К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  —  Я  =  0  и

( ( 1  + a 22 ) = У( ( 1  -  a 22 ) 2 + 4 a 12 ■
Я2,3 = '

a 21
2

О б щ е е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  ( 3 . 6 2 )  и м е е т  в и д

= - ° 2  .Q  + е 2̂х ^  +e^ x с̂У1 a 3’
21

У2 =  C, + ^ ~ ~  е Я х ■ С2 + Т — — е Л3Х ■ C3 ,
Я 2 a22 Я 3 a 22

y 3 =  Я 1 е Я ^Х  ■ С2 +  Я 3е ЯвХ  ■ С3 .

( 3 . 7 9 )

П о д с т а в л я я  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 3 . 7 5 )  в  н а й д е н н ы е  в ы р а ж е н и я  y 1, y 2 , у 3 

( 3 . 7 9 ) ,  н а х о д и м  к о э ф ф и ц и е н т ы :

С  =  О х

a

6 6  2 6 

1  - Я с 3+ X  ,
VV Я2) 3 Я2 ;

С 3
'  1 1 >
V a 22 -  Я 2 a 22 )

22

с 2 = — - Я я  с 3 ,
2 Я  Я  3

6  Я   ̂ 1 Я3

( 3 . 8 0 )

1  — 3 1 1

a 22 Я2 Я  a 22 Я  a22

-1
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Е с т е с т в е н н о ,  ч т о  п а р а м е т р ы  с о с т о я н и я  п л а з м о о б р а з у ю щ е г о  г а з а  

и з м е н я ю т с я  п о  д л и н е  к а н а л а ,  п о э т о м у  к о э ф ф и ц и е н т ы  a р  в  у р а в н е н и и

( 3 . 7 3 )  —  п е р е м е н н ы е .  П о э т о м у  д л я  р е ш е н и я  с и с т е м ы  а к т и в н а я  з о н а  к а 

н а л а  р а з б и в а е т с я  н а  н е к о т о р о е  ч и с л о  и н т е р в а л о в ,  т а к и х ,  ч т о  в  п р е д е л а х  

к а ж д о г о  и н т е р в а л а  к о э ф ф и ц и е н т ы  м о ж н о  с ч и т а т ь  п о с т о я н н ы м и  и  с о о т 

в е т с т в у ю щ и м и  л о к а л ь н ы м  з н а ч е н и я м  п а р а м е т р о в  п л а з м ы .  В  к а ч е с т в е  н а 

ч а л ь н ы х  з н а ч е н и й  д л я  ф у н к ц и й  y 1 ,  y 2 ,  y 3 п р и н и м а ю т с я  и х  з н а ч е н и я ,  о п 

р е д е л е н н ы е  н а  г р а н и ц е  п р е д ы д у щ е г о  и н т е р в а л а .  Т а к и м  о б р а з о м ,  к о э ф 

ф и ц и е н т ы  и н т е г р и р о в а н и я  С 1 ,  С 2, С 3 о п р е д е л я ю т с я  н а  к а ж д о м  ш а г е

и т е р а ц и о н н о г о  п р о ц е с с а  в  и н т е р в а л е  [ х ,  х  +  А х  ] и з  с и с т е м ы

y 1 (х  )  =  - a 22 ■ C 1 +  в Л 2 А х - C2 +  в Л з А х ■ C  

a 21
3

y 2 (х) = Cl ■ C2 + ^ - L~ e i3Ax ■ C3 ,
Л2 a22 Л3 a22

y 3 = Л е Л А х  ■ C 2  +  Л 3 е ^ А х  ■ C3,Л^Ах

г д е  к о э ф ф и ц и е н т ы  a р  и  Л ^  3 в ы ч и с л я ю т с я  в  т о ч к е  х  +  А х .

В о з м о ж е н  и  д р у г о й  п о д х о д  к  р е ш е н и ю .  П о с к о л ь к у  п р о ц е с с ы  и с п а 

р е н и я  и  р а с п ы л е н и я  а т о м о в  и  и о н о в  м а т е р и а л а  к а т о д а  н е з а в и с и м ы ,  о б 

щ и е  с к о р о с т и  п р о ц е с с о в  п о л у ч а ю т с я  с у м м и р о в а н и е м  m a  s p  +  m i  s p  =  m s p

и  m a e v  +  m i e v  =  m e v . Д а л е е  с л о ж и м  у р а в н е н и я  ( 3 . 7 1 )  и  ( 3 . 7 2 )  и  с  у ч е т о м

( 3 . 7 6 ) ,  ( 3 . 7 7 )  п о л у ч а е м

m
.  d ( ( -  + X ak ) = .

d z
= msp +  mev - aaaa,recXak - aiai,recXik =

( 3 . 8 1 )

msp +  mev - aama,rec -  aimi,rec.

П р а в а я  ч а с т ь  у р а в н е н и я  ( 3 . 8 1 )  и м е е т  ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  л о к а л ь н о й  

с к о р о с т и  у н о с а  м а с с ы  с  п о в е р х н о с т и  к а н а л а ,  т о  е с т ь  в ы р а ж а е т  л о к а л ь 

н у ю  у б ы л ь  м а с с ы :

тг d (  + X ak )
dz

-mW ’

m W : a  m  ^ a n ia,rec +  a im i,rec ~ { m sp +  m ev ) =  m rec ~ { m sp +  m ev ). ( 3 . 8 2 )
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В выражении (3.82) также введена локальная общая скорость рециклинга 
атомов и ионов примеси mrec.

Выполним числовые оценки масштабов величин, связанных с эро
зией. Пусть расход плазмообразующего газа аргон (Ar) — Gg = 10- 6  кг/с,

длина катода — Lk = 10 м , длина активной зоны — Lp = 10 м . Тогда 

для тугоплавких металлов (вольфрам или тантал) ~ 4,5

и mg ~ 4 • 10_ 3 кг/м2 с . Пусть Te ~ 2,5 эВ, na ~ 102 1  м_3, ne = 1020 м_3. Ес

ли принять msp ~ 1 0 _ 4 кг/с и msp »  mev, а также пренебречь изменением 
концентрации примеси во времени, то можно приблизительно оценить

V  = ____
^  ак S

m  + m" lsp ' " lev msp

2 n r
a ikn e ( e  + n a ) + ®a

S p 10_6

эфф 2 n r
a ikn e ( e  + n a )

эфф

Так как airec ^  mg, то для оценки можно принять

V,
m

ik
sp

a i ,rec

m1 | ev
m

10 4 Таким образом, действительно концентрации
sp J

X ak ^  X ik ^  X , , и введенное ранее предположение справедливо.
Выполним также оценки для сопоставления с экспериментальными 

данными [58]. Если расход газа — Gg = 3,6 • 10 _ 5 кг/с и ток разряда —
о

о
I  = 300 A, то коэффициент эрозии Y ~ 2 • 10_ атом/ион, скорости про
цессов испарения и распыления примерно одинаковы и удельная эро
зия — g ~ 2,2 • 10_ 10 кг/Кл. Удельный унос массы многоканального поло
го катода с учетом реальной поперечной площади каналов при плотности 
тока j z ~ 10 A/м составляет по оценке m ~ 2,1 • 10 кг/м с, что близко 
к экспериментальному результату. Однако величина удельной эрозии за 
счет распыления получается завышенной.

Таким образом, внутренние поверхности катода находятся в со
стоянии непрерывного и интенсивного преобразования. Локальная ско
рость уноса массы (3.82) может изменять знак в зависимости от того, ка
кой из процессов — разрушения или осаждения — преобладает в данной
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т о ч к е  п о в е р х н о с т и .  Т а к ж е  л о к а л ь н ы й  у н о с  м а с с ы  п о з в о л я е т  о т с л е ж и в а т ь  

д и н а м и к у  и з м е н е н и я  п о в е р х н о с т и  с т е р ж н е й  и  о б о л о ч к и  к а т о д а  п о  в с е й  

д л и н е .

3.5. Методика численного интегрирования уравнений 
массопереноса в каналах полого катода

У м н о ж а я  л е в у ю  и  п р а в у ю  ч а с т и  у р а в н е н и я  ( 3 . 6 6 )  н а  в е л и ч и н у  

п л о щ а д и  п о в е р х н о с т и  к а н а л а  2 n r k L k  и  и н т е г р и р у я  п о  д л и н е  а к т и в н о й  

з о н ы ,  п о л у ч и м  и н т е г р а л ь н ы й  з а к о н  с о х р а н е н и я  м а с с ы  д л я  е д и н и ч н о г о  

к а н а л а  в  в и д е

2 П ф ф L k m g X i k  +  X ak. z =Lk ~2жГэфф L k

k
J mm  w d z .

p
( 3 . 8 3 )

Л е в а я  ч а с т ь  у р а в н е н и я  ( 3 . 8 3 )  с  у ч е т о м  mg = ------------------------------  о п р е д е л я е т
g Т ■ 2 wr ■ mLk 2пГэфф mi

и н т е г р а л ь н ы й  у н о с  м а с с ы ,  н а й д е н н ы й  п о  з н а ч е н и я м  к о н ц е н т р а ц и и  п р о 

д у к т о в  э р о з и и  X i k  и  X a k  в  в ы х о д н о м  с е ч е н и и  к а т о д а  ( 3 . 5 6 ) :

M  =  2пГэффL k m g ( X ik + X ak )'эфф

G g m i k

=  X , k  +  X a k )

m i

z=Lk

G g m a k

z = L k
m

( X ik +  X ak) z =Lk

П р а в а я  ч а с т ь  у р а в н е н и я  ( 3 . 8 3 )  о п р е д е л я е т  т о т  ж е  и н т е г р а л ь н ы й  у н о с  

м а с с ы ,  п р и ч е м  в ы ч и с л е н н ы й  ч е р е з  р а с п р е д е л е н и е  к о н ц е н т р а ц и й  а т о м о в  

и  и о н о в  п р и м е с и  п о  в с е й  а к т и в н о й  з о н е  к а н а л а :

Lk
M W =  - 2 п г эффL k J m Wd z  =

( 3 . 8 4 )
k

=  - 2пГэфф L k J ( a aa a,recX ak +  (  ,recX ik - (  sp + m ev ) .

P

P

К а к  с л е д у е т  и з  с о о т н о ш е н и й  ( 3 . 5 6 )  и  ( 3 . 8 4 ) ,  а  т а к ж е  ( 3 . 7 1 ) - ( 3 . 7 2 ) ,  

и н т е г р а л ь н ы й  и  л о к а л ь н ы й  у н о с  м а с с ы  о п р е д е л я е т с я  л о к а л ь н ы м и  к о н -
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ц ен тр ац и ям и  п р о д у кто в  эр о зи и  X ik и  X ak . Д ля  р азр еш ен и я  си стем ы  

у р ав н ен и й  (3 .71 ) и  (3 .72) п ер ей д ем  к  и н тегр ал ьн о й  ф орм е  у р авн ен и й , т о 

гд а  кр аевы е  у с л о в и я  д л я  о тн о си тел ь н ы х  к о н ц ен тр ац и й  X ik и  X ak будут  

у д о в л етв о р ять ся  автом ати чески :

X,ik 4к 1

4к + a i ,rec mg

кJ ( (p  + mi,ev )dz
V Lp

a i J  4,recX ikd z  + a a J  J+X  ai,recX akd z

V Lp T iLp

(3 .85)

X ai,rec 1
ak

4 k  + 4,rec mg

кJ ( asp + ma,ev )
V Lp

к к x
a i J  4,recX ikd z  +  a a J  1 +X 4,recX akd z

V Lp T * ' “ iLp

(3 .86)

Т ак ая  ф о р м а  н аи б о л ее  у д о б н а  д ля  о р ган и зац и и  и тер ац и о н н о го  п р о ц есса  
р еш ен и я  эти х  у р авн ен и й :

X _ X (Q) X ik _ X ik 4к 1

4к + 4,rec mg

e e X-
ai J a ,recX ikdz + aa J 4 ,recX akdz

V Lp t * ■ **iLp
, (3 .87)

X _ X(Q) ___ ai,recX ak _ X ak 4k +4,rec mg

к̂ к̂ x^
a i  J  4 , r e c X i k d z  +  a a  J  Y + X  a , r e c X a k d z

V Lp T * ' “ iLp
(3 .88)

J
гд е  н ач ал ьн о е  п р и б л и ж ен и е  р ассч и ты в ается  то л ьк о  п о  и сп ар ен и ю  и  р а с 

пы лени ю :

-(Q) _  4k 1 zX

X

ik

(Q)a ,k

4k +ai ,rec mg L
—  J  ( i s p  + m i e v  ) d z

a

4k +ai,rec й g L

z

— J (n J 4
m _  +  m ,

) d z , (3 .89)

;) dz. (3.9Q)

А  д алее  у ч и ты в ается  п р о ц есс  рец и кл и н га .

1
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Система уравнений (3.87)-(3.90) может быть решена численно ме
тодом простых итераций по схеме:

х ( n+ 1) _  x (0 ) — f  (  х ( * n ) x (*n М
Х  ik X  ik J ik\X  ik ,X  ak ), (3.91)

X(n+1 * *) _ X (0) — f  ( X (*n) X (*n)Л ak Л ak J ак\л  ik ak b

где введены функции

(3.92)

f i

о e'ekik
°ek +a,rec mg

e e X-
ai  J a i,r e c X ik dz +  aa  J 1 + X " a i r e c X a k dz

V Lp
, (3.93)

f ak
a

°ek +ai,rec mg
a

z z x

i  J  a , r e c X i k d z  +  a a  J  J + y  a i , r e c X a k d z

V Lp
(3.94)

Для стабилизации процесса расчета применяется весовой множи
тель, значение которого подбирается при сравнении результатов расчета 
и эксперимента:

\ X(n) + nX(n J) \ X(n) + nX(n J)X(*n) _ X ik + PX ik X(*n) _ X ak + PX ak
X ik •, ’ X ak i

1  + p  1  + p
(3.95)

(*1) pX^° (*1) pX^Jпричем на начальной итерации X]k ’ _  —  и X v ’ _ ----—1 , ak 1 ,
1  + p  1  + p

После каждой итерации рассчитывается интегральный унос массы
двумя способами: используя полученную суммарную концентрацию 
примесей в выходном сечении каналов и путем прямого интегрирования.

Mv(n+l) _ mak
G  ( х Х'+1) +  Х Х +1У

m a g \ ak >z_Lk M If+1) _ 2 пГэффLk J mWdz. (3.96)

Итерационный процесс заканчивается при выполнении условия сближе-

ния двух полученных величин уноса массы
M  -  M W

M
< е , как по оди

ночному каналу, так и по всем каналам катода. Точность расчета е при
нимается равной 5 %.

p
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Заключение к главе 3

В  г л а в е  3  р а с с м о т р е н ы  п р о ц е с с ы ,  о б у с л а в л и в а ю щ и е  э р о з и ю  п о 

в е р х н о с т и  к а т о д а  и  д и н а м и к у  м а л о й  п р и м е с и  в  с о с т а в е  п л а з м ы  в  к а н а л а х .  

П р и в е д е н ы  м о д е л и  о п и с а н и я  э р о з и о н н ы х  п р о ц е с с о в .

П о д р о б н о  и з л о ж е н а  г а з о д и н а м и ч е с к а я  м о д е л ь  п р о ц е с с о в  и с п а р е 

н и я  и  и о н н о г о  р а с п ы л е н и я  с  у ч е т о м  в о з м о ж н о й  к о н д е н с а ц и и  п а р о в  м а т е 

р и а л а  к а т о д а  д л я  с л у ч а я  у с т а н о в и в ш е г о с я  т е ч е н и я  в  б е с к о н е ч н о й  т р у б к е .  

П о л у ч е н о  и н т е г р а л ь н о е  с о о т н о ш е н и е  д л я  с к о р о с т и  э р о з и и  ( 3 . 9 ) .

П р о а н а л и з и р о в а н а  м о д е л ь  к о н д е н с а ц и и  и с п а р и в ш и х с я  ч а с т и ц  п р и  

у с л о в и и  с в о б о д н о м о л е к у л я р н о г о  р е ж и м а  т е ч е н и я  в  к а н а л е .  П о л у ч е н о  

в ы р а ж е н и е  д л я  с к о р о с т и  э р о з и и  п о в е р х н о с т и  д л я  к а н а л а  ц и л и н д р и ч е с к о й  

ф о р м ы  ( 3 . 9 5 ) .

О д н а к о  н е д о с т а т к а м и  э т и х  м о д е л е й  я в л я ю т с я  о т р ы в  о т  р е а л ь н ы х  

к о н с т р у к ц и й  к а т о д а ,  а п п р о к с и м а ц и я  к о н ц е н т р а ц и и  п р и м е с н ы х  а т о м о в  

и  и о н о в  л и н е й н о й  ф у н к ц и е й ,  п р е н е б р е ж е н и е  и з м е н е н и е м  с к о р о с т и  п о т о 

к а  о с н о в н о г о  г а з а  в  о б ъ е м е  к а н а л а  к а т о д а .  Т а к ж е  э т и  м о д е л и  н е  у ч и т ы 

в а ю т  в з а и м о д е й с т в и е  ч а с т и ц  п р и м е с и  с  ч а с т и ц а м и  п л з а м о о б р а з у ю щ е г о  

г а з а  и  п р е д п о л а г а ю т ,  ч т о  в с е  к о н д е н с и р у ю щ и е с я  ч а с т и ц ы  а в т о м а т и ч е с к и  

п р и л и п а ю т  к  п о в е р х н о с т и .

Д л я  у с т р а н е н и я  п о г р е ш н о с т е й  р а с с м о т р е н н ы х  м о д е л е й  б ы л  и с 

п о л ь з о в а н  п о д х о д  д е т а л ь н о г о  м о д е л и р о в а н и я  п р о ц е с с о в  в з а и м о д е й с т в и я  

п л а з м е н н ы х  ч а с т и ц  и  ч а с т и ц  к а т о д н о г о  м а т е р и а л а .  С ф о р м у л и р о в а н ы  

т е о р е т и ч е с к и е  о с н о в ы  м а т е м а т и ч е с к о г о  м о д е л и р о в а н и я  м и к р о с к о п и ч е 

с к и х  и  м а к р о с к о п и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  с т о л к н о в е н и й  м е д л е н н ы х  и о н о в  

( Е  <  4 0 0  э В )  с  п о в е р х н о с т ь ю  к а т о д а ,  н а  о с н о в а н и и  к о т о р ы х  п о л у ч е н ы  

р а с ч е т н ы е  с о о т н о ш е н и я  д л я  п о т о к о в  и о н о в  и  а т о м о в  м а т е р и а л а  к а т о д а ,  

о б р а з у ю щ и х с я  в  р е з у л ь т а т е  и с п а р е н и я  и  р а с п ы л е н и я  п о в е р х н о с т и  ( 3 . 4 5 )  

и  ( 3 . 4 6 ) ,  а  т а к ж е  в ы р а ж е н и е  д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  р а с п ы л е н и я  ( 3 . 4 7 ) .

Р а з р а б о т а н а  м о д е л ь  п р о ц е с с а  о с а ж д е н и я  а т о м о в  и  и о н о в  п р и м е с и  

н а  с т е н к и  к а н а л о в  п р и  т е ч е н и и  п л а з м ы  в  к а н а л е  и  п о л у ч е н ы  р а с ч е т н ы е  

с о о т н о ш е н и я  ( 3 . 5 1 ) —( 3 . 6 4 ) .

П о с т р о е н а  ф и з и ч е с к а я  м о д е л ь  с о с т о я н и я  н е р а в н о в е с н о й  п я т и к о м 

п о н е н т н о й  п л а з м ы  ( э л е к т р о н ы ,  и о н ы  и  а т о м ы  п л а з м о о б р а з у ю щ е г о  г а з а ,  

и о н ы  и  а т о м ы  м а т е р и а л а  к а т о д а ,  к а к  п р и м е с ь  к  р а б о ч е м у  г а з у )  ( 3 . 5 8 ) .
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П о л у ч е н а  м а т е м а т и ч е с к а я  м о д е л ь  и  р а с ч е т н ы е  с о о т н о ш е н и я ,  п о з в о л я ю 

щ и е  о т с л е ж и в а т ь  д и н а м и к у  к о н ц е н т р а ц и и  п р и м е с и  в  п л а з м о о б р а з у ю щ е м  

г а з е  ( с м .  ( 3 . 6 5 ) ,  ( 3 . 6 6 ) ) .

Н е о п р е д е л е н н ы м и  ф а к т о р а м и  в  р а з р а б о т а н н о й  м о д е л и  э р о з и и  я в 

л я ю т с я  к о э ф ф и ц и е н т ы  п р и л и п а н и я  а т о м о в  и  и о н о в  м а т е р и а л а  к а т о д а .  

У т о ч н и т ь  и х  з н а ч е н и я  м о ж н о  б у д е т  т о л ь к о  п о с л е  с е р и и  р а с ч е т о в  и  с р а в 

н е н и я  п о л у ч е н н ы х  р е з у л ь т а т о в  с  э к с п е р и м е н т о м .

П р е д л а г а е м а я  м о д е л ь  п о з в о л я е т  т е о р е т и ч е с к и  р а с с ч и т а т ь  и н т е 

г р а л ь н ы й  у н о с  м а с с ы  к а т о д а ,  а  т а к ж е  л о к а л ь н ы е  с к о р о с т и  р а з р у ш е н и я  

п о в е р х н о с т и ,  ч т о  п о з в о л я е т  в ы я в и т ь  о б л а с т и  н а и б о л ь ш и х  п о в р е ж д е н и й  

к а т о д а .  П о л у ч е н н ы е  д а н н ы е  п о з в о л я ю т  п р о г н о з и р о в а т ь  р а б о ч и й  р е с у р с  

к а т о д н о й  с и с т е м ы .



ГЛАВА 4

НАТУРНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ  
С МНОГОКАНАЛЬНЫМИ ПОЛЫМИ  
КАТОДАМИ И СРАВНЕНИЕ ИХ 
С РЕЗУЛЬТАТАМИ МОДЕЛИРОВАНИЯ

4.1. Многоканальный катод с прокачкой лития 
НИИ ПМЭ

Был исследован многоканальный вольфрамовый катод в составе 
магнитоплазменного двигателя с газообразным литием в качестве рабо
чего вещества (эксперимент НИИ ПМЭ МАИ). Схема конструкции като
да приведена на рисунке 4.1. Наружный корпус катода 1 выполнен из 
вольфрама: внешний радиус трубки R 1 = 26 мм, толщина h1 = 3 мм. За
канчивается корпус молибденовой вставкой 2 такой же толщины. Узлы 
4, 6 , 8 , 9 для катода являются соединительными, поэтому при моделиро
вании работы катода не рассматриваются. Внутренняя молибденовая 
трубка 3 с внутренним диаметром d2 = 24 мм и толщиной h2 = 9 мм имеет

Рис. 4.1. Схема устройства многоканального полого катода 
(эксперимент НИИ ПМЭ МАИ)
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п о в н еш н ей  п о в ер х н о ст и  ви н тов ую  н арезку. Ч ер ез эти  каналы п р оп уск а

ется  газообр азн ы й  литий , м ассов ы й  р а с х о д  к отор ого  G g =  100  м г/c . В н у т 

ри  м о л и б д ен о в о й  тр убк и  н аходи тся  граф итовы й нагреватель 5: в н еш н ий  

р а д и у с  R 3 = 5 м м , дл и н а  1 3 =  180 м м , м ощ н ость  нагревателя W  =  5 кВт. 

П р и м ен ен и е  нагревателя вы звано тем , что для р аботы  д у го в о го  разряда  

со  щ елочн ы м  м еталлом  в качестве р а б о ч его  в ещ ества  н е о б х о д и м  его  д о 

полн и тельн ы й  п одогр ев . Т ел о  сам ого  к атода  10 н абр ан о и з в ольф рам о

в ой  п ров олок и  д и ам етр ом  d  =  3 м м , д л и н о й  L  =  4 0  м м  в к оли ч естве N  =  

=  190 ш тук, т. е. и м еется  н аби в н ой  м ногоканальны й катод. В  эк сп ер и 

м ен те ток  разряда  составлял 1р =  3 кА.

В  соотв етств и и  с п р едл агаем ой  вы числительной  м одел ь ю  бы ло  

р а ссм о т р ен о  со сто я н и е  о д н о г о  канала, р а сп о л о ж ен н о го  вн утри  м ассива  

п лотн о  уп ак ован н ы х н итей . Ч и сло каналов, обр азов авш и хся  при н абивке  

обол оч к и  катода, —

^ан  = N VN 163

Т огда  на о д и н  канал п р и ходи тся  м ассов ы й  р а с х о д  лития

G  _  G g
G g 1 _  / к

_7
6,1 • 10 кг/с. Ч и сл о  п ер и ф ер и й н ы х каналов —

N s _  4 N 1/2

кан
Г 1

VN.
_  5 1 . Н е  см ачиваем ая п л азм ой  часть п ер и м етр а  п е 

ри ф ер и й н ы х н и тей  (Он _  — 1
N

0 ,4 8 ,  а см ачиваем ая часть в сех  ни-
s

N
тей  сор _  1 _  N  °)н _  0 ,8 7  . П олны й перим етр в сех  н итей , составляю щ и х

катод, Z k  _  2  • п -  r k  • N _  1,79 м , где  r k =  d /2  =  1,5 мм. Н есм ачиваем ы й п е 

рим етр п ер и ф ер ий н ы х ни тей  Z k p  _  2 • п  • r k  • N s  ю н  _  0 ,2 3  м. С ледователь-

Zk
П - Г  ' N  _  5,8 • 10_3 м. 

Z k
н о, характерны й поперечн ы й  м асш таб h  _

Zkp Z kp

С ила тока, п ри ходящ аяся  на о д н у  нить, I 1 =  I / N  ~  15 ,8  A . П о  и зв естн ой  

м о щ н о сти  граф и тов ого  нагревателя Wn =  5 к В т о п р ед ел ен а  тем п ер атур а  

L i на в х о д е  в р а б о ч у ю  к ам еру —  Tg ~  1 7 0 0 ^ 1 8 0 0  K . П ри  таких усл ов и я х
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• 23 3
L i  с л а б о  и о н и з о в а н .  К о н ц е н т р а ц и я  а т о м о в  л и т и я  n a  ~  2 , 4 - 1 0  ч а с т и ц  в  м  , 

а  к о э ф ф и ц и е н т  в я з к о с т и  п  ~  2 , 2 6 - 1 0 -5 к г - м / c .

В с е  п о л у ч е н н ы е  м а с ш т а б н ы е  з н а ч е н и я  и  п а р а м е т р ы  р а б о ч е г о  р е 

ж и м а  к а т о д а  б ы л и  в в е д е н ы  в  м о д е л ь н у ю  п р о г р а м м у .  В ы п о л н е н  р а с ч е т  

т е п л о в о г о  с о с т о я н и я  в н у т р е н н е й  н и т и  н а б и в н о г о  к а т о д а ,  к о т о р а я  н е  и м е 

е т  у с л о в и й  д л я  о т в о д а  т е п л а ,  к р о м е  т е п л о о б м е н а  с  п л а з м о й .  Н а  р и с у н 

к е  4 . 2  п р и в е д е н  г р а ф и к  р а с п р е д е л е н и я  т е м п е р а т у р ы  п о  д л и н е  ц е н т р а л ь 

н о й  н и т и  н а б и в к и .

В  х о д е  э к с п е р и м е н т а  б ы л о  и з м е р е н о  р а с п р е д е л е н и е  т е м п е р а т у р ы  

с т е р ж н е й  п о  р а д и у с у  R c  м н о г о к а н а л ь н о г о  п о л о г о  к а т о д а  н а  о т к р ы т о м  

т о р ц е  к а т о д а  ( р и с .  4 . 3 ) .  Д л я  ц е н т р а л ь н о й  ч а с т и  г р а ф и к а  ( в н у т р е н н и е  н и т и  

н а б и в к и )  с о о т в е т с т в и е  т е м п е р а т у р ы  п о  м а с ш т а б у  в е л и ч и н ы  у д о в л е т в о 

р и т е л ь н о е  ( с м .  р и с .  4 . 2 ) .  Н а  о с н о в а н и и  т а к о г о  с р а в н е н и я  м о ж н о  с д е л а т ь  

п р е д в а р и т е л ь н ы й  в ы в о д  о  к о р р е к т н о с т и  п р и м е н е н н о й  м а т е м а т и ч е с к о й  

м о д е л и .

Б ы л  в ы п о л н е н  р а с ч е т  т е м п е р а т у р  н и т е й  н а б и в к и  д л я  п р е д с т а в л е н 

н о й  к о н с т р у к ц и и  к а т о д а .  Н а  р и с у н к е  4 . 4  п р е д с т а в л е н а  с х е м а  п л о т н о й  

у п а к о в к и  н и т е й ,  п р и  э т о м  к а ж д ы й  н о в ы й  с л о й  у в е л и ч и в а е т с я  н а  ш е с т ь  

н и т е й ,  п р и ч е м  д в а  с о с е д н и х  к а н а л а  о б р а з у ю т  х а р а к т е р н ы й  « б а н т и к » .  П о  

о б щ е м у  ч и с л у  н и т е й  к а т о д а  п о л у ч а е т с я  в о с е м ь  с л о е в  п л о т н о й  у п а к о в к и .

Рис. 4.2. Распределение температуры центральной катодной нити 
по безразмерной координате
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Рис. 4.3. Распределение температуры катода по радиусу

Рис. 4.4. Схема плотной упаковки нитей набивки катода

С о о т в е т с т в е н н о ,  р и с у н о к  4 . 5  и л л ю с т р и р у е т  и з м е н е н и е  т е м п е р а т у 

р ы  с л о е в  о т  ц е н т р а  и  к  в н е ш н е й  т р у б к е  к а т о д а .  П о с к о л ь к у  о с н о в н о й  м е 

х а н и з м  о х л а ж д е н и я  н и т е й  —  и з л у ч е н и е  с  п о в е р х н о с т и ,  т о  т е м п е р а т у р а  

у в е л и ч и в а е т с я  о т  в н е ш н е й  о б о л о ч к и  к а т о д а  к  в н у т р е н н и м  н и т я м .  П о  х а 

р а к т е р у  и з м е н е н и я  и  п о  м а с ш т а б а м  в е л и ч и н  п о л у ч е н н о е  т е о р е т и ч е с к о е
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р а с п р е д е л е н и е  х о р о ш о  с о г л а с у е т с я  с  э к с п е р и м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и .  П о 

г р е ш н о с т ь  м о д е л и р о в а н и я  л е ж и т  в  п р е д е л а х  2 0  % .

Т а к ж е  б ы л и  р а с с ч и т а н ы  р а с п р е д е л е н и я  д р у г и х  п а р а м е т р о в  п л а з м ы  

и  с о с т о я н и я  к а т о д а :  п л о т н о с т и  э м и с с и о н н о г о  т о к а ,  п л о т н о с т и  и о н н о г о  

т о к а  н а  к а т о д ,  к о н ц е н т р а ц и и  и  т е м п е р а т у р ы  э л е к т р о н о в ,  п р и к а т о д н ы й  

с к а ч о к  п о т е н ц и а л а .  О д н а к о  д л я  э т и х  п а р а м е т р о в  н е т  и з м е р е н н ы х  в  э к с 

п е р и м е н т е  з н а ч е н и й .  Н и ж е  д л я  п р и м е р а  п о к а з а н а  з а в и с и м о с т ь  и з м е н е н и я  

с т е п е н и  и о н и з а ц и и  г а з а  в  к а н а л е  в  з а в и с и м о с т и  о т  с л о я  н а б и в к и  

( р и с .  4 . 6 ) .  И з н а ч а л ь н о  в  м о д е л ь  з а л о ж е н  о д и н а к о в ы й  р а с х о д  г а з а  ч е р е з  

в с е  к а н а л ы ,  о д н а к о  р е з у л ь т а т ы  м о д е л и р о в а н и я  и  э к с п е р и м е н т  п о к а з ы в а 

ю т ,  ч т о  с к о р о с т ь  п о т о к а  п а д а е т  п о  м е р е  у д а л е н и я  о т  о с и  к а т о д а .  О ч е в и д 

н о ,  ч т о  б о л ь ш и н с т в о  к а н а л о в  в  р е а л ь н о м  у с т р о й с т в е  и м е ю т  н е п р а в и л ь 

н у ю  ф о р м у ,  х о т я  н а б и в к а  к а т о д а  и  б ы л а  п л о т н о й .  П о э т о м у  н е о б х о д и м  

у ч е т  з а в и с и м о с т и  р а с х о д а  г а з а  ч е р е з  к а н а л  о т  п о л о ж е н и я  к а н а л а .

Рис. 4.5. Изменение температуры нитей по длине катода 
в зависимости от слоя набивки

К р о м е  т о г о ,  в  п р о ц е с с е  р а б о т ы  к а т о д а  п р о и с х о д и т  и з м е н е н и е  ф о р 

м ы  к а н а л о в  з а  с ч е т  э р о з и и .  С л е д у е т  у ч и т ы в а т ь  и  т о т  ф а к т ,  ч т о  г л у б и н а  

а к т и в н о й  з о н ы  к а н а л о в  к а т о д а  м о ж е т  б ы т ь  р а з л и ч н о й  в  з а в и с и м о с т и  о т  

р а д и а л ь н о г о  п о л о ж е н и я  к а н а л а .
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Рис. 4.6. Изменение степени ионизации газообразного лития 
вдоль оси канала от положения канала

4.2. Многоканальные полые катоды конструкции 
Alta S.p.A и НИИ ПМЭ МАИ

В  2 0 0 9 - 2 0 1 0 - х  г о д а х  в  Н И И  П М Э  М А И  с о в м е с т н о  с  У н и в е р с и т е т о м  

г .  П и з ы  и  к о м п а н и я м и  C E N T R O S P A Z I O - C P R  и  A l t a  S . p . A  ( И т а л и я )  р а з р а 

б а т ы в а л с я  м н о г о к а н а л ь н ы й  с и л ь н о т о ч н ы й  п о л ы й  к а т о д  д л я  п р о е к т и р у е 

м о г о  1 0 0  к В т  м а г н и т о п л а з м е н н о г о  у с к о р и т е л я .  Б ы л о  и з г о т о в л е н о  д в а  т и п а  

к а т о д о в :  п о л н о м а с ш т а б н ы й  к а т о д  ( р и с .  4 . 7 ,  а ,  б )  д л я  у с к о р и т е л я  и  п р о п о р 

ц и о н а л ь н о  у м е н ь ш е н н ы й  к а т о д  д л я  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  о т р а б о т к и  

( р и с .  4 . 7 ,  в ) .  К о н с т р у к ц и о н н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  к а т о д о в  п р и в е д е н ы  в  т а б 

л и ц е  4 . 1 .  Э к с п е р и м е н т ы  п р о в о д и л и с ь  в  к о м п а н и и  A l t a  S . p . A  ( И т а л и я ) .

О с н о в н о й  ц е л ь ю  э к с п е р и м е н т а л ь н о г о  и с с л е д о в а н и я  н а  м а с ш т а б и 

р о в а н н о м  к а т о д е  б ы л о  п р о г н о з и р о в а н и е  с к о р о с т и  э р о з и и  п о л н о м а с ш т а б 

н о г о  к а т о д а .  Т а к ж е  в а ж н о й  з а д а ч е й  э к с п е р и м е н т а л ь н о й  о т р а б о т к и  м а с 

ш т а б и р о в а н н о г о  к а т о д а  б ы л а  п р о в е р к а  м о д е л и  э р о з и и ,  п р е д с т а в л е н н о й  

в  г л а в е  3 .  П о э т о м у  р а з м е р ы  и  п а р а м е т р ы  р е ж и м а  э к с п е р и м е н т а  д л я  м а с 

ш т а б и р о в а н н о г о  к а т о д а  п о д б и р а л и с ь  т а к ,  ч т о б ы  б е з р а з м е р н ы е  к р и т е р и и  

д л я  о б о и х  к а т о д о в  с о в п а л и .
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Рис. 4.7. Полномасштабный полый катод; 
а) вид с боку; б) вид с торца; в) уменьшенные полые катоды разных типов

Н а п р и м е р ,  о т н о ш е н и е  м е ж д у  о т к р ы т ы м  п о п е р е ч н ы м  с е ч е н и е м  к а 

т о д а  б е з  с т е р ж н е й  и  п о с л е  з а п о л н е н и я  с т е р ж н я м и  о д и н а к о в о  д л я  д в у х  к а 

т о д о в .  Э т о  о б е с п е ч и в а е т  о д и н а к о в ы е  у с л о в и я  о т в о д а  т е п л а  в  т о р ц е в о м  

с е ч е н и и  к а т о д а .

Таблица 4.1
Конструкционные характеристики катодов

Тип катода Полномасштабный Уменьшенный
Материал оболочки катода Нержавеющая сталь Вольфрам
Внешний радиус трубки 44 мм 13 мм
Внутренний радиус трубки 40 мм 10 мм
Количество стержней (вольфрам) 216 36
Диаметр стержня 3 мм 1,5 мм
Длина стержня 60 мм 10 мм
Рабочий газ Аргон (Лг) Аргон (Лг)

4.2.1. Моделирование характеристик полномасштабного 
полого катода (Full-scale Cathode)

П р и  к о л и ч е с т в е  с т е р ж н е й  н а б и в к и  2 1 6  р а с с ч и т ы в а е м  х а р а к т е р и 

с т и к и  к а т о д а  д л я  м о д е л и р о в а н и я .  К о л и ч е с т в о  п е р и ф е р и й н ы х  с т е р ж н е й

Г 1 ^
п е р и м е т р а  э т и х  с т е р ж н е йN s  =  4  N

1/2 1
V VN

4 1 , д о л я

1соа = 
я 2

С

V

Л

N

0 , 4 8 .  Д о л я  п е р и м е т р а  с т е р ж н е й ,  о м ы в а е м ы х  п л а з м о й ,

s У
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сор = 1 -  N Lон = 0,745. Общий периметр всех стержней набивки

Zk = 2 -п- rk - N  = 2,035 м, где радиус стержня rk = ̂ 2  = 1,5 мм. Тогда пе

риметр периферийных стержней, не контактирующих с плазмой, 
Zkp = 2 -п ■ rk - Ns - он = 0,249 м. Общее число катодных каналов —

Nch = N VN.
190, общее число слоев плотной упаковки 12. Ха

рактерный поперечный масштаб h = м _
Z

п - rk -N  = 6,13-10-3
kp Z

м.
kp

Для заданной мощности конструируемого ускорителя токи разряда 
должны достигать диапазона I  = 1... 1,5 кА. Это означает, что средний
ток на один стержень должен быть равен IY = I N  ~ 7,94. ..11,9 А. Еще

одним рабочим параметром, который должен быть выбран, является рас
ход плазмообразующего газа. В данном эксперименте предполагалось 
использовать аргон. Во время моделирования расход варьировался 
в диапазоне 6...40 мг/с. Катод, плотно набитый стержнями диаметром 
3  мм, имеет 1  3 1  канал одинаковой формы и с поперечным сечением 
0,36 мм2. Другие периферийные или пристеночные каналы в количестве 
примерно 59 имеют сложную неправильную форму, поэтому считалось, 
что их площадь примерно в 2  раза больше, что учитывалось при распре
делении расхода газа по каналам.

На рисунке 4.8 представлены результаты моделирования темпера
туры центрального стержня набивки: распределение температуры по 
длине стержня для различных значений расхода аргона при начальной 
температуре закрепленного конца стержня Т0 = 500 K. При увеличении 
расхода аргона максимум температуры стержня смещается в сторону от
крытого торца катода, высота максимума растет. Характер поведения 
температуры соответствует экспериментальным результатам [98]. На ри
сунке 4.9 более подробно показано изменение температуры стержня 
в области активной плазменной зоны. По смещению графиков можно за
метить, что с увеличением расхода аргона длина активной плазменной 
области для каналов, окружающих центральный стержень, уменьшается. 
Расчеты температурных распределений для разных слоев набивки
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с т е р ж н е й ,  о к р у ж а ю щ и х  ц е н т р а л ь н ы й  с т е р ж е н ь ,  п о к а з а л и ,  ч т о  и х  м а к с и 

м а л ь н ы е  т е м п е р а т у р ы  п о  в н у т р е н н и м  с л о я м  с н и ж а ю т с я  м е д л е н н о  ( р а з 

н и ц а  м е ж д у  с л о я м и  1 и  5  н и ч т о ж н о  м а л а ) ,  о с т а в а я с ь  п р и  э т о м  д о с т а т о ч н о  

в ы с о к и м и  ( н а  у р о в н е  2  9 0 0  K ) .  Н о  б л и ж е  к  с т е н к е  и з м е н е н и е  т е м п е р а т у 

р ы  с т а н о в и т с я  д о в о л ь н о  о щ у т и м ы м  п о  п р и ч и н е  т е п л о о б м е н а  н а  в н е ш н е й  

п о в е р х н о с т и  ц и л и н д р а  ( р и с .  4 . 1 0 ) .

П р е д л о ж е н н а я  в  г л а в е  1 м о д е л ь  п о з в о л я е т  о п р е д е л я т ь  р а с п р е д е л е 

н и я  п а р а м е т р о в  п л а з м ы  п о  р а д и у с у  в  л ю б о м  к а т о д н о м  к а н а л е .  Д а в л е н и е  

п л а з м ы  д о в о л ь н о  з н а ч и т е л ь н о  и з м е н я е т с я  в д о л ь  к а т о д н о г о  к а н а л а ,  о с о 

б е н н о  в  е г о  а к т и в н о й  о б л а с т и ,  к а к  п о к а з а н о  н а  р и с .  4 . 1 1 .  Н а й д е н н ы е  з н а 

ч е н и я  д а в л е н и я  и  т е м п е р а т у р ы  п о з в о л я ю т  р а с с ч и т а т ь  с к о р о с т ь  г а з а  в  к а 

ж д о м  к а т о д н о м  к а н а л е ,  ч т о  д а е т  в о з м о ж н о с т ь  у ч е с т ь  р е а л ь н о е  р а с п р е д е 

л е н и е  р а с х о д а  г а з а  в о  в с е х  к а т о д н ы х  к а н а л а х .

К р о м е  т о г о ,  в о з м о ж н о  о ц е н и т ь  в к л а д  э л е к т р о н н о г о  д а в л е н и я  в  д а в 

л е н и е  п л а з м ы  в  ц е л о м  ( р и с .  4 . 1 2 ) .  Б л и ж е  к  о т к р ы т о м у  т о р ц у  к а т о д а  э л е к 

т р о н н о е  д а в л е н и е  в  к а н а л е  с о с т а в л я е т  п о ч т и  п о л о в и н у  д а в л е н и я  ч а с т и ч 

н о  и о н и з о в а н н о г о  г а з а .

Длина стержня, см

Рис. 4.8. Продольное распределение температуры центрального катодного 
стержня для различных расходов аргона при токе разряда I  = 1,5 кА 
(z = 0 находится на закрепленном конце катода, длина стержня 6 см)



Математическое моделирование процессов эрозии в полом катоде 155

3000 

2900 

Я 2800

|  2700
cd

f? 2600cd
Рн57
S 2500
£

2400

2300

-----Gg = 6 мг/с
......  =15 мг/с
----- Gg = 30 мг/с
----- Gg = 40 мг/с

3,5 4,0 4,5 5,0 5,5
Длина стержня, см

6,0

Рис. 4.9. Распределение температуры центрального стержня набивки 
по длине активной плазменной зоны

Длина катода, см

Рис. 4.10. Продольные распределения температуры для различных слоев 
катодной набивки (ток разряда I  = 1,5 кА, расход газа Gg = 40 мг/с)
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Длина катода, см

.11. Изменение давления аргона по длине центрального канала 
в зависимости от расхода газа (ток разряда I  = 1,5 кА)

Рис. 4.12. Распределение давления частично ионизованного газа 
и электронное давление в активной зоне центрального канала 

(ток разряда I  = 1,5 кА, расход Gg = 30 мг/с)
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На рисунке 4.13 приведено распределение степени ионизации плаз
мы для катодных каналов, окружающих центральный стержень при токе 
разряда I  = 1,5 кА. По результатам моделирования, коэффициент иони
зации плазмы Х  = ne /(n + na) не превышает 1 0  % при всех исследован
ных расходах плазмообразующего газа. На рисунке 4.14 показано рас
пределение температуры электронов центральных каналов по длине ак
тивной зоны канала. Следует отметить, что на открытом конце канала 
при расходе газа Gg = 6  мг/с температура электронов резко увеличивает
ся. При этом порядок величины концентрации электронов в активной зо
не канала составляет примерно 1 0 20 м- 3  и изменяется незначительно при 
разных расходах газа (рис. 4.15). Но с увеличением расхода явно сокра
щается размер активной зоны в канале. Зависимость доли ионного тока 
от расхода газа показана на рисунке 4.16.

Далее представлены результаты моделирования двумерного рас
пределения параметров состояния катода и плазмы по длине и радиусу 
катода.
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Рис. 4.13. Распределение степени ионизации плазмы по длине канала 
для центральных каналов (ток разряда I  = 1,5 кА)
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Длина катода, см
Рис. 4.14. Температура электронов для центральных каналов 

(ток разряда I  = 1,5 кА)
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Рис. 4.15. Изменение концентрации электронов по длине активной зоны
канала (ток разряда I  = 1,5 кА)
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Рис. 4.16. Изменение доли ионного тока по длине активной зоны канала
(ток разряда I  = 1,5 кА)

И з м е н е н и е  т е м п е р а т у р ы  с т е р ж н е й  п о  с л о я м  н а б и в к и  б ы л о  п р и в е 

д е н о  р а н е е  н а  р и с у н к е  4 . 1 0 .  Р а з н о с т ь  т е м п е р а т у р  м е ж д у  ц е н т р а л ь н ы м  

и  п е р и ф е р и й н ы м  с т е р ж н я м и ,  п р и м ы к а ю щ и м и  к  о б о л о ч к е  к а т о д а ,  м о ж е т  

д о с т и г а т ь  4 0 0  K .  Т а к о е  и з м е н е н и е  т е м п е р а т у р ы  в  р а д и а л ь н о м  н а п р а в л е 

н и и  м о ж е т  в ы з в а т ь  с у щ е с т в е н н о е  и з м е н е н и е  и  п а р а м е т р о в  п л а з м ы  в  к а 

н а л а х .  Т а к ж е  м о ж е т  и з м е н я т ь с я  д л и н а  а к т и в н о й  з о н ы  в  к а н а л а х .  П о э т о м у  

у ч и т ы в а е т с я  р а з н и ц а  в  с к о р о с т я х  п о т о к а  г а з а  в  к а н а л а х .  Р е з у л ь т а т ы  р а с 

ч е т а  р а с п р е д е л е н и й  р а з л и ч н ы х  п а р а м е т р о в  п л а з м ы  п о  д л и н е  к а н а л о в  

( в  з а в и с и м о с т и  о т  с л о я )  п р е д с т а в л е н ы  н а  р и с у н к а х  4 . 1 7 ,  4 . 1 8  и  4 . 1 9 .  М о 

д е л и р о в а н и е  п р о в о д и л о с ь  п р и  т о к е  р а з р я д а  I  =  2 , 5  к А  и  р а с х о д е  г а з а  G g  =  

=  3 0  м г / с .  Д а в л е н и е  г а з а  п о  р е з у л ь т а т а м  м о д е л и р о в а н и я  с л а б о  и з м е н я е т с я  

о т  с л о я  к  с л о ю  ( р и с .  4 . 1 7 ) .  С т е п е н ь  и о н и з а ц и и  п л а з м ы  о т  с л о я  к  с л о ю  и з 

м е н я е т с я  з н а ч и т е л ь н о :  с м е щ а е т с я  п о л о ж е н и е  м а к с и м а л ь н о й  с т е п е н и  и о 

н и з а ц и и ,  н о  с а м а  м а к с и м а л ь н а я  в е л и ч и н а  п р и м е р н о  с о х р а н я е т с я  

( р и с .  4 . 1 8 ) .

Р а з м е р  а к т и в н о й  з о н ы  в  к а н а л а х  п о  с л о я м  в с е - т а к и  с о х р а н я е т с я .  Т е м 

п е р а т у р а  э л е к т р о н о в  в  п л а з м е  к а н а л о в  т а к ж е  и з м е н я е т с я  с л а б о  ( р и с .  4 . 1 9 ) .
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Рис. 4.17. Изменение давления газа в канале по его длине для различных слоев

Длина катода, см

Рис. 4.18. Изменение степени ионизации плазмы по длине канала
для различных слоев



Математическое моделирование процессов эрозии в полом катоде 161

Длина катода, см

Рис. 4.19. Изменение температуры электронов по длине канала
для различных слоев

В ы п о л н ен н о е  м одел и р ов ан и е  м о ж ет  содер ж ать  н ек он тр ол и р уем ы е  

п огр еш н ости , связанны е с тем , что н е бы ли учтен ы  в озм ож н ы е привязки  

разряда  к различны м  слоям  каналов п ол ого  к атода в тор ц ев ой  обл асти , 

а так ж е к н ар уж н ой  о б ол оч к е  катода.

М ет о д а м и  м атем ати ч еск ого  м одел и р ов ан и я  бы ло в ы пол н ен о и с 

сл ед о в а н и е  п р о ц есса  эр о зи и  к атодн ы х стер ж н ей . П о  резул ьтатам  м о д е 

лирования, интегральны й у н о с  м ассы  составл яет порядк а 1,9 10 кг/с. 

С ум м арная удел ь н ая  эр ози я  о ж и д ается  на у р о в н е  1 ,64  10_9 кг/Кл.

П ол уч ен ы  р а сп р ед ел ен и я  ск о р о ст ей  п р о ц ессо в  и сп ар ен и я , р асп ы 

л ен и я  и р ец и к л и н га  п о  сл оя м  ст ер ж н ей  к атода . Н а  р и су н к е  4 .2 0 , а , б  

п р и в ед ен ы  р а с п р е д е л е н и я  с к о р о ст е й  э р о зи о н н ы х  п р о ц е с с о в  п о  д л и н е  

стер ж н я для ц ен тр альн ого  стер ж н я и п ер и ф ер и й н ого  слоя. М о д ел и р о в а 

н и е п ок азало, ч то  роль п р о ц есса  и сп ар ен и я  п рактически  н и чтож н а. О с

н о в н ы м и  п р о ц е с с а м и  п р и м ер н о  р а в н о й  с к о р о с т и  я в л я ю тся  п р о ц е сс ы  

расп ы лени я и рециклинга. П ри ч ем  для стер ж н ей , бли зк и х к цен тральн ой  

ч асти  н аби вк и , п о  в сей  д л и н е  стер ж н я  п р ео б л а д а ет  р а сп ы л ен и е, а для  

стер ж н ей , бли зки х к о б ол оч к е  катода, в обл асти  тор ц а  к атода  в о зм о ж н о
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Длина катода, см

Рис. 4.20. Скорость процессов эрозии: 
а) центральный стержень; б) периферийный стержень
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преобладание рециклинга. На рисунке 4.21 показано, каким образом 
с течением времени будет изменяться поверхность стержней под дейст
вием всех трех процессов. На поверхности стержней, близких к центру 
катода, происходит образование каверн, а вблизи внешней оболочки ка
тода возможно зарастание каналов с торца.

еооИXРн«гЯои
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(L)
SиDии
со
К

1,55

1,54
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1,52
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1,48
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1,46

1,45

первоначальный уровень 
центральный стержень 
стержни 5 слоя 
стержни 10 слоя 
наружная стенка

4,6 4,7 4,8 4,9 5,0 5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,6 5,7 5,8 5,9 6,0
Длина катода, см

Рис. 4.21. Изменение поверхности стержней набивки за 1000 часов

Концентрации атомов и ионов примеси в плазме (распыленный ма
териал катода) составляют доли процентов от концентрации остальных 
частиц, т. е. примесь действительно малая. Для примера на рис. 4.22 при
ведены относительные концентрации атомов и ионов материала катода 
в плазме пристеночного канала и канала, близкого к центру катода.

К сожалению, в экспериментальных исследованиях полномас
штабного катода [99-103] основное внимание уделялось характеристи
кам магнитоплазменного двигателя, а не полого катода. Исследовались 
тяга двигателя и удельный импульс в зависимости от расхода газа и при
ложенного магнитного поля.
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Рис. 4.22. Относительные концентрации примеси в плазме каналов 
в зависимости от положения канала
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4.2.2. Моделирование характеристик уменьшенного катода 
(Scale-down Cathode). Сравнение результатов вычислительного 
и натурного экспериментов

Д ля к о н стр у к ц и и  у м ен ьш ен н о го  к ато д а  бы ло п р о в ед ен о  п о д р о б н о е  
эк сп ер и м ен тал ьн о е  и ссл ед о ван и е  его х ар ак тер и сти к  [21, 22]. Т акж е  бы ло 
вы п о л н ен о  м о д ел и р о ван и е  р аб о ч и х  п ар ам етр о в  катода. К о н стр у к ц и я  к а 
т о д а  и  его  ф о то гр аф и я  в сб о р ке  п р и вед ен ы  н а  рис. 4 .23 и  4 .24.

Рис. 4.24. Уменьшенный катод в сборке на экспериментальном стенде 
и вид катода с торца до эксперимента [21]

Н а б и в к а  к ато д а  вы п о л н ен а  во л ь ф р ам о в ы м и  стер ж н я м и  д и ам етр о м  

d =  1,5 м м , к о то р ы е  вм есте  с о б о л о ч к о й  к ато д а  ф о р м и р у ю т  пять  слоев 

д л я  м о д ели р о ван и я . М еж д у  стер ж н ям и  о б р азу ется  26 кан ал о в  « п р ав и л ь
ной »  о д и н ако во й  ф орм ы  и  22 к ан ал а  в п р и стен о ч н о й  об л асти  р азн о го
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р а з м е р а  и  ф о р м ы .  С ч и т а л о с ь ,  ч т о  п л о щ а д ь  т а к о г о  « н е п р а в и л ь н о г о »  к а н а 

л а  п р и м е р н о  в  2  р а з а  б о л ь ш е .

Б ы л а  в ы п о л н е н а  с е р и я  м о д е л ь н ы х  р а с ч е т о в  д л я  с о п о с т а в л е н и я  р е 

з у л ь т а т о в  м о д е л и р о в а н и я  с  э к с п е р и м е н т о м  с  ц е л ь ю  с д е л а т ь  в ы в о д ы  о б  

а д е к в а т н о с т и  р а з р а б о т а н н о й  м о д е л и  и  п р и г о д н о с т и  м о д е л и  к  п р о г н о з и 

р о в а н и ю  х а р а к т е р и с т и к  м н о г о к а н а л ь н о г о  п о л о г о  к а т о д а .  А  д л я  с р а в н е 

н и я  х а р а к т е р и с т и к  р а б о ч и х  р е ж и м о в  б о л ь ш о г о  и  м а л о г о  к а т о д о в  п р и  м о 

д е л и р о в а н и и  в ы б р а н ы  с и л а  т о к а  р а з р я д а  I  =  1 3 0  А  и  I  =  1 5 0  A ,  р а с х о д  

п л а з м о о б р а з у ю щ е г о  г а з а  ( A r )  —  G g  =  4  м г / с .

В  э к с п е р и м е н т е  и з м е р я л о с ь  н а п р я ж е н и е  р а з р я д а  п р и  р а з л и ч н ы х  

с и л а х  т о к а  ( р и с .  4 . 2 5 ,  а )  и  т а к о е  ж е  и с с л е д о в а н и е  б ы л о  п р о в е д е н о  ч и с 

л е н н о .  П о в е д е н и е  н а п р я ж е н и я  д у г о в о г о  р а з р я д а  т и п и ч н о  д л я  э т о г о  к л а с 

с а  у с т р о й с т в  [ 5 ] ,  т а к  к а к  н а п р я ж е н и е  у м е н ь ш а е т с я  п р и  в о з р а с т а н и и  т о к а  

и  с и л ь н о  з а в и с и т  о т  м а с с о в о г о  р а с х о д а .  Д л я  с р а в н е н и я  н а  р и с .  4 . 2 5 ,  б  

п р е д с т а в л е н  р е з у л ь т а т  м о д е л и р о в а н и я  д л я  р а с х о д а  г а з а  4  м г / с .  Р а с с ч и 

т а н н ы е  п р о ф и л и  х о р о ш о  с о о т в е т с т в у ю т  р е з у л ь т а т а м  э к с п е р и м е н т а  в  о с 

н о в н о м  р а б о ч е м  д и а п а з о н е  н и з к и х  т о к о в .  З н а ч е н и я  н а п р я ж е н и я ,  р а с с ч и 

т а н н ы е  п р и  т о к е  в ы ш е  1 0 0  А ,  и м е ю т  н е б о л ь ш о е  н е с о о т в е т с т в и е  с  э к с п е 

р и м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и .

В  э к с п е р и м е н т е  т е м п е р а т у р н ы й  п р о ф и л ь  в н е ш н е й  о б о л о ч к и  к а т о д а  

и з м е р я л и  с  п о м о щ ь ю  д в у х ц в е т н о г о  п и р о м е т р а ,  у с т а н о в л е н н о г о  н а  о д н о 

о с н о м  п о л з у н к е ,  п е р е м е щ а е м о г о  в р у ч н у ю  п р е ц и з и о н н ы м  в и н т о м ,  в ы р о в 

н е н н ы м  о т н о с и т е л ь н о  о с и  к а т о д а .  Р и с .  4 . 2 6 ,  а  п р е д с т а в л я е т  и з м е р е н н ы й  

п р о ф и л ь  т е м п е р а т у р ы  в н е ш н е й  о б о л о ч к и  к а т о д а  п р и  т о к е  р а з р я д а  1 3 0  А  

и  н а п р я ж е н и и  2 2  В .  Д а н н ы е ,  п о л у ч е н н ы е  в  р е з у л ь т а т е  и з м е р е н и я  т е м п е 

р а т у р ы ,  я в н о  у к а з ы в а ю т  н а  в л и я н и е  м а с с о в о г о  р а с х о д а  г а з а  и  т о к а  р а з р я 

д а  н а  т е м п е р а т у р н ы е  п р о ф и л и .  Д а л е е ,  р и с .  4 . 2 6 ,  в  п о к а з ы в а е т  р е з у л ь т а т  

м о д е л и р о в а н и я  р а с п р е д е л е н и я  т е м п е р а т у р ы  к а т о д а  д л я  т е х  ж е  п а р а м е т 

р о в  р а з р я д а  [ 2 1 ] .

Н а  р и с .  4 . 2 7  п р е д с т а в л е н а  з а в и с и м о с т ь  м а к с и м а л ь н о й  т е м п е р а т у р ы  

о т  т о к а  р а з р я д а  в  э к с п е р и м е н т е  и  п о  р е з у л ь т а т а м  м о д е л и р о в а н и я .  М о д е 

л и р о в а н и е  о п р е д е л е н н о  з а в ы ш а е т  з н а ч е н и е  м а к с и м а л ь н о й  т е м п е р а т у р ы  

п р и  в с е х  з н а ч е н и я х  т о к а .  В  ч а с т н о с т и ,  д л я  з н а ч е н и й  т о к а  в ы ш е  1 0 0  А  

р а з н и ц а  м е ж д у  р а с ч е т н о й  и  з а р е г и с т р и р о в а н н о й  т е м п е р а т у р о й  с о с т а в л я 

е т  о к о л о  3 5 0  ° С ,  в  т о  в р е м я  к а к  п р и  б о л е е  н и з к и х  з н а ч е н и я х  т о к а  р а з н и ц а
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(б)

Сила тока разряда, А

Рис. 4.25. Зависимость напряжения разряда от силы тока: 
а) результаты эксперимента [21]; б) результат моделирования [21, 22]

вы ш е п о ч ти  н а  500 °С. И зм ер ен и е  п и р о м етр о м  п о к азал о , ч то  м ак си м ал ь
н ая  тем п ер ату р а  к ато д а  н аб л ю д ается  н а  его то р ц ев о м  срезе. П о  у сл о в и ям  
эк сп ер и м ен та  и зм ер ен и е  тем п ер ату р н о го  п р о ф и л я  п р о в о д и л о сь  с ш агом  
1 мм . О д н ако  если  у ч есть , ч то , по  р езу л ь татам  м о д ел и р о ван и я , р азм ер  
всей  ак ти в н о й  зон ы  в к ан ал ах  не более  3 м м , а  м ак си м у м  тем п ер ату р ы  
л еж и т  н а  р ассто я н и и  м ен ее  1 м м  о т  то р ц а , то  и зм ер ен и я  м о гл и  не заф и к 

си ровать  м ак си м у м , тем  более  ч то  он  слабо  вы раж ен .
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Рис. 4.26. Изменение температуры катода по его длине: 
а) экспериментальные измерения [21, 22]; б) результат моделирования

С о гласн о  к л асси ч еск о й  р аб о те  [5], и зм ен ен и е  р а сх о д а  газа  в 5 раз 
д о л ж н о  п р и во д и ть  к  см ещ ен и ю  тем п ер ату р н о го  м акси м ум а. П р авд а , 
п о зд н ее  п р и  п р о в ед ен и и  д л и тел ь н о го  и сп ы тан и я  все-таки  м ак си м ал ьн о е  

зн ач ен и е  тем п ер ату р ы  бы ло  п о л у ч ен о  н а  р ассто я н и и  в н еск о л ьк о  м и л л и 
м етр о в  о т  т о р ц а  к ато д а  (рис. 4 .28 ) в отл и ч и е  от  р и су н к о в  4 .26 , а и  4 .27 , а. 
П р о б л ем а  со сто и т  в н ео б х о д и м о сти  п р о в о д и ть  и зм ер ен и я  н а  очен ь м а 
л ы х  р ассто ян и ях .
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Рис. 4.27. Зависимость максимальной температуры торца катода от тока разряда: 
а) результаты эксперимента [21, 22]; б) результат моделирования

Рис. 4.28. Измеренный температурный профиль при длительном испытании [21]

В  в ы ч и с л и т е л ь н о м  э к с п е р и м е н т е  у д а л о с ь  р а с с ч и т а т ь  п а р а м е т р ы ,  н е  

п о д д а ю щ и е с я  п р я м о м у  и з м е р е н и ю  в  н а т у р н о м  э к с п е р и м е н т е .  Н а  г р а ф и 

к а х  р и с .  4 . 2 9 ,  4 . 3 0  п р и в е д е н ы  р а с п р е д е л е н и я  п о  д л и н е  к а н а л а  с т е п е н и  

и о н и з а ц и и  п л а з м ы  и  т е м п е р а т у р ы  п л а з м е н н ы х  э л е к т р о н о в .  П р и в е д е н ы  

р е з у л ь т а т ы  д л я  т о к а  р а з р я д а  I  =  1 3 0  А  и  р а с х о д а  G g  =  4  м г / с .  П р и  э т о м  

т е м п е р а т у р а  э л е к т р о н о в  в  п л а з м е  к а н а л о в  п о  м а с ш т а б у  в е л и ч и н ы  и  п о  

х а р а к т е р у  и з м е н е н и я  п о  д л и н е  к а н а л о в  п р а к т и ч е с к и  о д и н а к о в а  д л я  п о л 

н о р а з м е р н о г о  и  у м е н ь ш е н н о г о  к а т о д о в  ( р и с .  4 . 3 0  и  4 . 1 9 ) .  С т е п е н ь  и о н и 

з а ц и и  п л а з м ы  д л я  у м е н ь ш е н н о й  м о д е л и  к а т о д а  п о ч т и  в  2  р а з а  в ы ш е ,  ч е м
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д л я  п о л н о р азм ер н о го  к ато д а  (рис. 4 .29  и  4 .1 8 ), и  м ак си м у м  степ ен и  и о 

н и зац и и  см ещ ен  ближ е к  то р ц у  катода.

Рис. 4.29. Распределение степени ионизации плазмы 
по длине канала для различных слоев

Рис. 4.30. Распределение температуры электронов по длине плазменных каналов: 
1-4 — различные слои каналов, находящихся на разных расстояниях от оси
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Т акж е д л я  у м ен ьш ен н о го  к ато д а  п р о в о д и л и  и сп ы тан и е  н а  эр о зи о н 
ны е х ар ак тер и сти к и  в теч ен и е  р аб о ч его  вр ем ен и  в 130 часов . Э к сп ер и 
м ен т  п р о в о д и л ся  п р и  зн ач ен и и  силы  т о к а  150 А  и  м ассо в о м  р асх о д е  

4 ,5 м г/с , х о тя  эти  зн ач ен и я  н е  вы д ер ж и в ал и сь  н а  п о сл ед н и х  ф азах  и с п ы 
тан и я  и з-за  сн и ж ен и я  р аб о то сп о со б н о сти  катода. Д ля  п о сто ян н о го  к о н 
тр о л я  за  в аку у м н о й  у стан о в к о й  и  эк сп ер и м ен то м  вр ем я  эк сп ер и м ен та  
р азд ел и л и  н а  д евять  и н тер вал о в . К аж д о м у  и н тер в ал у  п р ед ш ество вал  

1 ч ас  стаб и л и зац и и  п р и  то ке  р а зр я д а  в 40  А , и  д алее  сл ед о вал  р аб о ч и й  
о тр езо к  теста. В  таб л и ц е  4 .2  п р и вед ен ы  п р о д о л ж и тел ьн о сть  эк сп ер и м ен 
тал ь н ы х  и н тер в ал о в  и  о сн о вн ы е п ар ам етр ы  р а зр я д а  д л я  к аж д о го  и н тер 

вала.

Таблица 4.2
Параметры разряда при исследовании эрозии катода [21]

Продолжительность,
ч

Сила тока, 
А

Напряжение,
В

Температура,
°С

40 130 — —

11 150 22,5 —

10 150 23,7 2625
15 150 23,3 2607
17 150 23,4 2600
12 150 24 2604
11 124,7 23,9 2536
12 128 24,2 2530

П р о ц есс  эр о зи и  вы зв ал  м ед лен н о е , н еп р ер ы вн о е  сн и ж ен и е  х а р а к 
тер и сти к  катод а , ч то  вело  к  сбоям  в его работе . Т о р ц евая  п о в ер х н о сть  

к ато д а  п о л н о стью  у тр ати л а  п ер во н ач ал ьн у ю  ф о р м у  (рис. 4 .31 ) и з-за  о п 
л ав л е н и я  стер ж н ей , так ж е  п о яви ло сь  н еск о л ьк о  к р у п н ы х  отвер сти й  

всл ед стви е  эрози и . Б о л ее  в ы со к ая  эр о зи я  б ы л а  о б н ар у ж ен а  в м естах , где  
м еж д у  стер ж н ям и  п р и  н аб и вке  о б р азо в ал и сь  ш и р о к и е  кан алы .

В к о н ц е  это го  эк сп ер и м ен та  к ато д  сн и м ал и  с у стан о в к и  и  в зв еш и 
вал и  д л я  о п р ед ел ен и я  у н о с а  м ассы  всл ед стви е  эрози и . Р азн о сть  м асс  м е 
ж д у  н ач ал о м  и  о к о н ч ан и ем  и сп ы тан и я  со став и л а  2 ,32  г  ±  0,5 % . С о гласн о  
эти м  д ан н ы м  и  с у ч ето м  п о гр еш н о сти  и зм ер ен и я  10 %  ско р о сть  эр о зи и  
в эк сп ер и м ен те  со став л ял а  о коло  33 н г /К л  [21].
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(а) (б)

Рис. 4.31. Вид торцевой поверхности катода до (а) и после (б) 100-часового теста

Т акж е бы ло  в ы п о л н ен о  м о д ел и р о ван и е  п р о ц есса  эр о зи и  н а  в р е 
м ен н о м  о тр езке , со о тв етству ю щ ем  эк сп ер и м ен тал ьн о м у  исп ы тан и ю . Н а  
р и су н к ах  4 .32  и  4 .33  п р и вед ен ы  для ср авн ен и я  ск о р о сти  п р о ц ессо в  р а с 
п ы лен и я , и сп ар ен и я  и  р ец и к л и н га  для  ц ен тр ал ьн о го  стер ж н я  н аб и вки  

и  стр еж н я  п р и стен о ч н о го  п ер и ф ер и й н о го  слоя. И сп ар ен и е  п р ак ти ч ески  
н и ч то ж н о  (н а  3 п о р я д к а  м ен ьш е) по ср авн ен и ю  с р асп ы л ен и ем  и  рецик- 
лин гом . Н о  и  р ец и к л и н г  везд е  м ен ьш е р асп ы лен и я . О тсу тстви е  эф ф ек та  
зар астан и я  о твер сти й  п р и  м о д ел и р о в ан и и  у м ен ьш ен н о го  катода , ви д и м о , 

связан о  с тем , что  п р и  м ал о й  д ли н е  кан ал о в  п р и м есь  в ы н о си тся  из к ато д а  
теч ен и ем  плазм ы . З а  счет  эр о зи и  у в ел и ч и в ается  ш и р и н а  к ан алов  в т о р ц е 
во м  сеч ен и и  катода , а  для  б л и зк и х  к  ц ен тр у  стер ж н ей  о б р азу ется  в ы ем к а  

н а  р ассто я н и и  п р и м ер н о  1,2 м м  от т о р ц а  к ато д а  (рис. 4 .34).

К  со ж ал ен и ю , в эк сп ер и м ен те  к ато д  не р азб и р ал и  н а  о тд ельн ы е  
стерж н и , со о тв етствен н о , не бы ло  в о зм о ж н о сти  п р о в ер и ть  со сто ян и е  п о 
в ер х н о сти  о тд ел ь н ы х  стерж ней .

Р асч ет  у д ел ьн о й  эр о зи и  и  ин тегральн ого  у н о с а  м ассы  сильно  зав и 
сит от  зн ачен и я  к о эф ф и ц и ен та  п р и л и п ан и я  ионов. В  качестве  п р и м ер а  для 

2 -х  зн ачен и й  то к а  в со о тветстви и  с таб ли ц ей  4 .2  н а  рис. 4 .35  п ри веден ы  
зави си м о сти  у д ел ьн о й  эрози и  от  к о эф ф и ц и ен та  п ри ли п ан и я  ионов п р и 
м еси. С ледовательно , м од ель  п озволяет  уто ч н и ть  зн ачен и е  этого  к о эф ф и 
циента, оп и раясь  н а  резу л ьтаты  эк сп ер и м ен та  по ун о су  м ассы  и  уд ельн о й  

э р о зи и . П р и  м о д е л и р о в а н и и  и с п о л ь зо в а л о с ь  зн а ч е н и е  к о э ф ф и ц и е н т а
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Рис. 4.32. Скорости эрозионных процессов для центрального стержня
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Рис. 4.33. Скорости эрозионных процессов для периферийных стержней
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п р и л и п ан и я  ион ов п ри м еси  0,8. В  так о м  случае  у д ельн ая  эрози я  п ри  токе  
130 А  составит 27 ,8  нг/К л, а  п р и  токе  150 А  —  соответствен н о  30,3 нг/К л. 
Э то т  р езу л ьтат  вп олн е  соответствует  эксп ери м ен тальн ы м  данны м . П о 

греш н ость  оказалась  в п ред елах  10 %.
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Рис. 4.34. Распределение скорости эрозии стержней по длине каналов
для различных слоев

Рис. 4.35. Зависимость удельной эрозии от коэффициента прилипания
ионов примеси
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Н а  р и су н к е  4 .36  п р и в ед ен а  зави си м о сть  ср ед н ей  ско р о сти  у н о са  
м ассы  от к о эф ф и ц и ен та  п р и л и п ан и я  п р и м есн ы х  ион ов . Р асч ет  и н т е 
гр ал ьн о го  у н о с а  м ассы  (65 ч асо в  п р и  то ке  150 А  и  35 ч асо в  п р и  то ке  

130 А ) п р и  к о эф ф и ц и ен те  п р и л и п ан и я  0 ,8 д ает  зн ачен и е  1,11 г. Е сл и  
у м ен ьш и ть  к о эф ф и ц и ен т  п р и л и п ан и я  до  0 ,2 , и н тегр ал ьн ы й  у н о с  м ассы  
у в ел и ч и тся  до  1,6 г. Э то т  р езу л ь тат  не со гл асу ется  с эк сп ер и м ен тал ь н ы 
м и  д ан н ы м и , но  м од ель  у ч и ты в ает  то л ьк о  у н о с  м ассы  во вр ем я  у с та н о 

в и в ш его ся  р еж и м а  р азряда. М о д ел и р о в ан и е  не у ч и ты в ает  си льн ую  э р о 
зию  в п р о ц ессе  заж и ган и я  разр яд а . В  п р о ц ессе  и сп ы тан и й  бы ло 10 эта 
п ов  стаб и л и зац и и  р азряда.

Рис. 4.36. Зависимость средней скорости уноса массы 
от коэффициента прилипания ионов примеси

Н а  р и су н к е  4 .37  п о к азан а  зав и си м о сть  у д ел ь н о й  эр о зи и  от  силы  
т о к а  разр яд а . В ел и ч и н а  эр о зи и  и м еет  м и н и м у м  п р и  силе т о к а  80 А  и  у в е 
л и ч и в ае т ся  п р и  и зм ен ен и и  т о к а  в л ю б у ю  сто р о н у  о т  это го  зн ачен и я . 
А н ал о ги ч н ы й  гр аф и к  с м и н и м у м о м  и м еет  м есто  и  в зав и си м о сти  у д е л ь 

н о й  эр о зи и  от  р а сх о д а  газа.
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Рис. 4.37. Зависимость удельной эрозии от силы тока разряда

Заключение к главе 4

С р авн ен и е  р езу л ь тато в  м о д ел и р о в ан и я  с эк сп ер и м ен тал ьн о  и зм е 
р ен н ы м и  п ар ам етр ам и  п о л о го  к ато д а  и  р а зр я д а  в ц ел о м  яв л я ется  ед и н ст 

вен н ы м  сп о со б о м  п р о в ер и ть  п р ави л ь н о сть  м о д ели  и  ее д о п у щ ен и й . О д 
н ако  п о л у ч и ть  л о кал ьн ы е  п ар ам етр ы  со сто ян и я  в н у тр ен н и х  стер ж н ей  к а 
то д а  и  п л азм ы  в н у тр и  к ато д н ы х  к ан ал о в  д л я  м н о го к ан ал ьн ы х  п о л ы х  к а 
то д о в  не п р ед став л яется  во зм о ж н ы м  п о  п р и ч и н е  тех н и ч еск и х  тр у д н о стей  

так и х  и зм ер ен и й . П о это м у  о б ъ екти вн о  си льн о  о гр ан и ч ен о  ч и сло  п р о в е 
р яем ы х  п ар ам етр о в . Т ем  не м ен ее  в ы п о л н ен о  ср авн ен и е  р езу л ьтато в  эк с 
п ер и м ен та  и  м о д ел и р о в ан и я  по  тем п ер ату р е  к ато д а  и  п р и к ато д н о м у  п а 

д ен и ю  н ап р я ж ен и я  в зав и си м о сти  от  р асх о д а  п л азм о о б р азу ю щ его  газа  
и  силы  т о к а  разр яд а . В аж н ы м  м о м ен то м  яв л я ется  со п о ставл ен и е  р е зу л ь 
тато в  по  у д ел ь н о й  и  и н тегр ал ьн о й  эр о зи и  катода.

С р авн ен и е  с эк сп ер и м ен то м  вы яви ло  н ек о то р ы е  тр у д н о сти  п р и  о п 
р ед ел ен и и  п ар ам етр о в  д л я  п ер и ф ер и й н о й  зон ы  к ато д а  и  т о р ц ев о й  зон ы , 
гд е  н аб л ю д ал о сь  н ек о то р о е  н ем о н о то н н о е  п о в ед ен и е  п ар ам етр о в . Т ем  не 
м ен ее  р езу л ь таты  ср авн ен и й  п о к азы ваю т, ч то  м о д ель  п р ед ск азы в ает  п а 

р ам етр ы  п л азм ы  и  к ато д а  р азу м н о  в со о тв етстви и  с д ан н ы м и , и м е ю щ и 
м и ся  в ли тер ату р е . З ави си м о сти  н ап р я ж ен и я  р а зр я д а  от  силы  т о к а  и  с к о 
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р о сть  эр о зи и  о п р ед ел я ю тся  п р и  м о д ел и р о ван и и  с п о гр еш н о стью  10 % , 
х о тя  р асч ет  тем п ер ату р ы  и м еет  п о гр еш н о сть  около  25 % .

Б ы л а  п о к азан а  во зм о ж н о сть  и сп о л ь зо в ан и я  р азл и ч н ы х  п л азм о о б р а 

зу ю щ и х  вещ еств  п р и н ц и п и ал ьн о  р азн о го  типа: ар го н  (как  и н ер тн ы й  газ), 
и  л и ти й  (как  щ ел о ч н о й  м еталл).

Р азр аб о тан н ая  м одель вклю ч ает  н абор  н екоторы х  констант, которы е 

о п ред еляю тся  сво й ствам и  катод н ого  м атер и ал а  и  п лазм о о б р азу ю щ его  газа  
и  о собен н остям и  взаи м о д ей стви я  п лазм ы  с д ан н ы м  к атодн ы м  м атериалом . 
Н еко то р ы е  м о гу т  бы ть у то чн ен ы  в дальнейш ем .

В ц елом  р езультаты  м о д ели р о ван и я  удовл етво р и тел ьн о  согласую тся  

с эксп ер и м ен тал ьн ы м и  дан н ы м и  в п ред елах  25 % . Т аким  образом , м одель 
м о ж ет бы ть п олезн ой  и  п р и м ен ен а  д ля  п ро гн о зи р о ван и я  р есу р са  к ато д н о 

го  у зл а  двигателя.
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ПРИЛОЖЕНИЯ

Приложение 1
Методика расчета плавающего потенциала [141, 142]

Будем рассматривать случай, когда полый катод работает в режиме 
сплошной среды. Наличие эмиссии электронов с поверхности катода 
оказывает существенное влияние на плотность электрического тока, по
ступающего на стенку пологого катода. Как показано в [30], при боль
ших токах эмиссии в пристеночной области образуется избыток отрица
тельных зарядов, что ведет к появлению потенциальных ям и изменению 
знака у вектора напряженности электрического поля. В случае отрица
тельного потенциала стенки плотность поступающего на нее тока скла
дывается из плотности тока эмиссии _/еэ и плотности тока ионов j , по
ступающих из плазменного образования, движущегося вдоль оси полого 
катода

Следовательно, с ростом (j e3 )0 растет и ( j  )0.
В случае положительного потенциала стенки часть эмитированных 

электронов не может преодолеть потенциальный барьер, и тормозящее 
электрическое поле поэтому возвращается обратно на стенку. Поскольку 
в этом случае плотность тока отрицательных частиц на стенку равна

то с увеличением j^  результирующая плотность тока ( j  )0 будет 

уменьшаться. Составляющая (уеплазмы)0 определяется градиентом потен
циала V (р0, градиентом концентрации заряженных частиц Vп0 и гради
ентом температуры V Т0. Как показано в [30], под влиянием V%0 ( j  )0 
изменяется более существенно, чем под влиянием V п0 и V Т0, поэтому 
основное влияние на (j  )0 оказывает профиль потенциала % (r0).

(  j  \ )  ( Jea \ )  +  ( J, I плазмы (П1.1)

(П 1 .2 )
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Индекс «0» есть признак безразмерной величины, например,

На рис. П1.1, а, б приведена зависимость ( j  )0 от р0 для цилинд

рического стержня размером r0 = 5 при различных значениях (j e, )0 . На 
рис. П1.1,а (р0 меняется от 0 до -20, а на рис. П.1.1, б — от 0 до 15.

При увеличении положительного значения р0 (рис. П1.1, б) кривые 
зависимости ( j  )0 от (р0 сближаются и совмещаются с кривой для слу
чая отсутствия эмиссии. Это объясняется тем, что стержень с большим 
положительным потенциалом притягивает обратно эмитируемые с его 
поверхности электроны. Следовательно, точка перехода возрастающего 
участка кривой в ток насыщения, соответствующая потенциалу плазмы, 
обычно принимаемому за ноль, не зависит от (j e3 )0 . Плавающему по

тенциалу соответствует точка с нулевым значением (j  )0 2 Как следует 

из рис. П1.1, положение этой точки зависит от ( je3 )0 . С ростом 

(Лэ )0 (Ро) по модулю возрастает.

-20 -15 -10 -5
¥>о

0 5 10 ¥>о

(а) (б)

Рис. П1.1. Зависимость ( j  )0 от р0: ( r0 = — = 5, £= —
rD Te

1 — j  )0 = 0; 2 — 1; 3 — 5; 4 — 10

1);

2 Н а п о м н и м ,  ч т о  ( р пл ) 0 о т с ч и т ы в а е т с я  о т  п о т е н ц и а л а  п л а з м ы ,  п р и н я т о г о  з а  н о л ь .
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Это означает, что расстояние по оси (р0 между точкой, принимае

мой за ноль, и точкой, где ( /  )0 = 0, с ростом ( / еэ )0 увеличивается. По

скольку это расстояние Д$>0 = Д$>плав, то можно сделать вывод: плаваю
щий потенциал стенки полого катода с эмиссией электронов по модулю 
всегда больше плавающего потенциала без эмиссии.

Напомним кратко схему расчета плавающего потенциала ПК в ре
жиме сплошной среды. С учетом предположений, сформулированных 
в главе 1, модель Эйлера -  Пуассона в безразмерном виде определяется 
формулами (1.17)-(1.22) с системой начальных и граничных усло
вий (1.23). Вычислительная модель решения этой системы изложена в раз
деле 1.3 главы 1. Варьируя значение (р0, можно найти то решение, которое

соответствует условию (j  )0 = 0. Это значение потенциала принимается

за (гшав )0 относительно потенциала плазмы, принятого за ноль.

Приложение 2
Вывод граничного значения ФРЭ при наличии 
термоэмиссии

Формула Ричардсона -  Дэшмана для плотности потока эмитиро
ванных электронов записывается через функцию распределения эмити
рованных электронов / еэ [24]:

/еэ = е J/ еэ (Г, v )dv
4nmeek 2Tp____ _̂___ P_

h3
exp еФ

kT
(П2.1)

p J

где h — постоянная Планка, Tp — температура эмитируемой поверхно

сти, еФ — работа выхода электронов из поверхности ПК.
Согласно принципам квантовой механики фазовое пространство 

(r, v ) делится на элементарные ячейки h3. Количество электронов в од

ной ячейке при заданной температуре и энергии W = Жпот + Жкин равно

N 1 = exp
( W - у )

kT

-1

(П2.2)
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где химическим потенциал и  зависит от температуры и концентрации 
частиц. ФРЭ, а точнее количество электронов в единице объема со ско
ростями от v до v + d v , равно [24]

f  (r, v )dv = 2m< dv
h3 exp W -ju  

kT

(П2.3)
+ 1

При реально используемых температурах поверхности эмитирующих тел 
вырождение велико, U ~ ^еФ и е Ф  » k T  . Поэтому экспоненциальный 
множитель в (П2.3) велик по сравнению с единицей. С учетом того, что 
потенциальная энергия электрона отрицательна, выйти из металла могут 
только те электроны, которые внутри металла обладают скоростью

v > uвых
2  W

V me У

1

(П2.4)

Полагая, что все электроны, движущиеся по нормали к поверхности со 
скоростью и > ивых , будут эмитированы, ФРЭ (П2.3) трансформируем 
в соотношение

Л э (Г,U)
2me
h3

exp еФ
k T ,

exp mev

p У 2kTp У
(П2.5)

Если у поверхности имеется электрическое поле напряженностью Ep , 

эффективная работа выхода равна (еФ -еФ Е) , где еФE — поправка 

Шоттки [24].

Приложение 3
Уравнения Власова и система уравнений 
характеристик для тел цилиндрической геометрии

Рассматривается бесконечный цилиндр радиусом rp , имеющий 

потенциал (рр . Введём цилиндрическую систему координат (г ,0 ,z ) так, 

чтобы ось z совпадала с осью цилиндра (рис. П3.1).
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Фазовыми переменными являются (r , в, z, vr, ve, vz). Функции рас
пределения частиц и потенциал электрического поля инвариантны отно
сительно оси z, поскольку выполняется условие rp ^  lz , где lz — длина
цилиндра:

д!'а
dz

дф
dz

= 0, а = i, e.

Компоненты напряженности электрического поля:

Er дф E = - 1 .дф
дr ’ в r дв в

E z  =  0 . (П3.1)

Рассмотрим силы, действующие на заряженную частицу вдоль оси r: 
-  сила электрического поля Er

^ э л  =  Я а -  E r ’

где q a — заряд частицы;
-  центростремительная сила, связанная с вращением частицы по ок

ружности радиуса r  со скоростью v e :

F = в т 1 ч а  •r

Следовательно, результирующая сила в проекции на радиус равна

ve
Fr = Яа  ’ Er + — • та .r

(П3.2)
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Рассмотрим далее силу F e :
-  сила электрического поля, связанная с составляющей напряжённо

сти Ев :

р э л  =  Ч а '  Е в 

-  сила Кориолиса, связанная с вращением частицы с угловой скоро-
V nстью (0 = —  и одновременным движением по радиусу со скоро- 

r

стью vr :

(^к°р L
Va ■ V, ■та  •r

Следовательно, результирующая сила Fe равна

Fn = Ча-Ев - ~ ^ - т а .  (П3.3)r

Сила Fz = 0 , поскольку Ez = 0  (Ez =  - V pz, pz = const), а других 
сил нет.

Учитывая (П2.2) и (П2.3), запишем уравнения движения частицы 
вдоль характеристик:

r = -V

V,

> •r ’ II V e  •
r

z  =

Ve  + Ч а
■ E r ;r

r т а

Ч а
■ Е в

1 fe ■ Vr •
т а

r

Vz = 0.

(П3.4)

С учетом (П3.4) уравнение Власова для цилиндрического тела 
принимает вид

д/а  f'а
dt

fv. ' а V , а

(  2 
V a а

dr дв
Er

m
а

д а

d V r

а Ев VrVe
V  т а

d V e

а
=  0 ,

(П3.5)

а  = i, e.
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Компоненты напряженности электрического поля Er, Ев находятся 
путем решения уравнений Пуассона с учетом формулы E = —V р.

В дополнение к системе (П3.4) рассмотрим граничные и начальные 
условия. Начальная функция распределения есть функция Максвелла:

= n
та

2 ■ж ■к ■ T,

fa ( r, (  Z, Vr, Ve, Vz, t = 0)

exp
N3/ Л/2 mа

а 2  ■ к ■ T
2 , 2 . 2 

Vr + V G +  V;j
а

Ж
m

N3/ V2
а

v 2 ■к  ■ T a а
exp mа

2  ■ к ■ T
2 , 2 

Vr +  VG
а

X

X —ж /2 ■exp
r m

V2ZV 2 ■к  ■ T a а
f a ( r ,в Vr, t  t = 0 ) - 1ж / 2 ■exp

2
ma ■ VZ

2  ■ к ■ Tа

В процессе эволюции при t > 0 множитель в квадратных скобках ос
тается постоянным, так как vz = const. Поэтому задача сводится к опреде
лению функции f a (r,в ,Vr,Ve,t ) в четырехмерном фазовом пространстве.

Начальное условие для f a записывается в виде

f a ( r ,в Vr, в t = 0 ) =

Ж
m

N3/Л/2
а

V 2 ■к ■
exp< mа

2 ■ к ■ Ta L
2 , 2 

Vr +  Ve
(П3.6)

В таком же виде записывается и граничное условие для 
fOpr,в ,Vr,Ve,t ) на границе вытекания.

После интегрирования по переменной vz формулы для расчета 
концентраций и плотности тока принимают вид

na (r ,в t )

Ja { rp,в t)

7. ^  Л /22 ■ к ■ Trа
V та а

7. ^  Л/22 ■ к ■ Trа
V та а

J J f a ( r , в Vr , Vв,в)■ d v r  ■ d v в,
—̂  ^ >

■ J J f a {rp , в  Vr , VZ  ■ d v r ■ d r
—̂  ^

(П3.7)

а  = i, e.
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Приложение 4
Обзор физических процессов в плазменном участке 
полого катода, если плазма имеет переменные свойства 
и химические реакции не заморожены

Введение

Особенности формирования плазмы и свойства плазмы в активной 
зоне полого катода в дуговом режиме первыми рассмотрели французские 
авторы. В работах [5, 104] предложена методика расчета концентрации 
ионов, возбужденных и метастабильных атомов при известной скорости 
ионизации и температуре катода. В модель включены упругие столкно
вения «электрон-атом», «электрон-электрон» и неупругие столкновения 
ионизации и возбуждения. Одним из основных результатов этой модели 
является функция, описывающая среднее число ионов, создаваемых каж
дым инжектированным электроном с начальной энергией W0. Основны
ми недостатками этой модели являются: необходимость задания экспе
риментального температурного профиля, потенциала катода в выходном 
сечении, а также неизвестный размер активной зоны.

Исследованиям в области моделей плазмы посвящены работы 
[105-109], в которых диафрагма с отверстием препятствует потоку плаз
мы и нейтрального газа из активной зоны, поэтому общий градиент дав
ления внутри катода достаточно мал, кроме зоны отверстия. В связи с 
этим скорость нейтральных атомов много ниже скоростей ионов и элек
тронов. Такие особенности позволили сильно упростить конечную фор
му гидродинамических уравнений, например, считать плотность ней
трального газа приблизительно постоянной во всей активной зоне. В по
лых катодах с открытым торцом нет физических барьеров для потока (за 
исключением стенок), и возникает значительный градиент давления. Си
туация в таких катодах более похожа на обычный поток в трубе, где ней
тральный газ выходит из катода со звуковыми скоростями. В ряде работ 
рассматривались функции распределения электронов в плазме полого ка
тода [15, 110, 111], на основании которых далее определялись скорость 
ионизации и заселенности возбужденных состояний. Однако, как прави
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ло, предполагалось, что среди всех типов неупругих взаимодействий до
минирует какой-то один вид взаимодействия и при этом эффективное се
чение для этого процесса не зависит от энергии электронов при значени
ях, превышающих пороговое. Часто пренебрегали электрон-электронным 
взаимодействием, множественными квантовыми переходами и ускольза
нием излучения из объема.

За последнее десятилетие опубликован ряд комплексных работ по 
моделированию процессов в одноканальных дуговых полых катодах [14
16, 112], в которых большое внимание уделено плазменным процессам. 
В работе [14], как отмечалось ранее, в плазменных процессах не учиты
вались трехчастичная рекомбинация и столкновительное девозбуждение. 
В работе [16] не учитывались электрон-электронные столкновения, было 
введено дополнительное условие на размер активной зоны и задавался 
профиль температуры стенки, т. е. не было согласования с тепловым со
стоянием катода. В работе [15] утверждалось, что ионизация преимуще
ственно происходит из возбужденного состояния атома при столкнове
ниях с вторичными электронами, а первичные электроны при этом не 
рассматривались. В работе [112] учет возбужденных уровней атома ар
гона ограничен уровнями 4s и 4p, однако рассматриваются процессы пе
рехода в основное состояние с испусканием фотонов. Следует отметить, 
что размер активной зоны в полом катоде до сих пор остается камнем 
преткновения практически во всех моделях. Плазменные процессы, свя
занные с многократными квантовыми переходами, рассмотрены только 
в работах [15, 112], с применением ограничений, описанных выше. При 
этом большинство авторов считают распределение электронов по энер
гиям практически равновесным, слабо отклоняющимся от распределения 
Максвелла. М. В. Черкасовой в 2007 г. в работе [19] была представлена 
модель состояния плазмы в канале дугового разряда с полым катодом 
с учетом каскадных ударно-радиационных процессов. Формирование 
плазмы в активной зоне полого катода происходит под влиянием процес
сов, которые приводят к отклонению распределения от равновесного: ус
кользание излучения из плазменного объема, градиенты температур 
и концентраций на стенке канала и во фронте ионизации, отрыв темпера
туры электронов от температуры тяжелых частиц [113-116]. Высоко
энергетические электроны, обладающие энергией, необходимой для
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ионизации и возбуждения атомов рабочего газа, возникают вследствие 
ускорения эмитированных первичных электронов прикатодным скачком 
потенциала. Также ионизацию могут вызывать вторичные термализован- 
ные электроны из высокоэнергетического хвоста распределения Мак
свелла при столкновениях с возбужденными атомами рабочего газа. Та
ким образом, непрерывное образование возбужденных состояний в кас
кадных процессах делает возможной еще и ступенчатую ионизацию за 
счет вторичных электронов, термализованных электронно-электронными 
упругими столкновениями.

Продолжительное время на кафедре физики МАИ проводились ис
следования распределения атомов по состояниям в потоке чистого арго
на на торцевом срезе катода [117], в ходе которых выявилась перезасе- 
ленность верхних уровней состояния атомов аргона, что свидетельство
вало о неравновесности распределения. Эксперимент проводился при 
массовом расходе газа Cg = 0,17 г/с, напряжении разряда U =14,5 В, дав
лении в вакуумной камере Р0 =1 мм рт. ст. и скорости истечения газа 
~ 2 км/с. В эксперименте заселенность нижних уровней аргона 4s опре
делялась методом поглощения, а верхних 4p, 4d, 5p и 6 s — методом аб
солютных интенсивностей. Результаты спектроскопических измерений 
представлены на рисунке П4.1, а. Из результатов спектроскопических 
измерений следует, что верхние уровни существенно перезаселены, то 
есть имеет место неравновесная неизотермическая плазма. На рис. П4.1, 
б показана оценка температур электронов по различным группам атомов. 
Очевидно, что эти состояния не образуют единого вектора. Поэтому для 
модели дугового разряда с полым катодом разработан метод моделиро
вания неравновесных состояний ионизованных газов, включая газы 
с достаточно сложной электронной структурой. Метод позволяет опре
делять скорости ударно-радиационных процессов с учетом всех кванто
вых состояний, вплоть до границы потенциала ионизации многоэлек
тронных атомов. И далее метод позволяет определять потоки частиц, 
энергии и заряда в условиях неравновесной частично ионизованной не
изотермической плазмы при наличии интенсивных неупругих столкно
вений. Для электронов в модели предполагается локальное максвеллов
ское распределение.
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Рис. П4.1. Распределение атомов аргона по состояниям 
(результаты спектроскопических исследований [117])
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П4.1. Модели основных ударно-радиационных процессов

Уравнение ионизационного равновесия для стационарных плаз
менных задач, как правило, записывают в форме

^  = P -N e - Na- a - N ] ,  (П4.1)

где (Oe  — скорость рождения и гибели заряженных частиц, обусловлен
ная процессами ионизации и рекомбинации, в  — коэффициент иониза
ции, a  — коэффициент рекомбинации.

Определение коэффициентов а  и в  представляет отдельную задачу, 
поскольку необходимо решать систему уравнений многоуровневой кине
тики.

Для модели дугового разряда с полым катодом основными процес
сами, определяющими состав квазинейтральной частично ионизованной 
плазмы, были выбраны следующие процессы [19]:

-  ионизация электронным ударом (как прямой процесс) и тройная 
рекомбинация с образованием атома в состоянии [n] (как обрат
ный процесс):

An  +  e A+ +  e + e;

-  фотоионизация состояния [n] и фоторекомбинация в это же со
стояние:

An  +  hv ^  A+ +  e;

-  одиночный квантовый процесс возбуждения атома из состояния 
[n] в состояние [n + 1] и обратный процесс тушения состояния 
[n + 1] с переходом в состояние [n] при электронном ударе:

A n +  e  ^  A n+1 +  e ;

-  многократный квантовый процесс возбуждения атома электрон
ным ударом из состояния [n] в состояние [k] > [n + 2] и обратный 
процесс тушения состояния [k] с переходом в состояние [n]:

An  +  e ^  Ak  +  e;

-  одиночный квантовый процесс резонансного поглощения и спон
танного излучения:

An +  h v  ^  А + Н
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-  многократные квантовые излучательные переходы ( k  >  n  +  2 ) :

A n  +  h v  о  A k .

Д р у г и е  в о з м о ж н ы е  у д а р н о - р а д и а ц и о н н ы е  п р о ц е с с ы  м о г у т  б ы т ь  

в к л ю ч е н ы  в  р а с с м а т р и в а е м у ю  с и с т е м у  п о  м е р е  н е о б х о д и м о с т и  д л я  с о 

г л а с о в а н и я  с  р е з у л ь т а т а м и  э к с п е р и м е н т о в .  О т м е т и м ,  ч т о  в  м о д е л и  н е  

у ч и т ы в а ю т с я  д и с с о ц и а т и в н а я  р е к о м б и н а ц и я  и  а с с о ц и а т и в н а я  и о н и з а ц и я .

З а п и ш е м  с к о р о с т и  п р о т е к а н и я  п е р е ч и с л е н н ы х  в ы ш е  п р о ц е с с о в  ч е 

р е з  с о о т в е т с т в у ю щ и е  с е ч е н и я  с т о л к н о в е н и й .

Скорость ионизации атома в  с о с т о я н и и  [ n ]  э л е к т р о н н ы м  у д а р о м :

d t j [ n ]- [ с]
-  v e  • N e  • N n  • Q [ n ] - [  с ] , ( П 4 . 2 )

г д е  v e  —  с р е д н я я  с к о р о с т ь  э л е к т р о н а ,

Q [ n н с ] —  э ф ф е к т и в н о е  с е ч е н и е  п е р е х о д а  с в я з а н н о г о  э л е к т р о н а

в  о б л а с т ь  к о н т и н у у м а  [ с ]  п р и  э л е к т р о н н о м  у д а р е .  В с е  у с р е д н е н и я  п р о в о 

д я т с я  п о  с о о т в е т с т в у ю щ е й  ф у н к ц и и  р а с п р е д е л е н и я  э л е к т р о н о в  п о  с к о р о 

с т я м .

Скорость о б р а з о в а н и я  а т о м о в  в  с о с т о я н и и  [ n ]  в  п р о ц е с с е  р е к о м 

б и н а ц и и  с  у ч а с т и е м  т р е т ь е й  ч а с т и ц ы  ( трехчастичная рекомбинация):

N

V d t  j [ a ]—[n
-  v  • N e • N + • Q [ec]—,[ с]—[ n У

Т а к ж е  м о ж н о  в ы р а з и т ь  э ф ф е к т и в н о е  с е ч е н и е  э т о г о  п р о ц е с с а  ч е р е з  

к о н с т а н т у  т р е х ч а с т и ч н о й  р е к о м б и н а ц и и  в с ] _  [ n  ] и  у п р о с т и т ь  ф о р м у  з а п и 

с и :

N
V dt j  [с ]—[n

-  в [с]—[n] • N 3 ' ( П 4 . 3 )

С к о р о с т и  п р о ц е с с о в ,  о б у с л о в л е н н ы х  п е р е х о д а м и  с в я з а н н ы х  э л е к 

т р о н о в  п р и  э л е к т р о н н ы х  у д а р а х ,  б у д е м  п р е д с т а в л я т ь  в  в и д е  с у м м ы  с к о 

р о с т е й  о д и н о ч н ы х  и  м н о ж е с т в е н н ы х  к в а н т о в ы х  п е р е х о д о в .

Скорость процесса возбуждения атома в состоянии [n] элек
тронным ударом :
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dN„ 1
dt

) [ « ] - z
n+1

-  v  • N  • N  • П е - в о э б  • Q e -в о э б-| -  v N e  N n  Q [ n ] - [ n + 1 ]  Q  ,
[n ] - [  Z  ]

n+1

(П4.4)

где Q(ny°П+1] — эффективное сечение перехода [n] ^  [n+1], Qe y 6 —
[ n ] - [ Z  ]

n +1

поправочный фактор к эффективному сечению в однократном квантовом 
приближении, учитывающий множественные квантовые переходы. Та
кие дополнительные коэффициенты именуются Q-факторами. К сожале
нию, они могут зависеть от заселенности соответствующих состояний.

Скорость прямых процессов возбуждения состояния [n] из всех 
нижележащих состояний атома, вплоть до основного:

( <тУ
dt n - 1

) [  Z ]-[ n
1

-  v  • м е • N n - 1 • з е - в й  n] • q ™ 6
[ Z  ]-[n]

(П4.5)

где Q[en-1]-[n] — эффективное сечение перехода [n -1 ]^  [n] и применен 
соответствующий Q-фактор.

Скорость процессов тушения состояния [n] электронным уда
ром:

dN„
dt n -1

Л[n]-[ z  ]
— v  • N  • N  • Q e- туш  • З е- ту ш
~  v i v e i v n Щn]-[n-1] Sd n - 1  ■

[ n] - [ Z  ]
(П4.6)

где Qf^-у ш-1] — эффективное сечение столкновения с учетом Q-фактора.
Скорость изменения заселенности состояния [n] за счет обме

на излучением со всеми нижележащими состояниями:

N
dt

у
n-1 — N n  • A n , n - 1  • Q  n-1 ,

Л [ n  ] o [ Z ]  [ n ] - [  ^ ]

(П4.7)

где An n-1 — вероятность оптического перехода из состояния [n] в со
стояние [n -  1].

При этом применяемый Q-фактор должен учитывать коэффициент 
ускользания излучения Gvnk [118].
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Скорость изменения заселенности состояния [n] за счет обме
на излучением со всеми вышележащими состояниями:

'  dNn ^
V dt -  Nn+l • A + u  • QV

J[ Z ]-[n]
n +1

[ Z ]-[ n]
n +1

(П4.8)

где An+1 n — вероятность оптического перехода из состояния [n + 1] в со
стояние [п].

Здесь Q-фактор должен быть записан с учетом коэффициента ус
кользания излучения .

Скорость изменения заселенности состояния [n] за счет сво
бодно-связанных излучательных переходов:

( dNn Г = v • N. .  at

где Q[V]-[ п ] — эффективное сечение фоторекомбинации, GeVn — параметр
ускользания излучения при свободно-связанных переходах. Можно ис
пользовать выражение для сечения фоторекомбинации через константу 
фоторекомбинации n] и переписать скорость процесса в виде

UNyv
dt N e ' e \c\-\n1 • G c\n . (П4.9)

V ш Ь с У Ы

При использовании всех рассмотренных выше скоростей процес
сов (П4.2)-(П4.9) изменение числа атомов в состоянии [n] будет опреде
ляться следующим уравнением:

Ю п  -  VeN eN nQ\n]-[c] +  У с]-[n]N3 +  У с]-[n]N \ G 7:n +

f

+vNc

+vNe

-.e-возб .oe-возбM /Oe-туш /̂ e-i)m   -\r ^ч̂ ш6 n
iVn+M n+1]-[nx  [n Н п+Л^

[ Z ] [ n]-[ Z
n+1 n+1 J

+

\
AT /oe-возб .^e-возб at ^ e-туш .^e-тут

N n-1Q [n-1H n Qn-1 NnQ[ n 1- [n-11Q  n - 1
[ Z  H n ] [ n ]-[  Z - 

1 J

+

+ Nn+1 An +1,nQ n- NnAn,n-1Q n-1 .[ Z ]-[n] [n]-[ Z ]

(П4.10)
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Просуммировав по всем дискретным состояниям скорости иониза
ции электронным ударом, рекомбинации и фоторекомбинации можно 
определить скорость изменения числа электронов в объеме плазмы:

= vNe Z  NkQ[k]-[c] -  Z  ( ( [ k] + fi[c]-[k]GcJc )• (П4.11)
k=1 k=1

В рассмотренную систему ударно-радиационных процессов воз
можно добавление других кинетических процессов. Наиболее интересны 
с точки зрения влияния на отклонение заселенностей уровней от равно
весных процессы диссоциативной рекомбинации и ассоциативной иони
зации [119]:

An +  A1 о  A+ +  e и A+ +  2 Ах о  A+ +  A1.

В ряде случаев важны также процессы столкновения тяжелых час
тиц, например процессы типа эффекта Пеннинга. Эти процессы также 
могут быть учтены при записи соотношений для скоростей изменения 
заселенностей.

П4.2. Модели эффективных сечений основных процессов

Для упрощения системы кинетических уравнений использован 
подход, разработанный в [120, 121]. На основании точной диаграммы 
уровней энергии атома выделяются группы квазиводородоподобных 
мультиплетов с близкими средними энергиями. У подобных атомов со 
сложной мультиплетной структурой средневзвешенная энергия мульти- 
плета может быть определена по формуле

ZR 'c  ■ W'bn ,£,p n , £, p
Wn ,£ =JL

n ,£,p

где n и £ — главное и орбитальное квантовые числа мультиплета, p  — 
обозначение компонент мультиплета по Пашену.

Далее производится группировка этих мультиплетов таким образом, 
чтобы при больших значениях главного квантового числа n система ста
новилась водородоподобной с приблизительной энергией квазиуровня



Приложение 4 209

Z Z w n . t  ■ g,n  ,£

Wn
_  n  £

Z Z  g n ,£
n £

и статистическим весом gn = Z Z g n ,£  .
n £

Энергия такого квазиуровня аппроксимируется формулой, анало
гичной по структуре энергии атома водорода, правда, с учетом кванто
вых поправок

W n  =
z  2w h

2 , 
Пэфф

Пэ2фф = П + An + b ,

2 Hgn = a(n + b) +Agn — статистический вес уровня, Щ =13,595 эВ —
энергия ионизации атома водорода.

В выражении для энергии Z — кратность заряда иона, а поправки 
a, b, An, Agn определяются на основании анализа схемы квазиводородо
подобных уровней.

В работе [117] в квазиводородном приближении получено выраже
ние для средних вероятностей одиночных квантовых переходов:

An+1, n = A
H gn gn+1
+1 g g Hgn+1 gn+1

gn+1,,
W n -  W n

,2 1
n+1

. WH -  WH. \ ' r n rr n+1 J

WnHn +1

WnHn-1
Wn

(П4.12)
n+1

Wnn-1

где AnH+1n — вероятности перехода между уровнями атома водорода,
H HWn — энергия уровней атома водорода, gn — статистический вес энер

гетического уровня атома водорода, An+1 — вероятность перехода для 

квазиуровня рассматриваемого атома, Wn — энергия квазиуровня рас

сматриваемого атома, g n — статистический вес квазиуровня рассматри
ваемого атома, g n+1n — корректирующий множитель. При n = 1 фор

мально следует полагать Щ0 = >̂.
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Д л я  о п р е д е л е н и я  с р е д н и х  в е р о я т н о с т е й  м н о г о к р а т н ы х  к в а н т о в ы х  

п е р е х о д о в  м о ж н о  п р и м е н и т ь  ф о р м у л у  К р а м е р с а :

A 4 - z -2  • g k  ,и • —
g k  W ' 2 • W k

g n W n -  W k

г д е  A 0 =  1 , 5 8  - 1 0 10 c  1 , g k n  —  к о р р е к т и р у ю щ и й  м н о ж и т е л ь .

С р е д н и е  в е р о я т н о с т и  п е р е х о д о в  д л я  а т о м а  в о д о р о д а  м о г у т  б ы т ь  

в з я т ы  и з  т а б л и ц  [ 1 2 2 ,  1 2 3 ]  и л и  п о л у ч е н ы  п о  ф о р м у л е  К р а м е р с а :

A H  =  A

k n  k 3 • n  - ( k 2 - n 2 ) .

Р е з у л ь т а т ы  п р и м е н е н и я  ф о р м у л ы  ( П 4 . 1 1 )  д л я  р а с ч е т а  в е р о я т н о с т е й  

к в а н т о в ы х  п е р е х о д о в  а т о м о в  с о  с л о ж н о й  с т р у к т у р о й  э н е р г е т и ч е с к и х  

у р о в н е й  у д о в л е т в о р и т е л ь н о  с о г л а с у ю т с я  с  т а б л и ч н ы м и  д а н н ы м и  [ 1 2 2 ,  

1 2 3 ] .  А  п р и м е н е н и е  ф о р м у л ы  К р а м е р с а  п о к а з ы в а е т  с у щ е с т в е н н о е  р а с 

х о ж д е н и е  с  т а б л и ч н ы м и  д а н н ы м и .

Э ф ф е к т и в н о е  с е ч е н и е  п е р е х о д а  и з  с о с т о я н и я  n  в  с о с т о я н и е  k  п о д  

д е й с т в и е м  э л е к т р о н н о г о  у д а р а  [ 1 2 4 ]  в  к в а з и в о д о р о д о п о д о б н о й  м о д е л и  

м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  в  в и д е

°nk (£ = Qo
( н )(£-Wn k )

W„t e2
о .гпогл 
3Jnk ,

г д е  Q 0 =  4  п а ,  a  =  0 , 5 2 9 - 1 0  10 м ,  W i H  =  1 3 , 5 9 5  э В ,  W n k  —  э н е р г и я  п е р е х о 

д а  n  ^  k  ( k  >  n ) ,  £  —  э н е р г и я  э л е к т р о н а ,  / п т л  —  с о о т в е т с т в у ю щ а я  с и л а  

о с ц и л л я т о р а  п р и  п о г л о щ е н и и .

В  р е з у л ь т а т е  у с р е д н е н и я  п о  ф у н к ц и и  р а с п р е д е л е н и я  М а к с в е л л а  с е 

ч е н и е  п р о ц е с с а  п р и м е т  в и д

Q[n ]-[ k ] = Q0
(  W H  ^

WV nk у
У (xnk ) e X P  ( -  xnk ) •  3 f n

погл 
nk , ( П 4 . 1 3 )

Wn
где У ( x nk ) =  x nk • [1  +  x nk • W i ( - x nk ) e X P  ( x nk )] ,  xnk =~rb  , Wi(x) — инте-

kET
г р а л ь н ы й  л о г а р и ф м ,  k  —  п о с т о я н н а я  Б о л ь ц м а н а .
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Ф у н к ц и ю  /  ( x n k )  м о ж н о  т а к ж е  п р и б л и ж е н н о  а п п р о к с и м и р о в а т ь  

ф о р м у л о й

/  ( nk ) = у—1xnk
2 2  • x

( П 4 . 1 4 )nk
к о т о р а я  п о к а з ы в а е т  о т к л о н е н и е  о т  т о ч н о й  з а в и с и м о с т и  н е  б о л е е  1 0  % .  

П р и  x n k  ^  1 м о ж н о  п р и м е н я т ь  е щ е  о д и н  в а р и а н т  п р и б л и ж е н н о й  ф о р м у л ы :

¥ ( x nk) ~  x nk +  x nk • ( ° , 5 7 7 2  +  I n  ( x nk) ) .

П о с к о л ь к у  с и л а  о с ц и л л я т о р а  с в я з а н а  с  в е р о я т н о с т ь ю  п е р е х о 

д а  n  ^  k  ( k  >  n )  A k n ,

A kn =  3 Y

ЛnkWn

W H v ' » У

6 n f погл
f nk ’

g k
8 n 2 f  ( W H )

г д е  у  = ------------- 2 , т о  э ф ф е к т и в н о е  с е ч е н и е  в о з б у ж д е н и я  т а к ж е  м о -
3 m e c  2 n  2

ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  с  п о м о щ ь ю  в е р о я т н о с т и  п е р е х о д а :

.^е-возб _  Л0 
Q [n]-[k ] =  Q (  W H

\Wii \rr nk у • — •/* (x nk ) •  e X P  ( -  x nk ) •  A

g n kn ( П 4 . 1 5 )

г д е  q 0 =  Q o / / .

Э ф ф е к т и в н о е  с е ч е н и е  и о н и з а ц и и  э л е к т р о н н ы м  у д а р о м  о п р е д е л и м  

н а  о с н о в а н и и  м о д е л и  Г р и з и н с к о г о  [ 1 2 5 ] :

4
° n c  ( е )  =  П г  • f  ( x ) ,

£
г д е  x  =  —  и

W

f  (x ) =
,  N з /  г- 

1 (  x  -  1 V 2

x x  +  2
1 + 1 -

2  x
l n ( e  +  y j x  - 1 )

В  р е з у л ь т а т е  у с р е д н е н и я  с е ч е н и я  п о  р а с п р е д е л е н и ю  М а к с в е л л а  п о 

л у ч а е м  [ 1 2 6 ]

(  W H ^

WV n у
Q [n] [c] =  Q 0

г д е  в е л и ч и н а  / *  б ы л а  о п р е д е л е н а  р а н е е .

¥ (xnk )• exp  ( -  xnk ) ( П 4 . 1 6 )
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О п и р а я с ь  н а  у с л о в и е  д е т а л ь н о г о  р а в н о в е с и я ,  з а п и ш е м  э ф ф е к т и в 

н ы е  с е ч е н и я  п р о ц е с с о в ,  о б р а т н ы х  к  п р о ц е с с а м  и о н и з а ц и и  и  в о з б у ж д е н и я ,  

в  п р е д п о л о ж е н и и  м а к с в е л л о в с к о г о  р а с п р е д е л е н и я  п о  с к о р о с т я м .  В  э т о м  

с л у ч а е  к о н с т а н т а  с к о р о с т и  т р е х ч а с т и ч н о й  р е к о м б и н а ц и и  з а п и с ы в а е т с я  

в  в и д е

Р \е  1-1'[с ] -[  «1 в x
gl R '  wH v

V Wn У
Y (xn ) ( П 4 . 1 7 )

г д е

Д )  _  A ) ' Q o
8 R  

n ' m e

A
1
2 V2 n ' me ' R y

XR
w h

kTe ’

R  =  8 , 3 1  Д ж / м о л ь К  —  у н и в е р с а л ь н а я  г а з о в а я  п о с т о я н н а я ,  g+  —  с т а т и 

с т и ч е с к и й  в е с  о с н о в н о г о  с о с т о я н и я  и о н а ,  h  —  п о с т о я н н а я  П л а н к а ,  m e  —  

м а с с а  э л е к т р о н а .

Э ф ф е к т и в н о е  с е ч е н и е  п р о ц е с с а  д е в о з б у ж д е н и я  ( т у ш е н и я )  

к  ^  n  [ к  >  n )  э л е к т р о н н ы м  у д а р о м  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  в  в и д е

Q  е-туш _  q  0 
Q [к ] - [ n] _  Q

с  W H ^
W, IV nk у 'Y* (Xnk ) '  Ank. ( П 4 . 1 8 )

К о н с т а н т а  с к о р о с т и  ф о т о р е к о м б и н а ц и и  [ 1 2 4 ]  и м е е т  в и д

в [с]-[n 1 _ D0
Z 1 x n

N e
S (xn), ( П 4 . 1 9 )

г д е

D 0  _  5 , 1 9 7 ' 1 0 -1 4

3
с м

1
с
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а функция S (xn) в квазиводородоподобном приближении [137] записы
вается как

S  ( x n  )  =  e x p  ( x n  ) •  W i  ( -  x n ) .

Могут быть использованы различные варианты записи функ
*ции ¥  , также могут быть рассмотрены другие варианты аппроксимации 

величины S (xn):

s  0 (xn )=
xn

Для диапазона значений xn ^  1 допустимо применить приближен

ное выражение S0 ^-[0,5772 + ln(xn)] , а для достаточно больших xn 
можно использовать соотношение

S 0 1,22
1 +1,22 • xn ‘

П4.3. Модель ускользания излучения из плазменного объема

Коэффициент ускользания излучения при фоторекомбинации оп
ределяется на основании ранее полученных скоростей процессов фото
ионизации и фоторекомбинации и имеет вид [124-126]

GV = 1 -  ф  • • exp (-xn ) - А . Xn, (П4.20)
A  g  x 4  N

N /gгде X n =—n/ n — безразмерная заселенность уровня [n].
N 1 / g

Коэффициент ускользания излучения при связанно-связанных пере
ходах для ионизованного газа с высокой температурой и низкой плотно
стью, при условии, что форма спектральных линий определяется эффек
том Доплера, можно определить следующим образом [114, 118, 127, 128]:

G kn = 1 - ^ П  I  e-^  • [1 -  еХР (-Г0nk • e -^  )№
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где T0nk — средняя оптическая толщина для частоты v0nk, соответствую
щей центру спектральной линии. Средняя оптическая толщина для рас
сматриваемого случая имеет вид

_  _  N n  ■ h  ■ с   ̂ d  . в
Т 0 п к  _  I—  D  B n k ,

Va

где Впк — коэффициент Эйнштейна для поглощения, va — наивероят
нейшая скорость атома, Nn — заселенность соответствующего уровня n,
D — характерный масштаб области ионизованного газа, имеющей вели
чину порядка половины наименьшего расстояния между границами 
плазмы [128]. Учитывая связь между коэффициентами Эйнштейна:

В п к  _

2 1 2 с ■ h gk
8n W i  g

■Akn’

выразим среднюю оптическую толщину через вероятности переходов:

T 0 n k

c3 ■ h3
8у!ЛП ■ va

g k_

g n

A
Wn

i n  ■ N  ■D3 I y n
n k

После подстановки выражений для вероятностей переходов сред
няя оптическая толщина для одиночных квантовых переходов будет 
иметь вид

W

T 0 n , n + 1  _  ^ 0 N 1D X n
^  Jdo—

TV a-тыс J
g n + 1 ,

gn n3 (n + ) n  ,n+1

H
n+1

WH
n-1

gi (2n + 1)4 Wn,n+i 1 . W n

(П4.21)
n +1

W nn -1

1

а для многократных квантовых переходов

T 0  n k  _  ^  0 N 1 D X n
Г _ M a _ V  2

TV a-тыс J
g k n

wA  -w f
Z2 -Wn4k

(П4.22)

где Га.тыс — температура атомов, выраженная в тысячах градусов,

t \  _ 6,58 ■ 10-13 см2.

М а  _ М а  /  М и  ,

Wn k  _  Wn  -  Wk  .
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В работах [114, 118, 127, 128] показано, что при средней оптиче
ской толщине Т  < 3 коэффициент ускользания излучения можно полу
чить через разложение в ряд коэффициента ускользания излучения:

Gкп 1 'О пк пк
• Л  S ■ 2 !

+•••+(-1)
ТРL опк

ТР+т ■ Р!
(П4.23)

а при больших значениях оптической толщины т0 > 3 
формулы

Gkn
_______ 1_______

Т0пк ln (т0пк )

с помощью

(П4.24)

Полученные формулы для учета поглощения излучения приводят 
к появлению нелинейной зависимости от заселенностей состояний в вы
ражениях для расчета скоростей излучательных процессов.

П4.4. Система кинетических уравнений плазменной модели

Для частично ионизованной плазмы (нейтральные атомы, электро
ны и ионы) введем безразмерные заселенности квантовых состояний 
атома:

Х п = Нп§п  . (П4.25)
А /  S\

Если плазма является термодинамически равновесной, то заселен
ности уровней подчиняются уравнению Саха:

^п о =  А  ■ —  ■ xR2 ■ exp( хп )■ N l o, 
g+

где

WH

Хп кт , XR t  , A
1
2

\ 3 /
/ 2

ч 2n ■ me ■ R

Для описания состояния плазмы введем безразмерные коэффици
енты Сп, определяющие степень нарушения термодинамического равно-
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весия, и с учетом этих коэффициентов запишем безразмерные заселенно
сти в виде

32
X  = с„ ■ Л0 ■ Sz- ■ N . exp(x„ )М 2е . (П4.26)

g+ N1

Очевидно, при коэффициентах Cn = 1 для всех n будет выполняться 
уравнение Саха, соответствующее равновесному состоянию. Можно за
писать безразмерные заселенности в еще более коротком виде:

X n =  с еХР ( - x 1n ) . 
с 1

Поскольку между собой квантовые состояния связаны распределе
нием Больцмана:

N J g  =  exp ( -  хл ) ,
N n/  g n

то при n = 1 с помощью соотношения (П4.26) выводится формула для ко
эффициента С1, определяющего степень неравновесности основного со
стояния атома:

с  =
N  ■ exp ( -  хх)

A  ■jgL ■ x f  ■ Ne2
S+

(П4.27)

Если вводить коэффициенты Cn отклонения от равновесия другим 
способом, сравнивая заселенности и концентрации с аналогичными рав-

Nновесными величинами [121, 129], то, вводя величины gn = ——
N n0

N gи ge = ——, можно записать коэффициенты как C = ^2т .
Neo ge

Прежде всего рассмотрим кинетику ударно-радиационных процес
сов в однократном квантовом приближении. Введем характерный мас
штаб скорости процессов:

Щ =во ■ ̂  ■ Xr ■ Ne. (П4.28)
g+
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Пронормируем скорости всех процессов на эту величину.
Если объединить в одно выражение скорости изменения заселен

ности квантового состояния [n] за счет процессов ударной ионизации, 
фотоионизации, тройной рекомбинации и фоторекомбинации:

O n

V d t  Уион^рекомб

f d N y
dt

+ f d N y
An ]-[c] dt

+
U N y v

) [  c] -[  n ] dt ) [  c]-[ n ]

то в безразмерной форме, с учетом ранее записанных скоростей отдель
ных процессов (П4.2), (П4.3) и (П4.9) и с использованием коэффициен
тов (П4.17) и (П4.19), обобщенная скорость процессов примет вид

%

f  ЛАТ Лd N
dt

gn
=  (1 -  С п  ) - ^

Аи о н о р ек о м б  g 1

r R Л

V Wn )
' ¥  ( x n ) ' A c ]-[ n ] , ( П 4 .2 9 )

где вводится новый коэффициент ионизации-рекомбинации:

в [с] - [ n] -  1 +
в [с ]- [ n]

e  ]-l[c ] -[  n]

1 + D
Ne

g+
g n

W V 2 

R )
S (x„) 
¥ *(x„) ’

где D0 = 1,811017 см-3.
Такое описание удобно тем, что, очевидно, при значениях Cn  > 1 

преобладающим будет процесс ионизации, а при Cn  < 1 — процесс ре
комбинации. Поэтому удобно именовать неравновесное состояние иони
зованного газа, в котором Cn  > 1, ионизационной областью, а при Cn  < 1 — 
рекомбинационной. Кроме того, если коэффициент ионизации-рекомби
нации в[c]- [п] ~ 1, то преимущественно происходят ударные ионизацион

но-рекомбинационные процессы, а при Д c]- [n] > 1 преобладают процессы

фотоионизации и фоторекомбинации.
Далее рассмотрим суммарную скорость изменения состояния [n] за 

счет возбуждения электронным ударом в верхнее состояние [n + 1] и ту
шения электронным ударом состояния [n + 1]:

d N y
dt A [n ]^[n+1] dt

+
rd N y

A[ n]-[n+1] dt A [n+1]—[ n



218 Приложения

В безразмерном виде с учетом выражения для соответствующих 
сечений процессов (П4.15) и (П4.18) и скоростей процессов (П4.4) 
и (П4.6) запишется следующим образом:

1 ( d N y
т dt An +1, n

0  V ш  J[n ] о [ n +1]

gn+1
g1

(  WH _ л

W !V  n ,n +1 J
V  (Xn,n+1 )eXP (xn+1 )(Cn+1 Cn ),

(П4.30)
где

A
An+1, n

n+1, n
A

A _ Qo  _

Ao _ Q0 _
2,56 -109 c-1.

Суммарная скорость изменения заселенности состояния [n] за счет 
возбуждения электронным ударом нижнего состояния [n -  1] и тушения 
электронным ударом состояния [n]

dN,,
V dt J[n-1]o[n]

dNn
V dt J[n-1]-[ n]

+ dNn
V dt J[n]-[n-1]

преобразуется к безразмерному виду:

dNn
т dt0 V ш J[n-1]o[n]

A . An ./±n,n-1
g 1

(  w H '

W !n-1,n
V# (Xn-1,n ) . exp (xn )(Cn-l -  Cn ).

(П4.31)
Далее запишем скорость изменения состояния [n] за счет излуча

тельных переходов [n] о  [n -  1]:

'(In , У '(In , У
V dt J[n-1]o[n] V dt J[n-1]-[n ]

+ rdN У
V dt J[n ]-[n-1]

в безразмерном виде с учетом скоростей (П4.7) и (П4.8) и констант 
(П4.20) и (П4.13):

т

rdN У
V dt J[n]o[n-1]

_ -Y0 . An,n-1. —. exp (xn) . Cn . Gln-ъ (П 4 .32)
g1

1
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где

Скорость изменения состояния [п] за счет излучательных перехо
дов [п + 1] о  [п]

Из соотношений (П4.32) и (П4.33) следует, что коэффициенты ус
кользания излучения Gvnn-1 и GV+1n зависят от безразмерных заселенно
стей Хп-1 и Хп, а следовательно, и от коэффициентов отклонения Сп-1 и Cn. 
Исходя из этого, приходится констатировать, что кинетические уравне
ния даже в однократном квантовом приближении нелинейные.

Суммарная скорость изменения заселенности состояния [п] за счет 
всех рассмотренных процессов имеет вид

V d t  У [п + 1 ]о [п ]  V d t  У [п+1]-[п] V d t  ) [ п] - [ п +1]

в безразмерном виде аналогично (П4.32):

1 (  dNn Y
Yo ■ А + и  ■ —  • e x p (x n+1) • C n+1 • Gl u . ( П 4 .3 3 )  

Si® 0  V d t  ) [п + 1 ]о [п ]

4

(П4.34)

+ Yo ■ A n+1,n ■ —  ■ exP (Xn +1 ) ■ C n +1 ■ GVn+\,n -  Yo ■ A n ,n-1 ■ —  ■ e x P ( п )■ C n  ■ n
V
n , n —1'
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П4.5. Метод решения системы кинетических уравнений

В в е д е м  ф о р м а л ь н у ю  п е р е м е н н у ю

1 d N n

V  N n  d t

( П 4 . 3 5 )

и  б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  в е л и ч и н у  ( d N n / d t )  к а к  о д и н  и з  с о в о к у п н о с т и

ф а к т о р о в ,  в л и я ю щ и х  н а  н е р а в н о в е с н о с т ь  и о н и з о в а н н о г о  г а з а  [ 1 1 6 ] .  

Л е в у ю  ч а с т ь  у р а в н е н и я  м о ж н о  з а п и с а т ь  к а к

gi 1 ( dNn л
g n (D o \ d t  )
ч-10

= 40' 'To ■ exp(xn )• Cn  v n ,

г д е  A )  =  4 , 0 6  ■ 1 0  . В  т а к о м  с л у ч а е  о с н о в н о е  у р а в н е н и е  д л я  с у м м а р н о й

с к о р о с т и  и з м е н е н и я  з а с е л е н н о с т и  у р о в н я  [ n ]  п р е в р а щ а е т с я  в  а л г е б р а и ч е 

с к о е  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л ь н о  к о э ф ф и ц и е н т о в  о т к л о н е н и я  о т  р а в н о в е с н о 

г о  с о с т о я н и я  C n

C n  = a n  +  Р п  ■ C n - 1  +  Y n  ■ C n + 1 ,

г д е  в в е д е н ы  с л е д у ю щ и е  к о э ф ф и ц и е н т ы :

( П 4 . 3 6 )

а -1 e x P  ( Xn+1 ) g n + 1 w h  1

У п g n W  1^  n,n+1 )

+ А , п - 1  ■ e X P  ( Xn ,n + 0

f  wH Л

■ A n  +1,n  ¥  ( x w,И+1 ) +

W
W  !n -  1 ,n  )

¥  ( n - u  ) + Y0 ■ Gv„n-1 + 4 '7 0  ■ exP(x„,„+1)

Pn  = -

Уп

(  WH_ >  

W  1у  n ,n -1  )
An ,n -1  ■ ¥ *  ( x n -1 ,n  ) ■ e X P  (xn  ) a n  , ( П 4  3 7 )

Y n  =  —  ■ g n ± L  ■ A n+1 , n  ■ e x P  ( Xn+1 )
Уп gn

(  WH _  л
W  ,y r r  n,n+1 )

■ ¥ *  ( Xn ,n + 1 )  +  Y0 7
V
n+1,n ■ап

У п  =

(  W H  Л

W n \  п  )
■ ¥ * ( x n ) в [c] - [П] •
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П о л у ч е н н а я  с и с т е м а  а л г е б р а и ч е с к и х  н е л и н е й н ы х  у р а в н е н и й  в и д а  

( П 4 . 3 6 )  и м е е т  п ж —  2  у р а в н е н и я  д л я  п ж  н е и з в е с т н ы х  к о э ф ф и ц и е н т о в  С п .

С т е п е н ь  о т к л о н е н и я  о с н о в н о г о  с о с т о я н и я  а т о м а  о т  р а в н о в е с н о г о  с о с т о я 

н и я  С 1 м о ж е т  б ы т ь  о п р е д е л е н а  п о  з а д а н н ы м  к о н ц е н т р а ц и и  а т о м о в  в  о с 

н о в н о м  с о с т о я н и и  N 1 , к о н ц е н т р а ц и и  э л е к т р о н о в  N e , а  т а к ж е  т е м п е р а т у р е  

э л е к т р о н о в  T e , c  п р и м е н е н и е м  с о о т н о ш е н и я  ( П 4 . 2 7 ) .  Д а л е е  д л я  р е ш е н и я  

с и с т е м ы  с л е д у е т  к а к и м - л и б о  о б р а з о м  з а д а т ь  в е л и ч и н у  С п  и  с а м  н о м е р  

у р о в н я  п х  , т .  е .  д л я  з а м ы к а н и я  с и с т е м ы  н е о б х о д и м о  з а д а т ь  з н а ч е н и е

к в а н т о в о г о  ч и с л а ,  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  п о с л е д н е м у  д и с к р е т н о м у  с о с т о я 

н и ю  п х  .

В  д а н н о й  р а б о т е  т е о р е т и ч е с к и  р а с с м а т р и в а л и с ь  с в о й с т в а  н е р а в 

н о в е с н ы х  с о с т о я н и й  и о н и з о в а н н ы х  г а з о в  с  у ч е т о м  в с е х  к в а н т о в ы х  с о 

с т о я н и й ,  в п л о т ь  д о  г р а н и ц ы  с н и ж е н и я  п о т е н ц и а л а  и о н и з а ц и и  з а  с ч е т  

в з а и м о д е й с т в и я  э л е к т р о н о в  с  а т о м а м и .  В л и я н и е  э т о г о  в з а и м о д е й с т в и я  

у ч и т ы в а е т с я  с  п о м о щ ь ю  м а к с и м а л ь н о г о  з н а ч е н и я  п х  г л а в н о г о  к в а н т о 

в о г о  ч и с л а .  В е л и ч и н у  п х  в  с л у ч а е  о д н о к р а т н о й  и о н и з а ц и и  м о ж н о  а п 
* *

п р о к с и м и р о в а т ь  ф о р м у л о й  п ^ =  A  ■ T ц  ■ N ve  [ 1 1 9 ] ,  г д е  к о н с т а н т ы

A , ц  , V п р и в о д я т с я  в  р а з л и ч н ы х  и с т о ч н и к а х  [ 1 3 0 - 1 3 5 ] .  В  р а с с м а т р и 

в а е м о й  м о д е л и  п р и  п р о в е д е н и и  р а с ч е т о в  и с п о л ь з о в а л о с ь  п р и б л и ж е н н о е  

с о о т н о ш е н и е

п т о ~  7 , 6 9 - 1 0 3 ■ n / 6 . ( П 4 . 3 8 )

О д н а к о  д л я  о п р е д е л е н и я  п а р а м е т р а  С п  н у ж е н  д р у г о й  п о д х о д .  

О б ы ч н о  С п  п о л а г а ю т  р а в н ы м  е д и н и ц е ,  ч т о  с о о т в е т с т в у е т  р а в н о в е с н о с т и

в е р х н и х  с о с т о я н и й .  Э т о  о з н а ч а е т ,  ч т о  п р е д п о л а г а е т с я  п р е о б л а д а н и е  и о 

н и з а ц и о н н ы х  п р о ц е с с о в .  Н о  в  с л у ч а е  п р е о б л а д а н и я  р е к о м б и н а ц и о н н ы х  

п р о ц е с с о в  т а к о е  д о п у щ е н и е  б у д е т  н е в е р н ы м .  П о э т о м у  з а п и ш е м  о т д е л ь н о  

к и н е т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  д л я  п о с л е д н е г о  д и с к р е т н о г о  к в а н т о в о г о  с о с т о я 

н и я  п х . Т а к  к а к  э т о т  п о с л е д н и й  д и с к р е т н ы й  к в а з и в о д о р о д о п о д о б н ы й  

у р о в е н ь  с в я з а н  л и ш ь  с  к о н т и н у у м о м  и  с  с о с е д н и м  н и ж е л е ж а щ и м  у р о в 

н е м  п х —  1 ,  т о  д л я  н е г о  к и н е т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  и м е е т  в и д
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&  1

+

&n,  О

w ,

W  1\  n,-1,n, J

r  d N , Л

V d t  j

f  т т Л
WH

W  
v  n,  j

' V  ( n ,  )  ' в [с ] -[  n ,  ] ' (  C n , )  +

f  — H 3 4

' An, ,n,-i' V* (xn,-i,n, )  exp ( n ,  ) ■ (Cn,-1 -  C n,)-  (П4.39)

Yo ' An, ,n,-1 ' eXP(Xn,  ) Cn,  ' Gn, ,n,-1.

П р и  п е р е х о д е  к  б е з р а з м е р н ы м  з а с е л е н н о с т я м  с  у ч е т о м  в в е д е н н ы х  

р а н е е  к о э ф ф и ц и е н т о в  ( П 4 . 3 7 )  э т о  у р а в н е н и е  м о ж е т  б ы т ь  п р е о б р а з о в а н о  

в  а л г е б р а и ч е с к о е  в ы р а ж е н и е

C n,  =  а п. +  Р п. ' C n , - 1 ( П 4 . 4 0 )

с  к о э ф ф и ц и е н т а м и

A
- 1 i Л n, ,n ,-1

а п = 1 +  “  ’ “
Уп

' eXP ( n , )

H 4
WH

W  1V n,-1,n ,  J 'V * ( ,-1, n ,) +  Y  Y
V
n , ,n ,-1 +

Y o+A)' —  ■ e x p ( (  )Vnyn,

в

A , ,n,-1
Уп

eXP ( O '

H 4 W H

W  1V n,-1, n,  J V * (xn,-1, n , ) ' a n ,  . ( П 4 .4 1 )

Т а к и м  о б р а з о м  с ф о р м у л и р о в а н а  з а м к н у т а я  с и с т е м а  а л г е б р а и ч е с к и х  

у р а в н е н и й  ( П 4 . 3 6 )  д л я  о п р е д е л е н и я  к о э ф ф и ц и е н т о в  C n ,  х а р а к т е р и з у ю 

щ и х  о т к л о н е н и е  с о с т о я н и й  о т  р а в н о в е с н о г о  с о с т о я н и я .

В  ш и р о к о м  д и а п а з о н е  к о н ц е н т р а ц и й  э л е к т р о н о в  д л я  и д е а л ь н о й  

п л а з м ы  н о м е р  п о с л е д н е г о  д и с к р е т н о г о  у р о в н я  —  n ,  » 1 .  Е с л и  п р и н я т ь

17 _з
N e <  1 0  с м  , т о  о ц е н к а  с  п о м о щ ь ю  ( П 4 . 3 8 )  д а е т  в е л и ч и н у  n , >  1 1 .  П р и  

э т о м  у с л о в и и  в о з м о ж н о  в ы п о л н и т ь  п р и б л и ж е н н ы е  о ц е н к и  к о э ф ф и ц и е н т о в  

a n и  в п и  н а й т и  с о о т в е т с т в у ю щ е е  а с и м п т о т и ч е с к о е  р е ш е н и е .  П р и

n  ,  » 1  п о л у ч е н о ,  ч т о  a n  ~  - 2  и  в п ~  1 .  Т о г д а  к о э ф ф и ц и е н т  C n ^  C n -1 .
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Поэтому значение Сп может быть определено из условия монотонности

коэффициента Cn как функции квантового числа n на границе с конти
нуумом:

Cп — 1
Сп„ + Сп̂ _2 

2
Следовательно,

Сп^~ 2Сп̂ _1 _ Сп^_2 . (П4.42)

Таким образом, при использовании переменных уп, как фактора 
влияния, и заданных значениях Ne, Te, N 1 система (П4.36) является 
замкнутой и может быть решена.

П4.6. Метод расчета Q-факторов и решения системы 
кинетических уравнений с учетом многократных 
квантовых переходов

Поскольку изначально скорости процессов ионизации и рекомби
нации были записаны в многократном квантовом приближении, то вы
ражения для суммарной скорости ионизационно-рекомбинационных 
процессов сохраняют свой вид (П4.29):

%

f  ЛАТ ЛdNt
dt 2ионорекомб

(1 _ Сп )•
gl

2
W '

V W  Л
V* ( п  ) в с]_[п] •

Запишем скорости остальных процессов в безразмерной форме 
с учетом многократных квантовых переходов.

Скорость процессов возбуждения из состояния [п] электронным 
ударом во все вышележащие состояния [k] и девозбуждение вышеле
жащих состояний до состояния [п]:

1 ( dN„''
% dt Л пЖ  £  ]

п+1

_ёп+1
g1

W
W 1V п ,п+1

• Лп+1, п-V* (п,п+1 ) еХР (Хп+1 )Х

X Сп+1 • Qe-туш
пж

[ £ ]_[ п]
п+1

Сп • Qе-во1  
[п]—[£.

п+1
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Скорость процессов девозбуждения состояния [n ] электронным 
ударом во все нижележащие состояния [k ] и возбуждения состояния 
[n] из всех нижележащих состояний [k ]:

(  _  \ 41 (d N n '

т
0  V dt J[ Е ]<К п] g i

W

W !V n - 1 , n  J
• An,n- 1  ■ ¥* ( xn-i,n ) • e x p  ( xn )x

X C n - 1 • Q
е-возб
n - 1

[ Е  ] - [  n]

C  • q  е-туш
^ n  n-i

[n]-[ Е  ]
1

Скорость изменения заселенности состояния [n ] при излуча
тельных переходах во все нижележащие состояния [k ] и переходов 
с поглощением из нижележащих состояний [k ] в состояние [n]:

1

т о V dt n-1

J [  n]<H  Е
1

_ - Yo
g n  • A

J ± n , n - 1

g i
• e x p  ( X n ) - C n • Q V  n - 1

[n]-[ Е  ] 
1

Скорость изменения заселенности состояния [n] при излуча
тельных переходах из всех вышележащих состояний [k ] и переходов 
с поглощением из состояния [n] во все вышележащие [к ]:

1  ( d N n V
dt

_  Y  g n + 1  A
_  1 0  •

J [ Е  ] ^ [ n ]  g 1

An+1,n eXP (Xn+1 )  Cn+1 'QV
[ Е  ]-[ n]

n+1 n +1

Многократные квантовые переходы учитываются в эффективных 
сечениях процессов посредством применения Q -факторов. Опираясь на 
определения Q -факторов, их можно выразить через коэффициенты C n, 
характеризующие степень отклонения состояния от равновесного:

Q e r  _ 1+ q̂ • Е  ^ • gkn пр и  1 - n- n- - 2 ,

[ Е  ] - [  n]
n+1

Ck>n+2̂n+1

Q ™ 5! _ 1 + %■ Е  g b ! при 1 - n -  n „ -  2
[ n ] - [  Е  ]

n+1
k > n+2 
n-2

Q^ *  _ 1  + %■ Е при 3 - n -
[ Е ]-[ n] k_1 Cn-1

n
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n- 2
q  e-туш _
Q  n-1 _

[n ]- [ Z  ]
1

\n]-[ Z ]

Q • Z  g l-21 п р и

k _1

n - 2 AV  A~nk • GV,k
r  Z  Ak _ 1 ^ n,nr-1

( П 4 . 4 3 )

QVn̂ _ Gn+1, n +£Q ■ Z
C k • g k A kn

n
[ Z ]-[ n

n+1

п р и

г д е

k_n+2 Cn+1 gn+1 An+1,.

1 <  n  <  n „  -  2

- eXP(-Xn+1 ,k )• G
V
kn

g £ > _
gn+1

f W  ! Л”  « n+ 1

, W  k  ,V  n , k  J

Akn W (xnk)
An+1,n W (xn,n+1 )

e x P ( - X - 1,k )

(2 )gkn _
f W  ! Лn-1, n

W hV k ,n J
A k  v  (xn t )

Ak,n- 1  W (xn-1 ,n )

П а р а м е т р  £ q  д о б а в л е н  д л я  у д о б с т в а  ч и с л е н н о г о  а н а л и з а  з а д а ч и .  

В  и т о г е  с  у ч е т о м  м н о ж е с т в е н н ы х  к в а н т о в ы х  п е р е х о д о в  к и н е т и ч е с к и е  

у р а в н е н и я  з а п и с ы в а ю т с я  в  в и д е ,  п о д о б н о м  ( П 4 . 3 4 ) :

g 1 1  dNn
gn Щ dt V Wn J

W  ( x n  ) ' в [ с ] - [ n ] ^ (1  C n  )  +

+ g n+1
gn

_ W _ Л

W  ,V n,n+1 J
■ A n+1,n • ¥ *  ( Xn ,n -1  ) e X P ( x n + b ) Cn+1 • Q е-туш -  Cn • Q [ Z ]-[  n] [ n

е-возб
l- [  Z  ]

n+1

+

+
f  „  \ 4

R

• A ,n - 1  •W * ( x n-1,n ) •  eX P  ( x n ) •
.^ e-возб .Qe-туш 

C n-1 • Q  n-1 X n • Q  n-1
W  1V n-1,n J [ Z  ] - [n] [n ]-[  Z  ]

_ 1 1 _

+  ( П 4 . 4 4 )

+Yo ■ —  • An + 1, n  • eX P ( Xn+1)  C n+1 • QV  - Yo - —  • An , n -1 • eX P ( x n )  • Cn  • QV  n- 1gn  [ Z  ]-[n ] gn  [ n H  Z  ]
n+1

2  <  n  <  n t t  - 1 .

n+1

д л я  в с е х



226 Приложения

Кинетическое уравнение для последнего дискретного уровня 
п = п,  с учетом выражений для Q-факторов примет вид

g1 1 dNn Г W Л
WV  n  У ¥  ( n J ' A c ] - [n „ ] ' (  C n , ) +

+
f  Л4

W

W  1\  n,-1,n у

gn„ Щ) dt

' \ n - 1 ' ¥  ( ( - u .  )  exp( )

- Yo ■ — ' \ , n „ - 1 ' e x P ( n ,  )  C n ,  ' 6  
g1 v ’

c n -1 ' Q l-  -  C n' Q  „-.
“ [ £ ]-Q ] “ Q  ]-[ £ ]

1 1

V n, - 1  •

[n,  ]-[ £  ]
1

(П4.45)

В результате применения квазиводородоподобной модели кинети
ческие уравнения с учетом многократных квантовых переходов, при ис
пользовании формальной переменной vn (П4.35), примут алгебраическую 
форму, аналогичную алгебраической системе (П4.36):

Cn = а  + в  ' Cn- 1 + yQ ' Cn+1  д л я  2 < n < Q, -  1

и Cn, = a«. + 0 i  ' Cn,- 1 • (П4.46)
При этом использованы следующие обозначения:

(а*)
- 1 = 1  + eXP( п+1 ) ' { gn+L '

Уп
_ w_  л
W 1у QQ+1 у

¥ *  ( ( + 1 ) + 1 Q  Q +
п ] - [  £ ] 

n+1

+An,n- 1  ' eXP (п,пл) W 1у " n- 1 ,n у
' ¥ *  ( ( - 1, n ) '  Q e  q-1 +  Yo ' Q V  q-1

[ n  ] - [  £  ] [n ] - [  £  ]
+

+ 4 0 + 0  ■ e x P ( n Q  ) V n

в = —n
Уп

f  _ W _  л  

W 1( " n- 1 ,n у
' ¥* ( n - 1 ,n ) ' exP (xn ) ' A,n- 1  ' Qen - 1  ' ,  ( П 4 4 7 )V ’ [ £ ]-[n]

7n = ~  — ' A+1, n ' exP (n+ 1 ) 
У п g n

'  W Л
W iу n,n+1 у '¥* ( n+1)' Qen , + Yo'QV n-1

[ £ ]-[n]
n+1

[ n]-[ £ ]
1

a
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, - 1  A
( « 1 ) = 1 +  П  ,П™ 1 • e x P ( x « J

Уп

+ 7о • q V *»-1
[п.  ]-[ I  ]

1

Ж

W 1\  п . - 1,п.  J
У ( ( - 1 ,* )•  )  *.-i +

V ' [п. ]-[ I  ]

У
— A  • Yo • exP ( ( J v  ,

д
Уп

W
Л

Wn у  ( - 1 ,п. ) • eXP( п .  ) • А . ,п. - 1  • £ 1 - 1V / V / [ i  ]-[п. а п

При исследовании процессов в плазме внутреннего положительно
го столба полого катода квазиводородоподобного приближения вполне 
достаточно для расчета суммарных скоростей изменения концентраций 
частиц. Полученная в многократном квантовом приближении система 
алгебраических уравнений (П4.46) с коэффициентами (П4.47) была при
менена для исследования состояния плазмы в активной зоне полого ка
тода. Информация о структуре квазиуровней рабочего газа, статистиче
ских весах и средних энергиях уровней, а также о вероятностях перехо
дов была взята из работ [55, 122-124].

Из условия равновесности верхних состояний атомов рабочего газа
*

было принято Сп = 1. Поскольку в выражении для ап последнее сла

гаемое содержит малый коэффициент AT = 4,06 • 10 10, то для не слишком
малых концентраций электронов этим эффектом можно пренебречь,

*
и тогда для коэффициента ап выражение примет упрощенный вид:

( а ) _ 1  = 1 +
exp (хп+1 ) \  ёп+1

Уп

+Л ,«- 1  • exP («,«-1 )
W

W л
W 1А п,п+1 J

• ¥  ( ( ,п+1 ) +1,п ’ Q +

п]-[ I  ]
п + 1

W !А п-1, п J
•у * ( п- 1,п ) • Q e  п-1 +  Yo • QV п-1[п ]- [ I  ] [п ]- [ I  ]

Такое же упрощение сделано для коэффициента ап :

-1
| =  1

Ап.  ,п. - 1  I
--------- exP( (

Уп.

( \4
W

W !\  п.-1,п . J
•У  ( - ъ •Q  п.-1 + 20 •Q 0.-1

[п. н  I  ] [п.]-[ I  ]
1 1
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Д л я  о п р е д е л е н и я  к в а н т о в о г о  ч и с л а ,  с о о т в е т с т в у ю щ е г о  п о с л е д н е м у

3 -  У
д и с к р е т н о м у  с о с т о я н и ю ,  и с п о л ь з о в а л о с ь  в ы р а ж е н и е  n х  ~  7 , 6 9  • 1 0 3 • N / 6 .

С и с т е м а  р е ш а е т с я  ч и с л е н н о  п р и  з а д а н н ы х  п а р а м е т р а х  N e ,  T e  и  N 1 . 

П р и  р е ш е н и и  с и с т е м ы  м е т о д  п р о г о н к и  с о ч е т а е т с я  с  и т е р а ц и о н н ы м  м е т о 

д о м ,  п о с к о л ь к у  п а р а м е т р  у с к о л ь з а н и я  и з л у ч е н и я  G v k  о б у с л а в л и в а е т  н е 

л и н е й н о с т ь  с и с т е м ы .  В  р а с ч е т е  п р е д п о л а г а л и с ь  п о л н о е  п о г л о щ е н и е  р е 

з о н а н с н о г о  и з л у ч е н и я  G 2 1  =  0  и  п р о з р а ч н о с т ь  п л а з м ы  д л я  о с т а л ь н о г о  и з 

л у ч е н и я .

К о э ф ф и ц и е н т  С 1 о п р е д е л я е т с я  с  п о м о щ ь ю  с о о т н о ш е н и я

C  =
N 1 • e x p  ( -  x 1 )

A  •g  •
g +

X3/2
R N 2

г д е  x 1
W _

k T

О с т а л ь н ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  C n ,  х а р а к т е р и з у ю щ и е  с т е п е н ь  о т к л о н е 

н и я  р а с п р е д е л е н и я  о т  р а в н о в е с н о г о ,  о п р е д е л я ю т с я  п р и  р е ш е н и и  с и с т е 

м ы .  С  п о м о щ ь ю  э т и х  к о э ф ф и ц и е н т о в  д а л е е  н а х о д я т с я  о т н о с и т е л ь н ы е  з а 

с е л е н н о с т и  у р о в н е й

=  N n / g n  =
C n  • A  •

g n X R2 • eXP (Xn )N<2,
N i /  g x  g  + N i

а  з а т е м  и  с а м и  з а с е л е н н о с т и  у р о в н е й  N n  .

П о  р е з у л ь т а т а м  м о д е л и р о в а н и я  и  с р а в н е н и я  с  э к с п е р и м е н т о м  [ 1 9 ,  

1 1 7 ]  п о с т р о е н о  в ы р а ж е н и е  д л я  о б о б щ е н н о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  и о н и з а ц и и -  

р е к о м б и н а ц и и  н е р а в н о в е с н о й  п л а з м ы :

а  = а 0 • ai (Te ( • (фе ( n (  ( + ®V(ne,T)), ( П 4 . 4 8 )

a i ( T e  (  =

2
r Vh Л 
V V - У

\ k  • T e

e  • V
v ( p  ( •  e x p  ( - P  ( ,

H

¥ (  P )  =
P

P

1  + 1 , 2 2  p
e  • V i

к  • T
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_13 3
г д е  а 0  =  0 , 8 5  1 0  м  / c ,  V i  —  п о т е н ц и а л  и о н и з а ц и и  а т о м а  п л а з м о о б р а 

з у ю щ е г о  г а з а ,  V H  —  п о т е н ц и а л  и о н и з а ц и и  а т о м а  в о д о р о д а .

Ф у н к ц и я  Ф е ( ne,Te)  у ч и т ы в а е т  н е р а в н о в е с н о с т ь  р а с п р е д е л е н и я

а т о м о в  п о  с о с т о я н и я м  и  к а с к а д н ы е  п р о ц е с с ы ,  а  ф у н к ц и я  Ф у  ( ne,Te ) у ч и 
т ы в а е т  в к л а д  ф о т о п р о ц е с с о в :

Ф  (ne, Te )=  1  + ̂ 0  • еХР
'  e  • A W  '

I  J ,

( П 4 . 4 9 )

ФУ(пе ,Te )
D 0  g + l e  • X R Г V  Л ' г  s  ( р ) Г 1 _  1  '

с 1n e g 1 V k к V H у v (  р )

( П 4 . 5 0 )

г д е  у / 0  и  A W  —  к о н с т а н т ы  а п п р о к с и м а ц и и  д л я  п л а з м о о б р а з у ю щ е г о  г а -

W H
з а ;  п а р а м е т р  x R  =  — i H ,  W i H  =  1 3 , 5 9 5  э В  —  э н е р г и я  и о н и з а ц и и  а т о м а  в о д о -

T e

р о д а ,  g +  —  с т а т и с т и ч е с к и й  в е с  о с н о в н о г о  с о с т о я н и я  и о н а ,  g j  —  с т а т и 

с т и ч е с к и й  в е с  о с н о в н о г о  с о с т о я н и я  а т о м а ,  D 0  =  5 , 1 9 7  • 1 0  с м  / с ,  ф у н к 

ц и я  S  ( р )  [ 1 3 7 ]  б ы л а  в в е д е н а  р а н е е :

s  ( р  ) =  e x p  ( р )• w  (_  р ),

с. =  п 1 • е Х Р  ( _  р )

~ 4  • x 3J2 • п 2
g 1

A = ' h 2  -

к 2 п  m e • R  у

n 1  —  к о н ц е н т р а ц и я  а т о м о в  в  о с н о в н о м  с о с т о я н и и .

С о о т в е т с т в е н н о ,  с к о р о с т ь  и о н и з а ц и и  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н а  в  с т а н 

д а р т н о й  ф о р м е :

d n

- - = ае • Ne • Na ,
d t
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где Ne и Na — концентрации электронов и атомов соответственно, 
а е — обобщенный коэффициент ионизации-рекомбинации (П4.48).

Можно получить выражение для скорости ионизации через вве- 
педенную ранее X t = степень ионизации плазмы:

Построенная модель ударно-радиационных процессов была при
менена к расчету характеристик дуговой плазмы аргона, ксенона, водо
рода, цезия и лития, как наиболее часто используемых плазмообразую
щих веществ в полых катодах. Проведено сравнение формирующейся 
степени ионизации плазмы в канале при использовании формулы Саха 
и при использовании модели ударно-радиационных процессов (П4.51). 
На рис. П4.2 сравнивается степень ионизации плазмы по двум моделям 
для лития (Li) и цезия (Cs), такое же сравнение показано на рис. П4.3 для 
аргона (Ar) и ксенона (Xe).

Температура электронов, кК

Рис. П4.2. Результаты расчета степени ионизации плазмы лития (Li) и цезия (Cs) 
по формуле Саха и по модели ударно-радиационных процессов: радиус кана

ла — 1,1 мм, давление в канале — 600 Па, температура стенок — 2500 K
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М о д е л и р о в а н и е  п о к а з а л о ,  ч т о  с  у ч е т о м  с т у п е н ч а т ы х  у д а р н о 

р а д и а ц и о н н ы х  п р о ц е с с о в  к р и в а я  з а в и с и м о с т и  с т е п е н и  и о н и з а ц и и  о т  т е м 

п е р а т у р ы  э л е к т р о н о в  с д в и г а е т с я  в  с т о р о н у  б о л ь ш и х  т е м п е р а т у р ,  т о  е с т ь  

с и л ь н а я  г е н е р а ц и я  п л а з м ы  в  к а н а л е  к а т о д а  н а ч и н а е т с я  п р и  б о л е е  в ы с о 

к и х  т е м п е р а т у р а х  э л е к т р о н о в .

И  е с л и  д л я  щ е л о ч н ы х  м е т а л л о в  с д в и г  в  с т о р о н у  у в е л и ч е н и я  н е 

б о л ь ш о й  —  п о р я д к а  2 , 5  к К ,  т о  д л я  и н е р т н ы х  г а з о в  с м е щ е н и е  с у щ е с т в е н 

н о е  —  п о р я д к а  1 0  к К .  К  т о м у  ж е  п р и  у ч е т е  с т у п е н ч а т ы х  п р о ц е с с о в  к р и 

в ы е  з а в и с и м о с т е й  с т а н о в я т с я  б о л е е  п о л о г и м и ,  у м е н ь ш а е т с я  с к о р о с т ь  

в о з р а с т а н и я  с т е п е н и  и о н и з а ц и и  п л а з м ы  п р и  у в е л и ч е н и и  т е м п е р а т у р ы .  

Д л я  и н е р т н ы х  г а з о в  э ф ф е к т  з а м е д л е н и я  в ы р а ж е н  г о р а з д о  с и л ь н е е ,  д л я  

щ е л о ч н ы х  м е т а л л о в  и з м е н е н и е  с л а б о е .

П р и м е н е н и е  м о д е л и  у д о в л е т в о р и т е л ь н о  с о г л а с у е т с я  с  р е з у л ь т а т а 

м и  э к с п е р и м е н т о в  [ 5 ,  1 9 ] .  М о д е л и р о в а н и е  п о д т в е р д и л о ,  ч т о  в  з а в и с и м о 

с т и  о т  р о д а  п л а з м о о б р а з у ю щ е г о  г а з а  в  п л а з м е  м о г у т  п р е о б л а д а т ь  р а з н ы е  

т и п ы  п р о ц е с с о в :  д л я  п л а з м ы  щ е л о ч н ы х  м е т а л л о в  п р е и м у щ е с т в е н н ы м и  

п р о ц е с с а м и  я в л я ю т с я  и о н и з а ц и я  и  в о з б у ж д е н и е ,  т о г д а  к а к  д л я  и н е р т н ы х  

г а з о в  и  в о д о р о д а  п р е о б л а д а ю т  р е к о м б и н а ц и о н н ы е  п р о ц е с с ы .

Д л я  с р а в н е н и я  с к о р о с т е й  и  х а р а к т е р о в  п р о ц е с с о в  н а  о д н о м  р и с у н к е  

с в е д е н ы  г р а ф и к и  д л я  р а з н ы х  т и п о в  п л а з м о о б р а з у ю щ и х  г а з о в  ( р и с .  П 4 . 4 ) .

Т е м п е р а т у р а  э л е к т р о н о в , к К

Рис. П4.3. Результаты расчета степени ионизации плазмы аргона (Лг) и ксенона 
(Xe) по формуле Саха и по модели ударно-радиационных процессов: радиус ка

нала — 1,1 мм, давление в канале — 600 Па, температура стенок — 2500 K
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О 10000 20000 30000 40000 50000 Те, К

Рис. П4.4. Зависимость степени ионизации различных плазмообразующих 
веществ от температуры электронов при различных радиусах катода [19]

Д л я  п р и м е н е н и я  м о д е л и  н е о б х о д и м  п р е д в а р и т е л ь н ы й  р а с ч е т  т е м 

п е р а т у р ы  к а т о д а ,  п р и к а т о д н о г о  с к а ч к а  п о т е н ц и а л а  и  д а в л е н и я  г а з а  в  к а 

н а л е .  Р а с с м о т р е н н а я  в ы ш е  м о д е л ь  т а к ж е  п р и м е н е н а  к  м о д е л и р о в а н и ю  

с о с т о я н и я  п л а з м ы  в  с л у ч а е  м н о г о к а н а л ь н о г о  к а т о д а ,  р е з у л ь т а т ы  м о д е л и 

р о в а н и я  р а с с м о т р е н ы  в  г л а в е  4 .

Приложение 5
Вывод некоторых формул по главе 3

П5.1. Получение соотношений для коэффициентов степенного
разложения концентраций частиц na и ni (п. 3.2.1)

В  п .  3 . 2 . 1  в в е д е н ы  с т е п е н н ы е  р а з л о ж е н и я  д л я  к о н ц е н т р а ц и й  и  с к о 

р о с т и  п о т о к а :

na

ni = ni о (z) +
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u (г, Z )=  uo (z ) 1 + 2 A f  \

V г
Преобразуем с о о т н о ш е н и я  д л я  п л о т н о с т е й  п о т о к о в  ч а с т и ц  ( 3 . 1 )  

и  ( 3 . 2 )  и  у ч т е м  г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  ( 3 . 4 ) .

1 . В  п р о е к ц и и  н а  р а д и а л ь н о е  н а п р а в л е н и е  в ы р а ж е н и е  ( 3 . 1 )  д л я  п о 

т о к а  а т о м о в  п р и н и м а е т  в и д :

Г  _  = -D . дп°
дг г=гк D a

2г
-пa  2 г =гк

2 п
= -D a— —

V 'к J 'к

О б ъ е д и н я я  э т о  в ы р а ж е н и е  с  г р а н и ч н ы м  у с л о в и е м  ( 3 . 4 )  д л я  п о т о к а  

а т о м о в  н а  п о в е р х н о с т и  к а н а л а  п р и  г = гк , п о л у ч а е м

2na2 Da Da
- D a  ■— “  =  A L  ( a  -  n s  ) = t J L  ( a  0 +  n a  2 -  n s  ) ’

г к  A a  A a

\
2 n

a  2 A a  =  n a  0 +  n a  2 -  n s  ^  n a  2 1  + 2 1
' n s  n a  0 ’

V rk

n n s  n a  0

a 2 1 2 l a  •
1 +  — a

гк
2 .  В  п р о е к ц и и  н а  р а д и а л ь н о е  н а п р а в л е н и е  в ы р а ж е н и е  ( 3 . 2 )  д л я  п о 

т о к а  и о н о в  п р и н и м а е т  в и д

r n  = - d . d n
дг

2

,_г + u n  = - Dг=ги I I
f  2г Л

—  ni 2
V гк J

+  МЕ г  • ( ( ■  0 + n i2  ) ’

Г in = -D i — ni 2 +  МЕгП 0 +  МЕгП 2. 
гк

О б ъ е д и н я я  п о л у ч е н н о е  в ы р а ж е н и е  с  г р а н и ч н ы м  у с л о в и е м  ( 3 . 4 )  д л я  

п о т о к а  и о н о в  н а  п о в е р х н о с т и  к а н а л а  п р и  г = гк , п о л у ч а е м

„  п  2  Z7 D  Di  Di

Г 'in = ~ Di — ni  2 +  М Е гП  0 +  М Е гП  2 = -Т  n  2 =~Т n  0 + ~Т ni  2 ’ 
гк  1  1  1

ni  2 f  1  +  2  D - М Е г  

V A i  г к

f  D  ^
=  ni 0 М Е г - I  

A
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ni 2 ni 0
M E r  - &  

&

м Е Л
1

Di 2Di_l_ +___l_
& rk

U E r  1 + 2 &  u Er& i •
rk D

3. Объединяя пункты 1 и 2, получаем

(5  ' ( о ) ( у ) - u x D

(у )- 4 ^  (у )- 4 ^

1  _ D ^
2  uz (u)V D

При записи разложения ограничиваемся первыми двумя слагаемы

ми, причем ранее было показано, что само ядро обращается в ноль при 
к = 0 ,  поэтому в разложении остается только слагаемое с первой произ

водной. Получение второй производной повысит точность разложения, 

но здесь не приводится по причине большого объема преобразований.

П5.2. Вычисление определенных интегралов и пределов 
для модели свободномолекулярного течения (п. 3.2.2)

1. Формула (3.15):

I

dz'
= I

dz'
= I

d ( z ' - z )

о (1 + (z -  z') 2 f 2 0 (1 + ( z ' - z ) 2 )  0  (1 + ( / - z)2 ' 3 2

Введем новую переменную интегрирования:

•2 = 1 + ( z -  z )2 ^  (z -  z )2 = y 2 - 1 ^  (z -  z ) = ±7 y 2 - 1

2  y  - dy y  - dy

y

d (z' -  z ) =
^ [ y r - 1  м У - 1

Если z e [0; +то), то новая переменная y< -л1 \ + z ; +rc>). Находим

интеграл с использованием табличной формулы [149]:
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J d ( z '  -  z ) J2 \ 3 / 2  '
0 | 1  +  ( z '  -  z ) ) -Vl+z2

У • dy

V 7 --  •У J dy V 7 - T

-V 1+z У 2 - 1  • У 2 У -Vi+z

=  1 -■
У

= 1  - , 1  - X r = 1  - . I 1- ^ = 1  - 4 - z L = 1

- V -+ z *
1 + z  2 v 1 + z  2 s f i + z 2 У 1 +  z “

Таким образом,

J

d z

0 (1 + (z - z ) 3/2 =  1 +

1+ z"
2. Исследуем выражение 1 -

1 +  z 2
в формуле выше при z  ̂ ж ,

что эквивалентно исследованию этого выражения при замене z  =  

и х ̂  0:
х

lim
z  ̂ ж

л /1 +  z 2 J

= lim
х ^ 0

1 х
Г + ^  JV V х  J

= lim
х ^ 0

f

V

1

I х 2 + 1

= lim
х ^ 0

^ У  х 2 + 1  - 1

V V x 2 + 1  j

lim
х̂ 0

Ух2 +1 -1 Ух2 + 1 +1 
Ух2 + 1 Ух2 + 1 +1 lim

х̂ 0

х2 +1 -1
У х 2 + 1  - ( У  х 2 + 1  +  1

2 2= lim _ х —— г = lim = lim
х̂ 0У х2 +1 -(У х2 +1 +1) х̂ 0- •2 х̂°

f  1 Л 
1  х 2 

V 2  j

1= lim
z 2 z 2

То есть при z поведение выражения 1
1

1

эквивалентно+ z 2

поведению выражения — т.2z2
3. Выполним интегрирование функции в формуле (3.19): 

d z ж d (z' - z)J-
(z - z')2 + 4cos2f p l l

V 2  J  J

=J-
0 /  '{z'-z) + 4cos2f p  l l  

V 2  J j

2

1
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Д л я  у д о б с т в а  з а п и с и  в в е д е м  о б о з н а ч е н и е

a  =  2 c o s
V 2

и  н о в у ю  п е р е м е н н у ю  y  =  z  -  z  с  п р е д е л а м и  и з м е н е н и я  y  е  [ - z ;  + 7 ) ,  т о г д а  

и н т е г р а л  п р и н и м а е т  в и д

f  d  ( z  -  z )  = 7  d y

" 7 1 7 л 2  =  J
01 ( z ' - z )  +  4 c o s 2

r ^ w
P

V 2  JJ
—z (y2 + a2)

И с п о л ь з у е м  т а б л и ч н ы е  и н т е г р а л ы  [ 1 4 9 ] :

J
d y У

( y 2 +  a 2 )  2 a 2 ( y 2 +  a r

+

7

0 ?  J
d y

2 j  2 . 2
2 a  y  +  a-  z y

0  -
2 a 2 ( z  2 +  a  2 )

1 f  1 f  y

+  2 — a r c t g
2 a  2 

J
V a V a  J J

f  П f  z  Y ]
—  +  a r c t g —

V 2 V a  J j2 a 2 ( z 2 +  a 2 )  2 a z

В о з в р а щ а я с ь  к  и с х о д н ы м  п е р е м е н н ы м ,  п о л у ч а е м

d z  zJ-
( z  -  z '  ) 2 +  4 c o s 2

f p X \

V 2  ) j

f

4 c o s 2
V 2  J

f
z 2 +  4 c o s 2

V V 2  ) j

1I1

8 c o s 3
v 2  J

f

П
—  +  a r c t g

V

ЛЛ

2 c o s

V

f  р

V 2 j J J

О с т а л о с ь  у м н о ж и т ь  п о л у ч е н н ы й  и н т е г р а л  н а  4 c o s 4
V 2 j

и  п о л у ч а -

е м  о к о н ч а т е л ь н о е  в ы р а ж е н и е :
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z • cos
v 2  j

f

1

z2 + 4cos2
r  ф

V2 J

+ —cos
Vz J

f

П— + arctg

V

ЛЛ

2 cos
V

(  ф Л  

V 2 j JJ
которое подставляется в формулу (3.20).

П5.3. Усреднение по радиусу канала уравнений переноса

А. Уравнение для потока атомов (3.1) в цилиндрических координа
тах:

div Г = -щ  •па,
-D a div(V na ) + div(u • na ) = - Щпа

1 Э ( r D ^n a  Л d
r  d r V d r d z

( _  dna Л 1 Э / \ d / ч
+  - — ( r u n a )  +  — ( u n a )  =  - ^ in a

r  d r  d z

Da
d z

Под усреднением понимается интегрирование

2  rk
( . . . )  =  —  J  r  • F ( r , . . . )

'k 0

и далее рассматривается усреднение по отдельным слагаемым.
1. Первое слагаемое интегрируем:

2  \  1 Э (  Э Л  2  Э (  Э (  (  ~2 ЛЛЛ
-  4 / '1* *

0

2  ''к Э

rf 0  r dr V d r
( Dana ) dr =  - —  J/ J*

rk  0 d r d r

Da na 0 +—  na 2 d r  =

i  J  £  l r  ' Da ̂  ̂ a ̂  ^
4 Da rk

n a2 2 r d r4 ,la 2
4 D

- t na 2rk
4 Da

-  na 2 .

2. Второе слагаемое интегрируем:J r- f

rF dz v

d n aDa
d z

d r  =
2  _ d_

r k  d z

' к

J  r D a
d n a

d z
d r  =

d_

d z

f

D —a jdz
Г 2  rk

—  J  r  • n ad r

V V rk  0

л л

=  d (  d  ,  Л
D a — ( n a )

d z V d z  JJJ
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рассмотрим отдельно усреднение „а (х):

^  'к ^  'к
( п ) = - fГ  ■ „ ad r = -}

'к О 'к О

Г у ЛГ 2 Л, 2 f 1 2 1 гк4 Л+оК — „а 2d r — ~ Т „а ОГк +7 “7 „а 2V2 4 Гк УV V Гк У У Гк

1
-  „а 0 + 2  „а 2 '

3. Третье слагаемое сначала преобразуем:
Г у

1 д  / ч 1 д
---------( r u n a  ) — ---------
r  д г  r  д г

ru
V V

2 Л У 2 Л Лr r
~Т „аО + 2 „а2
Гк У V гк Уу

1  _д_
г дг

f Г 2 1 Л r3 Гл 2 1 Л _1 Л
„О 1  + — „а О Г 2 „а О + 1  + — 2 „а 2 4 „а 2

V V гк У Гк V гк У У

—  и 0

у
1 +

2 1 3г2
„аО 2 „аО„ м \  +

V к У 

затем проинтегрируем:

1 +
2 1 3г2 5г

2 „а 2 4 „а2
V гк У

U,
О Гк 1

4  4 1
гк о r

У
1  + 2 1 3r2„а О „а о +

V 'к У
2 па О 1  + 2 1 3r2 5r4

2 „а2 4 „а2
V 'к Гк Гк

„ а2 dr —

— и О „ 2

Г, 2 1 Л r 3 L  2 1 Л

1ссо ̂с

Гк„аО - “Т„аО + 1  + — 2 „а2 4 „а2
V гк У Гк V гк У

— U 1 +
2 1 1 Гт 2 1 Л __

1

2  2 1
„а О -  „а О + 1  + — „а 2 „а 2 — „О

гк У V гк У гк гк
(„аО + „а2 ).

4. Четвертое слагаемое проинтегрируем:

2 }  д { ) 2  d }
- 2  f r  -  { „ „ а )d r  — r j  -  f ‘
1к О

Гк

г к  d x  О

r u „ „ d r  ■■ 4  d  f  „о 1 1
Гк dx О

2 1  r
2 л

„аО + —  „а 2
Гк Л

d r

У

d
d x

/ Г,2 кГГ. 21Л f 21Л Г 3 г3 г5! Л
„О “j] I1 + Г „а ОГ + 1 + „а 2 2 „аО _2 „а 2 4 drV Гк ОLV Гк У V Гк У Гк Гк Гк 4 У

d _

d x

f
Г ,  2 1 Л г к Г  Л 2 1 Л

„О 1 +  — „ а  О 2 Г  + 1 +  —

V V г к  У
2 V г к  у

1 гк 1 П 1 гк
„а 2 , 2 „аО А 2

4  Гк 4  ГЛ 6  Г,к J У
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d _

d x

f
2  2 Л Л 1 2  2 Л Л 1 1 "

Л

u 0 1 +  — n a 0 + T 1 +  — n a 2 /-v n a 0 т  n a 2
V v rk  J 2 v rk  J 2  3

J

d_
dx

f
1

f
2 Л) '

\ f
1  1

f 2Л )л л
u 0 n a 0 -----+ 1  + + n a 2 ---1----- 1  +

V 2 V rk  J ,J V 3 2 V rk  J J_ J
f

d_
dz

u r
Г 2ЛЛ

V rk J

V

n a 0 1 -
2 Л

V rk J J

+  n a 2 1 - - f

d_
dz

Г
( 1 + £ )

V

f
n a 0

1 1 \
1  —

V 2  1  + £ j +  n a 2 “

V

1 f 1  -  2  1 Л

2 Л

V 3 1 + £

1

V rk J J  

\

J J J

~ {u n a). 
dxX a'

5. Проинтегрируем правую часть уравнения:

2  k , 2  k 
— J r -^ in ad r  = —  J r  Щ

'k 0 'k 0
na0 + 2 na 2 U =4 f

J

k  1  k  Л
"a 0 T  + 4  72 na 2V 2 4  rk J

(щ)

n a 0 +  T  n a 2 [ ® i )  =  { ® i n a ) .

В результате усреднения уравнение принимает вид:

rk
2 D

V rk

n a 2 +  U 0£ a 0 +  n a2 ) d  D  ~— (n ) )  + -— (u ■ n ) = - ( w . - n  Щ. 
d z ^ a d x '  a/)  d z '  x a/ \ 1 a>

В .  У р а в н е н и е  д л я  п о т о к а  и о н о в , п о л у ч е н н о е  и з  о б ъ е д и н е н и я  ф о р 
м у л  (3.1) и  (3.3) в  ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х  с  у ч е т о м  (3.2):

d i v  Га + d i v  Г  = 0
d i v  Г а Щ  ■n a

d i v  r i = Щ -  n a ,

Г i = ~ D i - V n i +  u  • n i ,

d i v ( - D tV n t )  +  d i v ( u  • n i  +  j u E  • n i )  =  щ n a’
1 _э_

r  d r

r D ,
d n L  

1 d r d z

D
d ^

1 d z
+  1  d r  ( r  ( x  + M E r  )  ) + )  ( u x  + M E x  )  )  =  Щ n a .
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1. Первое слагаемое интегрируем:

f г 1  ~  г~ ( D ini) dr = — 2  f—
J *  j  Г Л г  Д г  r  J r l rrk *0 r dr V dr 

2  f d f  2 r
r2 f dr I r ' i r 2

2  >  d

rk  0 d r dr D i

\\Л
n i 0 + —  n i 2 dr =

'k JJJ
\

rk 0  d r l

ni  2

4 D 4 Ddr = —'-f- ni 2 |  2 rdr =-----r- ni 2 r7; = 4 D
r 4 ' 4  2

k  0

2. Второе слагаемое интегрируем:

k

fr2 I r 3--

d f  dni ̂D —- 
1 d-V

dr= —  f rD ̂ d r =-
k d- f  dz ‘ V

D d
i dz r  2

V rk 0

4 7 zz k

rk  Y|  r ' nidr
JJ

—-n2 n i 2

d f  D d
° Фdz V

далее рассмотрим отдельно усреднение ni (х):

r \  ' k  r \  ' k

W  =  —  f  r ' n i d r  =  -2  I
r ,  J  r  J

k  0  k  0

n i  0  +

r 2

V r k  J

n i  2  — г  = -

J

1 2 1 r 4
2  n i  0 r k  +  7 - 7  n i  2

V 2  4  r k  J
=  n i  0  + T  n i  2 .

1
2

3. Третье слагаемое сначала преобразуем:

1  д / ( E \ \ 1 д 
-  т -  (r (  + МЕГ— ) = -  т -  r dr r dr

L  2 Л 2 1  r
1

U0 ~ +  M  Er ni

V rk rk  J J

1  д _

r dr

f  f

Ur

V

л 2 Л
1  +  —

Л V

+  M
V  r k  J

ЛЛ
n i  0  + —  n i  2

J V JJ

1  d
r  d r

f  f f

U r 1  +
2Л

VV rk J
n i 0 r  —  —  n i 0  +

r k

л 2 Л  
1  +  —

V rk J r k

1
f  f

Y .  2 Л 1
u 0 1 + —

r
V VY  r k  J

3r2
ni  0 n ;n +2 ' 4 0

, 2 Л 
1  + —

V rk J

A 3 r  2
n

r k

r 5 1
3 1

—  Й  n 2
r

+  MEr ni 0r +  MEr —  ni  2
rk  J J  J

5r 4 1  1 r 2
4 ni  2 +  MEr ni 0 +  MEr  2  n i 2

rk  , rk

затем проинтегрируем
0 rk ,(

2 \ r 1j V
rk  0 r

f  f
T, 2Л1 3r 2 ( л 2Л1 3r2 5r4 ^ E ^ ^

u0 1 + — n i 0 2 n  0 + 1 + — 2 n i2  4  n i2 +  M E r n i0  + M E r  —  n i2

V VЛ  rk J rk V rk J rk  rk J rk  J

dr =

f f
U

л 2 Л 
1  + —

VV rk  J
n i 0 r k  — J r  n i 0  +  

r k

л 2 Л 
1  + —

V r k  J

r± n  —  r± n2 n i  2  4 n i 2

r k  r k  ,

r k
+  M E r n i 0 r k  +  M E r ^ i  n i  2
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2
f

T i  2Л] L  2Л]
\

—
u o 1 +  — n i  o -  n i  o + n i  2 -  n i  2

r k V V.V r k  J V r k  J J
+  E E r  ( i  0 +  n i  2 )

rk

2 Л
u o

V rk
------ (  0 +  n i  2 ) + E E r  (  o  +  n i  2 )

4. Четвертое слагаемое разобьем на две части и по отдельности 
проинтегрируем:

д Х  (  +  Ц Е Х ) n l ) =  ^ L  ( ш , ) + дХ ( Е Л ),

2  }  д  (  )  2  а  г
Л  j  r - ( щ  ) r  =  - 2  j
rk  0  d z

d
f  rk Л

d f  O rk Л  2
— r u n d r  =  — — - 1  r u n

d z
V o

l

J
d z r 2 J  i

V k  o J

d_

dx

где величина (u n ^ выводится аналогично (u n ^ j (см. пункт А)

rk 0 d z
jг д ( Е х ) . , ) )  =  d -  - L jr E E x n i d r

f Л f  rk
2  r

rk  o

d_

d z
rk  o
j r E E x I n ,o + 2 

r k J

\  Л
d r

d_

d z

2  rt  , _  2 rk- -2■ j r E E xn io ( z ) d r + —  j r  Г—  E E xn i 2 ( z ) d r
1k  o rk  o rk

d_

d z

rk  2
n io (Z) 2 j r E E xd r + n i 2 (z) —  j r ~ ~ 2  E E xd r

' k o rk  o rk

d _

d z

ni o  ( z ) { E E x )  +  n i 2  ( z ) (  Г—  E E x = E E x n d

Правая часть уравнения уже была усреднена в части А данного прило
жения. Таким образом, после усреднения уравнение принимает вид

2

r k

2  D a

V r k

- n ■i2 +  ( u o +  E E r  ) { n i o +  n i 2 )
d _

d z
D i d - ( n i )

d z

+

d+ d z (( + Е - E x )■ ni) =  ( щ -  n a ) .
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П5.4. Решение уравнений переноса атомов и ионов 
для плоской поверхности в полубесконечном объеме 
с применением преобразования Фурье

1 .  В  с л у ч а е  д е к а р т о в о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  у р а в н е н и е  п е р е н о с а  

а т о м о в  ( 3 . 1 )  м о ж н о  п е р е п и с а т ь :

d i v  Г  =  - щ  - п а

Г  =  - D a ' У п а  +  U  • П а

^  - D • d i v ( У Па )  + d i v ( U • Па )  = - Щ  • na ,

о т к у д а

f  -S 2
-  D

2
д  п а  д  nd  j t

l  d x 2 d z 2 j

+--------( u  • П а  )  =  - О  • П а .d x  v а  /  1 а

П р и м е н и м  к  у р а в н е н и ю  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  п о  о с и  O X ,  п р и  э т о м  к о 

о р д и н а т а  z  б у д е т  н е з а в и с и м ы м  п а р а м е т р о м  [ 1 5 0 ,  1 5 1 ] :

2

D (ix ) 2 Na (Х, z )+ d Ыа (2Х’ Z ) +(-iX ) Na (x, z )• u = - Щ • Na(x’z )
d z

d 2 N a  (x, z)  (  2 , x u
a y  - -  x 2  + i —  +  — - 

l  D  D  Jd z
2 • N a ( ^  z ) =  0 .

П о л у ч е н о  о б ы к н о в е н н о е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  д л я  ф у р ь е - о б р а з а  

ф у н к ц и и  к о н ц е н т р а ц и и  а т о м о в ,  в и д  р е ш е н и я  к о т о р о г о  и з в е с т е н  и з  т е о 

р и и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й .  Е с л и  в в е с т и  о б о з н а ч е н и е

d  2 N a

d z
2 - ¥  • N  а  =  0  г д е  ¥  =

^ 2  x u  О  ^  
x  2 +  i — +  1

D  D

( П 5 . 1 )

т о  р е ш е н и е  и м е е т  в и д  N ( x ,  z )  =  C 1 • e ¥  +  C 2  • e  ¥ . И з  у с л о в и я  о г р а н и ч е н 

н о с т и  ф у н к ц и и  н а  б е с к о н е ч н о с т и  о с т а в л я е м  т о л ь к о  в т о р о е  с л а г а е м о е  

и  п о д б и р а е м  к о э ф ф и ц и е н т  и з  г р а н и ч н о г о  у с л о в и я ,  к  к о т о р о м у  т а к ж е  

п р и м е н я е т с я  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е :

- D  ^

d z
U n a -  n s )lz=0

d N
D =  ( v ) ( N a -  N s )

d z
z=0

^  =  - U ( - N s )
d z D
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Е с л и  п р о д и ф ф е р е н ц и р о в а т ь  в ы р а ж е н и е  д л я  N ( x , z ) ,  т о

d N a

d z
~ / C 2  ■ e

- / z

z=0
z =0

=  - y / C 2 . О б ъ е д и н я я  э т о  в ы р а ж е н и е  с  г р а н и ч н ы м

у с л о в и е м ,  п о л у ч а е м  С2
U  -  / D

,  п о э т о м у  ф у р ь е - о б р а з  и м е е т  в и д

( v )  -
N ( x , z )  =  х ' --------- e  / z , и  е г о  о б р а т н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  п о д с т а в -

U  -  / D

л е н о  в  у р а в н е н и е  ( 3 . 1 6 ) .

2 .  В  с л у ч а е  д е к а р т о в о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  у р а в н е н и е  п е р е н о с а  

и о н о в  ( 3 . 2 )  и м е е т  в и д

div Г,- = о >: ■ na . ,
г г a -D  ■ div(Vni) + div(V ■ n  ) = щ

Г, = -D  ■Vn; +V ■nd v l> v l> 1
n a->

о т к у д а

- D

f  ~\2 ~\2
д  n ,  д  n ,

э Х ^

д  (  \  д  / ч

+  э Х  ( u x  ■ n  ) - a z  ( ■ n i  )  =  ® r  n a

П р и м е н и м  к  у р а в н е н и ю  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  п о  о с и  O X ,  п р и  э т о м  к о 

о р д и н а т а  z  б у д е т  н е з а в и с и м ы м  п а р а м е т р о м  [ 1 5 0 ,  1 5 1 ] :

-  D
\ 2  /  \  d 2N i ( x ,  z ) ^

( i x )  N i  ( x  z )  + -------- f - 2—
d z

, . , . d N , ( x . z )  , .
+ ( - i x )  N i  ( x z )  ■ U x -  u z  — ^ — }~ = щ - N a ( x , z  a ,

d z

d 2 N ,  ( x , z )  u z  d N ,  ( x , z ) f

d z
2

D  d z

x u x . „2
l ----- -- +  x

V  D  j
N i ( x  z ) = - D  ■ N a ( x  z ).

Х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н е н и е  д л я  д а н н о г о  о б ы к н о в е н н о г о  д и ф ф е р е н 

ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я

Я 2 +  Ъ  Я -  

D

2 • x U x
x 2 +  l ----- x

D

=  0

и м е е т  к о р н и

u_
. +

2 D

u„
4 D 2

+  x + I x u x  

D  ‘
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Тогда общее решение неоднородного дифференциального уравнения 
найдем методом вариации произвольных постоянных. Переменные ко
эффициенты обозначим A1 (x ,z) и A2 (x, z ) и введем для удобства обо-

u„значение а  = ; решение ищем в виде комбинации частных решений

уравнения:
Nz = A1 (x, z)eAjz + A2 (x ,z)e^z =

a —+ a
----- ■ x' + i -

a a2 2 ,xur---4 --+x 2 +l--x
= A; (x, z)e 2 ’ 4 D + A2 (x,z)e  2 ’ 4 D .

Записываем систему уравнений для производных коэффициентов 
Al;(x,z) и A2 (x ,z )(см. [152]):

f 4 -  Nil + 4 -  Nj 2 = 0

a;- N h +A2- N '2= - ^ N a ^

(

Ahe

Aj

, 2 "Лa a 2 .xu,--+J—+x2+l—-2 \ 4 D
v

(

+  A2e

2 "Лa a 2 .xu, ---Л --+x2 +l :2 V 4 D
v  у 0,

a  a  2 ,xuY---+ 4 ----  + x + /- x
2 V 4 D

a a 2 ,xur -+t —+x2 +i- x2 V 4 D
+

+ A2
a  a  2 ,xuY1 + x2 + i- x
2 V 4 D

a la 2 ,xux1 -+x2 +l- x2 V 4 D Щ u  e/
D U  -  /D

Откуда получаем производные для коэффициентов:
(

a; = - V
a a 2 ,xur

- / + — 4 —+x +i—xr И  4 D
2D U  -  /D

■ e K

a

4
2 .xuY+ x2 + 1- x

D

4 = *

a a 2 ,xur-/+—+4—+x +i—x2 V 4 D
2 D U  -  /D

- e K

a

4
2 xuY + x + l---x

D
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И сами коэффициенты после интегрирования:
A

Ш 1
2 D (v)-< fD  а

-X

4
2 .xux+ x + i  x

D

X 1
а а 2 xux -ш+—J—+х2+i—х Y 2 \  4 D

а  а  2 ,xux-w +----А—  + х2 + 1 —х
2 \  4 D

A  - Ч 1
2 D u - wd  а

X

4
2 .xux+ x + 1 — x 

D

X
1

а а 2 xux -- bw--+x +i---2 V 4 D
+ C,

а  а  2 ,xux-Ш +----J —  + x + 1 —x
2 V 4 D

где С —  константа интегрирования, которая позволит далее учесть гра
ничные условия. После подстановки коэффициентов А 1 и А2 в решение, 
после алгебраических преобразований получаем выражение

(

N. - - Ч  ■ - & ___________
' D U - VD ¥ г - а ¥ .

1

f  2 .xux^x2 + 1 x
■e-¥z + C ■ e

„2 "Ла а  2 xux----il—+x2 +i—x2 \ 4 Dv

V D J

Применим к граничному условию задачи преобразование Фурье (как ра
нее, по координате х , считая z параметром):

-  D дШ
dz -  uz ' ni =  n i и

дп
Z=0"

z -0

U u
D D

dN.
dz

Ni
z -0

dz

и

z -0

u

D  D

Продифференцируем полученное выражение для N . и подставим в гра
ничное условие при z = 0:
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Щ и
Г

¥
D (v )-w D  2' ' Y ¥  -  а ¥  -

f  2 ,лыхлx + 1  x
+ C ■

V

Л

Щ U

D j  

1

а  а  2 ,xux----- J —  + x + 1—x
2  V 4  DV

D (v )-w D  2\ / Y ¥  -  a ¥  - ^  2 . x u x Л
x 2 +  1 x

+ С

V V D

U u \Л

V D  D  J )

О т к у д а  п о л у ч а е м  в ы р а ж е н и е  д л я  к о э ф ф и ц и е н т а  С :

Щ и  1С
D (v)~ ¥ D  2\ / Y ¥  - а ¥ -

f  2 . xux ^x + 1  x
V D

uz +{v) ~ ¥ d

uz + U  + yD
J

а
г д е  и с п о л ь з о в а н о  о б о з н а ч е н и е  Y = ---------- Л

2
а  2 i ■ x ■ ux—г + x + x
4 D 

О к о н ч а т е л ь н о е  в ы р а ж е н и е  д л я  ф у р ь е - о б р а з а :

1

Ni (x>z ) = - Щ --- UD (v) - ¥ D  2\ / Y ¥  -  a ¥  - f  2 .xuY^x2 + 1 x
V D

e-¥z -  uz + {V) ¥D eyz
u V )  +  y D

Д а л е е  э т о  в ы р а ж е н и е  п о д с т а в л е н о  в  с о о т н о ш е н и е  д л я  п л о т н о с т и  п о т о к а  

и о н о в  ( 3 . 1 7 ) .

3 .  П р о в е р и м ,  ч т о  д л я  ф у р ь е - о б р а з а  ф у н к ц и и  Г р и н а  в ы п о л н я е т с я

у с л о в и е  |  e 1 k ( x  x )G ( k ) d k  =  0 ,  т о  е с т ь  п р и  k  =  0  в ы п о л н я е т с я  G ( (  =  0 )  =  0 .

В  с о о т в е т с т в и и  с  с о о т н о ш е н и е м  ( 3 . 1 8 )  ф у р ь е - о б р а з  д л я  ф у н к ц и и  

Г р и н а  и м е е т  в и д

G (k ) = ^ U
V ) - ¥ D

¥ d  -  r 
D

Щ1» Y + ¥
2 ( 1 2 • kux

¥  - а ¥ - 1 k + 1 -^
V J )

uz +V )  + yD

Р а н е е  б ы л о  в в е д е н о  о б о з н а ч е н и е  ¥ 2 =  k 2 +  1 k - x  +  Щ -  , с о о т в е т с т -
D  D

в е н н о ,  п р и  k  =  0  п о л у ч а е м ,  ч т о  ¥ 2 = ~ Щ  и  ¥  =  ‘̂ Щ Щ . Т а к ж е  б ы л о  в в е д е н о
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uz uz l ua _  —  и y = — - 
D 2D V 4D

z j 2 kux+ k 2 + ^  x
2 D

которое при k = 0  принимает вид

uzY = — -  _ - a .
D
Фурье-образ функции Грина обращается в ноль, если равно нулю 

выражение в квадратных скобках. Выполним все подстановки:

Щ  - ( v ) _____________________ Y + У  _/ D  — -
у  — а у 1 2 •kuxk + 1 x

V D

\Л

))
uz + U )+yd

Щ ТЛ■ D  — щ ■
щ uz Щ uz +U) — aD

a + J  D  _ щ — Щ
-uz+.<JtyD * 1

D  D  \ D

Щ u + U — uz
Щ — U A - ^  z X '  z

1 x D

Щ —  щ ( у ) { —и-  + y f ^ D )

<U

y [ ^ D Щ— Uz +  ЩЫ- — Щ у [щ 1 )

Щ —  U z<
Щ

D

ЩЩ — uzJ —  
D

_  Щ у [щ Р  —  ( ° i u z  +  Щ и -  —  Щ у [щ Р  _  0
ЩЩ — u A —

1 z \ D  
V  ’  )

Таким образом, условие J elk( xG (k )dk _ 0  подтверждено и бу

дет использовано далее.

П5.5. Применение асимптотического разложения 
интеграла Фурье

При решении дифференциального уравнения с помощью преобра
зования Фурье возник интеграл вида

I (а ) _ - j =  J  ea f  (t)dt.
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В работе [79, с. 6 8 ] рассмотрена методика приближенного вычис
ления подобных интегралов через разложение в ряд при больших поло
жительных а:

< < » > -  f +о  1 '
п=0 ( ia) „ N + 2

V a  у

где f n — обозначение производной порядка п. В первом приближении 
используем первые два члена разложения в ряд, то есть саму функцию 
и ее первую производную:

/ ч f  (0 ) f '( 0 ) ( 1 ^I  (a ) = ^ - L  + ± \ L  + O —  .
- ia  a 1 V а  У

Для упрощения полученных выражений выполним ряд нормиро

вок, переходя к безразмерным величинам: % = x D ,

J D D , , U  2 6 >Рp =  к— , р  =  а — , р  = — ,  Т  = - V  
ux ux ux uX

f
uxy = ^ L

D

Л

- 2  Ч  т +p2+i ■ p
v  У

,  ¥  = Uxl 
V  D у

■(p2 + i ■ p  + n2),

преобразуя I  (к) в I  (p ).

G ( x -  x )= f e,k(x'-x)-r 4
i  U ¥D

¥D - g u Y+¥
D (  -  a ¥  -  в 2) )  + (v)+yD

dk

G ( x -  x )= f e,k(x'-x)-rT
i  u

U

¥ D
¥ D

gi ■U Y + ¥

( (  - a ¥ - f i 2 ) u z +  ( v ) + y D
dk

G ( $ - ? ) =  f  e
+ж . V, , \ D-  ,p— (x -  x )—

D v !ux u.
U - D u L  I
ux ux D2V

p 2 + ip + r f
u ^ y/p 2 +  i p  +  П  ■ D
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щ ■и
(  2u„ t 2 2\ ц и х и

( р 2 +  i p  +  р 2 )
D 2 ^  F  ’  D  D

х\2 х ~~х ^  —2 I ~  I
f

U x _

Dх-
—г  ~ ) l * f + p + p

К

p  +  i p  +  п  —
2 и~ u

2 2
х

p ~ ^ w  +  i p -  х

, и х
+  p —

D

(
/ \ и х 

uz + и )  +  - х- 
'  '  D

Л

—2  Ч  т +p2+'p
К

■ D

D

^ d p . 

D

D J J

После преобразований

G  Р  — ? ) =  J в-ippc - х) М о и х
и

М о -  p ' i p 2 +  > p  +  n 2

t p 2 +  i p  +  n 2

n2 Мо
( (  2 > \

М2 2 . + p + 'p + p
2 i

4К J J

(n 2 - мМ p  2 + ip + П М+М0 + ■ М
r  М2  ^

М  2—  + p + ip
К

d p .

По причине большого объема алгебраических преобразований при 
взятии производной и формировании асимптотического разложения ав
торы опустили часть выкладок и привели только результат выкладок 
в основном тексте (3.19)-(3.21).

П5.6. Разложение в ряд фурье-образа G (k) по малому 

параметру в окрестности нуля

Фурье-образ ядра интегрального уравнения имеет вид

G  =

( v )  —  y / D

G

/ D  —
Щ » Y + /

р 2 —  а /  — в 1 )  u z  + { v ) + y d

( v )  —  D . l k 2 +  i k —  +  Щ  

W  V  D  D

D k 2 + i k и х  +  Щ
D  D
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u z и2 7 2 -7 ux
— V  +  k +  i k —  +  , k 2  +  i k —  +  °

2 D У 4 D 2  D  \ D  D

f

V

О

D

U z _
I k 2  +  i k — +  —

D yH D D

и . +  ) )  +  D

ЛЛ
и и

2 D  V 4 D
2 + k 2 +  i k —  

2 D

JJ.

Н а х о д и м  п р о и з в о д н у ю  о т  ф у н к ц и и  п о  п а р а м е т р у  i k  и  в ы ч и с л я е м  е е  

п р и  к  =  0 .  В в и д у  с л о ж н о с т и  в ы р а ж е н и я  п р о и з в о д н у ю  б у д е м  н а х о д и т ь  п о  

о т д е л ь н ы м  с о м н о ж и т е л я м  п р о и з в е д е н и я .

и

г л
/

V ) (  D )

/ \ 2 Л k 2  +  i k —  +  °

( v2) • Г ] =  \ D  D

) ) -  D . \ k 2 +  i k +  ° °  
w  V D  D

' \ к = 0  г  

V

) ) -  D , [ k 2 T i k U ±  + ^

W  V D D

л2

J

X

X JoD-{v)o
и  + o
D VD

О  u z Ю

D D - j

V  Г  и v \
и

V

+ U  + D z_

DV  ^  J J

U и

у  D  ( V V - O i

U  u x

° D - (

2 \l О  (0 ) - ° ) L

J O  - Щ  D  (-1)v О

Uи

л/ОО 0 -° )
- 2 ^ 1  o D  =

U и

v ) - J ° D  )

D .

1

2
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2 .

и

( v ) -  ® } к 2 +  i k —  +  —  
'  '  \  D  D

[ ] k = о

J k =0

D

Ux /
/ D

и —
2  k  +  i k — +— L 

D  D

f  Л

1----- ^ Ux /

Uz  — D /D
D V D j

2 J  Uz 2 +  k 2 +  ikUx

L H  D 2 D  J

U x

2  — — 
V  D
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D 2

u  d
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3 .  О б ъ е д и н я я  п у н к т ы  1 и  2 ,  п о л у ч а е м

и - 4® Р

D
— ^ =  +  -

П р и  з а п и с и  р а з л о ж е н и я  о г р а н и ч и в а е м с я  п е р в ы м и  д в у м я  с л а г а е м ы 

м и ,  п р и ч е м  р а н е е  б ы л о  п о к а з а н о ,  ч т о  с а м о  я д р о  о б р а щ а е т с я  в  н о л ь  п р и  

к  =  0 ,  п о э т о м у  в  р а з л о ж е н и и  о с т а е т с я  т о л ь к о  с л а г а е м о е  с  п е р в о й  п р о и з 

в о д н о й .  П о л у ч е н и е  в т о р о й  п р о и з в о д н о й  п о в ы с и т  т о ч н о с т ь  р а з л о ж е н и я ,  

н о  з д е с ь  н е  п р и в о д и т с я  п о  п р и ч и н е  б о л ь ш о г о  о б ъ е м а  п р е о б р а з о в а н и й .
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