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Г л а в а  I .  ЧИСЛОВЫЕ РЯДЫ

§ I .  Определение ряда. Сходящиеся ряды

Пусть дана последовательность действительных чисел [ а ^ ] .  По­
ложим:

= a i ,
Ss  = Cl i й г  ?
S 3 = + ° -г  + 0-3 *

^  + . .  . +  a n  .

Если последовательность имеет предел -S' : t t m  Sn -  S } то сим­
волически записывают так:

-S= а . + а ,  + - . - + a * , + < ?*s =  Z l  а п  . ( i . D
Л = /

Выражение ZT CLn =Ctf + <2г  + . . .  + a rt+ . . .  называют рядом, чис­

ла а 1 , а г ,<23 , . . .  -  членами ряда, <2 Л -  общим членом ряда, f,Sn }  -  

последовательностью его  частичных сумм. Число S  называется суммой
ео

ряда Z1 а п . Говорят также, что ряд сходится к 6  . Ряд, который не

является сходящимся, называется расходящимся. Ряд с постоянными 
членами CL1 , й г , Q.3 , . . .  будем называть числовым. Если члены ряда -

комплексные числа Сп  =Qf+zbn , то рядZZ Сп  будем называть число­

вым с комплексными членами Сп  .
Приведем примеры исследования рядов на сходимость.

ОО /I- /
I .  Рассмотрим ряд ZT CL £  , i  , '  <Х ^ О. Как известно,

/? - /  ^ 
при любом ПеЫ  справедливо равенство & + £ £ + & £  + . . .  +
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п -1 г  - 1  , ,+ & 0  = а ----------  (формула для суммы геометрической прогрессии).
'  Q -  /  ,

. a ( i - q , n)  а  а а п
Значит, З п  = — — -----= - ——  -  ———— . Так как | q  \ I , то

1 -Я  '-%■

* ггП т  = 0 , поэтому П т  3 ^ ,  = а  . С л едовател ьно,-^—
^  — 2

« - /  Лn -f  „  „
= л  + л  <7 + ... + a  Q + . . .  <*> Z ., а . <7

у у  п - / 1-Я
lq \ < 1  . На-

1 /  1 1 ,1  3- , / .3пример, = -, + ( ^  ) + ( £  ) + . . .

W

Z ' 4  8
i\ n

п Ж - < -
Площадь квадрата с единичной стороной может быть представле­

на в виде суммы площадей бесконечного числа полос (рис. 1 . 1 , а ) .

При суммировании членов убывающей геометрической прогрессии

Я- 1} * ,  • - - ,  ■ ■ ( 1 . 2 )
для любого числа й  /  0 и \q\^ I удалось найти число 3  = -------- 7 .

п-t а 1 ‘Я
которое мы назвали суммой ряда и записали 2Z <2(£ = - . Если

(2 = 0 , то все члены бесконечной последовательности ( 1 . 2) равны ну­
лю. Если ^ = 1 , то все члены последовательности равны d  viS=7za..
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Значит, последовательность частичных сумм ряда CL + Л + . . .  + 
+ а. + . . .  неограниченно возрастает и предела не имеет. Этот ряд 
суммы не имеет, т . е .  расходится. Попытаемся найти сумму ряда

71 — 1
для случая Cl = I ,  = - I ,  т . е .  рассмотрим ряд 

I -  I + 1  -  I + . . .  Очевидно, £ п  = I ,  если п  = z k - f , и 
= 0 , если rc = z k  , k e N  , и предел £ п  не существует, т . е .  

ряд I - I  + 1  - I  + . . .  расходится и с точки зрения принятого оп­
ределения суммы не имеет.

З а м е ч а н и е .  Заключив формально каждую пару слагаемых, 
состоящую из одного положительного и одного отрицательного числа, 
в скобки, получим ( I - I ) + ( I - I ) + . . . = 0 ;  соединив слагаемые 
в пары, начиная не с первого, а со  второго, получим I + (-1  +
+ I )  + . . .  + (-1  + I )  + . . .  = I .  Переставив же каждое положитель­
ное слагаемое на место отрицательного и обратно, придем к выраже­
нию —I + (I  — I ) + . . .  + ( I -  I )  = - I .  Действуя тремя различными 
способами для получения значения "суммы" I -  I + I -  . . .  , прихо­
дим к трем различным значениям О, I ,  - I .  При этом были использо­
ваны известные свойства конечных сумм -  ассоциативность и коммута­
тивность. Значит, операция суммирования бесконечного числа слагае­
мых, вообще говоря, не обладает этими свойствами, поскольку та или 
иная группировка слагаемых и их перестановка могут повлиять на ве­
личину суммы.

Таким образом, ряд Z lC K f  (назовем его  геометрическим) бу­
дет сходящимся в случае бесконечно убывающей ( 1^ 1^ 1 ) геометри­
ческой прогрессии и расходящимся при I (%,!&■/.

2 . Ряд
/

У. ———  .запишем в виде

оЮ
Z I
П-1

У
п ..... ( Ь Ь

л  /  У У \ /
Значит. S „  = 22  Г  — Z—7у -/ -------,откуда S  = i c m  S „  = -У. Таким о б -

“  ■/
разом, Z1 ------i f / и .  например, площадь прямоугольного треуголь-ft- /  * + (TZ+ 1)
ника с катетами I и 2 (рис. 1 . 1 , 6) может быть представлена в виде
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суммы площадей бесконечного числа треугольников: 
/  /  -/

/•2  > 2 - 3  п  ( п  + 1У ' ■
3 . Для ряда I + 2 + 3 + + П  + тг -я  частичная сум­

ма
w тх (П + /) “

а-> = -----------  неограниченно возрастает, поэтому ряд22 тг рас-
п 2  n--i

ходится и о его  сумме говорить нельзя.
1 . 14. В теории рядов важную роль играет ряд I + -=• + — + . . .  +. л 3

+ — + . . . .  который называется гармоническим. Название ряда свя -
п  г

зано с понятием среднего гармонического двух положитель-
,  '/а+ЧЬ

ных чисел CL и Ь . Каждый член гармонического ряда, начиная со вто­
рого, есть среднее гармоническое предшествующего и последующего
членов. Докажем, что гармонический ряд расходится. Известно, что 

/  /  \П
последовательность ( / + —у , монотонно возрастая, имеет пределом^ 

число В , т . е .  для любого ПеЛ/ выполняется неравенство (/ + £  ) 

Логарифмируя это  неравенство, получаем Тг in. ( l+ ^ откуда 

1тг(п+1)~ 1тгтг и, следовательно, при Tt = I ,  2 , . . .  имеем

1 > ln 2 , I  > i n  3-h?.2  v . . .1 > 1 п (п * 1 ) - 1 п п .П Складывая

I + ■ / + . . .  + ?lri{n+1 ) , т . е .  ‘T- rt

’ 3
эти неравенства, находим l

? ln (n + l ) ,  и поскольку при , то тем более
®в при , а это  означает, что гармонический ряд расхо­

дится.
5. Рассмотрим так называемый ряд Лейбница:

, тг-1 1
(-■<) Т г " ’ "

и докажем, что он сходится к числу i n  2 .
По формуле Маклорена для функции i n  (/+ х )  напишем разложение

1 2  5 4 5  6

i n ( - t + x )  = x -  f  f  +
X п

X
ч
п  + 1

где R n+ J x ) = (~ 1) n  „+#
п* 1 (тг+1) (l+ e x ) v*'

+ (~ 0  п  "  R n + f ( x ) >

1 Q * G * - i , и, следовательно,

I R„ (х)| * — —п+1 п  + 1
in

для всех Х £  [О , I } .  Полагая X  = I , будем иметь 
(~ 1 )п - 1 „  /

2 = /_i + {-{"---"-hz—+/?nJArÂ R**<m < п +  1
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I Г . 1 1 4
К у ' г + з  ч

(-1)
П-  1

] ' / tz2 K — .Обозначим через 2>
■ --  | П*1 ]

П -ю частичную сумму ряда Лейбница. Тогда \S^lnZ

и t im  - 1 п 2 . Доказана сходимость ряда Лейбница к чис-
Л -*“ >

лу I n  2 .
Переставим теперь члены ряда так, чтобы после одного положи­

тельного члена стояли два отрицательных. В результате такой пере­
становки получим ряд

п

. L - i + L - 1 - t
’  2  ^ 3 А 1

/
^ к6 8 zk- 1  4k- z

Покажем, что этот ряд сходится и имеет сумму, вдвое меньшую, чем 
сумма исходного ряда. Имеем 

1 /

__/? cj7) z ^гп '
(л)

2 k - i  «к
( - - - V-г «кГ&Мк-г tkl z n-.Azk-i гк)

" з п - г  ° З п -1 Ч п - Z

где S^n  -  частичная сумма ряда Лейбница:

/
г̂п. ~ 1 г *  з ч £ п

----------- = Z 1  (— ________ —  ) .
-1  2 п  fr .f  \ 2 k - 1 2 k  j

Полученный в результате указанной перестановки членов ряда Лейбни­
ца новый ряд сходится и имеет сумму, равную ^ / ? 7 так как

t i m  = t i m  =  t i m  S x „  Р = ~- t n  2 .1 ~  зп /г— ~  зп -1 п +  ̂  зп-г г
Как видим, сумма ряда Лейбница изменилась вследствие перестановки 
членов ряда. Следовательно, ряд Лейбница не обладает переместитель­
ным свойством. Ыы убедились в том, что даже в сходящемся ряде, во­
обще говоря, нельзя менять порядок слагаемых.

Таким образом, отыскание суммы ряда сводится к отысканию пре­
дела связанной с этим рядом последовательности частичных сумм , 
$2 , . . . , S n , . . .  И, обратно, если задана произвольная последо­
вательность d f , а г  , . . . , й п , . . . ,  то ,  полагая Z/, = г/г  =
-  &г  Л1 . . ,  u n  = a n- a n_i , . . . ,  можно свести отыскание предела
последовательности t i m  а п = <Х к отысканию суммы ряда it t +14г +

f t * » »

+ U n + • поскольку последовательность частичных сумм
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этого  ряда S i = U i=  a f , £ г  = u i + u z = а г , . . . ,  £ n = z /, + и г  +
+ u 3 +■ . . .  + U n = CtH. ••• совпадает с последовательностью 
и, значит, s  = a m  -  t i ? n  а п = а .

Укажем три важных свойства сходящихся рядов:
ов во

1. Если ряды ZJ СХп ,Z I  b f, сходятся и имеют суммы S 1 S "
n--i п -г  '

то их сумма (разность), т .е .  ряд 21 (&п -  Ьп ) , 'гоже сходится и имеет
и n z f Iсумму £  = £ '+ S ". Действительно, частичные суммы исходных рядов6 п

£ ^  имеют пределы £ ' ,  £ "  , а поэтому для частичных сумм £ ц  ря­

да 2 2 (йп±Ьп) т е е и £ п = £ ^ + ^ - ~ £ ,+ £ ''  при f t - » — , т . е . £ = £ ' +£ -

2 . Если ряд2И О-гг сходится и имеет сумму £  , то ряд 27 с а п
n - f  п--!

тоже сходится и имеет сумму cS  . Действительно, для первого ряда 
£ п -*- S , а для второго S'n  = с £ п -* с S при гг — , и предложение 
доказано.

3 . У всякого сходящегося ряда последовательность частичных 
сумм £ п  ограничена (поскольку существует П т  &п  = £ )  . Обратное,

вообще говоря, не справедливо, т .е .  последовательность частичных 
сумм ряда может быть ограниченной, но ряд будет расходиться, как 
это  имеет место у ряда I -  I + I -  . . .  Однако для рядов с неот­
рицательными членами из ограниченности частичных сумм £ п  следует 
сходимость ряда. Действительно, последовательность сумм £ п  ряда 
с неотрицательными членами представляет собой неубывающую последо­
вательность, и если она ограничена сверху, то по известной теореме 
Вейерштрасса имеет предел, т .е .  ряд сходится.

Опираясь на этот факт, рассмотрим два ряда с неотрицательными
е« о©

членами 22 Z/n  ,22 2 ^  , таких, что для любых гг . Для частич-
n -i  п -г

ных сумм £ ^ ,£ ^  этих рядов справедливо н е р а в е н ст в о л ^ ^ ^ о т к у д а  
видно, что если второй ряд сходится (частичные суммы £ £  ограниче­
н ы :.? ,^  /с1 ) ,  то сходится и первый ряд (частичные суммы тем бо­
лее ограничены: £ £  £ £ К ) .  Если же первый ряд расходится, то вто
рой также расходится, так как если бы второй сходился, то по дока­
занному должен был бы сходиться и первый, что противоречит условию
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Таким образом, установлено, что если "больший" ряд 71 1Гп  схо­

дится, то сходится и "меньший"ZT , а если "меньший" расходит-/ ?7з/
ся , то расходится и "больший". В этом состоит принцип сравнения 
рядов с неотрицательными членами, используемый при исследовании 
их на сходимость.

§ 2 . Абсолютно и условно сходящиеся ряды

На примерах показано, что если в сходящемся ряде осуществить 
перестановку его  членов, то это  может изменить сумму ряда, т . е .  
известное правило "от  перемены мест слагаемых сумма не меняется" 
в общем случае для рядов (бесконечных сумм) не справедливо. Возни­
кает вопрос: существуют ли ряды, обладающие коммутативностью, и 
если существуют, то какое их свойство наверняка обеспечивает ком­
мутативность? «о

Начнем с рядов 72 &п  с неотрицательными членами ( Qn z- О ) , ко­

торые почти очевидно обладают коммутативностью. Действительно, 
обозначим через $ п  тг-ю частичную сумму сходящегося ряда Zl 0.п ->

/7'1
имеющего сумму S  , и через сумму первых Тг членов ряда Z1 Ьп ,

полученного из рядаЛИ Лп изменением порядка его  членов. Зададим 
целое число тг . Поскольку все члены частичной суммы принадле­

жат ряду 72 0.п  , можно найти такое число Л/ , что частичная сумма-S^ 
будет содержать все члены суммы &п  и, быть может, еще и другие. 
Итак, jSn s . Но S/y с ростом Л1 монотонно не убывает, а потому

и, следовательно, . Таким образом, неубывающая после­
довательность -  ограниченная, а потому она сходится. Положив 

-  t i m S n  , получим 5 (s S , поскольку Так как всегда
-»■ «»о

можно считатьZ7 Лп  рядом, полученным из ряда7 2  изменением
П-1 n -t

порядка его  членов, тс аналогично предшествующему можно получить, 
что Сравнивая неравенства JZ'iS , заключаем, 4ToS=£.
Следовательно, в любом сходящемся ряде с неотрицательными членами 
можно произвольным образом переставлять его  члены и сумма ряда 
при этом не изменится.
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Откажемся теперь от предположения, что члены ряда имеют•О
одинаковые знаки, и рассмотрим знакопеременный р я д £ 7 й л . Обо­

тру<“  оо
значим через ZZ Q.L ряд, полученный из рядаS  a'L заменой всех 

п - 1  n - t  с
ов

отрицательных членов нулями, а через -Е 1 й £  ряд, полученный
71=4

из ряда Z2 &п заменой всех положительных членов нулями. Если
° °  / ~  ,

ряды с неотрицательными членами Z1 <2„  ,Е1 Q.L сходятся, то
71-1 71 = 4

сходится их разность, т .е .  сходится ряд ZZ (&L-Q.'n )  и * следова­
ло n ' i

тельно, сходится р я д ^ К Д ^ , поскольку а п = а ^ -а '^ .  Ряды Z1 0-'п
°° n  t - ( и Л = /2Z й-п  с частичными сушами S' , наверняка будут сходиться,
' о» , "

если сходится ряд Е И й п ^поскольку последовательности 3 n , S n  я в - 

ляготся подпоследовательностями последовательности частичных
оо

сумм ряда Z1 \Cin l (и звестн о, что любая подпоследовательность с х о -  
71=7

дящейся последовательности сходи тся ). Таким образом, установлено,

что если сходится ряд^Ц l & n l  ,т о  сходятся ряды Z7 ,£7 а гг ,а
71 = / TZ--4 П ,п = 4 ’оо

также ряд ЕЕ а „ .

Предположив ряд Z 7  Ш п / сходящимся, осуществим перестановку
оо tt~ 1

членов рядаЛИ О-п и обозначим полученный в результате перестанов- 
Tl = L>

ки ряд через EL b rL . Это приведет к перестановке членов ряда с не­
* = < с» ~  ' «о f

отрицательными членами ZL I CLп | ,11 Q.n  ,Z I  Q.n . В результате
П=1 П ' “=—> ^тг 

71 = 4 71 = 1
во у ОО  ̂  ̂ и

возникнут ряды Z2\bn \ ,Z l b H , Z J  Ьг, , причем Ь ̂ =Ь -,~Ъ  „  . что ,
7г-4 71=4 п  71=1 П  п  п  ;

как уже известно, не повлияет ни на факт сходимости, ни на величи­
ны сумм полученных рядов. Но тогда по-прежнему будет сходиться и

оо
иметь ту же сумму ряд£К Ьп  с переставленными членами, поскольку

71 = 4
EZ 1 / ~  , «

он является разностью рядов Ш Ь п  Ъп  . Итак, доказано, что
П-4 тг=4
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если ряд ZJ | Cin | сходится, то сходится знакопеременный ряд
П-1ОО

22 CL и в нем допустима любая перестановка членов в том смысле,
оо

что сумма ряда при этом не меняется. Ряд 21?а п  , для которого
оо

сходится ряд Z 7  \&п I (и который тем самым также сходится) ,  назы-
П :  7

вается абсолютно сходящимся. Мы установили, что в абсолютно схо­
дящемся ряде допустима любая перестановка членов, причем получен­
ный в результате перестановки ряд снова абсолютно сходится.

Что касается группировки членов сходящегося ряда, не изменяю­
щей их порядка, то частичные суммы "сгруппированного" ряда будут 
подпоследовательностью последовательности *Sn  частичных сумм ис­
ходного ряда и, следовательно, будут иметь тот же предел S  , что 
и последовательность $ п . Группировка же членов рядя, связанная 
с их перестановкой, наверняка допустима лишь в абсолютно сходящем­
ся ряде.

Без доказательства отметим, что абсолютно сходящиеся ряды 
можно перемножать, по обычным правилам алгебры. Поясним сказанное.

Пусть даны два ряда-Е! CL 
~  г = /

вается ряд Z2 О. Ъ< , члены которого состоят из всевозможных

произведений членов исходных рядов. Если рядыЛ^^гс- а бсо -
. А?/ *

лютно сходятся и имеют суммы < 5 ^ ,^ ,  то их произведение, т .е .
«О

ряд У. CL • при любом расположении слагаемых <2-6^ будет абсолют­
е н  7

но сходиться и иметь сумму & =S;Ss  .
Отметим, что если операция "заключения в скобки", т .е .  группи­

ровка членов, не изменяющая их порядка, в сходящемся ряде -  опера.- 
ция "безопасная", не влияющая ни на факт сходимости, ни на величину 
суммы ряда, то операция "раскрытия скобок" -  операция "опасная", 
так как она может сходящийся ряд превратить в расходящийся, что хо­
рошо видно на примере ряда [I -  I) + (I -  1) + . . . ,  сумма которого 
S  = 0 . Раскрытие скобок в этом случае приводит к расходящемуся 

ряду I - I + I - I + . . .  .
Итак, абсолютная сходимость рядов обеспечивает возможность при­

менения к ним некоторых основных правил алгебры, связанных с пере­
становкой и группировкой их членов, а также с их перемножением.

• , Е  b и . Произведением этих рядов назы-
1 f c i  к

II



во оо
Ряд ZI & п  , который сходится, но для которого ряд Z1 \&п  I 

Л = / n  = i 7

составленный из абсолютных величин его членов, расходится, назы­
вается условно сходящимся. Применительно к таким рядам установ­
ленные выше положения в общем случае неприменимы, т . е .  в условно 
сходящемся ряде перестановка его  членов может изменить сумму ря­
да и даже сделать сходящийся ряд расходящимся. Перемножение ус­
ловно сходящихся рядов может также привести к расходящемуся ряду.

00 , ,
Например, ряд Лейбница Z l (~i) — сходится к сумме ип 2  услов-

н=у гг но.
Можно доказать, что каждый из условно сходящихся рядов путем 

изменения порядка членов в нем можно превратить в ряд, сходящийся 
к произвольному наперед выбранному числу (теорема Римана). Следо­
вательно, если сумма некоторого сходящегося ряда не зависит от по­
рядка его  членов, то этот ряд абсолютно сходится.

'§  3 . Необходимые признаки сходимости рядов

I .  Если ряд Z7 й п  сходится, то его общий член стремится 
п=/

к нулю ; i i  ггь О. п  = О.
/г— ~

Действительно, а п  и t i r n  Cln  -  П т  ) =

= i i r n  £> — t z m ^  ^ = 3 - 3 = 0 .  
п  *  —  '

Применение необходимого условия часто позволяет убедиться

00 Ъ-ув расходимости ряда. Например, геометрический ряд ЛИ Q.Q расхо-
п-у г

дится при Q. /  0  и I ^ 1 , потому что \Лп \-\0.\I п ' ( I ?| й. I .Одна­
ко, нельзя сделать обратное утверждение: если t i m Q .n  = 0 , то

ряд ZT d n  сходится. В самом деле, для ряда 2Z 1тг т- /  предел 
л - /  f t - /

общего члена равен нулю, так как t i m  £тг ( V *■ ■jzJ-tni-O. С другой

стороны, i n ( i + ^ ) = i n  - ^ - =  in (n + l)-ln (n )\ A  S n  = { I n Z - t n i ) +

+ { tn ^ - t r z 2 )  + . . .  + [ fn ( f t +  /)-£?z + .Таким образом,
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ОО у(
п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь с т р е м и т с я  к + =-=> , значит, ряд ZT ^ r i ( i+ b )

п=/
расходится.

во .у
Другим примером может служить га атонический р я д 2  т - . Если

Л - / /г
бы э т о т , ряд был сходящиеся, т о , обозначив его  сумму через £> , мы
получили бы Cirri (£гг^ £ п )  = { г т £ ~  - l i r r t  £ „  S  = 0 . Но 

/  7Т— — .
£ ^ го  = ----- + — ->-•••-*--------  и правая часть уменьшится, если каждый

г /z п п +1 п+г 2 п  j  ,
. . Поэтому 3 —  и Равенствол Л  Л»

ее член заменить н а •£ г г
Cirri (^г ~ &n ) - Q  невозможно.?Z

оо

2. Если ряд ZT сходится, то последовательность f.5>rt] e r o
ft-/

частичных сумм ограничена.
Действительно, если ряд сходится , то C im & n = & и [ £ п ] огра-

^  у . П
ничена. Нельзя, однако, утверждать обратное. Для рядами (~f)  =

ft-/
= - I  + 1  -  I + 1  -  . . .  имеем £> = - 1 , 4  = 0 , £ ,=  - I , £*. = 0 , . . . ,

^ п ~ Очевидно, что l£ n  | i /^но последовательность
77

не имеет предела, т . е .  ряд 2Z ( -  1) расходится.
ft-1

Для ряда с неотрицательными членами условие ограниченности 
частичных сумм этого  ряда является необходимым и достаточным усло­
вием сходимости ряда. Действительно, е с л и £ Л ^.0,  то [ S n } является 
неубывающей и ограниченной, в силу чего эта последовательность

°о /
обязательно сходится. Покажем, например, что ряд Дирихле 2И 5.

fi=i гг
при оС > I сходится. Действительно, по теореме Лагранжа 

имеем (X  + h )  *~ Х  * =■ (-</+ /  ) h ( X + Q h  ) * . Положим X  = гъ  ,
t /  /  /
h. = - I ,  тогда для Н > 1 -̂-----— =(Ы-~ 1) ^ ^  .Так как 0 <- в £С?

т о —  -----У-1— . Но Ы-1 гО , поэтому —[ —  ------------z—t \ и

откуда —  / / -  — J ^ / V -----  .П оследовательность частичных суммJ /г  ы.-/ 1 t f -ч оС~1
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“  у
ряда с положительными членамиZT —и .где о^>1 , ограничена, по­

п -1 гг
этому этот  ряд сходится.

§ 4 . Критерий Коши сходимости ряда 

В соответствии с теорией последовательностей можно указать
оо

необходимое и достаточное условие того ,  чтобы ряц£7 &п  был сх о -
тг= f

дящимся. Заметим, что если р > 0 ,  т о Sn+p -& n  = +CLn+a +
+ . . .  + C L . Поэтому справедлива следующая теорема. ^

Теорема I . I  (критерий Коши). Для сходимости ряда 2Z Q.n. н е-
fz-i

обходимо и достаточно, чтобы для любого £  > 0 можно было найти та­
кой номер N = N  ( £  ) ,  что при любых целых р  > 0 и п  ?/V  будет 
выполняться неравенство | О. п*^^-п+г+" & °-п+р  I ^ €•

Применим критерий Коши для доказательства одного достаточно-
оо Tl-f

го признака сходимости знакочередупцегося ряда вида Z1 (~t) CLn .
? г - /

Теорема 1 .2  (признак Лейбница). Если предел невоэрастающей 
последовательности положительных чисел равен нулю, то ряд
»о П-/

2Г (~() CLn сходится (вообще говоря, неабсолютно).
Доказательство. Действительно, имеем ~& п  =

= ±  (Q-n+i~йн+ ^ Q-n+ р  ) . где целое р >  0 . Если тг четное, то
$п+р  , так как **п+р~ ** п. ~ а п+1+( ап+з~&п+г)* A/t+t/)*--
и выражения в скобках неположительны. Заметим также, что & п+р  -
~ &п * 0 ,  так как = (0-п+г~^п+г )+(®-п+з~0-п+ч)*"’ *&п*р-^Я-п+р)
и выражения в скобках неотрицательны. Аналогично в случае нечетно­
го  T t : -&н+р Значит, для любого Тг и р  ?  0 имеем
|5 . Так как l i t r t a n  = 0 , то для каждого числа £ > 0

Н* Р  п. '  7 Г -»® -

можно подобрать такой номер N = N ( €  ) ,  что для любого r t> N  выпол­
няется неравенство Поэтому для любого n ? N  и р  > 0 имеет
место неравенство / £п +р-&п 1<£.Ряд удовлетворяет условию Коши, сле­
довательно, сходится. Переходя в последнем неравенстве к пределу 
при для случая фиксированного тг , найдем 1-5 -& n \ * Q -n + v

Таким образом, погрешность, возникающая при замене суммы 
знакочередующегося ряда с невоэрастающими по абсолютной величине
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членами его частичной суммой S H , не превосходит абсолютной вели­
чины первого из отброшенных членов рада.

§ 5 . Достаточные признаки сходимости радов

Теорема 1 .3  (признак (принцип) сравнения рядов в неопреде­
ленной форме). Если, начиная с некоторого члена, все последующие

оо

члены рада 27 не превышают по модулю соответствующих членов
Tt = i

оО о©

рада 27 , где 0 , то из сходимости рада 27 Ьп  следует сх о -
пч  о .  п=/

димость рада 27 (даже абсолютная), а из расходимости рада 
тг=/

ОО оо

21 Q.п  следует расходимость рада ZZ о ^ .  
n = f  n  = t

Доказательство. Действительно, положив > 1<2у1+1Дг1*+1йгг1, 
&П =Ь+Ъ3 + . . S -b n  , п о л у ч и м г д е  N  -  тот номер, начи­

ная с которого \йп I ^Ьп .Если рад27 сходится к ^ ,  t o ^ s ^
f t - i

f оо

откуда S H- ^ N+ S . Следовательно, рад 27 I й п | сходится, и поэтому
H=1 <*,

рад 27 O-ri сходится абсолютно. Если рад £  О-тъ расходится, то р ас-
П-1 ж h --i

ходится и рад 27 Ьу, , так как в противном случае в силу доказанно- 
n =i ^

го сходимость ряда Z7 повлекла бы сходимость рада 27 С1 п .
гг-/ л=//с 7 о. и

Следствие I . I .  Если £ ^ > 0 ,  Ъп > 0 и ***  £  -т^^начиная
•о ° п  Ьтъ

с некоторого номера N  , то рад И  О.п  сходится, если сходится рад
ОО * 7' -

27 о л ; если расходится рад217 то расходится и рад 27 Ъ „.
пч  п ч  п п-ч

Действительно, не ограничивая общности рассуждений, можно по­

»/ т Q-е Ь? Л* О-гг Ь+г в »  Ьп**.дожить N = I . Тогда^— £. — , ~  & гУ , . . . ,  - —  < -  -  , откуда

<3>an а„*с&,
V bf Ьг. “ -П а,

>/г, где с  г в . ' .
ь<

/ /Пример I . I .  Рад / +  -— г г > + - • > сходится, так как его  членысг • 3 У . .
меньше членов сходящегося ряда 27  — г •

п -f Н

1Ь



х  х гПример 1 .2 . Ряд у  + ~£+ ~з *-----  абсолютно сходится для любого

Л б  ( - 1 ; I ) ,  так как абсолютные величины членов ряда не Превыша­
ло TL

ют значений членов сходящегося геометрического ряда 22 1 x1  
где 1x1  /.

~  j
Пример 1 .3 . Ряд 22 —л , где ы. & I ,  расходится, так как его 

я = / Л  ~  ,*° /
члены не меньше членов гармонического ряда 22 ^  -

Теорема 1 .4  (признак (принцип) сравнения рядов с  положительны­
ми членами в предельной форме). Если, начиная с некоторого номера

все члены рядов^Г 0 . „  ( I )  и 22 Ьп  ( 2) положительны и существует 
п - f Л -/

конечный предел И т  -г^ = А  , то из сходимости ряда ( 2) вытекает 
п*-~>Ьп

сходимость ряда ( I ) .  Если А  4 0 (но,  возможно, А  = <=» ) ,  то из 
расходимости ряда ( 2) следует расходимость ряда ( I ) .

Доказательство. Действительно, начиная с некоторого номера,

Ьп ~?0 и откуда a n <(A*i)bH. По условию сходится

ряд ZZ Ьп , значит, сходится ряд с общим членом ( r f + O b r t .  По не­

предельному признаку сравнения сходится и ряд 22 CLn  . Если А  4 О,
П-1

то J-*?71 и * начиная с некоторого номера,

ряд ( 2) расходится, то по непредельному признаку расходится и 
ряд ( I ) .  _______

Ы ч+ 5 '
Пример 1 .4 . Ряд с общим ч л е н о м ^

Пъ-/5п.
расходится, так как

t i m  С1нА/ -  /  а гармонический ряд 22 — -  расходящийся.
я - “  ' п  п=1 п  '

Теорема 1 .5  (признак Коши для рядов с неотрицательными члена­
ми).  Если существует такое неотрицательное число , что, начи­
ная с некоторого члена CL# , все последующие члены ряда удовлетворя­

ют неравенству , то ряд 22 О.п с неотрицательными членами
n=f

сходится. Если же ? / ,  то ряд расходится.
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Доказательство. Действительно, в первом случае имеем О.п &о£1? 

П ?N . Рад Z7 а п  является сходящимся геометрическим ( 0 4  Ц, О
T l - i  *. «О

и по признаку сравнения рад ZT Q.n  сходится. Во втором случае не
л = /  „

выполнен необходимый признак сходимости рада CLn .

Для приложений полезен признак Коши в предельной форме, вы­

текающий из предыдущего: если члены рада 2J CLn  неотрицательны
п=<

и существует iirrz Уй-п ~ d 7 то рад сходится, при d *  /  ; рад расхо-

сходится, так как

дится при d > i  ; при d  = I требуется дополнительное исследование 
сходимости рада.

та fl £
Пример 1 .5 . Рад 2 7  Р S in  П о С ( Р ? 0 )  сходится по признаку

Л г /
Коши для всех значений I и любых оС , так как в этом случае 

= р  У  И г г е ПсС' & г *  /.  .
о -  (

Пример 1 .6 , Рад Z7 U ~ J l)  1

= l i m  ( 1- d  ) п = -L /.
/г—~  П  е  .сп п  п

Пример 1 .7 . Рад ZL&  X  сходится для всех значений \Х\<1 
П- i  ' _______ ;______ In ГС

и притом абсолютно, так как t i m  / л 1пП! Х \ п  -  I x l  tim J P  ** =

= \X\JT° =  \iС|.

Пример I .B . Признак Коши не решает вопроса о сходимости рада

Дирихле, так как i i m  \J~~к= i i n z  -/.О дн ако, мы знаем, что

при оС£ / ряд расходится, при оС > /  сходится.
Теорема 1 ,6  (признак Даламбера для радов с положительными чле­

нами). Если существует такое неотрицательное число £ * / ,  что , начи­
ная с некоторого члена CtN , все последующие члены рада удовлетворя­

ют неравенству-------<Q, T o N , то рад ZL О. п  с положительными членами
О-п. П-1Clfy -

сходится, если же ?  /уго ряд 2Z ° -п  расходится.
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Доказательство. Действительно, в первом случае Q.n + i~ 
n ?N  , следовательно, положив n -N + i  ,/V+2 , N+3 , . . .  N+p  
получим:

аn +э  ^ Q-н+г Я/ н+1 Я ,

а  N + p  -  & N+ 1 Я ^  ■
p - t

Так как ряд геометрической прогрессии S  Q сходится
Р=* ' *

оо

I ) ,  то и ряд И  Q.n  также сходится. Во втором случае общий 
п =/

член ряда &п  при п - ~ ж не стремится к нулю, а значит, рад

ZL О.п  расходится.
П-1

Из этого  признака вытекает признак Д&ламбера в предельной

форме: если члены рада ZZ CLn  положительны и существует i im  - ^ - d ,
П-1 л-» ~  О-п.

то при cL*  I рад сходится, при d  > I расходится. При d  = I воп­
рос о сходимости рада остается открытым.

«*о ТЪ
Пример 1 .9 . Рад 2  — ; сходится для любого Х € R , так как 

— ---------  лг= /  л ;

i i m
I X /XI*

. ( п + 1 ) !  ri[  \ п ~
j  1X1 ^ у- i t  гт\ ------- = О ^ /1

П+1
Я п п !Пример 1 .1 0 , Рад 2

-  п=1 п
&П*1

= и п ъ ,  1 х п  -• I ^  /  • но ряд 2 ------
п —  е  н ~-' п

' сводится, так как
71 <?7Г , П~*~

^  7г/ расходится, так как

i i m — i im . (t+  V n )n ~ ё  ? / -CLn  . . -----■ ■ ~  ^  г
Пример I . I I .  Признак Даламбера, примененный к раду 2 2 П И ппаС

„  П=1
(Т*>0  ) ,  не дает результата, так как отношение V7+/ =Р iinj7L*l)cO 

ЗгППоС |
не стремится ни к какому пределу и даже не остается все время мень­
шим или неменьшим единицы.

З а м е ч а н и е .  Можно показать, что признак Коши сильнее 
признака Даламбера, т . е .  он может применяться во всех случаях, к о г -
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да применим принцип Даламбера, и , кроме т о го , в ряде случаев, 
когда последний не дает ответа. Но пользование признаком Коши 
сложнее, чем признаком Даламбера. Если существует =cL'>0,

а п
то автоматически t im  \/&п - d ,  т .е .  предельный признак Даламбера

ГГ— «  • 7

теоретически ничего нового по сравнению с признаком Коши не дает. 
Однако он очень удобен на практике.

Теорема 1 .7  (признаки Даламбера и Коши для знакопеременных
, I й-п+1

рядов в предельной форме). Если существует и т \——  = О „то
те I а п J '

«о

при р  ^  I ряд 22 О-п абсолютно сходится, прИ|0 > /  ряд расходится, 
n=t J

при р  -  I признак вопроса не решает (признак Даламбера).

Если существует t irn V cL n -p  , то npnjD ^/ ряд 2  абсолют-
71*1

но сходится, п р и р я д  расходится, при jC? = I признак вопроса 
не решает (признак Коши).

~  fan Ац.
Пример I . I 2 .  Ряд 22 ЗГ JC сходится для всех значений 1x1*/

п ; / .--------- , g ijTjy д

и притом абсолютно, так как t im v fr  п \х 1-\Х\ i /тп Ж  п -1X1 .
~  Л-» —

Признаки Коши и Даламбера все же являются весьма частньми и 
не применимы часто даже в простых случаях. В сомнительных ситуациях 
когда на вопрос о сходимости и расходимости ряда нельзя ответить 
с помощью названных выше признаков, прибегают к более тонким при­
знакам, которые основаны на сравнении данного ряда с так сказать 
медленнее сходящимися или медленнее расходящимися, чем ряд геомет­
рической прогрессии, рядами .

Теорема 1 .8  (обобщенный признак Гаусса для рядов с положитель-

—  = г .*■ —  + -
Рп*

тельные числа. Тогда, если

fin. Сs - ■ -ными членами). Пусть - — =£*,* -0  * — , \Qn \-М , Cf и Сг -  действи-
1 п  fz fa n

а )С  , то ряд 2  fifr сходится;

С * /  , то ряд £  р п  расходится;
п*/ ’
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Сг ?  I ,  то  ряд 27 р ъ  с х о д и тс я ;
n=i'

С г < I , т о  ряд 27 р „  р а схо д и тся ;
n-i'

в )С. = Сг = I ,  сущ ествует i i m  Q Tl=L,
оо

£ > I ,  то  ряд 27 Рг, с х о д и тс я ; 
n-t L
оо

t < I ,  т о  ряд 27 р п  р а схо д и тся ;

при t = I  пр и зн а к на вопрос о сходим ости и расходимости 
ряда не о тв е ч а е т .

Д о ка за те л ь с тв о . Случай “а". По условию - * - ^ ~ ^ , г д е

-  о граниченная  п о сл ед овател ьность , поэтом у И п г ^ ~  ~ ct j
Pn+t

а  з н а ч и т , по предельному пр и зн а ку  Д&ламбера ряд с х о д и тс я , если 
Ci> I , и р а с х о д и тс я , если CY * /.

ь  о  Q
Случай “б!' Если С. = I ,  то  — —  -  А  г -  + . — .П у с т ь Г _ > / .  Срав­'  Pn+i ТПпП *

•в , /
ним исходный ряд с рядом Дирихле 27 Д =27 ~Г*. > которы й схо д и тся .

ft-V  "  n-t «  ^  ос
Составим и преобразуем отношение Pj±- = (**п1 - /+~ -+о(—  ) ,

а затем  р а зно сть  =  /-*■ £ ? - /  - £  +о(~ )=C— +o(x)v№  С~-сС тО.h ь Л  тг \п/ n rz/7гтг-ц гп+1 .
ч  Р * 9 Р пЗ н а ч и т , начиная с н е ко то р о го  номера, —  • ' г г  и по следствию

оо Pn+i Pn+i
из п р и зн а ка  сравнения ряд 27 Р с х о д и тс я , т а к  к а к  сход ится

„о ft--t п

ряд 27 р'  . П усть теперь Cs < /  . Выберем для сравнения гарм онический

н а ч и -РЯД 27ап = И  у- . Т о гд а  £ ------ — Г = - ^  + o(j-) гд е  С3~ Ы  О  и ,
й=, л  n=i *  Pn+i P n + i п  _

ная с н е ко то р о го  номера, —  ^  - 2- . З н а ч и т , ряд 27 р п  р а схо д и тся ,
P n + i  P n + f  « = / '

т а к  к а к  гарм онический  ряд р а схо д и тся .
Q.f у О г /  /  \ t°7

С л е д с т в и е . Е с л и  ^ —  =/-+ —  +0  ( ^ р я д  27 а п

схо д и тся  при Cs > - ( , и р асход ится  при (п р и зн а к  Раабе в не пре -



( а п \ °°
дельной форме). Если i i m . n l --------/1-С,то ряд ЛИ & „  аходится

—  \anti / л=/
при Сг > I . и расходится при Сг < I (признак Раабе в предельной 
форме.

f in  /  Q п
Случай 'в!' Если C j - C ^ - f  , то р я д - — ■ г / + ^  +  пЫтъ и

'Л1*/ ее ^

i im  О = Если i >  I ,  то для сравнения выберем ряд ЛГ f in  — 
п Л-/«к» /

= £  ( tn f t )k i К0Т0РЫЙ- сходится по интегральному при­

знаку сходимости
Составим и преобразуем отношение;

=  ( n + ' ) [ t n ( n + / ) ] * *  =  / Л /  ln (n + i)-in п  * ' 
f in */  n ( L n n ) * '  I Л/Г  /гг лг

я +°(ri)\ . J^°(n)\ ъ +°(п) /
l ^ ^ ) =/+kt ‘

Л/

/ /)/ , я  + и \~п/ ) ( п и У П \

=Ш * +к'-ТГп 1 + 0(-ьПГ)°*+Ь
°(ъ)+о(&)_ j /

t n n п  +

= 1 + п + а (-1— )\ п  I n  п  Ji n  п  к  п  ( п п
ЬЬберем f t , *  к *  i   ̂ тогда, начиная с некоторого номера, Цп ук  

f in . 1 к. f in Рп  , к - к ,
и ------>i+ — + — -------/Ь п  n t n n~4 + 1

J

Значит, • -+0fin* г р'п4., fl In п
ОО

т .е .  ряд Ц  р п  сходится. Е с л и / ^  I ,  то положив £ у = I ,  получим
. л = <Л 4 / 00

SH— Z2L. * .0 , начиная с некоторого номера. Значит, ряд Z7 р п  рас-
f i n + i  Р п * - ,  “о У
ходится, так как расходится ряд У.

п=/

/г = / 7 t t n n
Если f i n  - .где С у О  и

ь  п  п**еоо ^ П + 1  П
\Qn \~M , то ряд ЛГ f i n  сходится, еслигг >1, и расходится, если 

п - .

Следствие, 1_.3_.

М , то ряд И  , 
п -/

1 (признак Г аусса ).

Пример I . I 3 .  Ряд Л7  ̂ П f- . \ расходится по непредельному при-
п-, (2 п) //

знаку Раабе, так как =  ? п  + 2 _ г  = — г  /,
7 2п+1 *n+i ?n
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—  (en-i)ll
Пример 1 .1 4 . Ряд £  (g  n y [ f g  также расходится, но по при­

' ’ 1 Оп .. Рп . 1 ^Qn'П+1знаку Гаусса, так как отношение и —  = / * £ * = * /П  fti

где С& = I и / Q n  \ -  М.
Теорема 1 .9  (признак Гаусса для знакопеременных рядов).

П усть|^ -1=  , где £ > 0  и IQ„I*M.  Тогда а) ряд С  р п
'Рп+А п ^  я--/

сходится абсолютно, е с л и ^  > I ;  б) р а д е  р л  расходится, если
n-t

О . Случай V  очевидно следует из признака Гаусса для радов 
с положительными членами; в случае'б не выполнено необходимое у с­
ловие сходимости рада. Если 0 &■ \ , то рад 22 1 р п  | расходит­

ся , но рад Z7 р п  может сходиться или расходиться. Получили усл о-
П -1

вие абсолютной сходимости ряда, но условие расходимости получить, 
вообще говоря, нельзя.

Теорема 1 .10  (интегральный признак сходимости Коши -  Маклоре- 
на для радов с неотрицательными членами). Если неотрицательная 
функция У  ( X ) определена при и монотонно убывает, то рад

Z1 f ( n )  сходится тогда и только тогда, когда сходится интег-Я=/ ао
рал \ / ( x ) d x .

i ■
Доказательство. Действительно, учитывая геометрический смысл

определенного интеграла (рис. 1 . 2 ) ,  запишем: / С З ) +/С3) + •• • +  
П+1

+ \ f ( x ) d x  £ f ( J ) + f ( 2 ) + f f 3 )  + . . . + f ( n )  или S n + -
1 п +1
j / M d x  =£ , где -  частичные суммы ряда
/

ZZ / (п ). Если \ / ( x ) d x  сходится, то его  частичные интегралы
п-< j
П *1 1
J f ( x ) d x  ограничены. Учитывая левую часть неравенства , полу­
/

чиы, что последовательность частичных сумм также ограничена. Этого
оо

достаточно для сходимости ряда 22 р ( п )  с неотрицательными членами.
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Рис. 1 .2
во

Если ряд £7 £ ( п )  сходится и его  суыыа равна & , т о -5 ±6  
П-1 n*i п

для всех Тг =. I ,  2 , . . .  и потому для в с е х /? - / ,2,...
1

Если Л ^  I ,  т о , беря Тг .получаем в силу неотрицательности 
л /г

функции / ( х ) :  J f ( x ) d x  ^  j / ( x ) d x
1 А  1

Частичные интегралы J f ( x ) d x  , А  I ограничены, а потому
во /J f ( x ) d x  сходится.

^  З а м е ч а н и е .  Если ]  f ( x ) d x  расходится, то 

j / ( x ) d x - — ^  при /?-*-«*° (как монотонно возрастающая неограни-
1 m i

ченная последовательность) и согласно неравенству J  j (X )d x 4 t  Sn,
ое 4

тем болеел£я -* -~  при ?? — •»«» , т . е .  ряд Z I / ( л )  расходится.
„  , л-/

/Пример I . I 5 .  Ряд Дирихле £7 сходится при оС > I и расхо-
ОО /7 -/ ^
Г яСхдится при о/ i  I , так как J —^  сходится при оС > I и расходится
/ ■яг 

при

Пример I . I 6 . Ряд £7 — —  сходится при оС> I и расходится 
п;г Шп П ~  d x

при еСй I , так как аналогично ведет себя интеграл J -------— z
7  d ±  г х 1 п  х

~  J -ы г *
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Приведем достаточный признак сходимости числовых радов, 
пригодных и для рядов с комплексными членами.

Теорема I . I I  (признак Дирихле сходимости ряда с произволь­
ными членами). Если последовательность G~n j частичных сумм ря­

да 2  й п  ограничена, а последовательность { р п\ монотонно убываю­

щая (невозрастающая) и стремится к нулю, то рад 2ZCLn p n сходит-
П -1

ся .
Доказательство. Действительно, если й 1 = , й/(1г -6'г  , . . . ,

а + а г+...+ а п =б'п , т о а , - о у  , и потому

l£_i a TiPn=&jPi'b( G'z~G'<)p2 + --f ( G'n~&n-<)Pnr- - -  (преобра­
зование Абеля) ,Дп= ^ ( р г & ) +  6-e ( f e - p 3)+ ...+  6 'п -/ Р п -Г Р п )+<?пРп ,  
где 1&п 1 £ с .

Введем ряды:
( Pt~ Р^ )  + 6 ’г (рг~Рз )~*' ‘ @ п - /(Р п - 7 Р и ) *  •* -

B) С ( р , - р з )  + С ( р г  ~ р з )  + ■■ - + С ( р п - г ~ р п )+  • • •

C) ( р , - р 3 ) +  ( р в - р з ) +  • •+ ( р п ч - р п ) * - -  ■
Ряд С сходится, так как его  частичные суммы*5^—* - ^  при .
По свойству сходящихся рядов сходится ряд В. По принципу сравнения 
сходится ряд А. Значит, существует ( г г п £ п  , так как t i m  &п р ^ О ./г-»ов /7-»°°

_ Следствие^ 1_.4_. Если в знакочередующемся ряде
во
£ ( - 0  Р п  последовательность { р п ]  монотонно невозрастающая 
Ft- /
{рп^Рп+^О  ) и i i ? n p TZ= 0 }  то ряд сходится (признак^Лейбница).

С л едствие*!.5 . Если tir r t (Рп  = (Р  (ряд 2  а п  сходит-
n-f

с я ) , -  монотонно невозрастающая последовательность и

tin t р п -  р  , то  ряд 22  Q-п р п  сходится, л * «» n - i  „ .. АО fZ+f f
Пример I . I 7 .  Ряд 22 (-/) уу сходится по признаку Лейбница

(усл овн о).
Пример I . I 8 . Ряд 22

d in  ПаС

Дирихле. При о1=2зт т , т  = О, I ,  2 , . .  
лю, и потому ряд также сходится.

при oi Ф 2ж т  сходится по признаку 

все его  члены равны ну-
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§ 6 . Ряды с комплексными числами 

Пусть fcn] = { Q n ->ibn} , f i n £ £  > i n e R > -  бесконечная после-
йо

довательность комплексных чисел. Ряд 22 С п  называется сходящим-
п-г

ся , если сходится последовательность его  частичных сумм {*£п ^ гд е
п.

$ „ = 2 2 С ъ  • Если l i m S n =S  то £  -  сумма ряда и записывают 
п  д = , * л-о. гс 7

оо

£  = 21 Сп  . Если i-S'nJ расходится, то ряд называется расходя- 
п=/

щимся.
Ряду с комплексными членами соответствуют два действитель-

ОО м

ных ряда 22 О-тт. ,<2 n -#PCn vi2Z Ъп  , Ъп -2 гп  Сп . Для сходимости
оо п '4  о»

ряда 22 Сп  необходимо и достаточно, чтобы сходились ряды 21 О-п 
П = / П -1

«о

и 22 Ьп  (следует из эквивалентности сходимости последовательности
tx-i ' оо м

частных сумм и частичных сумм рядов 22 О п  и 22 £ „ )
J Я :/ п ч  '

Критерий Коши для ряда получается сразу же, если учесть, что 
Р -

л?. - S = 2 2 c „  ..П оэтом у  для сходимости ряда2 2 С „ необходимо
П*Р /7*я- п ч

и достаточно, чтобы для любого £ > 0  существовал такой номер 
что при Tt> N и любом целом р > 0  выполнялось бы неравенство 

Р
ZZ < €  (критерий КошИ).
кч n*k

Ряд 22 \сп \ называется абсолютно сходящимся, если сходится 
— n=f — _

ряд 2 2  I С„ I. Если же ряд 22 I Сп I расходится, а ряд 2 2 С п  сходит- 
« = /  м  п ч  П-1

ся , то ряд22 Сп  называется неабсолютно сходящимся. Если ряд п-f
ОО ОО .

22 I Сп  I сходится, то сходится и ряд 22 Сп  { очевидно следует из
П =1 п=/
критерия Когаи). '

Теорема I .12  ( критерий абсолютной сходимости). Для абсолютной
4 ОО

сходимости рядаZT Сп  необходима и достаточна абсолютная СХОДИ­
Л А  ■
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мость рядов И  (Хп  и ZI Ьп  . Утверждение легко доказывается 
П -1 п-/

с помощью неравенств
1 а п 1 £ 1с п 1 ± 1 а „ 1  + 1 Ъп 1,

\Ъп | «  \Сп \* \Я-п\+ 1Ьп \
и признака сравнения для рядов с неотрицательными членами. '

Из этой теоремы, а также из теоремы о перестановке членов 
абсолютно сходящихся рядов с действительными членами получим тео­

рему: в абсолютно сходящемся ряде ZZ Сп  любая перестановка членов
П = 1

сохраняет абсолютную сходимость ряда и величину его  суммы.
Также можно показать, что в сходящемся ряде 2  Сп  любая

П = 1
группировка членов, не изменяющая их порядка, сохраняет сходи­
мость ряда и величину его суммы. В абсолютно сходящемся ряде

ОО
ZJ Сп  допустима любая перестановка и группировка членов ряда.

Исследование абсолютной сходимости ряда с комплексными члена­
ми сводится к решению вопроса о сходимости действительного числово­

го ряда ZL j С к  17 к которому применимы все существующие признаки 
n-t -

сходимости рядов с положительными членами. В связи с этим мы не 
будем подробно останавливаться на рассмотрении достаточных условий 
сходимости исходного ряда. Еще раз заметим, что теоремы о сложении 
и вычитании сходящихся рядов, об умножении абсолютно сходящихся 
рядов, о необходимом признаке сходимости ряда по существу без из­
менения переносятся из действительной области в комплексную область.

Поимев 1 ,1 8 . Ряд —-----:—  .сходится абсолютно, так как
л=/ п!

по признаку Даламбера, примененному к ряду из модулей его членов, 
находим

\с п-ц\ \ a + i \ n+1 п !  Id+ г I
Пт  — — -  -  Пт  ------- = Пт  ----------------------------  =

ft-—  \СП \ / г — — | a * t \  ( n * t ) l  7? — — n + i

. .  / а * + / ‘ _ .
= /г  777 ------- =  О  ^ / .

п+ /
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, О. у / ,  абсолютно сходитсяПример I . I 9 .  Ряд 2 Z —^COi
е----------- п ч  а п п

j r n

так как
г
—-  С05 -

по признаку сравнения, примененному к ряду из модулей его  членов,
г п  7ГП у *° /

£  —̂  ; и ряд X  —^  сходится как ряд геом ет-
&  /г*/ &

рической прогрессии, знаменатель которой £ =  — находится в пре­
делах О * £

Г л а в а  2 . ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ. 
СХОДИМОСТЬ. РАВНОМЕРНАЯ СХОДИМОСТЬ

§ I .  Сходимость. Равномерная сходимость

До сих пор члены рассматриваемых рядов были числами. Рассмот­
рим ряд

U f ( X )  +  и г ( X ) ч- - • • + ( х ) - +  • • • ,  ( 2 . 1 )

члены которого являются функциями переменной JC , определенными на 
отрезке [О., Давая перем енной^ некоторое числовое значение X -

= Х 0 € [а Ь],мы превращаем ряд (2. 1) в числовой ряд ZZ Un (ЛСЛЭтот 
' rt=i

числовой ряд может либо сходиться, либо расходиться. Точка X  = 
= Х ве  [ а ,  Ь ] г в которой ряд сходится, называется точкой сходимости 
этого  ряда. Точка Х ае \.й,Ь\7в которой ряд расходится, называется 
точкой его  расходимости. Совокупность точек сходимости ряда (2 .1 )  
образует область его сходимости, а совокупность точек его  расходи­
мости ^ область расходимости. В частном случае одно или другое 
из этих множеств может оказаться пустым. Исследование на сходи­
мость функционального ряда состоит в отыскании его  области сходи­
мости. Например, ряд /+  X  + х г+ . . . +  все члены которого оп­
ределены на всей числовой прямой, для каждого значения X  представ­
ляет собой сумму геометрической прогрессии. Областью сходимости ря­
да служит интервал ( - I , +1 ) ,  область расходимости определяется не­
равенством / # * / £ / .

Суммы вида (X ) -  2  Zib (х )п о  аналогии с числовыми рядами б у - 
к ч  к

дем называть частичными суммами ряда ( 2 .1 ) .  В любой точке X  облас­
ти сходимости ряда существует l i m  ( х )= $ (х ) ,Функции S n ( X )  оп-
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редел ены в любой точке отрезка [а  /6 ] > но функция/? ( £ “) ,  называе­
мая суммой ряда, определена только в точках сходимости этого  ряда.

, Функцию 7^ ( X )  = S ( X )  ~&п (х)б уд ем называть остатком данного 
ряда. Для любого П  функция/^ ( X )  определена только в области 
сходимости ряда. В каждой точке X  этой области существует 
П т  (x) = Oj т .е .  для любой точки X  области сходимости и лю- 
П-*
бого  £ > 0  найдется такое натуральное число Ы= N(C)X ) ) 'rro для 
всexTZ>N  выполняется неравенство \Гп (х )  I ^  <Г. При различных зна­
чениях X  из ряда ( 2 . 1 ) получаются, вообще говоря, различные чис­
ловые ряды, и именно поэтому число /V , т .е .  номер, начиная с кото­
рого выполняется неравенство \Рп  (Х)\ л <?}  будет различным для раз­
личных фиксированных^ .

В теории функциональных рядов естественно поставить вопрос: 
в какой мере мы мажет обращаться с рядами как с конечными суммами 
функций? Известно, что сумма конечного числа непрерывных функций 
всегда есть непрерывная функция, рассматриваем ли мы непрерывность 
в данной точке или на данном отрезке. Сохраняется ли это  свойство 
для сходящихся функциональных рядов (бесконечных сумм)?

Известно также, что сумма конечного числа функций, интегрируе­
мых на отрезке Сй, Ь ] ,  также интегрируема на этом отрезке и ин­
теграл суммы равен сумме интегралов слагаемых. Если все члены ря­
да (2 . 1 ) интегрируемы на \_0.,ЬЛ и если этот  ряд сходится в каждой 
точке данного отрезка, то можно ли утверждать, что и сумма 3 ( Х )  
этого  ряда интегрируема н&[0,/)]и что интеграл суммы равен сумме 
интегралов членов ряда, т .е .
l i b  Ь
J/S'(x)dx = J  u 1(x)dx+\ue (x)dx + • • - +]un(x)dx+■.. ? ( 2. 2)
a  a  Q. a

Если равенство (2 .2 )  имеет м есто , то говорят, что ряд (2 .1 )  допус­
кает H a [^ & J  почленное интегрирование. В этом случае, очевидно,

\ s ( x ) d x  = \ ( x ) d x  + rn  где 7 ^  -
а а. '
да ( 2 . 2 ) ,  откуда

Ь О

\ S ( x )  o L x  = Urn j  £n f x ) d x
a  n ~ ~ a

остаток сходящегося

> iirTl n *  =O..ft-roo

ря-

(2 .3 )
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Верно и обратное: из любого соотношения (2 .3 )  следует ра­
венство ( 2 .2 ) .

Аналогично ставится вопрос о почленной дифференцировании 
функциональных радов. Сумма конечного числа функций, дифференци­
руемых в некоторой точке, также дифференцируема в этой точке, и 
производная суммы равна сумме производных слагаемых. При каких 
условиях это  правило почленного дифференцирования может быть пе­
ренесено на бесконечные ряды функций? Другими словами, если функ­
ции Un { X )  имеют непрерывные производные в области сходимости 
рада и l i m  S n С х )-3 (х )т .е . S ( x ) ~  и , ( х )  + и г ( х ) + . . * и п М + . . . )

то при каких условиях можно утверждать, что функция S  ( X ) имеет 
производную З ' ( Х )  и что (irrz  Л>?!г( х ) = 3 ,(х)ъ  каждой точке облас­

ти сходимости, т .е .  S '(x )= u l (x )  +и'г ( х ) +  ■ • ■ + и'п  ( х )  + - • • ?

§ 2 . Свойства равномерно сходящихся рядов 

Начнем с исследования непрерывности суммы рада. Пусть Х 0 -
оо

произвольно фиксированная точка области сходимости рада И
п- /

составленного из непрерывных наГ<2 , £ ]  функций и имеющего сумму 
S ( x ) .  Выясним, при каких условиях сумма 3  (X  ) будет непрерывной 
в точке Х 0 . Непрерывность. 3  ( X )  в точке Х.0 , как известно, озна­
чает существование окрестности D 0 точки х 0 такой, что для любо­
го  X ' из этой окрестности и любого заданного f > 0  будет выполнять­
ся неравенство 1 3 {х ')  ~ 3 {Х в) . Очевидно, что

\S(x')~ 3 (х0)\ = ISfX')Sn (X') +6п (X’)- 3„ (Xа) +6п (*.)~Л(Х.)|£ 
£l3 (,x ') -S„fx ')b\3rt (х') - Sn (x л)\-\Зп (х»)~3 (Х0)\.

Так как конечные суммы З п  ( X )  по условию -  непрерывные функ­
ции, то существует такая окрестность D o n  , в каждой точке х '  ко­
торой и для любого п  будет выполняться неравенство \Зп (х ')  ~3n fX c)i*  j  -

Размер окрестности 2)0гг при выбранном <f зависит от числа 7z слага­
емых в сумме З п  (X  ) .  Таким образом, при x'^JD on  имеем \ 3 (х ') -3 (Х в)\^

< I гп §  +.1 Гп  ( x „ ) | ,  где Гп ( X )  = 3 ( х ) - 6 п (х). Заметим теперь,
что точка X '  -  любая точка окрестности Don  точки Х „  и к тому же 
сама точка Х 0 -  произвольная точка области сходимости ря-
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да Z7 U .n (x ). Из сходимости ряда на [& , Ь ]  следует, что для любо- 
n - f

го  X e r<2, b ]  существует номер N  такой, что при П уИ будет вы­
полняться неравенство I Vn ( х ) ! л j  , гд е £ ? 0  произвольно выбрано.

Как указывалось выше, в общем случае номер N  = N ( x ,  £ ) f т . е .  зави­
сит как от £  , так и от выбора точкиX  . Предположим, что сходи-

<£*
мость ряда ( х )  такова, что неравенство I Vn ( х ) \ j -  выполня­

ется одновременно для всех точек отрезка сходимости начиная
с одного и того  же номера N , который, следовательно, зависит 
только от £  , т . е .  N = N (£  ) .  Тогда при Tz?N(£) одновременно

будут выполняться неравенства 1 г „ ( х ' ) 1 * %  , |T L {xM ^  и, следо-
I J  J  £  £ £

вательно, при 71 и X  e -̂ ON будем иметь I S f x ' J - S f X o l l *  з +з * з =^

т .е .  существует такая окрестность D 0n точки Х 0 . что для лю­
бых X e D o t f  выполняется неравенство 1 < $ С х ')-£ (х0)\*£ ;  свидетельст­
вующее о непрерывности суммы £  (X ). Таким образом, сумма S (X)

в©

ряда Z j Ы „  ( х )  составленная из непрерывных функций, будет непрерыв- 
п-/ '

ной функцией на отрезке [ а , Ы  его  сходимости, если неравенство 
\Fn (x)\*-£  j  свидетельствующее о сходимости ряда, будет выполнять­
ся для всех начиная с некоторого номера N  , зависящего
только от £  . Ряды, обладающие указанным свойством, называют рав­
номерно сходящимися.

Определение 2 Л .  Ряд 27 U n ( х )  .составленный из функций U n (x)

определенных на [а,Ь~\  ̂ называется равномерно сходящимся к £  ( X )  
на этом отрезке Г ; если для любого € > 0  существует номер 

N = N (£) j зависящий только от £  , такой, что для любых П у А/ и 
любых Хе[ л,ЪЛ выполняется неравенство | Vn (х)\* £ } где 1̂г(х) =
= j S ( x ) - 6 n (x )~  остаток ряда. Значит, доказана непрерывность суммы 
равномерно сходящегося ряда.

Теорема 2 .1 . Сумма равномерно сходящегося на Г<2,Ъ~\ ряда, со ­
ставленного из непрерывных на Га,Ь]  функций, есть функция, непре­
рывная на [ а , Ь ] .

°° (
Составим теперь ряд ZJ t l n (x ). из производных членов исходного 

тг=/ .
ряда (предполагается, что функции U n ( х  ) непрерывно дифференцируе- 
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мы наГй.ЬЗ ) ,  и пусть производный ряд сходится на том же отрез­

ке [ й , Ь ]  что и исходный ряд 3  ( X ) = 2  Ып ( х )  и имеет сумму &(Х)
во п - /  ’

т .е .  3 ~ ( Х )  = 27  Ып ^ .П опы таемся ответить на поставленный выше 
n - t

вопрос: при каких условиях сумма 6~ (X  ) производного ряда будет 
производной от суммы исходного ряда, т .е .  при каких условиях бу­
дет & { X ) = 3  ( X ) и, следовательно, будет выполняться равенство

б ' { Х )  = 22 и'(х) свидетельствующее о возможности почленного 

дифференцирования ряда 2 7  И п ( х ) .С  этой целью рассмотрим раэ-

ность d n  ( х о )  = — —— —-----------------(% 0)где k  -  малое приращение

координаты произвольной точки Х 0 причем X<fh  е  [й ,& ] .Оче-
'S (x0* h )~ S (x ,)

&(Х.) и, если мывидно, что i i m  А п (Хо) = itrrz  
п ~ ° ° 7к ~ о  k ~ o  . 

докажем, что существует

t i m  * n ( X o )  = 0 ,  
п-~~>,7г — 0

то тем самым будет доказано существование производной/? ( Х 0 ) =

= titn  и ВЫП0ЛНение равен ства /?  ( Х 0 ) =0’ (.Хо )-
h ~ 0  h

Используя формулу Лагранжа конечных приращений, имеем 

А п  ( Х о )  = ^ п ( Х о + в к ) - в ' ( Х о ) = ^ п ( х ^ О к ) - & ( х 0 + в к )  +

(2 .4 )

+ f f ( x . * e h ) - 6 ' f j c e) , О *  в *  4,
откуда \Ап (X 0)\*\£h ( X 0+ 9 h ) - & ( x 0+Gk)\ + \ & ( Х а + в к  )~  & (Х „)  [р 
или ^

1йп f x 0)\± \ г п ( х 0+ eh)\ + \& ( X o +e k ) - G ( X o ) \ ,  (2 .5 )
где ^  (л?0+ 9 h )  -  остаток производного ряда. Для выполнения пре­
дельного равенства (2 .4 )  второе слагаемое должно быть сколь угодно 
малым при достаточно малых h  , т .е .  сумма б " (X  ) должна быть непре­
рывной в точке Х с , что будет иметь м есто, если производный ряд 
равномерно сходится на своей области сходимости (напомним,
что функции ( X )  непрерывно дифференцируемые, т .е .  производный 
ряд состоит из непрерывных функций). При этом первое слагаемое бу­
дет сколь угодно малым (меньше любого£ > # ) ,  начиная с некоторого
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номера N = Ы ( £  ) ,  зависящего только от £  и общего для всех ма­
лых h  .

Таким образом, если исходный ряд ZH U n ( x )  сходится на отр ез- 
__ Л = /Ов

к е[й ,Ь ] а производный рад Z I  Ып  (х) равномерно сходится на [й ,Ъ ] s
П-1 п.

то для произвольно выбранного £ ? 0  существуют числа О = S ( £ )  
и N = N {£  ) такие, что при | h 16 S' и П ?N  будет I Vn (X 0+ 9 h )\ *

\@’(Х о + № ~ (э (Х о )\ ^ §  и, следовательно (см . ( 2 .5 ) ) ,будет 
\df l ( x l>)\ * £ ,  а это и означает, что t i m  4 n f x 0)= 0 .

Итак,сформулирована теорема о почленном дифференцировании

функционального рада 2 2  Zln ( x )  составленного из непрерывно диффе­

ренцируемых функций.

Теорема 2 .2 . Если рад 22  U „ ( x )  сходится на Г к  3 f x ) y 
fz-1

а производный рад равномерно сходится на ГQ ,b] к & ' ( Х ) ,  то

G - ( x ) = S ' ( x \
Обратимся к проблеме почленного интегрирования функционально­

го радад? ( X )  = 22  U n  ( х )  составленного из непрерывных на отрез- 
fi= f ?

ке [й ,Ь ']  своей сходимости функций. Составим ряд из интегралов
*°

членов исходного ряда 21 •] l i n ( x ) d x  где пределы интегрирования Ы.. 
n - i  оГ п ’

/3 принадлежат отрезку С д ,Ь ] . Частичные суммы проинтегрированного

рада имеют вид З п  = J £ п ( x )d x .  При каких условиях будет внпол-
ы.

няться равенство „

t i m  6 п  = J б ( x ) d x ,  ( 2 . 6 )

т .е .  при каких условиях сумма проинтегрированного ряда будет равна 
интегралу суммы исходного ряда? Для того  чтобы равенство (2 .6 )  вы­

полнялось, разн остьI \ S ( x ) d x \  должна быть сколь угодно малой
Ы-

при достаточно больших , т .е .  при достаточно больших TZ должно 
выполняться неравенство
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J> fi fi

\ \ S n ( x ) ( L x -  или l l ( 6 „ M - £ ( x ) ) d x \ *  £
<*■ rrf. at

т .е .

IJ ^  (x)dxi*£, (2 .7 )

где £ > 0  произвольно выбрано. Последнее неравенство заведомо бу­
дет выполняться, если при достаточно больших П  будет 

J*

J I V (x)\dx <£ ■ (2. 8)

В своп очередь, неравенство (2 .8 )  выполняется, если для всех 
Х& (oL,Ji) существует номер N  = N (.£ ) такой, что при любых 
TI Z-N будет

I Рп (Х)\ ̂ (2 .9 )

i .  ■*
ы. • '^~ oLoL

Условие (2 .9 )  означает, что неравенство ( 2 . 8) реализуется,

так как при этом J | Г  (x )\ cL x  -&~7 J  d x  =  £ .

если ряд Z Z tln ( x )  будет равномерно сходиться на отрезке [ c t f b ] .
П-1

Теорема 2 .3 . Функциональный ряд с непрерывными членами можно 
почленно интегрировать в пределах, принадлежащих его отрезку схо­
димости [ а , I ] , если ряд равномерно сходится на [ &, Ь ] .

Отметим, что при этом сумма ряда будет непрерывной и п о э т о в  
интегрируемой функцией. Таким образом, установлено, что равномер­
ная сходимость функционального ряда обеспечивает возможность приме­
нения основных правил математического анализа, справедливых для 
конечных сумм (сумма непрерывных функций есть  функция непрерывная, 
интеграл от суммы равен сумме интегралов, производная суммы равна 
сумме производных ).

Отметим, что полученные результаты переносятся на функциональ­
ные последовательности, поскольку всякую последовательность ( х )  
можно рассматривать как последовательность частичных сумм ряда

f i t o + i f i M - f i f a ) } ' * . . . *  [  /тг ( x ) - f n - i ( x )  J +  • • -
Равномерная сходимость на отрезке [а ,  А] к функции J  ( X ) этого  ря­
да определяется неравенством\Sn f x ) ~ S ( x ) l  * £  при T l ^ N , где 
N~N( t f ) ,  т .е .  неравенством l/n  f x ) ~ f { x ) l  < £  тдялТг&Ы, посколь­
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ку в данном сл у ч а е*^  ( X )  = , f n ( X ) .  Поэтому доказанные выше тео­
ремы могут быть сформулированы следующим образом.

Теорема 2 .4 . Если последовательность/п ( X ) состоит из функ­
ций, непрерывных на ГQ ,b ]  , и равномерно сходится на Г Д ,Ь ] , то 
предельная функция,/ ( X )  непрерывна на [ Д , А ] .

Теорема 2 .5 . Если последовательность / Л ( X ) ,  состоящая из не­
прерывно дифференцируемых на [й,Ъ ] функций, сходится на ГCL,h\ 
к функции/ (JC ) ,  а последовательность/^  {X  ) равномерно сходится 
на [£ t ,b ] ,  т .е .  (j (x )j то G "(x ) -  / ' ( х ) .

Теорема 2 .6 . Если посл едовател ьн ость^  ( X ) состоит из непре­
рывных на [а ,А ]  функций и равномерно сходится на [а , Ь] к функ­

ц и и / ( X ) ,  то 

любые числа,

Ъ Р
y n ( x ) o l x ~ ) f M d x  при п  

а  с*■
принадлежащие отрезку

, где Ы. , j5  -

Признаки равномерной сходимости рядов

Теорема 2 .7 . (критерий Коши равномерной сходимости ряда). Для

того  чтобы ряд 2И U t ( х )  равномерно сходился на множестве £  , не- 
k=i *

обходимо и достаточно, чтобы для любого £ 7 О  существовал такой
номер N  = N  (£  ) ,  что для всех номеров П  ? Ы ( £ )  всех целыхр 2 0

п+р 7
и все х Х ^ Е  выполнялось неравенство | 2  И ъ (х )\ ^ £ .

k -n
п * р

Доказательство. Заметим, что 2Z ’U ^ ( x ) =B^ ь (х )-6^ (х )Р Р ^. Л п+р п )

\ВП (х ) )  -  последовательность частичных сумм ряда. В силу опреде­
ления равномерно сходящегося на Е  ряда критерий Коши его  равно­
мерной сходимости вытекает из критерия Коши равномерной сходимости 
функциональной последовательности {В п ( х ) ]  на множестве Е,

З а м е ч а н и е .  Если р  = 0 , t o U n (x )'X O  на Е  . Получили 
необходимое условие равномерной сходимости ряда.

Поскольку равномерная сходимость функционального ряда обеспе­
чивает возможность применения основных правил математического ана­
лиза, то важно иметь признаки, позволяющие установить равномерную 
сходимость функционального ряда. Одним из таких признаков является 
признак Вейерштрасса.
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Теорема 2 .8 - (признак Вейерштрасса абсолютной и равномерной 

сходимости рада). Рад S  U „  ( х )  сходится абсолютно и равномерно
П=1

на множестве Е  , если на этом множестве ll/n fx )l^  0-П)
Оо

где U n -  функции, определенные' на Е  , а числовой рад п а п , а п ?о ,
n - t

сходится.
ОО

Доказательство. Если рад ZT й п  , С1п Ъ0 сходится, то в силу
Тг-Т

критерия Коши сходимости числовых радов для любого £  ? 0  существу­
е т !

ет такой номер N = N ( £ ) ,  что S  0 - ^ 6  для всех r i& N  и всех це­
лых р % 0  . В силу условия \ип ( х )  = I ,  2 , . . . ,  получаем
П+р п+Р п+р

|ZT lLb (x)\± Z1 ll/ u (x)[^ Z 2  Q.b *■£ для всех TiZ-N и B c e x ^ f f  
k - n  k = n  k=Tt

сразу. Поэтому в силу критерия Коши для равномерной сходимости
О©

функциональный рад Z1 И п ( х )  равномерно сходится на множестве Е .  
П=1

Абсолютная сходимость рада на Е  следует сразу по признаку сравне­
ния из неравенства \ Un (x )\  & Q.n j  п - / , 2 ,  ... .

_ X ббп пХ
Пример 2 .1 . Р а д /  \ _ _7 сходится равномерно

£ ? А ( 1 + П г ) (1 + П Х г)  г  (
1 I Х б г п  П Х  | /

по признаку Вейерштрасса, так как I. 3 . . .  й — ■?=, и
3 ^  ^  ч и * п л)(1+пхг)  | п / п

на R

число-
\i\i+rt-){1+пх~)\ тип

ВОЙ ряд U  — J/2 сходится.
П=1 tl

З а м е  ч а н и е .  Признак Вейерштрасса дает лишь достаточное 

условие равномерной сходимости рада.
09

Числовой рад Z2 Q.n  , удовлетворяющий для всех Х е [ й . ,Ь ]  у с -
п-т

ловив [и п (х)\  £  <2п  при любых П  , называется мажорирующим рядом
оо

(говорят также, что радZ I 0 .^  мажорирует функциональный рад
м  П=1

2Z tLn ( х )  на Г д ,Ь ] ) .  Мы доказали, что если мажорирующий рад сх о -
Ttzf <«.
дится на 1 й ,Ь1 , то мажорируемый функциональный рад 2Z Ып ( х )  рав-

тг-т
номерно сходится на
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Докажемдостаточный признак равномерной сходимости, примени­
мый в отличие от признака Вейерштрасса и к неабсолютно сходящимся 
радам.

Теорема 2 .9  (признак Дирихле равномерной сходимости ряда).

Если последовательность <51 (х ) частичных сумм рада 2J и п ( х )  рав-
п ч

номерно ограничена на множестве Е  , т .е .  существует число С > 0  
такое, что \6"п (х)\$С  при п  = 1 , 2 ,  . . .  сразу для всех Е }  а 
последовательность функций {о(-п (х)\  ^монотонно не возрастая, рав­

номерно стремится к нулю на этом множестве, то рад и п  (х)<*п (х )

равномерно сходится на множестве Е  .
Доказательство. Докажем, что при условиях теоремы выполнен

критерий Коши равномерной сходимости ряда 2  U n ( x ) d n far).Запишем

&п+р ^гг+i *  ̂ -п+г^-п+гР • * *+в^/г+р ^-п+р
+  °^п+ё ~ • •+  ° т̂г+р С б'п+р ~ &п+р-  /  )  =  ~  rt+ /  +

+ (°(-п + , ~ ^п+г ) G'rt+f’*' •'* (°*п + р ч ~  °^п+р) Q"n+p-i + п+р G'n*p • 
Учитывая, что d i (x )^ o tz ( x )^ . . . :!-<<n+^ (x ) > . . . и что 

\&п (хМ&С  при всех П  = I ,  2 , . . .  и всех Х € Е ? получаем 
Р

И U
к-1 'п+к (х )сС n+fc (х )

п -ьр ) +°(7г+р} = 2  С aC

(^ n  + i ~ а£ л + г)+ (^П +г ^ /7-»з) +

n+ i  — 2  C £ n +1

при ъ с е х р ^ О  и сразу для всех , гДе < ^ + / = JuP
при /г  -»• ~  . £

~  S in  п  х
Пример 2 .2 .  Рад ---------- равномерно сходится на каждом о т -

n= f 7г

резке, не содержащем точек видаШ Г т  , ттг = 0 , ±1 , -2 ,  . . . ,  так 
как удовлетворяет всем условиям признака Дирихле: числовая после­

довательность й п =-р̂  монотонно убывает и стремится к нулю, а час­
тичные суммы &п  равномерно ограничены в силу неравенства

I &П M l  = l£ 7  i i n k x i  * J J ^ S =  COnil n  =  I ,  2 , . . . ,  где
ё т Я + ы . & х £ ( г г г г + г ) а г  +  о<., о  *■<*.< Jr.

Приведем несколько примеров сходимости радов.
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I .  Рассмотрим геометрический ряд 1 + Х + Я 2* . .  .+ Х П+ . . . 7 
порождаемый функциональной геометрической прогрессией f  X , x f . . .

Его сумма при 1x1*  /  , как известно, равна-:— — , т .е .  ^
1 - Х

произвольное число,
1 - Х
заключен­

и я  всех JCe [ - a  Ol\ будем иметь 1x1 £ й ,3 ^  I
■й CL мажорирует геометрический

= /+Х + Х  + — + (ДГ+... Пусть CL 
ное между 0 и I .  Тогда 
и следующий ряд /+Q. CL"'*... мажорирует геометрический
ряд на Г-  Л , а ] .  Поэтому на основании признака Вейерштрасса заклю­
чаем, что геометрический ряд равномерно сходится на любом отрез­
ке Г-о .,а]^принадлежащем интервалу ( - 1 , I ) .  Но тогда сумма геомет 
рического ряда есть функция, непрерывная на ( - 1 , I ) ,  и ряд можно 
почленно интегрировать в любых пределах, принадлежащих интерва­
лу ( - 1 ,  I ) .  В частности,

d x
1 - X

. X ­
— X  н— „ ~ -/-■-----

X
в

X
п * 1

п +  1 7 \ X \ * i?
-П

или - t n ( / - X )  = X * - j 2 +  J 3+
ja $ м 3 м Ч

tn(1*X)=SC-j + §  ~ f  +
и мы получили представление I n  (/ЛЯГ) в виде степенного ряда.

Составим для геометрического ряда производный ряд 1+ J2X +
+ З Х  ■+ . .  . + Т1ХП + ...  > соответствующий мажорирующий ряд имеет вид

■+*г+...,1хЫ Ути с заменой X  н а - х ;JZ '
V  ^ . Х п

■ ■ + ( - 0  +  ^

1+2 а+зас+.>+па ,  если Х £  [-й 'й ] , О * CL* i . Мажорирующий 
ряд сходится, что легко проверить, используя признак Даламбера:

(п * 1 )а к п+1
при . Поэтому производный ряд

*п>/
а п п а71-1

равномерно сходится на любом отрезке [-а , л ] , строго  лежащем в ин­
тервале сходимости, и геометрический ряд, следовательно, можно по­
членно дифференцировать в любой точке интервала ( - 1 , I ) ,  в силу 
чего ,

ш - / + 2 Х  + 3 х с . + п  X П-1

т .е .

( 1 -х  У — 1+ 2 х  *  З х
П-1п х  +. 1x 1^ / .

Обратим внимание на характер сходимости геометрического ряда.
j r  77

С ростом 7% остаток ряда 13 (х) =£(х)-£п (х) =■--- убывает для значе-
1 — зс

ний Я  £  ( - 1 ,  Г ) . С другой стороны, при фиксированном значении Н.
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числитель дроби возрастает, если X  стремится к I, а знамена-
X п

тель убывает, приближаясь к нулю. Значит, дробь ~T~Z. возрастает
Л Х ппри X  I .  Поэтому, чтобы при .яг , близком к I ,  дробь -------  была

’ X
достаточно малой, необходимо брать большое число Tt членов про­
грессии . Это число Tt неограниченно возрастает при Л - - »  I .  В ре­
зультате для далеких от I точек ряд будет сходиться быстрее, для 
близких к I -  медленнее. Сходимость ряда в одних точках как бы 
отстает от сходимости его  в других точках и является в этом смыс­
ле неравномерной в интервале ( - 1 , I ) .

Рассмотрим теперь любой отрезок, который вместе со своими 
концами лежит в интервале сходимости ряда, т .е .  ограничимся зна­
чениями X  , Для которых | Д ?/£Д ,^ / . Тогда \Гп fx )\ ” J £

и, решая неравенство О. ^ (/ -й )£ ^  можно найти номер N = N (,£ ) ,  
начиная с которого достигается любая наперед заданная малость мо­
дуля разности I S f X ) - J n M I  при всех указанных значениях X  одно­
временно. Неравномерность в сходимости ряда для любых значений X  
из отрезка, строго  лежащего в интервале ( - 1 ,  I ) ,  исчезла. Сходи­
мость ряда на отрезке f -Л ,О. ]  стала равномерной.

2 . Рассмотрим ряд
х  + ( х е- Х ) +  • • •+ ( х  п -  х 71" 1)  +  . ..  ?

все члены которого -  непрерывные функции на R  . Последовательность 
частичных сумм ряда 3 ^  (х )  = Х п  есть последовательность непрерывных 
функций, но сумма ряда

£ ( х ) =  i гтп S n  ( х )  = \ °  ’ Х  ^
7г-*-~ I '  X -  4

-  разрывная функция на отрезке [О , I ] .  Значит, ряд сходится на этом 
отрезке неравномерно, поскольку в противном случае сумма & ( X  ) ря­
да должна быть непрерывной. Неравенство \ (х)\ = \$ ( X ) ( х ) \ * £ 
не может быть выполнено для всех точек X  отрезка [О , I ]  одновре­
менно, как бы велико ни было н  . Номера N * N ( £ ) (зависящего 
только от £  ) ,  начиная с которого выполнялось бы неравенство 
1Цг(х)1 <■ £ в любой точке отрезка, не существует. Действительно,

для точки Х „=^ 7  £ (0 ,1) остаток ряда Рп ( Хп ) ~ ^ (Х п )-^ п (х п) =

= "•*■* = -  %  , как бы велико ни было число П  . Следовательно, хотя 
для любой фиксированной точки Х * Х п с ростом Тг последователь-
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н ость6 п ( X ) убывает, стре­
мясь к нулю, однако, какое 
бы большое Tt мы ни выбрали,

для точки =^=7 сумма

$п ( х ) = 1/г будет еще дале­
ка от своего  нулевого пре­
дела'. Это означает, что на 
каждой кривой у  = ( X )
найдется точка, ордината 
которой еще далека от нуля. 
С ростом TL точка г  г -J—

ПпУ Т
меняет свое положение, пере- Рис. 1 .3
двигаясь все правее по направлению к единице (ри с. 1 .3 ) .

Таким образом, хотя остаток ряда по абсолютной величине ста­
нет меньше £  при больших тг , но для одних точек это  будет достиг­
нуто раньше, для других -  позже. Значит, для одних точек ряд бу­
дет сходиться быстрее, для других -  медленнее. Сходимость ряда 
в одних точках как бы отстает от сходимости его  в других точках, 
являясь в этом смысле неравномерной на отрезке [О , I ] .

Кажущееся противоречие, что для каждого X  имеем 
при Тг-»00 , в то время как для каждого тг. существует такое Х -^ ,

что \Т^(Х)\ -  ^  г объясняется тем, что точка , в которой I Ц^(Х)\

достигает этого  максимального H a [0 ,J frt] значения, с ростом тг не 
остается на м есте, а продвигается вправо, неограниченно приближаясь 
к единице.

Рассмотрим отрезок Г 0 , I -  <5 3 - Тогда для каждого Х ^ С  О, 1~£\ 
найдется номер Ы = N (£, X ) ,  начиная с которого 1Т^(Х)\ * £  ', но в 
множестве номеров N (£  ,д г ) найдется наибольший, начиная с которого 
\Рп (х)\ *  £  для всех X  сразу (ри с. 1 .4 ) .  Значит, существует но­
мер N = N {£  ) ,  начиная с которого 1/^(ЛГ)1 < £  сразу для всех X  
из отрезка. В этом смысле скорость сходимости ряда для все* X  оди­
накова. Сходимость ряда на отрезке [ 0 ,  1 - £ ] .  стала равномерной. 
Только поведение членов ряда в окрестности точки X  = I мешает ему 
равномерно сходиться на отрезке [О , I ] .
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Заметим, что ряд можно при этом почленно интегрировать на от
резке fO ,  I ] ,  так как на промежутке [О , I ) имеем | Pn (X}\ = X  п}

t ( х п+> \i
£  ( j c )  = о и i im  \ S „ (x )  d x  = П т  I x n d x  = U m -------

о n n ~ — n+i

= i i m  —  - O.m - i
3 . Рассмотрим ряд с непрерывными членами, у кото^рго последо 

вательность частичных сумм имеет вид (х) -  пхе на отрез-
к еГ О , I ] .  Очевидно, сумма ряда S (х~) = П т  ( х )  -  О,

■

1 /  г  ' г. ■г • . f - п х .  / - П Х  I / 4
\ S „ ( x ) d x  = п ) х е  d x = - j e  = } ( / - е  )
О о и *

откуда получим ^

lim. J Sn (x)dx - ~ , НО \j(x)dx - J odx = 0 4 j  •

Равенство (2 .3 )  для рассматриваемого ряда не выполняется, и 
ряд нельзя почленно интегрировать. Значит, исходный ряд сходится 
на отрезке Г О, I ]  неравномерно, поскольку в противном случае ряд 
можно было бы интегрировать. Невозможность почленного интегрирова 
ния ряда явилась следствием его  неравномерной сходимости, которая 
однако, не мешает сумме ряда быть непрерывной на [О , I ] .  Как и в 
предыдущем примере, неравенство \Т}г(х)\- £ п (х )  *  £  не может быть 
выполнено сразу для всех Х ^ [ 0 ,  I ]  и сколь угодно больших номе­

ров f t . Действительно, 6 ^  (х )  -  ( f t - £ f z  X  )е и ( х )  = О, если
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jCS = —  , т .е .  абсолютная величина остатка ряда приникает эк стр е - 
Z ?t

В ' в точках X n = j j^  £ [ 0 J ]  iATnQX\Vn (x)\~‘

П -*о° , поскольку \ vn (Xf̂ \\ е  при 7Z

4 . Рассмотрим ряд с непрерывно дифференцируемыми членами и

мапьное значение ,

при

с последовательностью частичных сумм (х )  = -  X  на отрез» 

ке [О , I ] .  Тогда сумма ряда £ (Х )= 0  , и на отрезке [О , I ]  ряд

сходится к S ( х ) - 0  равномерно, поскольку неравенство \Пп (х)\
.П

П выполняется сразу для' всех Х €  [ О ,  I ] ,  начиная 

с номера N = [ £ ] зависящего только от £  . Последовательность

п р ои звод н ы х^  = Х П~* также сходится на отрезке [ 0 ,  1] ,  но в точ­
ке X  = I производная суммы>5  ̂( X ) равна нулю, а ( гт . £ '  ( i ) = f * 0 .

Значит, ряд нельзя почленно дифференцировать всюду на отрезке 
Причиной этого  является неравномерность сходимости на данном от­
резке производного ряда с частичными суммами ( х ) ~ Х П ^(см. п .2 ) .

 ̂ ”  W / Ч л п  п х5. Ряд с последовательностью частичных суни £ п (Х )= ------—------

сходится к £ ( х ) = 0  на всей числовой оси , но ряд, составленный из 
производных членов исходного ряда, не сходится к S '(x )= 0 ,  так кая, 
например, при X  = 0 предел S'^ f x )  -C O i П Х  равен I .  Более то го , 
ряд, составленный из производных членов исходного ряда, расходится,
например, в точке X  = I ,  так как l i m  C o in  не сущ ествует. Ряд

П-*- о®
нельзя почленно дифференцировать на R  , так как производный ряд 
даже не сходится на R , хотя исходный ряд на числовой прямой схо­
дится, и притом равномерно (см . п. 4 ) .

Примеры показывают, что именно неравномерность сходимости ряда 
может сделать сумму ряда разрывной, повлиять на возможность диф­
ференцирования и интегрирования ряда- Равномерная сходимость ряда 
непрерывных функций достаточна, чтобы обеспечить непрерывность сум­
мы этого  ряда, возможность его  почленного интегрирования. Равномер­
ная сходимость производного ряда достаточна, чтобы обеспечить воз­
можность почленного дифференцирования ряда с непрерывно дифференци­
руемыми членами. Дифференцируемость суммы *з ( X ) при этом не пред­
полагается, а устанавливается. Равномерная сходимость, будучи до­
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статочным условием для выполнения указанных функциональных 
свойств ряда, не является их необходимым условием.

Г л а в а  3 . СГ01ЕННЫЕ РЯДЫ

§ I .  Радиус и круг сходимости степенного ряда

Самым важным конкретным классом функциональных рядов в мате­
матическом анализе является класс степенных рядов. Ыы приступаем 
к его  рассмотрению, причем в начале, исследуя область сходимости, 
мы рассмотрим более общий случай степенных рядов в комплексной 
плоскости.

OnjgejjeKerow . Функциональный ряд вида

Z2 с п  (  z - a r j 71,  ( 3 . 1 )
п -о

где Сп  и jar0 — комплексные числа, a Z  -  комплексная переменная, 
называется степенньм рядом, а числа Сп , t t  = О, I ,  2 , . . . ,  назы­
ваются коэффициентами этого  ряда.

Если сделать формальную замену = £ -  Zc , то получится сте ­
пенной ряд ^

z :  с п  ? п . 
п * о

Поэтому, очевидно, что исследование сходимости последнего ряда эк­
вивалентно исследованию сходимости ряда (3 .1 ) .

Теорема ЭЛ (А бель). Если степенной ряд

ZL Cn Z n . (3 .2 )
п -о

сходится при Z  = Z , £ 0 , то он сходится абсолютно при любом Z  , 
ДЛЯ которого f Z l ^ I Z o l .

Доказательство. Так как ряд 2Z  Сп Z0 сходится по условию, то 
■п п ' °его  общий член Сп  Za стремится к 0 при , и, таким образом,

последовательность { с п Z * }  ограничена, т .е .  существует такое А /, 
что | Сп  Z g \ 4 M ,  П = 0 , I ,  2 , . . .  Отсюда

,тг
| у П-:01 f , - -

‘•в г ' '

п а ' т '  '  ’ ----  -
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сходится какПри I ZI с  IZ о I действительный рад У !
п=0

П

сумма геометрической прогрессии со  знаменателем ^

довательно, по признаку сравнения (см . теорему 1 .3 ) сходится и

ряд ZJ | Сп % I т .е .  рад (3 .2 )  сходится абсолютно. 
тг-о '

С л (щ ствие_3 .1Е сл и  степенной рад (3 .2 )  расходится при Z - Z Cj  
то он расходится и при любом Z  , для которого I Zl >\Z0\.

Доказательство. Если рад (3 .2 )  сходился бы при некотором Z, 
для которого I Z l > l Z 0 l ,  то  по теореме 3 .1  сходился бы и рад

У  С Z ? учто противоречит условию. 
п=о п

Доказанные теорема Абеля и следствие являются основным инстру­
ментом для установления области сходимости степенного рада.

Определение З._2ь Неотрицательное число R  или +**> называет­
ся радиусом сходимости рада ( 3 .2 ) ,  если этот  рад сходится при 
IZI * R  и расходится при \Z\>R. Множество точек Z  комплексной 
плоскости, для которых I Z l ^ R p  называется кругом сходимости.

Заметим, что аналогичное определение можно сделать и для об­
щего случая рада (3 .1 )  и что круг сходимости -  это  открытый круг 
на комплексной плоскости.

Теорема 3 .2  (о  существовании радиуса сходимости). У всякого 
степенного рада (3 .2 )  существует радиус сходимости. Внутри круга 
сходимости рад (3 .2 )  сходится абсолютно, а на любом замкнутом 
круге \Zl&Tf , где , он сходится равномерно.

Доказательство. В доказательстве мы будем опираться на свой­
ство непрерывности действительных чисел:

если А  и В  -  два таких непустых подмножества множества дей­
ствительных чиселЩ , ч т о A u B -IR .  для любых Ct€A,l>£B7 
то существует либо наибольшее число во множестве А  , либо наи­
меньшее во множестве В  .

Итак, разобьем все действительные числа на два подмножества А  
и В  : множеству А  будут принадлежать все неположительные числа

«*в
и те положительные числа X  , для которых рад Z lC n X  сходится,

. П=о
а множеству В  будут принадлежать все остальные числа. Возможны 
два случая: В  пусто и В  не пусто.
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В первом случае ряд ZZ С „ X  сходится при любом положитель- 
п-о

ном X  , и R= + <*>. Действительно, для всякого комплексного Z  с у ­
ществует такое положительное число X  , что I Z I . Тогда ряд

Z lC n 3' П сходится абсолютно по теореме 3 .1 . В данном случае круг 
сходимости представляет собой всю комплексную плоскость.

Во втором случае множества А и В  удовлетворяют условиям 
свойства непрерывности действительных чисел, так как АФ  
A u B - R  и Х * у  для любых Х £ А  , У * В  . Последнее нуждается 

в проверке. Для любых Х * 0  и у е В  будет Х * у  . Предположим, что 
X  а*  У  о ПРИ некоторых положительных Х 0£ А к у  0€ В  . Так как по

определению множества Л ряд 2ИСп Х 0 сходится, то по теореме 3 .1
ое ^ 7X “Q

сходится и ряд П  С-пУо . Но тогда у ое А  , что противоречит .тому, 
п-о

что АПВ -  0 ;  ибо по определению B = R \ A . Итак, все условия 
непрерывности выполнены и, следовательно, существует такое 
действительное число R  , которое является либо наибольшим в А , 
либо наименьшим в В  .

Если IZ l^R  , то можно найти такое положительное Х о  , что

00 К
!%\г  X  R.. Из определения числа R Х , € А ,  и потому ряд И  С „Х 0

_  п=о
сходится. Следовательно, по теореме 3 .1  ряд ZZ Сп ЖП сходится аб-

п- о
солютно.

Если \ z l > R  , то можно найти такое положительное у „  , что

\Z\>y„ > R  . Из определения R у о€ В  }  и поэтому ряд И  Сп у ^  рас­

ходится. Следовательно, по следствию 3 .1  ряд ZJ С -.7 4  также расхо-
п-о

дится. Таким образом, мы показали, что R  есть радиус сходимости и 
в круге сходимости при IZ I^ R  ряд (3 .2 )  сходится абсолютно.

Наконец, рассмотрим < 7 ^ Л ^ .П о  доказанному ряд (3 .2 )  сходится

абсолютно при Z  = В  , т .е .  сходится ряд ZJlCn \B . Тогда при lZ l*r
п -о

имеем \Сп Ж |б|Сп \Р , тг= О, I ,  2 , . . . ,  и по признаку Вейерштрас-
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са  (см .'теорем у  2 .8 ) ряд 2Z Сп  Z  сходится равномерно в облас-
п~о

ти I .
Таким образом, областью сходимости степенного ряда является 

открытый круг и , быть может, какие-либо егограничные точки.
Для нахождения радиуса сходимости можно применить признак Далам- 
бера и радикальный признак Коши.

Если существует предел (конечный или бесконечный) П т  

. Действительно, при \Z)*-R имеемто R-  tirn
П*1

п -

то П т

U m  i i m
\cn Z

. 2 ) абс

№n+t 2Г

t-'n+f Z I

и ряд (3 .2 )  абсолютно сходится по признаку Даламбера. Если I Z l > R } 
. П+i  |

l c „  Z n \

IZI  ,  ->----- >✓  и ряд из абсолютных величин
R

23 l^7z z  ^I расходится по тому же признаку, причем его  общий член 
не"“стремится к 0 . Но тогда расходится и сам ряд (3 .2 ) .

Аналогично будет и для радикального признака Коши. Если су ­

ществует предел (конечный или бесконечный) tin t v\Cn I , , т о

R= ~ — дл „  , , ,  так как при \Z\<R будет t im  Сп z n Г =
t im d \ C n \ft-т-0*0* '*____ f i£i

= IZl i - i m V l C „ l  ,  и ряд (3 .2 )  абсолютно сходится. А приft СО К  , _ ,

I Z l > R  будет tiT7zy\Cn Z n \ =  —  и ряд из абсолютных величин 
• к  ’

IZI

членов ряда (3 .2 )  расходится, причем его  общий член не стремится 
к 0 . Следовательно, не стремится к 0 и общий член самого р я д а (3 .2 ), 
ряд расходится по необходимому признаку.

Приведем примеры крайних случаев значений радиуса сходимости 
и различных структур области сходимости степенных рядов.

Пример 3 .1 . Ряд H I n j z  имеет радиус сходимости
/  У

R  = Н т - — — = Н т  ------- = ■&. Этот ряд сходится в единственной
(7Z+ / ) I. оо ?t+ f  '

точке, в которой сходится любой ряд ( 3 .2 ) ,  Z = 0 .
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Пример 3 .2 . Ряд П  — т имеет радиус сходимости 
I п-в f t !

R. = i i f r t  -̂n +  O ' = + oo и сходится при любом Я .
Л -»**
Пример 3 .3 . Ряд Z J  Z *1 представляет собой сумму геометри- 

п=о
ческой прогрессии, имеет R  сходится при | ?| ^ /  и расходится 
при |Я1>7 . так как при |Я| = I общий член ряда не стремится к 0 .

oo g  TZ
Пример 3 .4 .  Рад Z 1  —г  имеет радиус сходимости 

Г  +  ) г  н ~ °  П
R  = zVm. ----- = /  ,  сходится при | Я/ *  /  и расходится при IЯ 1 > / ,

так как при /Я /  = I данный степенной ряд абсолютно сходится, ибо
~  /

ряд из абсолютных величин имеет вид 21  —  '
/г =0

Пример 3 .5 . В примерах 3 .3  и 3 .4  ряды имели один и тот же 
радиус сходимости R. = I .  Но в первом из них область сходимости 
представляла собой открытый круг радиуса I ,  ни в одной граничной 
точке круга ряд не сходился. Во втором из них, наоборот, область 
сходимости максимальна и представляет собой замкнутый единичный

oo
круг. Следующий р я д  У .  ---  , очевидно, также имеет радиус сходи­

л а  Ъ
мости, равный I .  Но в одних граничных точках он сходится, а в дру­
гих -  расходится. Действительно, при Я  = - I  получается сходящийся

( ~ f ) 'L /
ряд 21  ------  , а при Я  = I -  расходящийся ряд 21  —  -

п=о 71 тг-о ft
В заключение этого  параграфа приведем одну вспомогательную 

л еш у , которая нам понадобится в дальнейшем.
-f ̂

Лемма 3 .1 . Радиусы сходимости рядов 2 1  Сп Я  ,

£  C r t * 
гх-о f t* /

(3 .3 )

ОО 99 V
Z L  гг с п  z (3 .4 )
П-1

равны.
Доказательство. Пусть R  -  радиус сходимости ряда (3 .2 )

21 Сп z'1 , Rt -  ряда (3 .3 )  и Rz -  ряда ( 3 .4 ) .  Из неравенств 
п -а
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и при-
c n z п * 1

п *  1

П-1.
^ \Zl\cn z I ̂ izl \nc„z I, /г = 1, 2» • • • 9

знака сравнения (сы . теорему 1 .3 ) получаем, что из абсолютной 
сходимости ряда (3 .4 )  в точке % следует абсолютная сходимость 
ряда (3 .2 )  в этой точке и из абсолютной сходимости ряда (3 .2 )  
в точке Z  следует абсолютная сходимость ряда (3 .3 )  в этой точке. 
Это означает, что R g & R i  R1%

Поэтому для доказательства леммы нужно показать, что R ^ R -t -
Пусть ряд (3 .3 )  сходится в точке , где 0<IZe l <R i . Возьмем
такое действительное Т* , чтобы IZol ^ f ’ <.Ri . Тогда будем иметь

,п */ _  ,л + /
I ПСп Ж„ | =

n-f, П(Л*1)

\Z.\‘

Сп Г>
П+1

1 при п  = I ,  2 , 
Г' '

Так

как R i  -  радиус сходимости ряда ( 3 .3 ) ,  то этот  ряд сходится
_ Л*/ п*1

Сп Г  Л —  г"  -
п р и Z=f~  , и -------------  * Отсюда последовательность

Г у ? * 1 ■СпТ*
тг+1

ограничена, т .е .  существует такое А /,  что 

Тогда для любого П
П+1

£ М  при п=/г21Ч. ' .

\ПСп  Z П ~'\ О 1
н (п *  /) 

I Я,|
М

Zo_
т*

tt+i

Ряд с общим членом ду
| Х ,1 ‘

сходится (э т о  можно
Zcпроверить с помощью признака Даламбера), так как О* J — | ^ / .  Из

последнего неравенства следует по признаку сравнения сходимость 
"  я - / .

ряда 2U \КСп Z„ | ,т .е . абсолютная сходимость ряда (3 .4 )  при£=£0.
Н=1 ‘

Это означает, что Rs ^Rf , откуда R s  = R  = R i .

§ 2 . Свойства с д а н  степенного ряда

Для установления свойств степенного ряда нам потребуются об­
щие свойства функциональных рядов, полученные в гл . 2 . Так как эти 
свойства получены для действительных рядов, то далее мы будем рас­
сматривать действительные степенные ряды

2Z  О-п ( Х ~ Х  в )  ;  (3 .5 )
п=о

где й п ,Х д-  действительные числа, а X  -  действительная переменная.
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Если рассмотреть этот  рад как комплексный ряд (3 .1 )  с 
с С п  = CLfjV. = X о , то у него существует радиус сходимости R  , 
который можно находить с помощью признака Даламбера или радикаль­
ного признака Коши, если существуют соответствующие пределы, и 
круг сходимости f / z |  I И ~ Х 0 \ < .Если теперь вернуться к рад 
ду ( 3 .5 ) ,  ограничив изменение комплексной переменной действитель­
ной прямой, то мы получим интервал сходимости ( X e- R  7Х 0 + Ю  =
= f x l  I X - X 0 I < R }  как пересечение круга сходимости и действи­
тельной прямой. Отсюда сразу получаем аналог теоремы 3 .2  для дей­
ствительного степенного рада.

Теорема 3 .3 . Всякий степенной рад (3 .5 )  имеет радиус сходи­
мости. В интервале сходимости при I x - X 0 I ряд (3 .5 )  сходится 
абсолютно, при \ Х - Х , \  > R  он расходится и на отрезке |Л’-Л’0 | -F? 
где r * R ,  он сходится равномерно.

Таким образом, область сходимости рада (3 .5 )  состоит из ин­
тервала сходимости и, быть может, еще из одной или двух его -гр а ­
ничных точек.

Теорема 3 .4 . Если S  ( . X )  -  сумма рада ( 3 .5 ) ,  a R  -  его  ради­
ус сходимости, т о :

1) 6  ( X )  непрерывна в интервале сходимости ( х 0- R гХ о  + Ю )
2) S  ( X ) бесконечно дифференцируема в этом интервале, причем 

ее производные.находятся почленным дифференцированием рада (3 .5 ) ;
3) для любого Х е  ( х 0- R г X 0 + R.)

\ S H )< U  = Л  а п
4 п = оХ 0

С х - х в)
П+-/

тг*^

т .е .  внутри интервала сходимости степенной рад можно почленно ин­
тегрировать.

Доказательство. Сначала заметим, что рады

Л  п а п  ( х - х в)
П -1

п ч Л  а,
П - О

( х - Х 0 ) 
п +  /

п + у

получающиеся из ряда (3 .5 )  Л & п Х  почленным дифференцированием
п-о

и интегрированием, имеют по лемме 3 .1  такой же радиус сх од и м ости ^  
что и ряд ( 3 .5 ) .  ,

Возьмем произвольную точку JC  £ ( х , ~ R ,X 0+ R ). Найдется такое 7^

что X   ̂[ х в- П , Х 0+ п ] ^ ( Х 0 -  R  X 0+ R ) . Так как ряды£1 Q-n X  и
п^о
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2Z П Л п Х  равномерно сходятся н а [ х 0' ^ Х ^ т Л  по теореме 3 .3  
п - / '
и состоят из непрерывных на этом отрезке функций, то по теоре­

мам 2.1  и 2.2  сумма Л  ( х ) ряда H d n X П непрерывна и дифферен-
п-о

цируема на этом отрезке, а следовательно, и в точке X " , т З 'С х )-  
“  я - /

= 2 _\ПЛп Х  .Т ак  как X  была произвольной точкой интервала сх о -
7г = /

димости, то все это  верно для любой, точки из него.
_  ”  n - f
Если повторить рассуждения для рядов ZZ П а пХ  и.

“» п-г
Z2 T z (n -i)(x „X  то получим, что ряд можно еще раз почленно диф-
п - г  п  ’

ференцировать, т .е .  в интервале сходимости сущ ествуете ( X )  и
Ч 7Z-&

S  ( X ) = z l n ( n - l ) Q n X  . Повторив эти рассуждения любое конеч- 
п = г

ное число раз, придем к тому, что в интервале сходимости у функ­
ции S  ( .X)  существует производная ( X ) любого порядка & и

= H  n ( n - s ) ' . . . - ( n - k  + O a n ( x - x c ) n  \
П=к

Аналогично по теореме 2 .3  в силу непрерывности степенных 
функций и равномерной сходимости ряда (3 .5 )  на отрезке [ х д,
(или ) получаем утверждение 3 .

Степенные ряды обладают свойством единственности. А именно 
верна следующая теорема.

Теорема 3 .5 . Если в некоторой окрестности ( х е~ & , Х д + 8 )  8>0
•о ° °  7Z

точки Х 0 ряды Z J  a „ ( x - x 0)  n Z T  Ьп ( х - Х е) имеют одинаковую
Ft - О ж П--0 ^

сумму, т .е .  Z 7  а п ( х - Х д) = И  6 „ ( х ~ Х д) при Х е  ( х д 8 ,Х 0+8),то 
П-О К -0

эти ряды тождественно совпадают, т .е .  С1п =Ьп  для п  = О, I ,  2 , . . .
Доказательство. Так как в окрестности {X g-Si ,Х 0+& ) ряды 

имеют сумму, т .е .  сходятся, то эта окрестность содержится в интер­
валах сходимости обоих рядов, и, следовательно, оба ряда можно по­
членно дифференцировать по теореме 3 .4  в этой окрестности.

°° Я “ о  п  я, л.
Так как Z J  0.п ( х - Х 0 ) =27  ( х -Х 0) в ( Х д- О , Х д+0  ) ,  т о ,

п - о  .
в  частности, при X  =  Х 0 имеем 0, в = Ъо . Дифференцируя оба ряда по­
членно, имеем в ( j c 0 ~ & , Х 0 + £ )  ■
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П-О п *о

В частности, при JC =Лп получаем из этого  равенства Cti = Ь ,  
и т .д .  На к  -м шаге после к  - г о  почленного дифференцирования 
имеем в ( Х 0-  S', X 0+ В )имеем в

п-к.
Опять при X  = Х 0 получаем к  ( k ~ i )  CLfc = k ( k - >
откуда и т .д .

§ 3 . Разложение функций в- степенные ряды

В предыдущем параграфе мы изучали степенной ряд, его  сумму и 
свойства этой суммы. Теперь рассмотрим обратную ситуацию: мы имеем 
некоторую функцию и хотим найти степенной ряд, для которого эта 
функция является суммой, или, другими словами, мы хотим разложить 
данную функцию в степенной ряд.

Определение 3 .3 . Пусть функция,/ определена в некоторой ок­
рестности точки Х 0 и имеет производные всех порядков в этой точке. 
Тогда ряд

называется рядом Тейлора функций /  в точке Х в .
При Х 0 = 0 ряд (3 .6 )  называется также рядом Маклорена.
Теорема 3 .6 . Если функция /  является суммой степенного ряда

О.п (х -Х 0)  в некоторой окрестности точки Х с , то этот ряд явля-
п - о

ется рядом Тейлора этой функции в точке Х 0 .
Доказательство. Так же- как в теореме 3 .6 , данная окрестность

*"* 7г
содержится в интервале сходимости ряда Z 2  (х -Х д ')  и ряд можно

почленно дифференцировать в этой окрестности любое число раз.

Поскольку /  ( X ) = 2Z й п ( Х - Х 0) в окрестности точки х в , то

при Х  = Х 0 имеем /  ( Х 0) = 0 .л . Дифференцируя ряд почленно в этой

(3 .6 )

Н-О
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/ 7Z- 1
окрестности, получаем /  ZJ Я Д - ( х - Х „ ) для точки х  из

п ч  ,
данной окрестности, в частности, при X  = х 0 б у д е т , / ( х 0) - Q< . Ес­
ли продифференцировать ряд в указанной окрестности & раз, то п о -

(k.) «о tz~ h.
лучим в н е й /  ( Х ) = И  П (т г-f)  • . . : (n -k *  t) CLn (x -JC„)  , 0 част-

(Ю П~'° /  (к ), ,
н о с т и , /  ( x „ ) -k (k - i )\  Л  <2% , откуда -  —— — -  . Так

как k, произвольно, то теорема доказана.
Фактически эта теорема есть необходимое условие разложимости 

функции в ряд Тейлора. Нетрудно видеть, что если мы хотим, чтобы 
функция раскладывалась в степенной ряд в окрестности некоторой 
точки Х 0 , то она должна быть бесконечно дифференцируема в этой 
точке окрестности. С другой стороны, не всякая бесконечно дифферен­
цируемая функция может быть разложена в степенной ряд, а значит, и 
в свой ряд Тейлора.

Пример 3 .6 . Пусть У  ( X ) 6> х  при х  А 0 ,
„ О при X  -  0 -

Тогда при X  ^ 0 эта функция имеет производные всех порядков:
/ 2_ — —о с — л “ ГГг (Ъ)

/  (X  ) = — - & х  ( X )  = — - в  х  + и вообще//*^/7_л-г от»

где
Х~

многочлен

Ю е*/
у (п)

»н некоторой степени отн оси тел ьн о^  , т . е . /  (х )

•/
есть линейная комбинация слагаемых вида —^  В , m  = О, I ,

1 -L
1 Х т

Найдем по правилу Лопиталя предел t in ?  6  = 1гт  TTZs. . Jr — а л  х -~ о  е  л
m  f  /

= i i m
Х -~ о  £

j c ” "  s m l im  ж ” ' 4 т(т-г> t i n
m -4

e x ~ o  e
/

----------------- r--------------------- t i n ?  ------------ —  =■ о ,
• ^ x - * 0  */ jcz ?

£  -  e

v № m -2 k . равно 0 или - I  в зависимости от четности т  . Отсюда 
1 ‘

многочлена Р  . Тогда находим

- f )

- О . .  Рассуждая по индукции, если /  ( 0 ) = 0

_ г
t im  P I  — /£> х *= О для любого 

х - » о  Iх / _ х

/ '(о ) - И т
Х - О  Ху

( j *= Q ( ^ )  P~,/xZ', где Q  -  некоторый многочлен и Х ^ б ^ т о



JC‘
fn ) Q  ( x ) ' -/  (0)= iirri ---------------= iirn Q

JC^O X  «Г — О Ш
e =o.

Таким образом, ряд Тейлора нашей функции в точке Х а = О 
есть нулевой ряд, который не сходится к этой функции ни в какой 
окрестности точки .Г ^О ^ак как/ (X )  >0 при х  £ 0 .

Из примера видно, что бесконечная дифференцируемость не яв­
ляется достаточным условием разложимости функции в степенной ряд 
и один и тот же степенной ряд (в  примере нулевой ряд) может быть 
рядом Тейлора разных функций (функции у  из примера 3 .6  и нулевой 
функции), в отличие от то го , что функция по теореме 3 .6  может 
быть суммой только одного степенного ряда, а именно соответствую­
щего ей ряда Тейлора.

Возникает вопрос, когда же ряд Тейлора данной функции в точ­
ке Х е сходится к этой функции в некоторой окрестности точки Х 0 ? 
Напомним, что по формуле Тейлора для функции у  , имеющей про­
изводную в некоторой окрестности точки Х 0 , 

п  х ( X  ) k
J ( x )  =  z i  ------— —^ ( х - Х в )  1 -Г  ( х )  (3 .7 )

k=o k l
в этой окрестности, где остаточный член ( х )  может быть записан 
в форме Лагранжа: ,  .

'  ........
^ ( х ) ~ ( п  + < ) !  '  "

некоторая точка, лежащая между Х 0 и X  , иди в форме Коши

/ (П ° ( х 0 + 6 > ( х - Х о ) )  - К.

где §■

гп ( х )  =
тг!

( S - & )  ( х - Х о )
Ч

(3 .9 )

где О . Отсюда видно, что , для того  чтобы у  была равна сум­
ме своего ряда Тэйлора в некоторой окрестности точки Х 0,необходимо
и достаточно, чтобы t i m  Г ( х )  = О для точек X  этой окрестности.тг ■ _Это позволяет получить достаточное условие разложимости функции
в ряд Тейлора.

Теорема 3 .7 . Если функция f  бесконечно дифференцируема в ок­
рестности ( Х 0- £ ,  Х ^ В  ) точки Х 0 и все производные ограничены 
в совокупности в этой окрестности, т . е . | у -  М для некоторо­
го  М,  Х е  ( х 0-8 ,Х £ & )  и  f t  = О, I ,  2 , . . . ,  то для X  е  ( х 0-&) Х ^ В ’)

J(x) = Z  /fn)(*± (х -Хо)п.
П -0  тг /
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Доказательство. Заметим, что для любого числа d  имеем

. п - п .

ССП „  „ /Л / /  |Л I 1t a n  — • -  О.  Действительно, если fZ„ таково, что — ^ г  то — j  
тг -*•«» п.1 тгл еС> п  с
при всех 7l>TZB. и поэтому

« /  Я , /  * * +2  «  *  / ? , /  ( >2 /
Так как правая часть последнего неравенства стремится к 0 при 

а . п
то — j  также стремится к 0 .

Тогда из условия теоремы, используя форму Лагранжа (3 .8 )  ос-

7Ъ + 1
таточного члена, имеем

l ^ f x ) l  = (тг+*){
n * t

£  М
lx -x0\
Ы + 1 ) 1

где l £ - X e [ < l X - X e \ Так как t i m  1х  л Л  = 0 ,  то( n + f ) j
U rn . 7^ f x )  = О и теорема доказана. 
Тг -*•«=

§ 4 . Разложение в степенной ряд некоторых элементарных функций

Все разложения элементарных функций мы будем получать при 
Х 0 = 0 , т . е .  это  будут разложения в ряд Маклорена.

1. Показательная ф ун кц и я/( X )  = в х  . Для любого X  можно
найти такое Л > 0 , что Х е ( - Д , а ) .  Гак как f n ( x )  = 6 Х для любо­
го П ,  то 0 * у ^ ( Х )  *  при j r e  (~Д,Д ) ,  т .е .  условия теоре­
мы 3 .7  выполнены и функция раскладывается в ряд Тейлора на любом 
конечном интервале, а значит, и на всей прямой. Так как
при любом то ^

00 „ п
е х = Е —, -  (зло)

п = о  тг;
2. Гиперболические функции Сп х  и -illsС.Заменив в форму­

ле (3 .1 0 ) X  на - X ,  получим
- г -  ( - ; )  х пе х = Ц  —  ?  ■ (з.ш

п = о  Til
По свойству сходящихся радов имеем для любого X  следующие равенст­
ва :

е х + е х  
с п  х  = ------------  = Z7 х 2 k

i h x  -
е х ~ е~х

k -O  (2 k ) l  '
гъ . + 1= z: X

k=o ( г Ъ  + iV .  ’

(3 .1 2 )

(3 .1 3 )
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В силу единственности разложения функции в степенной ряд 
в правых частях формул (3 .1 2 ) и (3 .1 3 ) стоят ряды Тейлора соот­
ветствующих функций.

3 . Тригонометрические функции COSX и Л п  X .  Для$-(Х)-С04Х 
имеем J Cn)(x )= C 0 3 (x + n  ). Поэтому I ^ /  для любо­
го  X € ( -  + « )  # Опять по теореме 3 .7  для любого Л" получаем

во  i—/ )k j r 2 k
COi X  =  S  - - ;> (3 .1 4 )

(к) k=0 (2 k ) !  к
так как /  ( 0 ) - 0  при нечетном тг и /  /(0 )  = ( - 7 )  при четном п=2\.

Точно так же можно получить разложение на всей прямой в ряд
Тейлора функции Л п  X :

l i r e  X  =  Ц
£ £ k + i  

( - О  X (3 .1 5 )
k = o  ( 2 k  + / ) !  (n j

4. Логарифмическая функция f ( x )  = i n  ( i + x ) .  Т о г д а / ( х )  =

= ( -/ )  ПР11 7Z = I» 2 , . . .  и Л > - / . П о  формуле Тейлора
. п( i + X ) Tt  Х г X 3 ,in  (/+х)=х-р- + j  -*• . .  .+ (-/) —  + т̂п (х ) ;г з

где остаточный член в форме Лагранжа имеет вид

К(х) =  4^* ° [ V  Х П* * = ( - П П
X п  + /

(n+OU+ в х) П+ 1

- £ /  и поэтому | V (х )1 *

■ п ' " '  ( п  + 1 ) !  
где f  = 9х , О *  & *  /.

Если O ^ X ^ i  , то "  " “ ' ' ‘ " j  ' ' я 1" / 1 п + i
и { г Т П  П ( Х ) = 0 .

П — °-
Если -  f * X ^ O  , т о , записав остаточный член в форме Коши,

% (■ * ) = 
будем иметь

/~6> 
О*

? г !

i - &

U - в )  X  = (-/ )

/
/ f & X  i -  в  \ Х \

( i + e x ) 1

/
i f  в х

\Pn ( X ) i
,Пу- в

/ + в  X  I 1/ + 9 X  I
I , п +/\Х\ *■

/- 91X1 S - IX I 
п*<1X1

/ - 1 x 1
Поэтому U r n  71 ( х )  = О  и при -  / X  О . 

п
Таким образом, _

, ~  п - 1 х п
i n ( i f X ) = Z <  ( - / )  —

П- /  j
при Х £  (-  /} /] .  При X  = - I  ряд имеет вид - Z I  ~  и расходится.

п-i п

(3 .1 6 )
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При l x t > i  ряд также расходится, так как его общий член не стр е -
/сЯС* / ̂

мится к 0 ( И пг -----  = + “  при 1x1 > /  ) .?Z
5 , Степенная функция j ( x )  - U + X )  . Действительное число оС. 

произвольно, поэтому область определения функции X > ~ i  . Так как 
/ ( п } ( х ) = 4 Ы - 0 - . . . ‘ Ы  -  гг+ Y )  ( Y + Х )* ™ т о  формула Тейлора и 

ряд Тейлора рассматриваемой функции имеют вид
.<* . Ы.Ы-П г  <<(ci-t)\.:(d.-n*i) п  ,

---------— г '---------- X + г тп ( х ) , Ъ . п )( / + Х )  =/+oiX  +

п - i

2 1  "  ' п !
oC(oi-l)'..: foi-n + Y)

гг ( X п (3 .1 8 )

Если ос -  неотрицательное целое число, то ряд (3 .1 8 ) содер­
жит лишь конечное число членов, отличных от нуля, и, следователь­
но , сходится при любых X  .

Теперь рассмотрим случай, когда ы. не является неотрицатель­
ным целым числом. Тогда все члены ряда (3 .1 8 ) отличны от нуля 
при X  4 0 и мы можем применить признак Дапамбера к ряду из абсо­
лютных величин членов ряда (3 .1 8 ) :

у  . № п + i ( х )  I
ъ г т  ---------------iirrz

/ U n  ( X ) I п — —

п+1

= 1 г т  
п -+ ~

a C f o L - f ) ' ( o t - n  + i ) ( o t - n )  X  П ;

(.П + О.'оС (Ы.-/) ' .  . .’ (oi-П  + /) Х П 
еС-П.
П+1 X =  \ X

Следовательно, ряд (3 .1 8 ) абсолютно, а значит, и просто схо ­
дится при l x l <  i  и расходится при \ Х ! > 4 .

Однако отсюда мы не можем заключить, что ряд сходится к рас­
сматриваемой функции. Для этого  нужно показать, что И т ^ ( х )  = 0

при \ X l*-i в формуле (3 .1 7 ) .  Запишем остаточный член в (3 .1 7 ' 
в форме Коши:

, % а С ( Ы . - / ) - . . . - ( о С - П ) ( - / + в Х )
К  (х )  = -------------' f t ' " '  n l

( в  зависит от 7г и от X ) .  Положим
. - £ ( о С - У ) - ( п - / ) 3

, Г1 п -н
( / - в ) х  .

Ап (х)  =
П !

Вп (X) =сСх (/+&х) oC-Y Сп (X)
\ / + 0 х )

Тогда (х) = Ап (х) Вп (X) Сп (х).
Иыражение Аn ( X )  является общим членом биномиального ря­

да (3 .1 8 ) ,  но только с показателем оС- /  . По доказанному такой ряд
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сходится при I x l   ̂У и, следовательно, t i r n  Ап (х )  -  О при этих X .
тг -+■<*■= '

Из неравенства /-1Х\*/+ Э х ^  У + /Ж / следует, что \dXl(Y~
- 1 * 1 )  ' * 1 3„(x )\* lc txM + lx n С С - / при IXl  ^ {  и, зна­

чит, последовательность { В п  ( X ) }  ограничена при фиксированном Л-.

Наконец, IСп(х)\=_| 1 - 9  \П / - 9
1+ 9 Х

свойств имеем, что i  i m  tL ( х )  = О при \X \*i. Таким образом,

при любом /) установлено равенство
~  о С ( * - 0 - ( Ы . - П - М )  п  

( / + Х )  = / + £  ----------------- ;-------------------Х П
П-1

t-e\x li

п !

п
. Из полученных

(3 .1 9 )

Задача 3 .1 . Доказать, что в точке X  = I п р и е м у - / ряд(3 .18) 
сходится и при оС£~/ -  расходится, а в точке X  -  - I  он сходит­
ся абсолютно при оС^О  и расходится при аС^О . Показать, что в 
случае сходимости ряд (3 .1 8 ) всегда сходится к функции (/ + Х )* .

6 . Обратная тригонометрическая функция , /  ( X )  =/2?*c£g X  ~

Производная (.CLFCiOх У  = ------- 5- рассматриваемой функции является
6 1 + Х  &

суммой геометрической прогрессии со  знаменателем <^~~Х ,  т .е .
/ г п

у (3 .2 0 )- J  =  /-  X +хч- . . .  + (- s f ‘x ‘ 
f + x 2 г

где должно быть \ fy l~ \ X  i 1 или I x l *  У. Интервал сходимости 
написанного ряда, где имеет место равенство (3 .2 0 ) ,  есть как 
раз ( W ,  У).

По теореме 3 .4  степенной ряд можно почленно интегрировать 
по любому отрезку, лежащему внутри интервала сходимости. Поэтому 
для любого X  е  ( - / ,  У)

a-rciqx =  J ĉ i ■ -  J  Z T  (-i)TLtZrLdt =
* b 1 + t 2 о  п = о

( ~ о п  \-6e n d i  = £  ( - у )ftfs/l V —_
п  X

2 п  + 1

,  _ - (3 .2 1 )
Н = 0  р  . П - О  *

7 . Обратная тригонометрическая функция /  ( X ) =CtT'C5inX.Ана-
J , /логично предыдущему примеру /  ( X ) = . ,-^и из разложения с т е -

Н - Х г
пенной функции (п . 5 ) ,  за м е н я я *  н а - * 2 и беря оС = -^ .,и м еем

У г~£ г  ^ лп  _гп
-  ( / - *  )  ------

П*1/  У-X 1 п ! ■ Н  х г п -

Ьб



7=/+ H  ( n '!l?'‘'.:(pn~,)(-/)7zjc3*= s+ 22 (-27г~°-- ~3n
n S n 1 Л

2
где |-jc I или IX\ * / . Интегрируя этот ряд почленно,
для [0,Х] принадлежащего интервалу сходимости (-1, I) этого 
ряда, имеем

*  d t  Хи  £  (гп-о!! “
а ю м х ,\ J - , = ) ( / . £  7 7 7 7 7 7  <

: (Zn-f)ll X
2 п * {

(гп)[\2п*{ .(3.22)

Г л а в а  4. РЯДЫ ФУРЬЕ 

§ I. Основные определения

Еще одним замечательным классом функциональных рядов являют­
ся ряды Фурье, в частности тригонометрические ряды Фурье. Сначала 
мы рассмотрим более общую конструкцию рядов Фурье для функций 
с интегрируемым квадратом, а потом более подробно изучим свойства 
тригонометрических рядов Фурье.

В этой главе интегралы, вообще говоря, понимаются в несобст­
венном смысле. Напомним, что общее определение несобственного ин­
теграла от функции f  на промежутке < Л ГЬ> , ■+ ®°
состоит в следующем. На этом промежутке функция /  может иметь ко­
нечное число особых точек г - k; Q. &X0* X i*-..< Xfe £ b } 
таких, что /  интегрируема в обычном смысле по Риману на любом от­
резке , где , г =1, 2, ...,k , и
на отрезках Га,рв] , р о * Х 0 , если а  , и Г , 
если , т.е. существуют обычные определенные интегралы
Pi Р. ' I
J f(x) dxt J / (x)dx и J / ( x ) d x . Тогда несобственный 

a
интеграл по промежутку < a tb> определяется следующими равенствами: 

5 Xo Xi b

j J.(x)dx = j f(x)dx + J f(x)dx  j f ( x ) d x p
*  a Xo xk

где
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J
X

X .

j £(x)dx = Urn. J j - (x )d x  , i= 1,2,... ,k  . 
Ъч P i * x i -  ?•

? £ * x £-i+
P о

l / ( x ) d x  = t£ m  \ j ( x ) d x ? если x 0±a,
Л a  'T'* _ — _ ^a ?o^x * a

j  / ( x ) d x  - t i m  J  / ( x ) d x ,
x k ? k + t ^ x k + $к+1

если Xfc * b.
Перед тем как перейти к определениям, заметим, что если функ­

ции/ и £  имеют интегрируемый квадрат на промежутке^ Л,Ь >, т.е.

существуют интегралы (вообще говоря, несобственные) J f Z(x)d.X

и j j) (x)dx  , то сами функции и их произведение абсолютно интег­
рируемы на этом промежутке по признаку сравнения, ибо •

' / /  *
/ * У ‘
2.

Итак, в дальнейшем в этом параграфе мы будем предполагать, что все 
функции имеют интегрируемый квадрат на промежутке < О,, Ъ>.

Определение 4 Л . Если на промежутке < а , Ь >  задана система 
функций

<Ро.Ъ, ■■■><?*>■■ - 7 (4Л)
то числа ,

Q - n = — \ / ( x)<P n ( x ) ^ x  ,  (4 .2 )
& Ь Л тг а.

где Л п = j if^(x)dx , Л п ? 0  , называются коэффициентами Фурье 
а.

функции/ по системе (4.1), а ряд

/С О-п У п  (х) (4.3)
п - о

называется рядом Фурье функции /  по этой системе.
Определение 4.2. Система функций (4.1) называется ортогональ-

~Ь ~
ной, если J (fn (x)(frn(x) d x -  О  при/тг^тг . Система функ- 

<х
ций (4.1) называется нормированной, еслиЛл = I, Т1 = О, I, 2, ...
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Если система функций ортогональна и иодированна, то она называ­
ется ортонормированной.

, Мы видим, что функциональные последовательности и ряды могут 
сходиться поточечно и равномерно. Существуют и другие виды сходи­
мости, в частности средняя квадратичная.

Определение 4 .3 . Число 'd X называется

средним квадратичным отклонением функции у  от функции £  на про­
межутке Последовательность функций { / n j  сходится в смыс­
ле среднего квадратичного отклонения к у  на а, Ь если '

Л
d x

п -
-О.  Ряд расходится в смысле среднего

квадратичного отклонения к некоторой функции, если к ней сходится 
последовательность частичных сумм этого  ряда в этом смысле.

Из равномерной сходимости на некотором множестве сле­
дует обычная поточечная сходимость в каждой точке этого 
множества. Оказывается из равномерной сходимости следует и средняя 
квадратичная сходимость.

Теорема 4 .1 . Если последовательность функций { f n }  сходится 
равномерно на конечном промежутке с  <2, Ь > к функции у  , то она 
сходится на ^(Х,Ь> к /  и в  смысле среднего квадратичного.

Доказательство. В силу равномерной сходимости для любого € ?0  
существует такое /V ,  что при ПЪ-А/ будет I У ( х ) - f n (х)\*

для любого х е  < а , Ъ > .  Тогда при п ъ М
п -

J C / (x ) -/ n ( x ) U x  - /  = £
Ь

т,е‘ / j  [ f(x)~Jn (x)\dx ------—
Обратное, вообще говоря, неверно, что показывает следующий 

пример.
Пример 4 .1 . Рассмотрим на отрезке [ - I , i ]  последовательность 

функций (рис. 4 .1 ) :
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r 0 , если -  /

- П Х - 2 если

nx 7 если -  d  * X  < — , n. n '
- П Х  + 2 , если — $ X  ^  уJ H n  ’

0  , если ^  й X  £  / .

Рис. 4.1
также к нулевой функции (р ( X )  = 0. 

1

Нетрудно видеть, что

<рп ( X)  — ср ( х )  = О
в каждой точке X  ££-■!, i у
так как (рп ( 0 ) - 0  при любом гъ
и при X  £ 0 существует та­о
кое N  , что — <z\x\ и, зна­

чит •,<Рт г(х) = 0  при всех^гг/У. 
Покажем, что в смысле средне­
го квадратичного эта последо­
вательность сходится на [ - / , / ]  
Действительно,

а
п

/
п.

в
п

\ [ p n ( x ) - t p ( x ) \ c L x  -  ]  < / > *{x )d x+  2 ^  (-n x*z )cL x j=

 ̂ у n г 7l
( п ех ъ г  \|” l  W

= 2 l  У  \ o * (  Т - * Н * + * Х \  J = J7Z ----------
n

С другой стороны, равномерной сходимости здесь нет, так как 
для £ -* / г  мы не сможем сделать разность I <рп ( х )  ~ip(X) |= I lfn  ( х ) | 
меньше для всех Х ё  [-/, / ] ни при каком Тг , ибо <рп (*/п) =  ̂
при любом 7Z .

Оп£еделение 4 .4 . Система функций (4 .1 )  называется полной 
в смысле равномерного приближения (среднего квадратичного приближе­
ния) для класса функций У/ , заданных на том же промежутке <-<Л,Ъ> , 
если для любой функции J- е  %/ и для любого £  существует такая 
конечная линейная комбинация (л )+  <рп (X )  функций
системы, что

■■£ для х  е <a,l> .\f(x)-{ii1(fni(x)-
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© 2
J U(x) - (<“ < 4>ni (X) + — V * *  % ( x ) ) ] d x

Из теоремы 4.1 тут же получаем следствие.
Следствие 4 Л . Коли система функций полна в смысле равномер­

ного приближения для некоторого класса функций У  , то она полна 
и в смысле среднего квадратичного приближения для этого  класса.

§ 2 . Минимальное свойство коэффициентов Фурье

Теперь возвратимся к ряду Фурье (4 .3 )  по системе (4 .1 ) .  Че- 
п

рез S  (х )  =  Z 7  0.у<р.(х) будем обозначать частичные суммы этого  
п к=о А

ряда.
Определение 4 .5 . Линейная комбинация

Тп ( х )  = А 0 Ч >о(х)+ * ,< ? , ( * ) +  ~ - + J n  <Рп( х ) .
называется многочленом порядка тг по системе функций ( 4 .1 ) ,  если 
А п Ф О.

Вообще произвольную линейную комбинацию функций сист,емы(4.1) 
можно рассматривать как многочлен степени, равной наибольшему но­
меру функции, входящей в эту линейную комбинацию.

В этом параграфе мы будем рассматривать ортогональные системы

функций { ( Р п ] п  = 0 .
Коэффициенты Фурье по такой системе обладают некоторым мини­

мальным свойством.
Теорема 4 .2 . Если квадрат функции J- интегрируем на промежут- 

к к < 0 . ) Ь>  и { V n J w 0 ~ ортогональная система функций на этом

промежутке, то среднее квадратичное отклонение частичной сум­
мы ( X )  ряда Фурье по этой системе от у  ( х  ) является наимень­
шим среди всех средних квадратичных отклонений многочленов поряд­
ка П по этой системе от /  ( X ) '

Ь г  I гJ Г f ( x )  ~ S n (x]\ c l x  =■ m i n  j [  f ( x ) ~  Tn f x ) ]  cL X  .
a Tn < X ) cl

Кроме тс ет место неравенство Бесселя
«о Ъ
Т1 Лпйгп * J f 2(x ) c ix .  (4.4)
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Доказательство. Произведем следующие преобразования:
Ъ г Ъ t>. п  .2
} [ / М - Т п(x)]dx = J / (x )dx+  J[ Р  Jk <Pk(x ) )d x -
г Cl А  ' К ~ 0  /

Ь п. fi &

z\j(x)ll Aktpk(x)dx (x)dx +11 AkAt \<fk(x)<ft(x)dx-

n.  ̂  ̂ ft
- z  Ak J У  (x) (fik (x) d x  = J у a(x) d x  + 21пЛк a\ -k-o k=o

n г t г n & 2 n г o-гЕлкакА^ j y  (X)dx +EAk (Ah-ak) -  Z T  Ak af . (4 . 5 )
*=<? д k=o *■ * k=o Л K

В последнем выражении слагаемые неотрицательны и переменными 
являются лишь коэффициенты Ак . Поэтому выражение (4 .5 )  будет наи­
меньшим, когда второе слагаемое равно 0 , т .е .  к о гд а /4^ = <Хк для 
каждого к  . Таким образом, мы показали, что рассматриваемое сред­
нее квадратичное отклонение-наименыпее при Тп (х ) (JC ) .  В этом
случае равенство (4 .5 )  принимает вид

Ь г  ̂г 1г
j[/„fx)-^nCx)]dx = \/Mdx-E А как . (4 .6 )

a  d  к - о
Так как левая часть равенства (4 .6 )  неотрицательна, то 

п  Ь

ZT Лк а* й J f 3( x ) d  х  (4.7)
к = о  а

для любого 71 . Ограниченность сверху частичных сумм неотрицатель­
ного ряда является необходимым и достаточным условием его сходи- 

•** 2 &
мости. Поэтому ряд UAfoCtfc  сходится, и, переходя к пределу 

к - О
при ft —i*■««» в неравенстве ( 4 .7 ) ,  получаем неравенство Б ессе» 
ля (4 .4 ) .

Следствие 4 .2 . Если система (4 .1 )  ортонормирована, т о Л л = /  
для любого 71 и неравенство Бесселя принимает вид

Е  а % * \  S2(x)dx.
п - о  а.
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Это означает, что квадраты коэффициентов Фурье образуют сходящий­
ся ряд и, следовательно, его  общий член стремится к 0 . Откуда 

t i m  0 .^ = 0 .
?z— «в

Рассмотрим еще один вопрос в этом параграфе: когда неравенст­
во Бесселя превращается в равенство, которое в этом случае назы­
вается равенством Парсеваля.

Теорема 4 .3 . Для функции J- с интегрируемым квадратом на про­
межутке < а , Ъ >  имеет место равенство Парсеваля 

“  г  г  \ г
И  Я п а п = \ /  (x)cLx (4.8)

тогда и только тогда, когда ортогональная система функций (4 .1 )  
полна в классе всех функций с интегрируемым квадратом на

Доказательство. Если имеет место равенство Парсеваля, то из 
равенства (4 .6 )  '

 ̂ ^  ̂ ^ ^ ^ j ̂ Оо

\ [ f ( x ) - S Tl( x ) ' [  d x  = \ j  ( x ) d x - H  Л ц &Х  — -  О .
CL CL к = 0

Но это означает по определению 4 .3 , что ряд Фурье функции J- по 
системе (4 .1 )  сходится к ней в смысле среднего квадратичного, т .е .  
эта система полна в классе функций с интегрируемым квадратом, так 
как /  была произвольной такой функцией. '

Обратно, пусть система (4 .1 )  полна в классе функций с интег­
рируемым квадратом и J- -  произвольная функция из этого  класса. 
Тогда по определению 4 .4  для любого £ -> 0  найдется такая линейная 
комбинация функций системы ( 4 .1 ) ,  что

Ь е

\ [ f ( X ) - ( * n  <Pn M  + — + ' * n . V n J x ) ) ]  d x < £  .Q_ t 1 Л Я

Но мы уже говорили, что линейную комбинацию можно рассматривать 
как многочлен Тп ( х )  = Ц>п ( х ) + . .+ Ап^(р ( х )  по системе (4 .1 )

порядка тг = m a x  , n k ). Тогда по теореме 4 .2

J [ f (x ) -£ n (x)'[ d x <  j [J-(x)-Tn (x)] d x  * £ ,
a  a

и из равенства (4 .6 )  имеем
& 2 Ь s  тг £

06 \[f(x)~&n(x)]dx = j /  ( x ) d x - U  Лкак <£
a  a
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при данном п , а следовательно, и при любом большем номере. Пе­
реходя в этом неравенстве к пределу при 7?-•*«— , получаем 

Ь ^

о ±  j  f 2 ( x ) d x - Ц  л \ а \  ± е .
a k=o

Так как это неравенство верно при любом £  > О , то на самом деле

имеет место равенство 2Z Л± ctf. = \ J  ( x ) d x .
k*0 *  &

Следствие 4 .3 . В случае ортонормированной системы (4 .1 )  ра­
венство Персеваля имеет вид

0О о
Z1  и п = [ f 3 ( x ) d x  ( 4. 9 )
* = *  а

и дает значение суммы ряда из квадратов коэффициентов Фурье по 
этой системе.

§ 3 . Тригонометрические ряды Фурье

Определение 4 .6 . Система функций
. “  JTX -  JTX пот х/, COS —j—  , Sin — j-> • • -, cos

njrjc 
3in — 5—J (4 .1 0 )_ _ 1 ' t

называется тригонометрической системой на отрезке С~С, I 1,1 7 О.
Ав W „  ПЖХ _ . п7ГХ\

Ряд +Z±(An COS-r~ +Bn t m - — /составленный из функций этой
л  г г / ?

системы, называется тригонометрическим рядом, а конечная сумма 
А ,  Л  / „  k x x  _ . kJTX \
-g- + 2-iMfcCOS------+ D jfrS i/l—  J называется тригонометрическим

многочленом порядка П  , если А п  +  В п Ф О.
Заметим, что все функции системы (4 .1 0 ) являются периодичес­

кими функциями с периодом 3 t  , определенными на всей действитель­
ной прямой. Поэтому тригонометрические многочлены и суммы тригоно­
метрических рядов являются периодическими функциями с тем же пе­
риодом.

Лемма 4 .1 . Тригонометрическая система функций (4 .1 0 ) ортого­

нальна на С- i, I ]  . Кроме т о г о , J d x  = 2 1 ,
- I

I L1 г пзгх . г .J cos —z— c lx -i ,  J Sin
- i  1 - t

2  TtJTX
d x  =( ,  .

64



[ t r u r x  J "
Доказательство. Очевидно, что J i'COi —-—  Л X  =

t  l  ~t lг -ПХХ . t .
= J t 'S i n -------c L x - 0  и j a . X = 2 t .  Интеграл от произведения
- t  1 - t
двух различных косинусов равен 0 :
\ пжх т ж х ,  / f г (п-т)жх (п+т)жх J cos cos - у -  dx-£ J | cos — p---- +Ш

"" t* t

A —2  iT (n -m )

(п-т )ж х  
i i t t  — z-------  +

Ж (п*т )
A itl

(п+т )ЛХ  j
= О при rn Фп .

- t
Аналогично, интегралы от произведения двух различных синусов и 
произвольного синуса на произвольный косинус равны 0 . Далее, имеем 

I  9  П Ж Х  , /  г / £ п Ж Х  s ,
\ co s  — — d x  = n \ [ i + c o s — —  ) d x  =

-t / £ - у  t

A in  

a n j r x

F t - * '

d x  = t.

n = i , 2 ,  ..z s r n
t

Точно так же j A itl
- l  ~

Тогда в соответствии с общим определением 4 .1  коэффициенты 
Фурье по тригонометрической системе функций имеют вид

а п ~ 4  J f ( x ) c o s  n J X d x  , b = y J / (x )s in  n = J ,2 , . . . j

'  t

a „ - j  J S ( x ) d x
L ~i j  i

(правда, из общего определения & o ~ £ i  J, f ( x ) d x  , но в записи 
тригонометрического ряда в определении 4 .6  коэффициент А 0 делится 
на 2) .

В дальнейшем для сокращения записи мы будем рассматривать 
частный случай системы (4 .1 0 ) при 1 = Ж  , а именно тригонометричес­
кую систему на отрезке £ - Ж ,  7Г1 :

/ ,  COS X ,  J i n x , , c o t n x  , A in  П Х . . (4 .1 2 )
Это можно сделать, так как, используя зам ен у^  = , мы сводим
общий случай (4 .1 0 ) к случаю (4 .1 2 ) .  В этом случае коэффициенты 
Фурье имеют вид
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ж у |
an~jp) f (x)cos n x d x  , n=0,i, 2 , . . .  7 

i *
t>n=~  ] t(x) a n  n x d x  , л = / , г , . „  .

J  -ЗГ
В случае равномерной сходимости тригонометрического ряда он 

обязательно является рядом Фурье своей суммы.
Теорема 4 .4 . Пусть тригонометрический ряд

А  о 00
Z1 An, COS 71 X  + В п И п  П  X  .

Л п=о
равномерно сходится на [~X t X l  к функции/ . Тогда его коэффици­
енты являются коэффициентами Фурье данной функции:

~@-п 7  • ■ ■ )  ~ b  тъ > 7Z = f , 2 ,  . .  .
Доказательство. В силу равномерной сходимости на [ - Х , Х ]  и 

непрерывности тригонометрических функций по теореме 2 .3  в равенстве 
/I ° °

/ f x ) = - f + H  A ^ C O i  П Х * - В п  d i n  П Х  (4 .1 4 )
п=/

ряд можно почленно проинтегрировать по отрезку [ - X  X ]  :
X  А X  «о X
J f(x)dx = р-° 1 d x  +Z1 Ап ] cos n x d x  + "

- х  - х  -ж
ж

■+ Вп J Л п  n x d x  = А0Х.
-ж  . ±

Умножая обе части равенства (4 .1 4 ) на COSkX или d i n k x ,  получим
опять равномерно сходящийся на [ -Х ,  УГ] ряд. Почленно интегрируя
его  и используя ортогональность системы (4 .1 2 ) ,  будем иметь 

Ж ЗГ
J  ^(x)coikxdx -а^ j  cosskxdx-CLkx 7

~Ж -ж
X  X
j fix) ап кx d x =  J din kxdx = b^x,
-x -x

откуда следует утверждение теоремы.
Из теоремы 4 .4  и теоремы 2 .1  видно, что в случае равномерной 

сходимости тригонометрического ряда, а значит, и ряда Фурье функ­
ции f  к ней эта функция должна быть непрерывна на периоде [~Х, Х \ . 
С одной стороны, это  слишком узкий класс функций для изучения схо­
димости и свойств рядов Фурье, а с другой -  непрерывность функции
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не гарантирует сходимости ряда Фурье к этой функции, есть примеры 
непрерывных периодических функций, ряды Фурье которых вообще рас­
ходятся.

Для того  чтобы можно было выписать коэффициенты и ряд Фурье 
функции у  , нужно только существование интегралов ( 4 .П )  или 
(4 .1 3 ) .  Наиболее распространенны* достаточным условием существо­
вания этих интегралов является абсолютная интегрируемость функ­
ции f  на отрезке f-JT, или длины, равной периоду,
так как из неравенств | £ ( х )  C O t n X  I ^ | j -С х )  |} \ j(X)Siti7ix\^\ f(x)l

или \ / (х)ян  2 ^ 1  * 1  / С х ) \ ,  \ f ( x ) 4 t n 2 f £ l * \ f ( x ) \  по

признаку сравнения следует абсолютная сходимость, а следовательно, 
и обычная интегралов (4 .1 3 ) или ( 4 . I I ) .  В дальнейшем абсолютная 
интегрируемость периодической функции с периодом 2 JV на Ж\ 
будет основным условием, накладываемым на функцию $ . Так как не 
только абсолютная интегрируемость, но даже и непрерывность не га­
рантируют сходимости ряда Фурье функции к ней, то для обозначения 
то го , что данный тригонометрический ряд является рядом Фурье 
функции У , вводится следующая запись:

/ ( х )  + И  а п  СОЧ> П Х  + Ь п  €6П п х .
л  П Ч

Далее будут изучены свойства коэффициентов. Фурье и условий 
поточечной сходимости тригонометрических рядов Фурье. Далее мы 
рассмотрим вопросы, связанные с равномерной и средней квадратич­
ной сходимостью этих рядов. И, наконец, исследуем вопросы, отно­
сящиеся к дифференцированию и интегрированию тригонометрических 
рядов Фурье.

§ 4 . Теорема Римана

Теорема Римана является важным инструментом в исследованиях, 
относящихся к рядам Фурье и смежным вопросам. Введем сначала не­
сколько вспомогательных понятий.

Определение 4 .7 . Для функции , определенной на всей прямой, 
замыкайие множества точек, в которых f ( x )  Ф О j  называется ее носи­
телем и обозначается d t c p p  / ­

Определение 4 .8 . Функция, определенная на всей прямой, назы­
вается финитной, если ее носитель содержится в некотором конечном 
отрезке.
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Опдеделение 4 .9 . Для множества Е  , лежащего на прямой R  , 
функция

Х ( х )  = ( х )  =

называется характеристической функцией множества Е  .

У если х е  Е , 
О ,  если х 4- £  /

т

Определение 4 .10^ Функ­
ция /  , определенная-на всей 
прямой, называется финитной 
ступенчатой функцией, если 
она является линейной комби­
нацией конечного числа ха­
рактеристических функций по­
парно не пересекающихся ин­
тервалов [ а - , Ь { Г .  i  = I ,  
2 , . . . ,  тп (рис. 4 .2 ) .*

(4 .1 5 )/ ( х ) =  2Z <u-i / г‘  ( х ) .
1=1

Финитная ступенчатая функция финитна и интегрируема на всей 
прямой, причем, если она задана формулой (4 .1 5 ) ,  то

тJ ' • ‘  .  т. , гг1 -
J - ( x ) d x = H p - i  ) / •  ( x ) d x = E  t^ { \ d x  - a ; ) .

i=1 . l o  i -1  * i -1
. Z*

Лемма 4 .2 . Для любой функции, абсолютно интегрируемой на про­
межутке < d t h>  существует последовательность
таких финитных ступенчатых функций фп , /г = 1 , 2 , . . . ,  что

ь
б и р р ф ^ с С а ^ )  и Urгг \ \ { ( х ) - ф п ( х ) \ d x  = 0 .

Доказательство. Пусть f  абсолютно интегрируема на < Q . , b > .  До­
пустим для определенности, что она интегрируема по Риману на любом 
отрезке [  Щ,р1 . +  (общий случай абсо­
лютно интегрируемой функции, см. § I ,  легко сводится к этому слу­
чаю, так как в общем случае несобственный интеграл есть конечная 
линейная комбинация интегралов указанного вида). По определению 
несобственного интеграла для любого £ > 0  существуют такие ир £7
что

l / ( x ) l d x  < | (4 .1 6 )
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Так как функция f  интегрируема по Риману на f  р £ ~[ 7 то 
из необходимых и достаточных условий интегрируемости следует

' ' Ре '
Urn G'T = j f ( x ) d x j

лгде -  нижняя интегральная су ш а , О^. -  диаметр разбиения 
отрезка Поэтому существует такое разбиение

< Х < < . . = р £  ] этого  отрезка, что нижняя
интегральная сумма 

k
i n f  f ( x ) ,  AXi  =

e г=Г x e i X i - ^ X i ^

= X i - X i - i ,  £ = 
удовлетворяет неравенству

Ре

J f ( x ) d x  -
F f

к

< €
Z

Положим

<p€(x)
fтщ, если , i = / , . . . , k ,

~ \ o , если  x <  или x  &p £ .
Очевидно, что ф£  ( x )  -  финитная ступенчатая функция, причем

Рх к  ju p p (p £ ( x ) e l ^ £ ,^ > / \ c (a t b )  и J ф£ ( х ) с 1 х ~ К т { й х г -& ,

Ff  ' '1-1 V
Следовательно,

Ре Ре Ре
J [  f(x)-(p£ (x)\dx = $  f ( x )  cLx -  J ipe (x)<£x c  §  7 (4 .1 7 ) 

F* F* Ff
причем f ( x ) ~  <fi£ (x) = l /ix)-  Фе(х)\ ^ 0 , так как ф{ (х)$£(х) 
при <x *  p £  . Из неравенств (4 .1 6 ) и (4 .1 7 ) имеем 

Ь ?£
J  I / ( X )  ~(p£(x)\dx = J  \f(x)\ctx +

cl a

+ i f H x)-fPe(xy\dx ■+• J \ f ( x ) \ d x  <£.
Pc
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Полагая < ? = ^  и обозначая соответствующие функции фп  
получаем искомую последовательность ступенчатых финитных функ­
ций.

Теорема 4 ,5  (Римана). Если функция f  абсолютно интегрируе­
ма на промежутке то

Ь &
l i m  j  /  ( х )  c o i Q x d x  = i i m  | /  Сх) A in  Q x  d x  = 0 .

а
Доказательство. Если ^  (.X) -  характеристическая функция 

полуинтервала Г Щ, {? ) С (&,  Ъ ) } то
f  . f , J COife-COlty

U r n  I X  (X )  a n  ? x d x  = l im  I i i n  i ? x d x = l i m -------- ----------c = 0 ,
? ~ ~ d .  r

)CosJ?-a?iJp\ ^\cost$\+lcoiQ pl г  t7— ~  л  
так как j ^ ~ [77  ° '

Так как любая финитная ступенчатая функция является конечной 
линейной комбинацией характеристических функций полуинтервалов, 
то утверждение теоремы справедливо для любой финитной ступенчатой 
функции.

Если теперь J- -  произвольная абсолютно интегрируемая на про­
межутке Q., Ь > функция, то по лемме 4 .2  для любого £ ? 0  су­
ществует такая финитная ступенчатая функция ф ~ ( х ) ,  что 

Ъ ’

j  I f ( x )  -  ф€ ( х ) \  d x <  |  ■ 
а

Поскольку для финитных ступенчатых функций теорема уже доказана, 
то найдется такое 17£ у О , что при будет

Ъ I f
| j  фе  ( X )  ЗгП Q x d x \ <  1  ‘ 

а
Поэтому при Ы\ > получим

Ь ь
| \ f ( x ) u n ? x d x |^| j [f(x)-<pf(x)~\ an  f x d x  1 +
а. a

+  | j  ф£ ( х ) И п  v > x d x  | & j  \ f ( x ) ~  ф£ ( х )  I d x  +
a  h a

+ J J фе  ( x )  d i n  \ > x d x  | < j  +  J  -  £ .
CL ^

Это означает, что L irn  J /  ( x )  S in  Q x d  X  -  O.
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ь
Аналогично рассматривается и интеграл J / ( х ) COS?xdx ■

а.
Следствие 4 .4 . Коэффициенты Фурье ( 4 . I I )  или (4 .1 3 ) абсолют­

но интегрируемой на отрезке длины, равной периоду, функции стре­
мятся к 0 .

§ 5. Интеграл Дирихле. Принцип локализации

Напомним, что /  - 2 f f  -периодическая, абсолютно интегрируе­
мая на отрезке функция. Наша задача в этом параграфе -
найти удобное для исследований выражение частичной суммы З п Сх)  
рада Фурье функции /  . ■

Лемма 4 .3 . Если Q -  периодическая функция с периодом 7” , ин-
e i+ T

тегрируемая на отрезке длины периода, то интеграл j  g ( x ) d x

не зависит от Ы. и имеет одинаковое значение для всех оС .
Доказательство. Сначала заметим, что если функция с перио­

дом Т интегрируема на некотором отрезке длины периода, то она 
интегрируема и на любом отрезке этой длины. Это очевидно для отрез­
ков, которые получаются из данного сдвигом на число, кратное перио­
ду 7 " . Для остальных отрезков это следует из т о го , что функция ин­
тегрируема на некотором отрезке тогда и только тогда, когда она 
интегрируема по двум меньшим отрезкам, составляющим данный отре­
зок . Отсюда следует тогда, что функция интегрируема вообще на лю­
бом отрезке.

Проделаем следующие преобразования: 
аС+ Т Q Т oi + T
i  g(x)dx  = S g(x)dx  J g(x)dx  + j  g(x)dx -

<*■ Т Ы.

= - j  § fx)dx + j  g ( x ) d x  + \ g (y + T )d y .
Последний интеграл получен с помощью замены Х = у +  Т. Так как по оп­
ределению периодической функции д  (у +Т ) = д ( у )  для любого у  , то
Ы. + Тj g(x)dx=-j o(x)dx + ^g(x)dx + lg(y)dy = j g (x )dx.
< о 1 ов a о
Мы видим, что рассматриваемый интеграл не зависит от ot и при лю­
бом ос равен интегралу по отрезку С О, Т] .
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Лемма 4 .4 . Если g  интегрируема на отрезке J^to
t  t  i

] g(x)dx =Z jg(X)dx  для четной функции g и J n(x)dx=0
- t  о - i .
для нечетной функции ^  .

Доказательство. Сделаем преобразование 
' t о t
j  o(x)dx = j  <g(x)dx + j  Q(X)cLx 

- t  - г о *

и в первом интеграле справа сДелаем замену X -  - у  ~ Тогда для чет­
ной функции имеем
I о t  t I i

] g(x)dx=-j j g(x)dx = \f(y)dy*-Jq(x)dx=2\$(x)dx,
О О о о

а для нечетной
t  О L t i
j y(x)dx=-\g(-y)dg+\q(x)dx=-]$(pcly + \g(x)clx = o.
' i  - i  о о о

.Теперь займемся непосредственно преобразованием частичной 
суммы ряда Фурье функции f  . Подставляя в эту  сумму выражения(4 .1 3 ) 
для коэффициентов Фурье, имеем

а  п$п ( х ) - ^ + И  a .c o sk xк-i к bfr Лп к х  =
хг

~2jt \ d (i)di*Zl -j- \d(i)(cOl ktcoikx+JinkiJinkx)dt =
~ Jr к =/ - V

я  n
=j= \ cos k(t-x)\dt.

-  'гг- к ~ J
Обозначим

j «
D n (i)-j + Zd coski,

k = i
тогда равенство (4 .1 8 ) перепишется в виде

Л
(X) - ~ j  f  ({) Dn ( i - x ) d  i

(4 .1 8 )

(4 .1 9 )

(4 .2 0 )
-Л

Функция T3n  ( t  ) называется ядром Дирихле, а интеграл в правой час­
ти (4 .2 0 ) -  интегралом Дирихле.
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Лемма 4 .5 . Ядро Дирихле обладает следующими свойствами:
1) ото четная непрерывная ^^ '-п ери оди ческая  функция;

2) D n ( 0 )  = n + j )
л

3) ^  J T>n ( i ) d - b = i ;  (4 .2 1 )
м - X

4) при i  Ф 2Jt k  , к е  Ж, 
дгП ( ) t

U )  =
£ din J

(4 .2 2 )

Доказательство. Непрерывность, четность и периодичность 
функции Ж?п {-6 ) непосредственно следуют из определения (4 .19 ) 
этой функции. Формула (4 .2 1 ) также следует из определения и лем­
мы 4 .1 .

Докажем формулу (4 .2 2 ) :
/ v t * /  /  /  п  ■£ \

^  ' ' { J i n  |  + Ц 2 Л П  J  COi k  i )  =D „  f-i) = p + H  COi k  i  =
* =/

i

£  Jin £ 2 k = 1

S a n
- f  \^iin j  + ZT { a n  ( k + g ) i  -  3 i n ( k - j ) i  ) J= 
г  k=1

J i n  ( n + j ) {

Jin I
, i  Ф 2 л к ,  к e Z  -

H силу четности ядра Дирихле равенство (4 .2 1 ) по лемме 4 .4
можно переписать в виде

£ h > n ( t > d t - i (4 .2 3 )

Лемма 4 .6 . Для частичной суммы З н  (J f )  ряда Фурье абсолютно
рируемой 2 Л  -периодической функции J- справедливы формулы 

j  л
S„(x) = = \ J?n d)J(x + i)d-t (4 .2 4 )

- л
ж

$ n ( x )  = t \ D n U ) U ( x + - b ) + f ( x - i ) ] d - b . (4.25)

Доказательство. Сделаем в интеграле Дирихле (4 .2 0 ) замену

и={ - х :
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X Х - Х

£n(x)-j= j-Z?n (i-x)f ( t ) d i  j  Dn (u)J(x + u ) d u  =
-x  -x -xx

=ZT J  Dn ( u ) s  Cx + u ) d u  .
- x

Последнее равенство получено по лемме 4 .3 .
Теперь получим вторую формулу леммы, разбив последний интег­

рал на два по отрезкам {.-X , 0~\ и сделав в первом из них
замену U = - t  и учтя четность ядра Дирихле Ип

£n(x)=J: J Dn (u)J(x+u)du.+j£ j  Dn (u)S(x+u.)du =
о °x

= - J  J Dn (-t)f(x-t)di  j Dn (u)S(x-m)du =
л  x  °

= £ \ D n ( i ) [ j ( x - i ) + / C x - i ) \ d i .
о

Доказанные леммы позволяют получить одно важное свойство для 
сходимости рядов Фурье, которое называется принципом локализации.

Теорема 4 ,6  (принцип локализации). Для 2 X  -периодической 
абсолютно интегрируемой функции /  существование и значение суммы 
ее ряда Фурье в точке Х 0 е  [4#"; X  ]  зависит только от существования 
и значения предела g.

t im  ж ] V n ( t ) [ J ( X o + t ) + f ( x o - i '>\dtJ
Л — ~  С Q

где &  -  сколь угодно малое положительное число.
Доказательство. Возьмем произвольные Х 0€ [ - Х , х ]  и d e ( O tX ) .  

Запишем интеграл из (4 .2 5 ) в виде суммы дв.ух^интегралов

(*о) j пп UhU(x + i,У (xri)]cU +J]v„iШ У М
0 В

Второй интеграл по лемме 4 .5  может быть записан в виде
/ f  S(x.+ i)  + / ( Х „ - i ) , .

ж )  S J i r t  */z 4 t n ( n + z ) i c i ±  .
в

(4 .2 6 )

По условию функция d f x e+ t )  + f ( x i )  при фиксированном X 0 имеет 
период ZJ£  по переменной t  и абсолютно интегрируема по ней на

а значит, и на £S"t X J .  Функция же £ ~j ~n  t/s. непРе Рывна и» следова­

тельно, ограничена на отрезке Z $ , X ]  : q <  - ____ ^ — --------- . Поэто-
г н п  */г~ 2 ап#/г
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му по признаку сравнения их произведение абсолютно интегрируемо 
на Г £ я \ 1,  и мы находимся в условиях теоремы Римана (теоре­
ма 4 .5 ) .  Поэтому интеграл (4 .2 6 ) стремится к 0 при п -~ -0 0 .

Сумма ряда Фурье есть предел I i т  Sn ( х 0).  Второй интеграл

в записи Sn  ( Х 0 ) стремится к 0 при Следовательно, сумма
ряда существует тогда и только тогда, когда существует предел 
первого интеграла в записи л5^(лг0 ) ,  и сумма в случае существова­
ния равна пределу первого интеграла.

Мы доказали довольно примечательный факт. Дело в-том , что 
в интеграле в теореме 4 .6  значения функции берутся из отрезка 
[ я р-£ ,  * , + £ ] •  Поэтому сходимость и значение суммы ряда Фурье 
в точке Х е зависят только от значений функции f  в окрестности 
точки Х 0 . Если, скажем, две функции Совпадают в достаточно малой 
окрестности точки Х 0 , то их ряды Фурье в этой точке одновременно 
сходятся или расходятся и в случае сходимости имеют одинаковые 
суммы, несмотря на то , что функции могут быть различны и иметь 
поэтому совершенно разные ряды Фурье.

§ 6 . Достаточные условия сходимости рядов Фурье в точке

Напомним, что точка Х 0 называется точкой разрыва первого ро­
да, если существуют конечные односторонние пределы:

U r n  £ ( Х о + Д х )  = ^ ( х а+ ) '  i i m  /  ( х 0+ Д Х ) = У  ( х 0~ ) . 
ах-~0+  ДХ-+-0-

Точку х 0 будем называть регулярной точкой функции /  , если

e r - s - M * *  _J-IХ 0)-------------—--------------- . Е с л и / непрерывна в точке Х 0 , то очевид­

но, Х 0 регулярна.
Определим для точки X  0 разрыва первого рода понятие односто­

ронних производных: . ,  .г, , . /(х„+дх)-/(хв+)
У + ( Х 0) =  l i r n  ----------— ------------ ;>дх^~о+

У - ( х 0)=  U r n  
д х ~ о -

/ЗХ

У ( х 0+ & х ) - у  ( х 0- )  
д х  "

Если Х 0 -  точка непрерывности, это определение совпадает с обычным 
определением односторонних производных, так как в этом случае 
/ (Х 0+) - £ ( Х р )  -  У ( Х о ) . Введем для удобства следующее обозначе­
ние: |

(4.27)
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Лемма 4 .7 . Для 2  Ж  -периодической абсолютно интегрируемой 
на отрезке^ длины 2 Ж  функции /  интегралы

1 У х ( * )  \ J. . . _ и > 1{  / J x  1 с /1 / . „  fJ — ^ at , 0<8±2Ж, и J ■cit
O ' -  о 2  izTZ ^ /2

сходятся или расходятся одновременно. ^
Доказательство. Для любого 8 e ( O tJt:] функпдя g S fl

непрерывна и , значит, интегрируема по Риману на отрезке [  8, Ж]  . 
Функция ( i )  при фиксированном X  абсолютно интегрируема 
на Г-Ж,Ж]  по условию, а значит, и на отрезке С8у3[\. Поэтому про­

У х  ( * )  „  г £иэведение  --------—— этих функций абсолютно интегрируемо на \.о,Ж\

т .е .  при любом 0 £ ( О  Ж J интеграл ------------------- d i  сходится.
/  2  i i n  t /Z

Так как в силу абсолютной интегрируемости функция/ ( t  ) и, 
следовательно, функция имеет только конечное число особых
точек на ( - # ' , # ]  (см . § I ) ,  то существует такое 8 > 0  , что на от­
резке 1 0 , 8 ]  функция ( t )  не имеет особых точек, кроме, быть

' \ S x ( i ) ) i s *  M l
и -------- Tl~2 S in  t/2.

/ / г *  у* ft *-(2 j  _эквивалентны при Т ”~>и+ так как liTn  --------------— Л Поэтому по пре-*
. .  j? \ £ ю \ , .дедьной форме признака сравнения интегралы J — - ----a t  и

f l S x ( t ) l  j ,  о ± л
J -----------— — c i t  сходятся или расходятся одновременно. Отсюда сра -
I  £ з £ п * / г
эу  следует утверждение леммы.

Теорема 4 .7 . Если точка X  является точкой непрерывности или 
разрыва первого рода для 2 Ж  -периодической абсолютно интегрируе­
мой на отрезке длины периода функции /  и при некотором 8  £  (0 ,Ж )

h s x w i  .  *  ,интеграл ) ---------------c i t  сходится, то ряд Фурье функции у- сходится
о ^

в точке X  к значению

может, точки О.  Теперь заметим, что функции —

8  ( X )  =
У(х+)+/(х~)

Доказательство. Из лемм 4 .5  и 4 .6 , используя формулы (4 .25 ) 
и (4 .2 3 ) ,  имеем
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V - s )  -
£ ( x + ) + f ( X - )  _

i f  г ,  . J(X + )+ J (x -)  p Xt .
^ ) B n f 0 [ / (x+t)+f(x- t )\ cL h  + ----- ----------- ] Т ) Т г Ш М  =

Ж

=J~\Dn (i)[}(x+i)+f(x-t)-fCx+)-f(x-j]<i-t =
5 ж /  у

= — f — —— — — 3 i n ( n  + y ) i c L t  . (4 .2 » )

Интеграл j  — ------ cLt сходится по условию. Тогда по лем-

„ функция--------- -
0 2  3 in ±/z ’ £  J i n  */z

абсолютно интегрируема на \_0,Ж~\. Отсюда по теореме Римана (см .
теорему 4 .5 )

Интеграл J ------- ------ а. т сходится по услс

ме 4 .7  сходится интеграл J — — г г л с ^  т .е .

Ж

й й и ? 5
^■X ( б )  , ,  i  . , ,

J z n  ( n  +  j ? )  £  d i  =  O j
£  a n  V /2

J  Cj c +) + £ ( x -)
т .е .  из (4 .2 8 ) существует t i m S ^ C x )  —

/С
Следсттн? 4 .5 . Если выполнены условия теоремы, то ряд Фурье 

функции в любой регулярной точке (в  частности, в точке непрерыв­
ности) сходится к значению функции в этой точке.

Следствие 4 .6 . Если у £ Ж  -периодической, абсолютно интегри­
руемой на отрезке длины периода функции J- -в точке j c  существуют 
J- ( * + ) , / ( * - ) , / + ' ( . * ) , / _  ' { X ) ,  то ряд Фурье сходится в этой точ­
ке к числу S  ( .Х) .

Доказательство. Из условия следует существование конечного
предела

П т = H ttl
■ i * o +  L

Г S(x+t)-f(x+) /(x-t)-f(x-)

. S / X + 6 )-/ (X + )  , f ( x + u ) - f f x - )
-  t im  ------------:------------- ■+ 1ъгп  --------- :

6 * 0 +  i  u * 0 -  ^  . . .  .
Следовательно, найдется такое S€(O f Jt)^ что функция 21  ограни­

чена на l O , S ]  и поэтому у нее нет ни одной.особой точки на этом
'  J J f- t )

отрезке. Но тогда — ------- интегрируема в обычном смысле по РимануТ j
на Г О, S' J так как (6 ) абсолютно интегрируема на [ & , S ]  , — не-

J * ( V  tпрерывна на (Ot S ]  и интегрируемость функции —  могла бы нару­



шаться только за счет ее стремления к бесконечности при i - ~ 0 +  ,  
но функция ограничена. Функция, интегрируемая по Риману, абсолют­
но интегрируема по Риману, т .е .  существует обычный определенный

f ' l S x ( t )  , ,
интеграл J ----- 7-------a , t  и по теореме 4 .7  ряд Фурье функции У сх о -

о £ '
дится к .S' ( х )  в данной точке X  .

СледстЕМ£ 4 .7 . Ряд Фурье 5 Ж  -периодической кусочно дифферен­
цируемой на отрезке Г ф у н к ц и и  /  сходится в каждой точ­
ке X  к значению 3  ( X ) .

Доказательство. По определению кусочно дифференцируемой функ­
ции на отрезке найдется конечное число точек разрыва пер­
вого рода, в которых существуют односторонние производные и между 
любыми соседними двумя из которых функция дифференцируема. Таким 
образом, в каждой точке на [ - Я -, 2Г ]7а следовательно, и на всей 
прямой выполняются условия следствия 2 .
■ Из следствий 4 .5  и 4 .7  непосредственно вытекает следующее 
следствие.

Следствие 4 .8 . Ряд Фурье -периодической непрерывной, ку­
сочно дифференцируемой функции сходится в каждой точке к значению 
функции в этой точке.

Заметим в конце параграфа, что все сказанное справедливо и 
для соответствующих функций произвольного периода 2 t  (см . § 3 ) .

§ 7 . Ряды Фурье для четных и нечетных функций. Разложение 
в ряд Фурье функции, заданной на конечном промежутке

Ряды Фурье четных и нечетных функций имеют особый вид. Если, 
скажем, У  -  четная, 2 1  -  периодическая, абсолютно интегрируемая

, ,  , П Л Х
на периоде функция, то произведения f lX fCOi  ——  , гг =0,  /,  2 , .. .

7~t ^ ^
и J(x)iin — - —  , П= ,  являются четными и нечетными функ­

циями соответственно.
Тогда по л етн е.4 .4  

а п = 7  СО*
гг ЗГХ

. х ,  гг = 0 ,  1, 2 ,  ( 4 . 29)
о " ^

Ь-п - О , Tl = / t 2 f . . . j
и ряд Фурье четной функции состоит из одних косинусов.

Если у  -  нечетная функция, то f ( x ) C 0 4  — , П ~ 0 1

нечетные функции, и / ( х )  3£п   ̂ ц -  / , 2 , . . . -  четные функции,
и по лемме 4 .4
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(4 .30 )
Ж*, rz=/,2, „.  ,

6 О 1
т .е .  ряд Фурье нечетной функции состоит из одинх синусов.

Теперь пусть ф ун кц и я/ задана на конечном промежутке <(2,Ъ>.  
Мы будем рассматривать эту функцию на интервале ( й , Ь )  как ее 
значения в концах промежутка не играют никакой роли. Так как ряд 
Фурье строится и сходится к периодической функции, то нудно дооп­
ределить функцию /  до некоторой вспомогательной периодической 
функции. Графически надо просто сдвигать график ф ункции / вдоль 
оси О х  на число, кратное длине интервала ( 0.,Ъ ) (рис. 4 .3 ) .

& п ~  ^ j  f t  -  O j  1 ,  2 ,  , . ,

Рис. 4 .3

Чтобы формально определить полученную вспомогательную функ­
ц и ю / , обозначим b ~ C l -2 i  и положим

f  ( x ) = f ( X - 2 l ? T i )  для x e ( a + £ t m  JC i + 2 t  ( т + 4 ) ) . 
Тогда J  -  периодическая функция с периодом 2 1 , f ( X )  = /  (X ) 
для Х £  (CL,h) и /  абсолютно интегрируема на отрезке длины пери­
ода, е с л и /  абсолютно интегрируема на [ t 2 ,b ]  . Следовательно, мы 
можем выписать ряд Фурье для функции /  :

-  а  о ^  п З Г х  i n j r x
f ( x ) ~ у  +  2_. а п С01 —7— + Ьп —   р

где i
У ( n J r x  .

an = j J f(x)cm— j— cLx , n  =
- t  1
i

Ьтх Y J J(x)iin n* Xdx, .
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Используя лемму 4 .3  и р а в ен ств о ,/ ( X ) = /  ( х ) прих е . (0 .)Ь>)) 
будем иметь для X  е ( Л , Ь )

s а е ^  П Л Х  П Л Х/(х )  -  Н- 2 7  a n COi — ----  +  Ь-п ЗгП -----------
< n=i  1 t J

где

an = j  \f(x)coi -~кх = 1- \f(x)co47~ ^ dx ,  rt-o, / ,2 , . . , ,
a
l

(4 .3 1 )

} ( x ) i i n  t~ ^ d x = ^ f ( x ) 5 i T i  —̂ — d x ,  Л = / 2 , . . .  .
a  La

Мы получили ряд Фурье функции, заданной на конечном промежут­
ке * а , Ь > .  Заметим, что в записи (4 .3 1 ) коэффициентов Фурье 
участвуют значения только самой функции на этом промежутке. Поэто­
му по значениям функции на ^ CL,Ь >  мы можем делать выводы о сходи­
мости ряда Фурье на основании, полученных в § 6 теорем, не привле­
кая вспомогательную периодическую функцию.

Пример 4 .2 . Разложить в ряд Фурье неограниченную периодичес­
кую (функцию

/ ( х ) =  t n \ 2 c o S  J  | ,  х  ±  ( 2  ГП + i ) Л ,  т е % . .
JCФункция COS £  имеет период 4JT, Но так как она стоит в л ога- 

рифмг: под знаком модуля, то период функции у  (X ) равен 2JV. Так 
как функция У  (X  ) четная, то Ьп  = 0 , f t  = 1 , 2 , . . . ,

р  f JC 4 2  Г
a D = — \ 1 п \ 2 со $ ж \ а Х  =  -  I i n  2  COS^-О .  Действительно, посчи- 

0’ ■зем интеграл j  t n 2 C 0 S ~  d . X  , преобразовав его двумя способами:
х ° §  Z Л f
I tnZcos j 'dx-  \ i n 2 c o S j d x  + \ in2cos jd x 2 c o s 2 ^ - x ~

л
z

Лz. л
z

- \ l n Z c o s i = ^tn2coi jdx  +• \ i i r igdt  -
M  ' Л nж
I

ж
z ж

2"
жг

= ] in?fcos jsin j V j c - j l n 2 s i n x d x % iin(J~u)^u ~\̂ n t̂owdU;
Жz

где в интегралах сделаны замены Х ^ Л - i  и X
ВО

Л -  IL , И



о о

Получаем, что £  J t n £  с о  i  l i d и =  \ i n 2 c o i  откуда
ж/г °  0 Ж

\ i n 2 c o S U c t u  =  О  и, следовательно, также \ i n 2 C 0 i j d x -  О. 
о  О

Для вычисления коэффициентов О-п , e i  = I ,  2 , . . . ,  проинтегри­
руем по частям, сделаем замену X = J C - t  и воспользуемся свойст­
вами ядра Дирихле (см . лемму 4 .5 ) :

Ж .ж
Р f  , х  t 2. j  X  ЗгП ПХ

a n = x \ i n Z c o i i co i n x d x = £ t n 2 c o i j  — ——  ■+■
О °

4 Л П П Х  З гП  ~z 1 (-/ ) * J i n n t  COS ?  .
+ — 1----------- г;----------ах =-------  I -------------------d t  =пЖ i  X  п зг i

Ж / з  ~  Ж / 2

в г п  */г

(-I)n~1? y in(n+ z)t  [ J£n(n-{) ' i  1 ,
~ П Ж  о \_£Лег'6/2 *  2  л е г* / г  \л ~

= — j  I p+Ecoski+z+b cos ki  \dt = 
n X  o ' - 4  k--1 *  k--1 -I

( - t ) n -1

( coi  Z Тг Х и вычисляется применением два раза 
правила Лопиталя).

Таким образом, по следствию 4 .6
. . „ х , ^  , жг-1 созпхtn\2cos j |  =  Z7 (-1)

f t=1 п

для X  £ (-Ж +2Ж СТ2} Ж + £  Ж  ттг )  ^так как в каждой такой точке 
чаша функция дифференцируема, а на отрезке [-У^, УГ~\ абсолютно ин­
тегрируема. Последнее нуждается в пояснении. В силу четности имеем 

Ж Ж
j  I tn 12. cos j  11 d x  =2 j  I tn Z cos j  \dx  =

-Ж  *■ 0
§ x  ж

= 2 f l tn 2 cos j  d x -  \ tn 2 coi ^ d x )
K О | Ж

{bn2coi f ?  О при JC6 [ о ,  I  X ]  * t n 2 c o i f < 0  при Х б [ §  t t ,  f t )  ) ,

причем первоначальный интеграл существует, если существуют оба ин-
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теграла в последней пасти равенства. С другой стороны, выше мы 
Ж I ’JT

вычислили уже, что \tn2coi g d X = О. Поэтому J inZCOi j d x  + 
X  0 т ° § л

+ j inZcoi j^dx- О и j tnZ co if dx  = -  J tnZcoi f d x ;
§ л ' i s r ЯГ

причем несобственный интеграл J существует и равен обычному
\Ж i *

определенному интеграл у -J  . Отсюда существует также интеграл
о <2 -п-

Ж  3 Ж

]  I In \2cosj \\dx ( n Z c o s fd x .
-ж  0

Пример 4 ,3 , Разложить в ряд по косинусам на отрезке Г О,Л~\ 
функцию J- ( X )  — X  ?

Для того  чтобы получить ряд только из косинусов, нужно нашу 
функцию продолжить на отрезок [ - Ж , 0 ]  четным образом. Продолжени

записывается с помощью то 
го же выражения X  . Те­
перь надо разложить 
функцию X  2 , заданную 
на отрезке
На рис. 4 .4  изображена 
вспомогательная S -Ж -п е­
риодическая функция У . 
Нетрудно видеть, что функ 
ция у  кусочно дифференци 
руема и непрерывная

на Г - Я , Я ] .  Поэтому ряд Фурье сходится в каждой точке_ отрез­
ка [ -J t,  следовательно, и всей прямой к функции у  , в част­
ности, в точках [ 0 /J7t] сходится к /  (х) =хг.

Вычислим коэффициенты Фурье:

Ьп - о t н — у, z, . . .  ?
ж

г  [ г , а &0~,7Г J X d X - а К ,

Рис. 4 .4

г г ’г j  а ( гнппх йп~зс}х cosnxdx-д.(х —
ж

Нтг n x c L x ) -
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cosnx_ _ ±  
~ ЖП n

Ж

о
i fft J cos nx

f  C O S n J T  1 I JC\ n 4

- ( - Я  i i n  n x \o ) = ( ' i )  п г  ’  п  = *>г >'--J tn  l n  

Таким образом, для X  e  [О, Л ]  имеем 

£ JC / Y7
JC -  —  --- р c o s n x .

3  n--i п г
В частнооти, при X  = Ж  получаем

О OQ
<2 Ж . Г"7 /= J  + 4 Z J  Г *  -

n - i  п
Откуда находим сумму ряда Эйлера 

£  —  =  — •

§ 8. Суммирование рядов Фурье 
методом средних арифметических

Пусть опять /  - 2  Ж  -периодическая функция, абсолютно интег­
рируемая на отрезке Z~JC,X], Рассмотрим средние арифметические час­
тичных сумм л?! ( X )  ряда Фурье и ядер Дирихле D% ( X ) ф ункции/:

. , . £о(х) +3<(х) + . . , + Sn (х)
&п IX ) = ----------------— — ------ :---------------------------- г

(4 .3 2 )п+ /
Do (х) + D , ( x ) + . .  + 2 )  „  ( х ) 

п +  1
П - О ,  /, 2 , . . .

Сумма G~n  ( X ) называется суммой Фейера П  - г о  порядка, а
ф  (X ) -  ядром Фейера п  - г о  порядка. Из формулы (4 .2 4 )

71 Ж
Sn (x) = j-\ Dn (-О f ( x  +t)di

JC~ jr
следует, что

U ) * l  j  Фп  ( i ) f ( x + t ) d t .  (4 .3 3 )
-JC

Наша задача -  исследовать поведение сумм Оп  ( X  ) при П ° °  , 
т .е .  рассмотреть суммирование ряда Фурье методом средних арифмети­
ческих.

Лемма 4 .8 . Ядро Фейера обладает следующими свойствами:
1 ) 9 5  [ Х ) является четной непрерывной 2 Ж  -периодической

функцией; _
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2 )& n ( 0 ) = - g ~  и Фп Ы ) 2 - 0  при всех t  ,‘ 
X  X

■ я ± ] Ф п « ) ^ Л \ Ф п и ) М = 1 ,

Sin‘
->?Г

4) Фп (i) =

Ж
О

, г  n * i ^

г  /2(n*i)Sin J
/7/?^ ^ , т  e Z .

Доказательство. Четность, непрерывность и периодичность ядра 
Фейера сразу следуют из его  определения (4 .3 2 ) и свойств _ядра Ди-

пj  Tl J ti. у

рихле (см . лемму 4 .5 ) .  Далее, Ф  ( 0 ) - r — Z l  В ъ (0 )-Т~~. £  ( k * z ) ~
n * ik ~ o  Л n + i k-o

>АналогичноД  7 ф  U ) d t  
л*-/ l г г \ г -L *2- Пг J - Я

t  =

=— Z2 ~jr ( i )  cLi -  i  (см . лемму 4 .5 ) .
tt*i т!перь получим свойство 4 , из которого сразу следует неотри­

цательность ядра Фейера. При "Ь*2ЖТП , имеем

,  Л  Л  S i n ( k * U t
( п * о Ф п и ) = и Dk ( i ) = z :  я . / .  -

п k -o  * k =0 £ Л п * / г

п  2  Sin g  J in  (k  + ■£ J t /

4 S ir ft/ z  k-0
= n  e * ,k=o i/Sin

i — СОЛ ( n + O i

H  (coskt- C O l(k *  / ) * )  =

• 2 П+1Sin

2 Н п г ±

Следствие 4 .9 . При фиксированном Ss(OtX) верно следующее 
равенство:

t i m  m a x  ( 6 )  =  О.  (4 .3 4 )
л - « ~  i m J f

Доказательство.Из свойства 4 вытекает

_ / Sine^ i  /
О&таг (t) -  —-----  max  ------ — — £ --------------- Т7~ ’
feliUX £(п+1) sin £  2(n + t)sin J

Так как правая часть полученного неравенства стремится к О 
при то из неравенства сразу получают (4 .3 4 ) .  '
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Если рассматриваемая S J t  -периодическая функция J- непрерыв­
на, то из непрерывности на [ЧЛ’, # ' ]  следует ее ограниченность на 
этом отрезке, а из периодичности -  ограниченность на всей прямой. 
Аналогично, функция J- будет равномерно непрерывна на любом отрез­
ке, например на отрезке [ 0 , 4’.# ']7 т .е .  для любого £ > 0  будет су­
ществовать такое £ ,  о * д * г л , что для <Х4,Х г  €  [  O' 4 J t ]  при 
I X f X z ]  с  &  будет | f ( X i )  )| * £ .  Тогда для произвольных
X j  n X j  , таких, что \ x / - X j \ < & ,  существует такое целое т ,  
что х ] - 2 Я т  , x j - p s t m  6 10,4Я ] . Отсюда\ (x{-S3rm)-(Xi-ZSJTn)\=
= |X '-X j  , и , следовательно, \ f(x ]) - f ( x ^ ) | = I f ( x  \- 2 J rm )  -
-  f ( x j  -  ZHtm )l ^<f. Таким образом, непрерывная периодическая 
функция равномерно непрерывна на всей прямой.

Теорема 4 .8  (Фейер). Последовательность сумм Фейера непрерыв­
ной 5JT -периодической функции f  сходится равномерно на отрез­
ке [ ~ Я , Х ] ?а следовательно, и на всей прямой к этой функции.

Доказательство. Возьмем произвольное t? > (?  . В  силу вышеска­
занного функция j  равномерно непрерывна на всей 
прямой, т .е .  существует такое ($1> О , что при i X^ X g )  ^ <? будет 
l f ( x , ) - J ( x 2) \<s/3.

Оценим разность /  (JC) -  ( X ) ,  используя выражение (4 .3 3 )
и свойства ядра Фейера^из леммы 4 .8  л следствия 4 .9 :

\ J (x)-6 -n (x)\= 4>n a ) S ( x  + i ) c U  1 =
I IT -rr 7Г '- X -J l

X

= Л  j  <Pn ( i ) [ f ( x ) - f ( x  + i)\cU\±  
~ x  - £  t  xX

(4 .3 b )
&

X

Л - X  “  -  -  JL - f t  £
^ Для второго слагаемого при любом X  имеем

£ [ Ф П({)\ f(x) -J(x+1) I di * £  j  $n U )dt± §-]  Фп (OcU = j  j>
(l -d  -Л

так как l x -  ( x + i ) l =  I i  I < О и ‘P n L ' D & O .
Оставшиеся два интеграла из (4 .3 5 ) оцениваются одинаково.

А именно, из ограниченности функции у  на всей прямой, т .е .  из су ­
ществования такого М > 0  , что \J(x)\ £ М при любом X  . следует

X X

J )  f„ ( i ) lS (X )-/ (x  + t ) \ d i < —  \<Pn ( i ) c l t £
s  я
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= ^n (-t)^2M  m a x  Фп ( i ) .
& £i*%  Q Л  6 i t £ j r  Ss-t&JT

Тан как правая часть неравенства стремится к 0 при тг-*-00 по 
следствию 4 .9 , то найдется такое натуральное число Л/ , что
при 7? > N  будет выполняться неравенство 

Ж
=  J Фн (*) I у  м  -/(x+t) \cu<£-

S’ . - f
Точно так же можно оценить и интеграл— J , Поэтому, под-

ж -Jt
ставляя все оценки в (4 .3 5 ) ,  для любого Х е Л  при n > N  имеем

I / ( х ) -  Gn (х) I +§ + §  - £)
что означает равномерную сходимость последовательности f jc ) ]  
к функции J- (х)  на всей прямой R  .

Несмотря на равномерную сходимость сумм Фейера непрерывной 
периодической функции к ней, ее ряд Фурье может расходиться. Одна­
ко, даже имея расходящийся ряд Фурье непрерывной функции, мы можем 
однозначно восстановить саму функцию как предел последовательности 
средних арифметических частичных сумм ряда Фурье. Кроме то го , если 
все же ряд Фурье непрерывной функции сходится в какой-нибудь точ­
ке , то оказывается, что он обязательно сходится к значению функции 
в этой точке.

Слзцствие 4 . KL_ Если ряд Фурье непрерывной 3JF  -периодичес­
кой функции сходится в некоторой точке, то он сходится к значению 
функции в этой точке.

Доказательство. Сначала покажем следующее: если i i m  Х п =к^
JC +1 %*+ JC

то И т у п -Ь  , г д е ^ = — ------—  .Для любых натуральных чиселтг
/г*® * ^

и Пь у П 0* К  , можно записать равенство .
у_ X  п  2 ( Х п ~  t> )

У п ° ~  7х  Tt + п.

Если теперь взять произвольное £  > 0  , то по определению предела 
существует такое ?Х0 , что при Тг>пв будет \ Х п ~Ь\<- ̂  •

Так как - П 0 Ь -  фиксированное число, a t i m j - = 0 ,
/ ,  Xfi - . . .+ X n . -ПоЬ Пто и т  — ---------------------—  = О , т .е .  существует такое 7li , что при/ С. ' ̂ ^

п > п л будет ~ П °— .Тогда для П ^ П е  = Гпах(7101п ^
получим
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\ У п ~ Ь и n
\xn0+i~b I + ...+ I I

+ ---------;-----------  <
п

€ П -П о  £  £  £
" I + —  т<

т .е .  t i m y n = i .
П-*оо

Таким образом, если частичные суммы S n  (ЛГ„) ряда Фурье не­
прерывной функции^ сходятся в точке JC к некоторому числу bf  
то суммы Фейера G~n  ( Д о )  в этой точке также сходятся к этому 
числу Ь ,  Но по теореме 4 .8  суммы Фейера сходятся к самой функ­
ции, т .е .  & = /  ( Х с ) к f ( X 0) = ti?-n. G'n ( x B)  = t i m 3 f t ( x 0) .

Tt-9-v*
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