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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 5{16Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÊÎÍÑÒ�ÓÊÒÈÂÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÏÎÈÑÊÀ �Å�ÓËßÒÎ�À,ÎÄÍÎÂ�ÅÌÅÍÍÎ ÑÒÀÁÈËÈÇÈ�ÓÞÙÅ�ÎÑÅÌÅÉÑÒÂÎ ÎÁÚÅÊÒÎÂÑ.Ê. Êîðîâèí, À. Â. Êóäðèöêèé, À. Ñ. ÔóðñîâÂ ðàáîòå èçëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè êîíå÷íîãîñåìåéñòâà ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà îñíîâíûõâîïðîñà, ñâÿçàííûõ ñ óêàçàííîé çàäà÷åé: íàõîæäåíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíîãîðåãóëÿòîðà è àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ðåãóëÿòîðà â ñëó÷àå åãî ñóùåñòâîâàíèÿ. Ïðåä-ñòàâëåííûé â ñòàòüå ïîäõîä îñíîâàí íà èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ à��èííûõ ïðåîáðàçîâàíèéïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà â ïðîñòðàíñòâî êîý��èöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõïîëèíîìîâ ñòàáèëèçèðóåìûõ îáúåêòîâ. Ïðèâåäåíà îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ îäíîâðå-ìåííîé ñòàáèëèçèðóåìîñòè êîíå÷íûõ ñåìåéñòâ îáúåêòîâ è ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàí ÷è-ñëåííûé àëãîðèòì ïîèñêà ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà, ïîñòðîåííîãî íà îñíîâå ìåòîäîâèíòåðâàëüíîãî àíàëèçà. 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è,îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ, èçëîæåííûõ â [2℄, îïèñûâàåòñÿàëãîðèòì ïîèñêà ðåãóëÿòîðà çàäàííîãî ïîðÿäêà, îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðó-þùåãî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îáúåêòîâ.Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè äëÿ ñêàëÿðíûõîáúåêòîâ �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [2℄.�àññìàòðèâàåòñÿ k ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íûõ ïîðÿä-êîâ ni ñ ïåðåäàòî÷íûìè �óíêöèÿìè
W1(s) =

β1(s)

α1(s)
, . . ., Wk(s) =

βk(s)

αk(s)
, (1)ãäå

βi(s) = bni−1,is
ni−1

+ . . . + b0,i,

αi(s) = sni + ani−1,is
ni−1

+ . . . + a0,i,ïðè÷åì ïîëèíîìû βi(s), αi(s) âçàèìíî ïðîñòû.Ñïðàøèâàåòñÿ [1℄, ñóùåñòâóåò ëè ðåãóëÿòîð l-ãî ïîðÿäêà
R(s) =

p(s)

q(s)
=

pls
l
+ pl−1s

l−1
+ . . . + p1s + p0

sl + ql−1sn−1 + . . . + q1s + q0
, (2)

c© Ñ.Ê. Êîðîâèí, À.Â. Êóäðèöêèé, À.Ñ. Ôóðñîâ, 2010



6 Ñ.Ê. ÊÎ�ÎÂÈÍ, À.Â. ÊÓÄ�ÈÖÊÈÉ, À.Ñ. ÔÓ�ÑÎÂîäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóþùèé âñå îáúåêòû (1), ò. å. òàêîé, ÷òî çíàìåíà-òåëè ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé âñåõ çàìêíóòûõ ñèñòåì, ïîëó÷åííûõ çàìûêàíèåìîáúåêòîâ (1) îáðàòíîé ñâÿçüþ (2), ò. å. âñå ïîëèíîìû
ϕi(s) = αi(s)q(s) + βi(s)p(s)(i = 1, 2, . . ., k), ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè?Ïðè k = 1, 2 ðåøåíèå ñ�îðìóëèðîâàííîé çàäà÷è èçâåñòíî [1, 6℄. Â ñëó÷àå

k > 3 êàêèõ-ëèáî îáùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è íåò [7℄. Ïðèýòîì â ðÿäå ðàáîò ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ (ñì. áèáëèîãðà�èþ â [8℄) ïðåäñòàâëåíûëèáî íåîáõîäèìûå, ëèáî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèèâ ñëó÷àå k > 3, ìíîãèå èç êîòîðûõ îòíîñÿòñÿ ê íåêîòîðûì óçêèì êëàññàì îáú-åêòîâ èëè íîñÿò íåêîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð. Íàéäåííûå â íàñòîÿùåå âðåìÿíåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè ïðè k > 3,êàê ïðàâèëî, ñâîäÿò îäíó íåðåøåííóþ çàäà÷ó ê äðóãîé [4℄.Â ðàáîòå [2℄ äëÿ k > 3 ëèíåéíûõ ñêàëÿðíûõ ñòàöèîíàðíûõ îáúåêòîâ ïðî-èçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ ïîëó÷åíû ïðîâåðÿåìûå ÷èñëåííî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿîäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè, à òàêæå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îäíîâðåìåííîéñòàáèëèçàöèè ðåãóëÿòîðîì çàäàííîãî ïîðÿäêà ñ óêàçàíèåì àëãîðèòìîâ ïî-ñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà, îñíîâàííûõ íà àíàëèçå ñòðóêòóðûîáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâàõ êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìîâ, ëèíåéíîçàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, íà îñíîâå ïîäõîäîâ, òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ â [2℄,ïðèâåäåíà îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçèðóåìîñòè ñå-ìåéñòâà îáúåêòîâ (1) è ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïî-èñêà ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ïðèêëàäíîãîèíòåðâàëüíîãî àíàëèçà [5℄. Ïðèâåäåì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ,íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.Äëÿ êàæäîãî çíàìåíàòåëÿ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè îáúåêòà Wi(s), çàìêíó-òîãî îáðàòíîé ñâÿçüþ ñ ðåãóëÿòîðîì l-ãî ïîðÿäêà (2),
ϕi(s) = αi(s)q(s) + βi(s)p(s) = ϕ0,i + ϕ1,is + . . . + ϕni+l−1,is

ni+l−1
+ sni+l, (3)îïðåäåëèì âåêòîð êîý��èöèåíòîâ

ϕi = (ϕ0,i, . . ., ϕni+l−1,i).Òîãäà äëÿ êàæäîãî i = 1, . . ., k íàéäåòñÿ ìàòðèöà
Ai(αi, βi, l) ∈ R

(ni+l)×(2l+1)è ñòîëáåö
Bi(αi, βi, l) ∈ R

(ni+l)(îäíîçíà÷íî ïîñòðîåííûå ïî êîý��èöèåíòàì ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè Wi(s))òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà



ϕ0,i...

ϕni+l−1,i



 = Ai(αi, βi, l)





q0...
ql−1
p0...
pl




+ Bi(αi, βi, l), i = 1, . . ., k. (4)



ÊÎÍÑÒ�ÓÊÒÈÂÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÏÎÈÑÊÀ �Å�ÓËßÒÎ�À 7Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
Ai(αi, βi, l)





q0...
ql−1
p0...
pl




+ Bi(αi, βi, l) > 0, i = 1, . . ., k (5)çàäàåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìîâ ϕ(s) i = 1, . . ., k.Âåêòîð v = (q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl) íàçîâåì óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì ñèñòåìûíåðàâåíñòâ (5), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ïîëèíîì

ϕi(s) = ϕ0,i + ϕ1,is + . . . + ϕni+l−1,is
ni+l−1

+ sni+l, i = 1, . . ., kñ êîý��èöèåíòàìè (4) óñòîé÷èâ. Äëÿ óäîáñòâà óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû(5) íàçîâåì òàêæå ñòàáèëèçèðóþùèìè ïàðàìåòðàìè.Î÷åâèäíîå íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçà-öèè îáúåêòîâ (1) äëÿ óäîáñòâà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåãî óòâåð-æäåíèÿ [2℄.Ò å î ð åìà 1. Ëèíåéíûå îáúåêòû (1) îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóåìû ðå-ãóëÿòîðîì l-ãî ïîðÿäêà (2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò õîòÿáû îäíî óñòîé÷èâîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (5).Ñóùåñòâîâàíèå óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) îçíà÷àåò ñîâìåñòíîñòüýòîé ñèñòåìû è, òàêèì îáðàçàì, ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (5) ÿâëÿåòñÿ íåîáõî-äèìûì óñëîâèåì îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè îáúåêòîâ (1). Â [2℄ ïðèâåäåíûïðîâåðÿåìûå ðàíãîâûå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ýòîé ñèñòåìû, äîïóñêàþùèå÷èñëåííóþ ïðîâåðêó. Ê ñîæàëåíèþ, äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðèâåäåííîå âòåîðåìå 1, íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåò àíàëèòè-÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ âî ìíîæåñòâåðåøåíèé ñèñòåìû (5), ïîñêîëüêó òàêàÿ ïðîâåðêà ïðè ïðèìåíåíèè èçâåñòíûõêðèòåðèåâ óñòîé÷èâîñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëîæíûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõíåðàâåíñòâ. Ïîýòîìó äëÿ ïîèñêà óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü-çîâàòü èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ èíòåðâàëüíîãî àíà-ëèçà [5℄. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå óêàçàííîãî ïîäõîäà, êàê áûëî óêàçàíîâûøå, èçëîæåíî â ðàáîòå [2℄.Çàìåòèì, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå òåîðåìû 1 (ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû (5))äàåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿ-òîðà (q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl) [4℄, â êîòîðîì ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ ñòàáèëèçèðóþ-ùèå ïàðàìåòðû (ñîäåðæàòñÿ, åñëè îíè ñóùåñòâóþò). Ïðè ýòîì âîçìîæíûòðè ñëó÷àÿ.1. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (5) íåñîâìåñòíà. Òîãäà ñòàáèëèçèðóþ-ùèõ ïàðàìåòðîâ íå ñóùåñòâóåò è îáúåêòû (1) îäíîâðåìåííî íå ñòàáèëèçèðó-åìû.2. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (5) ñîâìåñòíà è ìíîæåñòâî åå ðåøåíèéîãðàíè÷åíî. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü (ñì. ïàðàãðà�û 2 è 3 íàñòî-ÿùåé ðàáîòû) ÷èñëåííûé àëãîðèòì ïîèñêà ñòàáèëèçèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ âîãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ
(q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl)



8 Ñ.Ê. ÊÎ�ÎÂÈÍ, À.Â. ÊÓÄ�ÈÖÊÈÉ, À.Ñ. ÔÓ�ÑÎÂðåãóëÿòîðà ((2l +1)-ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ èí-òåðâàëüíîãî àíàëèçà [5℄. Ïðè ýòîì óïîìÿíóòàÿ îáëàñòü ïîèñêà äîëæíà ñî-äåðæàòü âñå ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (5). Îäèí èç ñïîñîáîâïîèñêà îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðèâåäåí, íàïðèìåð, â [3℄. Çàìåòèì, ÷òî âñëó÷àå îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (5) ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ ñèñòåìà îäíîðîäíûõ íåðàâåíñòâ
Ai(αi, βi, l)





q0...
ql−1
p0...
pl




> 0, i = 1, . . ., k (6)íåñîâìåñòíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñèñòåìà (6) èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøå-íèå v∗, òî â ñèëó îäíîðîäíîñòè ñèñòåìû (6) äëÿ ëþáîãî µ > 0 âåêòîð µv∗òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû, ïðè ýòîì íàéäåòñÿ òàêîå çíà-÷åíèå µ∗ > 0, ÷òî ïðè âñåõ µ > µ∗ âåêòîðû µv∗ áóäóò ÿâëÿòüñÿ ðåøåíèÿìèíåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (5). Íî òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (5) íå áó-äåò îãðàíè÷åííûì.3. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (5) ñîâìåñòíà è ìíîæåñòâî åå ðåøåíèéíå îãðàíè÷åíî. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîé ïðîöåäóðû ïîèñêà ñòà-áèëèçèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî íåïîíÿòíî, â êàêîé èìåííîîãðàíè÷åííîé îáëàñòè âî ìíîæåñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû (5) íàäî èñêàòü ýòèñòàáèëèçèðóþùèå ïàðàìåòðû, ïîñêîëüêó ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ðàáîòàþòòîëüêî íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåîãðàíè÷åí-íîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (5) ñèñòåìà (6) ñîâìåñòíà.Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîé ïðîáëåìîé ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâïîèñêà îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà äëÿ îáúåêòîâ (1) â ñëó-÷àå 3 ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ëîêàëèçàöèè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè â ïðîñòðàíñòâåïàðàìåòðîâ

(q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl),â êîòîðîé, â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ, ñîäåðæàòñÿ ñòàáèëèçèðóþùèå ïàðà-ìåòðû.Â [2℄ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, íà îñíîâå êîòîðûõ â ñëó÷àå 3 âîçìîæíî ëîêà-ëèçîâàòü îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
(q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl),ñîäåðæàùóþ òàê íàçûâàåìûå ω-ñòàáèëèçèðóþùèå ïàðàìåòðû (îïðåäåëåíèåñì. íèæå), â ñëó÷àå èõ ñóùåñòâîâàíèÿ. Â ïàðàãðà�å 2 (òåîðåìà 4) íàñòîÿ-ùåé ðàáîòû ñ�îðìóëèðîâàíî óòâåðæäåíèå îá óêàçàííîé ëîêàëèçàöèè. Â [2℄ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ïî ω-ñòàáèëèçèðóþùèì ïàðàìåòðàì âñåãäà ìîæíî ïî-ñòðîèòü ðåãóëÿòîð, îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóþùèé îáúåêòû (1).Íèæå ïðèâåäåíû íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå äëÿ ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøåãî èç-ëîæåíèÿ �àêòû.Âåêòîð ïàðàìåòðîâ u = (u0, . . ., un−1)

⊤ ∈ R
n
+ ïîëèíîìà p(s) = u0 + u1s +

+ . . . + un−1s
n−1

+ sn ω-óñòîé÷èâûé [2℄, åñëè ïîëèíîì ñòåïåíè (n − 1)

u(s) = u0 + u1s + . . . + un−1s
n−1óñòîé÷èâ.



ÊÎÍÑÒ�ÓÊÒÈÂÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÏÎÈÑÊÀ �Å�ÓËßÒÎ�À 9Ò å îð åìà 2. ([2℄) Ïóñòü a = uµ | ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå R
n, µ ∈ R,ïðè÷åì âåêòîð

u = (u0, . . ., un−1)
⊤

ω-óñòîé÷èâûé. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå çíà÷åíèå µ∗ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ
µ > µ∗ ïîëèíîìû

u(s) = µ∗u0 + µ∗u1s + . . . + µ∗un−1s
n−1

+ snóñòîé÷èâûå.Âåêòîð v = (q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl) íàçîâåì ω-óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì ñèñ-òåìû íåðàâåíñòâ (6), åñëè äëÿ íåãî âñå âåêòîðû



ϕ̄0,i...

ϕ̄ni+l−1,i



 = Ai(αi, βi, l)





q0...
ql−1
p0...
pl




, i = 1, . . ., k (7)

ω-óñòîé÷èâû.Â [2℄ âåêòîð
v = (q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl),ÿâëÿþùèéñÿ ω-óñòîé÷èâûì ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (6), íàçâàí ω-ñòà-áèëèçèðóþùèì, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû | ω-ñòàáèëèçèðóþùèìè.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ âàðèàíòîì òåîðåìû 6 èç [2℄, óñòàíà-âëèâàåò äîñòàòî÷íîå óñëîâèå îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè îáúåêòîâ (1) ðå-ãóëÿòîðîì l-ãî ïîðÿäêà (2).Ò å î ð åìà 3. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (6) (ïîñòðîåííîé ïî êîý�-�èöèåíòàì ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé îáúåêòîâ (1)) ñóùåñòâóåò ω-óñòîé÷è-âîå ðåøåíèå. Òîãäà îáúåêòû (1) îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóåìû íåêîòîðûìðåãóëÿòîðîì ïîðÿäêà l.Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿ-òîðà ïî ω-óñòîé÷èâîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (6) ìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâåðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [2℄ (ïðèâåäåí â ïàðàãðà�å 4 íàñòîÿùåé ðàáîòû).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó ïîèñêà îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿ-òîðà äëÿ îáúåêòîâ (1) â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà (5) èìååò íåîãðàíè÷åííîåìíîæåñòâî ðåøåíèé, ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ýòàïà.1. Ïîèñê ω-óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6).2. Ïîñòðîåíèå óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) ïî ω-óñòîé÷èâîìó ðåøå-íèþ ñèñòåìû (6).3. Ïîñòðîåíèå îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà ïî óñòîé÷è-âîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (5).Íèæå, â ïàðàãðà�å 2 ïðèâåäåíî óòâåðæäåíèå î ëîêàëèçàöèè îáëàñòè ïî-èñêà ω-óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6), ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿèíòåðâàëüíîãî àíàëèçà [5℄ è ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîèñêà ω-óñòîé÷èâîãî ðåøå-íèÿ ñèñòåìû (6) íà îñíîâå ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.



10 Ñ.Ê. ÊÎ�ÎÂÈÍ, À.Â. ÊÓÄ�ÈÖÊÈÉ, À.Ñ. ÔÓ�ÑÎÂ2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçàäëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà ïîèñêà
ω-ñòàáèëèçèðóþùèõ ïàðàìåòðîâÌåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà [5℄ ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ÷èñëåííûå àëãî-ðèòìû, îáåñïå÷èâàþùèå ãàðàíòèðîâàííóþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâ, îïè-ñàííûõ ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ è, â ñèëó ýòîãî,ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå èêîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòàõ. Íèæå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ èíòåðâàëüíîãîàíàëèçà.Îñíîâíûì îáúåêòîì èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìîå âå-ùåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ÷èñëî.Âåùåñòâåííîå èíòåðâàëüíîå ÷èñëî [x] | îäíîñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî èç R,äëÿ ïðîñòîòû íàçûâàåìîå èíòåðâàëîì. Íèæíÿÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà [x] îáî-çíà÷àåòñÿ x è îïðåäåëÿåòñÿ êàê

x , sup{a ∈ R ∪ {−∞,∞} | ∀x ∈ [x] a 6 x},âåðõíÿÿ ãðàíèöà èíòåðâàëà [x] îáîçíà÷àåòñÿ x è îïðåäåëÿåòñÿ êàê
x , inf{b ∈ R ∪ {−∞,∞} | ∀x ∈ [x] b > x},øèðèíà íåïóñòîãî èíòåðâàëà [x] îïðåäåëÿåòñÿ êàê

w([x]) , x − x.Îáîçíà÷èì ÷åðåç IR ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ èíòåðâàëîâ. Òîãäà ëþáîéèíòåðâàë [x] èç IR ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàäàí ñâîåé íèæíåé xè âåðõíåé x ãðàíèöàìè:
[x] = [x, x].Äëÿ èíòåðâàëüíûõ ÷èñåë ââîäÿòñÿ îñíîâíûå àðè�ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè(ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå, äåëåíèå) è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå îïå-ðàöèè (îáúåäèíåíèå, ïåðåñå÷åíèå, äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå è äð., ñì. [5℄).Âåùåñòâåííûé èíòåðâàëüíûé âåêòîð [x] ∈ IR

n (ïàðàëëåëîòîï) | ýòîïîäìíîæåñòâî R
n, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå n çà-ìêíóòûõ èíòåðâàëîâ

[x] = [x1] × [x2] × . . . × [xn],ãäå [xi] = [xi, xi] äëÿ i = 1, . . ., n. Îïåðàöèè, ââåäåííûå äëÿ èíòåðâàëîâ, ïåðå-íîñÿòñÿ íà ïàðàëëåëîòîïû [5℄.Øèðèíà íåïóñòîãî èíòåðâàëüíîãî âåêòîðà [x] îïðåäåëÿåòñÿ êàê
w([x]) , max

16i6n
w([xi]).Îñíîâíîå îòëè÷èå ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ìåòîäîâèíòåðâàëüíîãî àíàëèçà îò àëãîðèòìîâ, ïðåäïîëàãàþùèõ èñïîëüçîâàíèå ñå-òî÷íûõ ìåòîäîâ, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþîáû÷íûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íîñÿò ëîêàëüíûé õàðàêòåð è íå ãàðàíòèðóþò,÷òî âñå òî÷êè ìíîæåñòâà, ïîêðûòîãî ñåòêîé, óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ñâîéñò-âàì, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò óçëû ñåòêè. Ìåòîäû èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà,â ñâîþ î÷åðåäü, äàþò âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîæåñòâî, óäîâëå-òâîðÿþùåå íåîáõîäèìûì ñâîéñòâàì, âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè | ïàðàëëå-ëîòîïàìè, âíóòðåííèå òî÷êè êîòîðûõ ãàðàíòèðîâàííî îáëàäàþò íóæíûìèñâîéñòâàìè.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ëîêàëèçîâàòü îáëàñòü ïîèñêà ω-óñòîé÷è-âûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (6).



ÊÎÍÑÒ�ÓÊÒÈÂÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÏÎÈÑÊÀ �Å�ÓËßÒÎ�À 11Ò å îð åìà 4. Ïóñòü îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (6) èìå-åò õîòÿ áû îäíî ω-óñòîé÷èâîå ðåøåíèå. Òîãäà îíà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãîòàêèõ ðåøåíèé, ïðè÷åì ëþáîé ïàðàëëåëîòîï â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ
v = (q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl),äëÿ êîòîðîãî òî÷êà (0, . . ., 0) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé, ñîäåðæèò ω-óñòîé÷è-âûå ðåøåíèÿ.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4 ñëåäóåò èç òåîðåìû 2 è îäíîðîäíîñòè ñèñ-òåìû (6).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óñòàíàâëèâàåò �àêò ñóùåñòâîâàíèÿ âíóòðåííèõ òî-÷åê ìíîæåñòâà ω-óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (6).Ò å î ð åìà 5. Ïóñòü
v∗ = (q∗0 , . . ., q∗l−1, p

∗

0, . . ., p
∗

l )| ω-óñòîé÷èâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (6). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òîâñå âåêòîðû ñåìåéñòâà
v∗δ = {(q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl) : qi − δ 6 qi 6 qi + δ, pi − δ 6 pi 6 pi + δ}ÿâëÿþòñÿ ω-óñòîé÷èâûìè.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîðíåéïîëèíîìîâ îò êîý��èöèåíòîâ.Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ïðîöåäóðû ïîèñêà ω-óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû(6) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.Âûáåðåì íà÷àëüíûé ïàðàëëåëîòîï | ïðîèçâîëüíûé n-ìåðíûé êóá òàêîé,÷òî òî÷êà (0, . . ., 0) ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

[v0
] = ([v0

1 ], [v0
2 ], . . ., [v0

2l+1]) = ([q0
0 ], . . ., [q0

l−1], [p
0
0], . . ., [p

0
l ]). (8)Ââåäåì âåêòîð-�óíêöèþ

Hn(u) = (un, h1(u), . . ., hn(u)),îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå ïîëèíîìîâ
u(s) = u0 + u1s + . . . + un−1s

n−1
+ unsn, (9)ãäå hi(u) | óãëîâûå ìèíîðû ìàòðèöû �óðâèöà: óñòîé÷èâîñòü ïîëèíîìà (9)ýêâèâàëåíòíà óñëîâèÿì un > 0, hi(u) > 0.Èíòåðâàëüíàÿ �óíêöèÿ

[f ] : IR
n → IR

míàçûâàåòñÿ �óíêöèåé âêëþ÷åíèÿ äëÿ �óíêöèè
f : IR

n → IR
m,åñëè ∀[x] ∈ IR

n, f([x]) ⊂ [f ]([x]) [5℄.Èíòåðâàëüíûì àíàëîãîì ïðèâåäåííîãî óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëå-äóþùåå óñëîâèå íà �óíêöèþ âêëþ÷åíèÿ [H ]([u]):
[Hi]([u]) ⊂ [Yi], ãäå [Yi] = (]0, +∞[, . . ., ]0, +∞[) ∈ IR

i. (10)



12 Ñ.Ê. ÊÎ�ÎÂÈÍ, À.Â. ÊÓÄ�ÈÖÊÈÉ, À.Ñ. ÔÓ�ÑÎÂÂ ñèëó òåîðåìû 5 ìíîæåñòâî ω-óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé â ïàðàëëåëîòîïå [v0
]ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïàðàëëåëîòîïàìè, öåëèêîì ñîñòîÿùèìè èç òàêèõðåøåíèé. Äëÿ ïîèñêà ïàðàëëåëîòîïîâ

[v∗] = (q∗0 , . . ., q∗l−1, p
∗

0, . . ., p
∗

l ),ñîñòîÿùèõ èç ω-óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (6), ìîæåò áûòü ïðèìåíåí èí-òåðâàëüíûé àëãîðèòì SIVIA (Set Invertor Via Interval Analysis), îïèñàííûéâ [5℄. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå øàãè ðàáîòû ýòîãî èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà.1. Íà âõîä àëãîðèòìàSIVIA([v], H1, . . ., Hk, [Y1], . . ., [Yk], ε, Ωgood, Ωbad, Ωunk)ïîäàþòñÿ ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:| ïàðàëëåëîòîï [v] = ([q0], . . ., [ql−1], [p0], . . ., [pl]), ïåðâîíà÷àëüíî [v] = [v0
];| �óíêöèè âêëþ÷åíèÿ [Hi]([u]), i = 1, . . ., k (ñì. âûøå);| ìíîæåñòâà [Yi], i = 1, . . ., k (ñì. âûøå);| òî÷íîñòü àëãîðèòìà ε > 0 (çàäàåò ïðàâèëî îñòàíîâêè ðàáîòû àëãî-ðèòìà);| ìíîæåñòâà ïàðàëëåëîòîïîâ Ωgood, Ωbad, Ωunk, ïåðâîíà÷àëüíî ïóñòûå;ïðè ýòîì ìíîæåñòâà ïàðàëëåëîòîïîâ Ωgood, Ωbad, Ωunk ÿâëÿþòñÿ è âûõîäíûìèçíà÷åíèÿìè èíòåðâàëüíîãî àëãîðèòìà SIVIA.2. Äëÿ êàæäîãî îáúåêòà (1) îïðåäåëåëÿåòñÿ èíòåðâàëüíûé âåêòîð

[ϕ̂i] = Ai(αi, βi, l)[v], i = 1, . . ., k.3. Ê ïîëó÷åííûì èíòåðâàëüíûì âåêòîðàì [ϕ̂i] ïðèìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî�óíêöèè âêëþ÷åíèÿ [Hi]([u]):| åñëè [Hi]([ϕ̂i]) ∩ [Yi] = [Hi]([ϕ̂i]) äëÿ âñåõ i = 1, . . ., k, òî ïàðàëëåëîòîï [v]âêëþ÷àåòñÿ â ìíîæåñòâî Ωgood;| åñëè [Hi]([ϕ̂i])∩ [Yi] = ∅ õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i = 1, . . ., k, òî ïàðàëëåëîòîï
[v] âêëþ÷àåòñÿ â ìíîæåñòâî Ωbad;| åñëè [Hi]([ϕ̂i]) ∩ [Yi] 6=

[
∅

[Hi]([ϕ̂i])
äëÿ âñåõ i = 1, . . ., k, òî íåîáõîäèìîîïðåäåëèòü øèðèíó ïàðàëëåëîòîïà [v]:| åñëè w([v]) 6 ε , òî ïàðàëëåëîòîï [v] âêëþ÷àåòñÿ â ìíîæåñòâî Ωunk;| åñëè w([v]) > ε , òî ïàðàëëåëîòîï [v] ïîäâåðãàåòñÿ áèñåêöèè (äåëåíèåïîïîëàì îäíîãî èç ðåáåð ìàêñèìàëüíîé äëèíû) íà äâà ïîäïàðàëëåëîòîïà

R[v] è L[v].4. Äëÿ ïàðàëëåëîòîïîâ R[v] è L[v] çàïóñêàþòñÿ èòåðàöèè ðåêóðñèèSIVIA(R[v], H, [Y ], ε, Ωgood, Ωbad, Ωunk)è SIVIA(L[v], H, [Y ], ε, Ωgood, Ωbad, Ωunk).Â ðåçóëüòàòå â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà SIVIA âåñü íà÷àëüíûé ïàðàëëå-ëîòîï [v0
] ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ïîäìíîæåñòâà ïàðàëëåëîòîïîâ

[v0
] = Ωgood ∪ Ωbad ∪ Ωunk.Ïðè ýòîì
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Ωgood = {∪ [vj

] : [Hi] ( [ ϕ̂
j
i ] ) ∩ [Yi] = [ Hi ] ( [ ϕ̂

j
i ] ), [ ϕ̂

j
i ] = Ai(αi, βi, l) [ vj

],
i = 1, . . ., k} | ìíîæåñòâî ω-óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (6),

Ωbad = {∪[vj
] : [Hi]([ϕ̂

j
i ]) ∩ [Yi] = ∅, [ϕ̂

j
i ] = Ai(αi, βi, l)[v

j
], i = 1, . . ., k} |ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ω-óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6),

Ωunk = {∪[vj
] : w([vj

]) 6 ε} | ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ èíòåð-âàëüíûé àëãîðèòì SIVIA íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè êàêèå-ëèáîèç íèõ ω-óñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (6).Åñëè ìíîæåñòâî Ωgood íå ïóñòî, òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 3 îáúåêòû (1)îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóåìû.3. Îïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèéàëãîðèòìà SIVIAäëÿ ïîèñêà ω-óñòîé÷èâûõ ðåøåíèéÎáîçíà÷èì ÷åðåç K ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (6), à ÷åðåç
V = {[vj

]}| ìíîæåñòâî ïàðàëëåëîòîïîâ, ïðîâåðÿåìûõ â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìàSIVIA. Çàìåòèì, ÷òî
Ωgood ∪ Ωbad ∪ Ωunk ⊆ V.Ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà SIVIA, îïèñàííîãî âïðåäûäóùåì ïóíêòå, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ïðîáëåìà: êàê ïî íà÷àëüíîìóïàðàëëåëîòîïó [v0

] äëÿ ïîèñêà ω-óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû âûáðàòü òî÷-íîñòü àëãîðèòìà ε òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàèìåíüøèé ïàðàëëåëîòîï, ñîîòâåò-ñòâóþùèé îñòàíîâêå àëãîðèòìà, èìåë òàêóþ øèðèíó, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàëàáû âîçìîæíîñòü åãî âïèñàíèÿ â ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ïåðåñå÷åíèåì ìíî-æåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (6) ñ íà÷àëüíûì ïàðàëëåëîòîïîì, ò. å. êàê âûáðàòüíà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ àëãîðèòìà SIVIA, ÷òîáû õîòÿ áû îäèí ïàðàëëåëîòîïèç ìíîæåñòâà V öåëèêîì ñîäåðæàëñÿ âî ìíîæåñòâå K(v0
) = K ∩ [v0

]? Ýòîóñëîâèå íåîáõîäèìî, òàê êàê, åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïðåäñòàâëåííûéàëãîðèòì SIVIA çàâåäîìî íå íàéäåò ω-óñòîé÷èâîå ðåøåíèå â íà÷àëüíîì ïà-ðàëëåëîòîïå.Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå: ìèíèìàëüíîé øèðèíîé îãðàíè÷åííîãîìíîæåñòâà â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áóäåì íàçûâàòü äèàìåòð n-ìåðíîéñ�åðû íàèáîëüøåãî îáúåìà, êîòîðóþ ìîæíî âïèñàòü â ýòî ìíîæåñòâî (ïðèýòîì âñå òî÷êè ñ�åðû êðîìå, áûòü ìîæåò, ãðàíè÷íûõ áóäóò ÿâëÿòüñÿ âíó-òðåííèìè òî÷êàìè ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà). Ìèíèìàëüíóþ øèðèíóìíîæåñòâà G áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç wmin(G).Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà �îðìóëèðóåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñïåøíîé ðàáîòûàëãîðèòìà SIVIA.Ò å î ð åìà 6. Ïóñòü ñèñòåìà (6) ñîâìåñòíà è [v0
] | íà÷àëüíûé ïàðàë-ëåëîòîï äëÿ ïîèñêà ω-óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ. Òîãäà, åñëè òî÷íîñòü ε àëãî-ðèòìà SIVIA óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

1√
2
· wmin(K(v0

)) > ε,òî õîòÿ áû îäèí ïàðàëëåëîòîï ìíîæåñòâà V öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ âî ìíî-æåñòâå K(v0
).



14 Ñ.Ê. ÊÎ�ÎÂÈÍ, À.Â. ÊÓÄ�ÈÖÊÈÉ, À.Ñ. ÔÓ�ÑÎÂÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîé øèðèíûìíîæåñòâà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ ðàáîòû àëãîðèòìà SIVIA.Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 6 äëÿ íàçíà÷åíèÿ òî÷íîñòè ε àë-ãîðèòìà SIVIA, íåîáõîäèìî óìåòü îöåíèâàòü ìèíèìàëüíóþ øèðèíó ìíîæå-ñòâà K(v0
), îáðàçîâàííîãî ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (6) èíà÷àëüíîãî ïàðàëëåëîòîïà [v0

], ò. å. âåëè÷èíó wmin(K(v0
)).Ïðåæäå ÷åì ïðèâåñòè ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ìèíèìàëüíîé øèðèíû ìíî-æåñòâà K(v0

), ñ�îðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå �àêòû.Èçâåñòíî [4℄, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé K ñèñòåìû (6) ïðåäñòàâëÿåò îòêðû-òûé ìíîãîãðàííûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â íóëå. Ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî àëãî-ðèòìà [3, ñ. 71℄ ýòî ìíîæåñòâî ìîæíî îïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:
V = k1X1 + k2X2 + . . . + knXn, (11)ãäå ki > 0, Xi-ðåáðà n-ãðàííîãî êîíóñà, i = 1, . . ., n.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Gr(Xm, Xj) ãðàíü ìåæäó ðåáðàìè Xm è Xj. Äëÿ òîãî÷òîáû îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðàíü Gr(Xm, Xj) âíåøíåé, ìîæíî èñïîëüçî-âàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð åìà 7. �ðàíü Gr(Xm, Xj) ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé ãðàíüþ n-ãðàííîãî êî-íóñà K, åñëè õîòÿ áû äëÿ îäíîãî i = 1, . . ., k âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

Ai(αi, βi, l)(Xm + Xj) = 0, m 6= j, 1 6 m, j 6 n.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 ñëåäóåò èç àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðå-øåíèÿ ñèñòåìû (6) [3℄.Ïóñòü
Gr(Xi1 , Xi2), . . ., Gr(Xin−1

, Xin
), Gr(Xin

, Xi1)| âíåøíèå ãðàíè êîíóñà K, íàéäåííûå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 7.Íîðìèðóåì âåêòîð-ðåáðà Xi, (i = 1, . . ., n) n-ãðàííîãî êîíóñà (11). Íåîãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî Xi óæå íîðìèðîâàíû. Ïîñòðîèì âåêòîð
z =

∑

i

Xiè íîðìèðóåì åãî z∗ =
z

|z| (|z| =
√

(z, z)).Íàéäåì ðàññòîÿíèÿ (â åâêëèäîâîé ìåòðèêå) îò z∗ äî âíåøíèõ ãðàíåé êî-íóñà K
rj = ρ(z∗, Gr(Xij

, Xij+1
)).Ïîëîæèì

r = min
j

{rj}.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó äëÿ ìèíèìàëüíîéøèðèíû ìíîæåñòâà K(v0
).Ò å î ð åìà 8. Ïóñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé K ñèñòåìû (6) îïèñàíî â âèäå

n-ãðàííîãî êîíóñà (11), [v0
] | íà÷àëüíûé ïàðàëëåëîòîï äëÿ àëãîðèòìàSIVIA. Òîãäà âåðíî íåðàâåíñòâî

wmin(K(v0
)) >

r

1 + r
· wmin([v0

]).



ÊÎÍÑÒ�ÓÊÒÈÂÍÛÉ ÀË�Î�ÈÒÌ ÏÎÈÑÊÀ �Å�ÓËßÒÎ�À 15Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8 îñíîâàíî íà èçâåñòíûõ òåîðåìàõ ãåîìåòðèè îâïèñàííûõ îêðóæíîñòÿõ è ïîäîáèè òðåóãîëüíèêîâ. Çàìåòèì, ÷òî wmin([v0
]) =

= min{w([v0
i ])} | äëèíà íàèìåíüøåãî ðåáðà ïàðàëëåëîòîïà [v0

].Èç òåîðåì 6 è 8 ñëåäóåò, ÷òî åñëè òî÷íîñòü ε àëãîðèòìà SIVIA òàêîâà,÷òî
ε <

r√
2(1 + r)

· wmin([v0
]),([v0

] | íà÷àëüíûé ïàðàëëåëîòîï), òî â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà õîòÿ áûîäèí ïàðàëëåëîòîï èç ìíîæåñòâà V öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå K(v0
),÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ óñïåøíîé ðàáîòû àëãîðèòìà ïîèñêà

ω-óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (6).4. Ïîñòðîåíèå îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðàÂ ïóíêòàõ 2, 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû èçëîæåí ïîäõîä äëÿ ðåàëèçàöèè ïåð-âîãî ýòàïà ïîñòðîåíèÿ îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà äëÿ îáú-åêòîâ (1) | ïîèñêà ω-óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (6) (ñì. ïàðàãðà� 1 íà-ñòîÿùåé ðàáîòû). Íèæå ïðèâåäåí àëãîðèòì ðåàëèçàöèè âòîðîãî è òðåòüåãîýòàïîâ | ïîñòðîåíèå óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) ïî ω-óñòîé÷èâîìóðåøåíèþ ñèñòåìû (6) è ïîñòðîåíèå îäíîâðåìåííî ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿ-òîðà (2) ïî ïîëó÷åííîìó óñòîé÷èâîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (5). Ïóñòü ìíîæå-ñòâî Ωgood, ïîñòðîåííîå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà SIVIA, íå ïóñòî.1. Çà�èêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ω-ñòàáèëèçèðóþùèõ ïàðàìåòðîâ
v = (q0, . . ., ql−1, p0, . . ., pl)

⊤ ∈ Ωgood.2. Ïîñòðîèì ω-óñòîé÷èâûå âåêòîðû
ui = Ai(αi, βi, l)v, i = 1, . . ., k,è âåêòîðû wi = Ai(αi, βi, l)v + Bi(αi, βi, l), i = 1, . . ., k.3. Ïî âåêòîðàì ui, wi, èñïîëüçóÿ ãîäîãðà� Íàéêâèñòà [1, ñ. 115{118℄, íàé-äåì ïàðàìåòðû µ∗

i ∈ R, i = 1, . . ., k, òàêèå ÷òî µ∗
i v | óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿñèñòåìû (5).4. Ïóñòü µ∗

= max{µ∗
1, . . ., µ

∗
n}.5. Ïîëîæèì q∗0 = q0µ

∗, . . ., q∗l−1 = ql−1µ
∗, p∗0 = p0µ

∗, . . ., p∗l = plµ
∗.�åãóëÿòîð R∗

(s) =
p∗l s

l
+ p∗l−1s

l−1
+ . . . + p∗1s + p∗0

sl + q∗l−1s
n−1 + . . . + q∗1s + q∗0

îäíîâðåìåííî ñòàáèëè-çèðóåò îáúåêòû (1).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòîâ �ÔÔÈ ¹ 09-07-00386-à è¹ 09-01-00652-à. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ïîë ÿê Á.Ò., Ùåðáàê îâ Ï.Ñ. �îáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü è óïðàâëåíèå.|Ì.: Íàóêà,2002.2. Ê îð îâ èí Ñ.Ê., Ê óäðèöêèé À.Â., Ôóð ñ îâ À.Ñ. Î íåêîòîðûõ ïîäõîäàõ ê îäíî-âðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíûõ îáúåêòîâ ðåãóëÿòîðîì çàäàííîé ñòðóêòóðû //Äè�-�åðåíö. óðàâí.|2009.|Ò. 45, ¹ 4.|Ñ. 597{608.3. Ñ îë îä î â íèê î â À.Ñ. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.|Ì.: Íàóêà, 1977.4. × å ðíèê î â, Ñ.Í. Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà.|Ì.: Íàóêà, 1968.5. Æîëå í Ë., Êè�åð Ì., Äèäðè Î., Âàë ü ò å ð Ý. Ïðèêëàäíîé èíòåðâàëüíûé àíà-ëèç.|Èæåâñê: Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, 2007.



16 Ñ.Ê. ÊÎ�ÎÂÈÍ, À.Â. ÊÓÄ�ÈÖÊÈÉ, À.Ñ. ÔÓ�ÑÎÂ6. Y o u l a D., Bo ng i o r n o J., L u Ñ. Single-loop feedba
k stabilization of linear multi-variable plants //Automati
a.|1974.|V. 10, ¹ 2.|P. 159{173.7. B l o n de l V., G e v e r s M. The simultaneous stabilizability question of three linearsystems is rationally unde
idable //MCSS.|1993.|V. 6, ¹ 2.|P. 135{145.8. Van B r e d emann M. Feedba
k 
ontroller design for simultaneous stabilization//Uni-versity of New Mexi
o.|Albuquerque (New Mexi
o), 1995. Dissertation.|224 p.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 17{36Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÜ ÄËß ÌÍÎ�ÎÑÂßÇÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÑ Ï�ÎÈÇÂÎËÜÍÛÌ ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÛÌ ÏÎ�ßÄÊÎÌÎ.È. �îí÷àðîâ, Â. Â. Ôîìè÷åâÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ äëÿ êâàäðàòíûõMIMO ñèñòåì, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì îãðàíè÷åííîãî âîçìóùåíèÿ. Ïðåäïîëà-ãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà èìååò îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê ïî Èñèäîðè (ïðè ýòîì ïðîèçâåäåíèåâûõîäíîé è âõîäíîé ìàòðèöû ñèñòåìû ìîæåò íå áûòü ìàòðèöåé ïîëíîãî ðàíãà). Ïðåäëàãà-åòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ èåðàðõè÷åñêîé îáðàòíîéñâÿçè ïî îøèáêå íàáëþäåíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ êîý��èöèåíòîâîáðàòíîé ñâÿçè ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà ëþáàÿ íàïåðåä çàäàííàÿ òî÷íîñòü íàáëþäåíèÿ.
1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à íàáëþäåíèÿ äëÿ äèíàìè÷åñêîé ñè-ñòåìû {

ẋ = Ax + B(u + f),

y = Cx,
(1)ãäå x(t) ∈ R

n | íåèçâåñòíûé �àçîâûé âåêòîð, u(t) ∈ R
m, y(t) ∈ R

l | èçâåñò-íûé âõîä è âûõîä ñèñòåìû, f(t) ∈ R
m | íåèçâåñòíîå âîçìóùåíèå, A, C, B |èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé. Òðåáóåòñÿïî äîñòóïíîé èí�îðìàöèè î ñèñòåìå ïîñòðîèòü îöåíêó íåèçâåñòíîãî �àçîâîãîâåêòîðà.�åøåíèþ ýòîé çàäà÷è ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì. áèáëèî-ãðà�èþ [3]). Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1) äåëàþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåä-ïîëîæåíèÿ:

1
◦
) Ïàðà {C, A} íàáëþäàåìà, ïàðà {A, B} óïðàâëÿåìà. Ýòî ñòàíäàðòíîåïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî òðîéêà {C, A, B} | îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

2
◦
) Ìàòðèöû C è B ïîëíîãî ðàíãà, ò. å. rankC = l, rankB = m. Ýòîïðåäïîëîæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì è íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòèðàññóæäåíèé, ò. ê. åãî âûïîëíåíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ ïóòåì ñîêðàùåíèÿ ðàç-ìåðíîñòåé u(t) è y(t) (è ðàçìåðîâ ìàòðèö B è C) äî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

2
◦.

3
◦
) �àçìåðíîñòü âûõîäà y(t) íå ìåíüøå ðàçìåðíîñòè íåèçâåñòíîãî âõîäà

f(t), ò. å. l > m. Ïðè l = m ñèñòåìó íàçûâàþò êâàäðàòíîé, à ïðè l > m |ãèïåðâûõîäíîé.Ýòî óñëîâèå ñóæàåò êëàññ äîïóñòèìûõ ñèñòåì, îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿ-åòñÿ íåîáõîäèìûì, ò. ê., åñëè l < m (ò. å. ÷èñëî èçâåñòíûõ âûõîäîâ ìåíüøå,÷èñëà íåîïðåäåëåííûõ âõîäîâ), òî â îáùåì ñëó÷àå íå õâàòàåò èí�îðìàöèèäëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.
c© Î.È. �îí÷àðîâ, Â.Â. Ôîìè÷åâ, 2010
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4
◦
) Íóëåâàÿ äèíàìèêà ëèáî îòñóòñòâóåò, ëèáî óñòîé÷èâà, ò. å. èíâàðèàíò-íûå íóëè, îïðåäåëÿåìûå ìàòðèöåé �îçåíáðîêà

R(s) =

[
sI − A −B

C 0

]
∈ C

(n+l)×(n+m), (2)ëèáî îòñóòñòâóþò, ëèáî ëåæàò â C−.Ýòî ïðåäïîëîæåíèå, ïî âèäèìîìó, òàê æå íåîáõîäèìî, ò. ê. â ñëó÷àå íå-óñòîé÷èâîñòè íóëåâîé äèíàìèêè â ñèñòåìå ïðè y = 0 è íåêîòîðûõ âîçìóùå-íèÿõ |x(t)| → ∞ ýêñïîíåíöèàëüíî, è çàäà÷à íàáëþäåíèÿ ñòàíîâèòñÿ íåðàçðå-øèìîé.
5
◦
) Ìàòðèöà CB ïîëíîãî ðàíãà, ò. å. rankCB = m.Ïîñëåäíåå óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàèáîëüøèé èíòåðåñ. Â ñëó÷àåñêàëÿðíîé ñèñòåìû, ò. å. ïðè l = m = 1, ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìàèìååò îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê r = 1

1
) .Â ñëó÷àå âåêòîðíûõ ñèñòåì ñèòóàöèÿ ñ îïðåäåëåíèåì âåêòîðíîãî îòíîñè-òåëüíîãî ïîðÿäêà ñëîæíåå (ñì. [1]). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êâàäðàòíûõ ñèñòåì

(ïðè m = l) ìîæíî äàòü îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà ïî Èñèäîðè.Îïð å ä å ë å íè å 1. Âåêòîðîì îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (1) íà-çûâàþò âåêòîð r = (r1, . . ., rm), |r| = r1 + . . . + rm òàêîé, ÷òîà) ciA
jB = 0 ïðè j = 0, ri − 2, ciA

ri−1B 6= 0 äëÿ âñåõ i = 1, m,á) det H(r1, . . ., rm) =

∣∣∣∣∣∣

c1A
(r1−1)B
. . .

cmA(rm−1)B

∣∣∣∣∣∣
6= 0, ãäå ci | ñòðîêè ìàòðèöû C.Óñëîâèå à) îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíûå âûõîäà yi = cix, äî ïîðÿäêà (ri − 1)âêëþ÷èòåëüíî, íå çàâèñÿò ÿâíî îò âõîäà, à ri-ÿ ïðîèçâîäíàÿ çàâèñèò îò u ÿâíî.Óñëîâèå á) îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà H(r1, . . ., rm) íå âûðîæäåíà, ýòà ìàòðèöàîïðåäåëÿåò ñâÿçü ìåæäó âåêòîðîì ïðîèçâîäíûõ è âõîäîì u, ò. å.

[
yr1

1
. . .
yrm

m

]
= Ãx + H(r1, . . ., rm)(u + f),ãäå ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà Ã ñî ñòðîêàìè ciA

rj öåëèêîì îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìå-òðàìè ñèñòåìû.Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âåêòîð îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùèéîïðåäåëåíèþ ïî Èñèäîðè, äëÿ ñèñòåìû îáùåãî ïîëîæåíèÿ (1) ñóùåñòâóåò íåâñåãäà.Óñëîâèå 5
◦ ïîëíîòû ðàíãà ìàòðèöû CB â ñëó÷àå êâàäðàòíîé ñèñòåìûîçíà÷àåò, ÷òî

det CB 6= 0,ïðè ýòîì H(1, . . ., 1) = CB, è ñèñòåìà (1) èìååò ìèíèìàëüíûé (âåêòîðíûé)îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê. Åñëè æå ñèñòåìà ãèïåðâûõîäîâàÿ, (ò. å. l > m), òîóñëîâèå 5
◦ îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà èìååò ìèíèìàëüíûé îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîêïî êàêîé-ëèáî ÷àñòè âûõîäà y(t).Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñëó÷àÿ, êîãäà óñëîâèå 5

◦ íåâûïîëíåíî, ò. å. îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê ñèñòåìû íå ìèíèìàëåí.
1
) Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñêàëÿðíûõ ñèñòåì îòíîñèòåëüíûì ïîðÿäêîì íàçûâàþò ÷èñëî ròàêîå, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ CB = 0, CAB = 0, . . ., CAr−2B = 0, CAr−1B 6= 0. Ôàêòè-÷åñêè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî u(t) äåéñòâóåò ÿâíî íà r-óþ ïðîèçâîäíóþ âûõîäà y(t).
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2. Ñòðóêòóðà íàáëþäàòåëÿÎäíèì èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñèíòåçà íàáëþäàòåëÿ äëÿ ñêàëÿð-íîé ñèñòåìû ñ íåèçâåñòíûì îãðàíè÷åííûì âõîäîì ïðè ïðîèçâîëüíîì îòíî-ñèòåëüíîì ïîðÿäêå ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå íàáëþäàòåëÿ ñ èåðàðõè÷åñêîéîáðàòíîé ñâÿçüþ ïî îøèáêå íàáëþäåíèÿ. Ýòîò ïîäõîä áûë ïðåäëîæåí â ðà-áîòå [1] äëÿ ñêàëÿðíûõ ñèñòåì. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåìåòîäà èåðàðõè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè íà ìíîãîñâÿçíûå ñèñòåìû. Äàëåå áó-äóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êâàäðàòíûå ñèñòåìû (ïðè ýòîì l = m).Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàçáèâàåòñÿíà äâå ÷àñòè: ïîäñèñòåìó, îïèñûâàþùóþ íóëåâóþ äèíàìèêó, è ïîäñèñòåìóñ ìàêñèìàëüíûì îòíîñèòåëüíûì ïîðÿäêîì, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðîèçâîäíûìâûõîäà. Òàêîå ðàçáèåíèå ñêàëÿðíûõ ñèñòåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ âîçìîæíîâñåãäà. Ïðè ýòîì äëÿ ïåðâîé ïîäñèñòåìû ñòðîèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé íà-áëþäàòåëü (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ìèíèìàëüíî-�àçîâàÿ, ò. å. èíâàðè-àíòíûå íóëè óñòîé÷èâû), à äëÿ âòîðîé ïîäñèñòåìû çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿèåðàðõè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè âîçìîæíî âîññòàíîâëåíèå íåèçâåñòíîé ÷àñòè�àçîâîãî âåêòîðà ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ.Èñïîëüçóåì àíàëîãè÷íûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñëó÷àå l = m > 1.Êàê ïîêàçàíî â [2], åñëè äëÿ ñèñòåìû (1) âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëü-íîãî ïîðÿäêà ïî Èñèäîðè, òî íåâûðîæäåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàòîíà ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ñ âûäåëåííîé íóëåâîé äèíàìèêîé:





ẋ′
= Â11x

′
+ Â12y,






ẏk
1 = yk

2 ,...
ẏk

rk−1 = yk
rk

,

ẏk
rk

= αk
21x

′
+

m∑

i=1

αk
i ȳi + hk(u + f),

k = 1, m,

y = (y1
1 , . . ., y

m
1 ),

(3)

ãäå x′
(t) ∈ R

n−|r|, |r| = r1 + . . . + rm | äëèíà âåêòîðà îòíîñèòåëüíîãî ïî-ðÿäêà r = (r1, . . ., rm) ïî Èñèäîðè; y ∈ R
m | èçâåñòíûé âûõîä ñèñòåìû; ȳk =

(yk
1 , . . ., yk

rk
)
⊤ | ÷àñòü �àçîâîãî âåêòîðà, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé k-é âû-õîä yk

1 è åãî ïðîèçâîäíûå äî ïîðÿäêà (rk−1) âêëþ÷èòåëüíî; Â11, Â12, α
k
21, α

k
i |ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ, îïðåäåëÿåìûå ïðåîáðàçî-âàíèåì ñèñòåìû (ñì. [2]); hk = ckArk−1B | k-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû H(r) èçîïðåäåëåíèÿ 1.Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå 4

◦, ò. å. íóëåâàÿ äèíàìèêàñèñòåìû àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè m = l ìàòðèöà �îçåí-áðîêà ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíîé, à åå îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìïîëèíîìîì íóëåâîé äèíàìèêè [3]:
β(s) = detR(s) = det

[
sI − A −B

C 0

]
. (4)Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû ìàòðèöà Â11 âïðåäñòàâëåíèè (3) ãóðâèöåâà, áîëåå òîãî, det(sI − Â11) = β(s). Ïîýòîìó äëÿ



20 Î.È. �ÎÍ×À�ÎÂ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂâîññòàíîâëåíèÿ ÷àñòè �àçîâîãî âåêòîðà x′, ñîîòâåòñòâóþùåé íóëåâîé äèíà-ìèêå ñèñòåìû, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí íàáëþäàòåëü
˙̃x′

= Â11x̃
′
+ Â12y, (5)ïðè ýòîì îøèáêà íàáëþäåíèÿ e′ = x′ − x̃′ → 0 ýêñïîíåíöèàëüíî, ñêîðîñòüñõîäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé Â11, ò. å. ïîëèíîìîì β(s).Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè �àçîâîãî âåêòîðà, ò. å. âåêòîðîâ ȳk,

k = 1, m, èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíûé íàáëþäàòåëü ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ïî îøèáêåíàáëþäåíèÿ:





˙̃yk
1 = ỹk

2 + lk1 (yk − ỹk
1 ),...

˙̃yk
rk−1 = ỹk

rk
+ lkrk−1(yk − ỹk

1 ),

˙̃yk
rk

= αk
21x̃

′
+

m∑

i=1

αk
i
˜̄yi + hku + lkrk

(yk − ỹk
1 ),

k = 1, m, (6)

ãäå ˜̄yk = (ỹk
1 , . . ., ỹk

rk
)
⊤ | îöåíêà ÷àñòè �àçîâîãî âåêòîðà ȳk; x̃′

(t) | àñèì-ïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà x′, �îðìèðóåìàÿ íàáëþäàòåëåì (5); lki | ïàðàìåòðûîáðàòíîé ñâÿçè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ.Òîãäà îøèáêà íàáëþäåíèÿ ēk = (ek
1 , . . ., ek

rk
)
⊤

= ȳk − ˜̄yk óäîâëåòâîðÿåò ñè-ñòåìå óðàâíåíèé:





ėk
1 = ek

2 − lk1ek
1 ,...

ėk
rk−1 = ek

rk
− lkrk−1e

k
1 ,

ėk
rk

= αk
21e

′
+

m∑

i=1

αk
i ēi + hkf − lkrk

ek
1 ,

k = 1, m, (7)

ãäå e′ = x′ − x̃′ | îøèáêà íàáëþäàòåëÿ (5).Äëÿ óäîáñòâà èçëîæåíèÿ çàïèøåì ñèñòåìó (7) â ìàòðè÷íîì âèäå:
ė(t) = ALe(t) + De′(t) + H ′f(t). (8)Çäåñü

AL
=





AL
11 A12 · · · A1m

A21 AL
22 · · · A2m

· · · · · · . . . · · ·
Am1 Am2 · · · AL

mm




∈ R

|r|×|r|,
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AL

kk =





−lk1 1 0 · · · 0

−lk2 0 1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−lkrk−1 0 0 · · · 1

akk
1 − lkrk

akk
2 akk

3 · · · akk
rk




∈ R

rk×rk , åñëè k = l; (9)

Akl =





0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0

akl
1 akl

2 . . . akl
rl



 =





0

. . .
0

αk
l



 ∈ R
rk×rl , åñëè k 6= l;

e(t) =





ē1(t)
ē2(t)
. . .

ēm(t)



 ∈ R
|r|

; (10)

H ′
=





H ′
1

H ′
2

. . .
H ′

m



 ∈ R
|r|×m, ãäå H ′

k =




0

. . .
0

hk



 ∈ R
rk×m

; (11)

D =




D1

D2

. . .
Dm



 ∈ R
|r|×(n−|r|), ãäå Dk =




0

. . .
0

dk



 ∈ R
rk×(n−|r|). (12)Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ lki â ñëó-÷àå ñêàëÿðíîé ñèñòåìû ñ îãðàíè÷åííûì èçâåñòíîé ìàæîðàíòîé âõîäîì f(t)ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî îøèáêà íàáëþäåíèÿ ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå íàïåðåäçàäàííîãî ÷èñëà (ïðè ýòîì âûñòðàèâàåòñÿ èåðàðõèÿ êîý��èöèåíòîâ óñèëå-íèÿ). Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî è â ñëó÷àå ìíîãîñâÿçíûõ êâàäðàòíûõ ñèñòåìâèäà (3) ïðè îïðåäåëåííîé èåðàðõèè êîý��èöèåíòîâ óñèëåíèÿ lki è îãðàíè-÷åííîì âõîäå f(t) çàäà÷à íàáëþäåíèÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ çàäàííîé òî÷íî-ñòüþ.

2.1. Âûáîð êîý��èöèåíòîâ óñèëåíèÿÂ ðàáîòå [1], ãäå áûë ðàññìîòðåí ñêàëÿðíûé ñëó÷àé, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷èáûëî ïðåäëîæåíî âûáèðàòü ïàðàìåòðû îáðàòíîé ñâÿçè òàê, ÷òîáû ñïåêòð ALáûë âåùåñòâåííûì, ðàçëè÷íûì è ïðîïîðöèîíàëüíûì ïàðàìåòðó óñèëåíèÿ µ,óñòðåìëÿåìîìó â +∞ (ò. å. ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ AL èìåëè âèä λi = µλ̄i,ãäå λ̄i < 0 �èêñèðîâàíû). Òîãäà äëÿ ñèñòåì ñ ìàêñèìàëüíûì îòíîñèòåëüíûìïîðÿäêîì îøèáêà e(t) ñòðåìèòñÿ â îáëàñòü äèññèïàòèâíîñòè ñ ðàäèóñîì
R ∼ constµ, ïðè ýòîì çà ñ÷åò âûáîðà êîý��èöèåíòà óñèëåíèÿ µ ýòîò ðà-äèóñ ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå íàïåðåä çàäàííîé âåëè÷èíû. Ïðè òàêîì âûáîðåñïåêòðà êîý��èöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå îáðàçîâûâàëèèåðàðõèþ ïî ñòåïåíÿì µ.Ïîêàæåì, ÷òî è äëÿ âåêòîðíûõ êâàäðàòíûõ ñèñòåì èìååò ìåñòî òàêîéæå ðåçóëüòàò. Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà äëÿ îøèáêè (7) èìååò, â íåêîòîðîìñìûñëå, \ìàêñèìàëüíûé îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê" è òîëüêî äëÿ òàêèõ ñèñòåìâîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå èåðàðõè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè.



22 Î.È. �ÎÍ×À�ÎÂ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂÊîðîòêî èçëîæèì îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïî-äðîáíî ñòðóêòóðó ìàòðèöû AL
kk :

AL
kk =





−lk1 1 0 · · · 0

−lk2 0 1 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−lkrk−1 0 0 · · · 1

−lkrk
0 0 · · · 0




+





0 0 · · · 0

0 0 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 0

akk
1 akk

2 · · · akk
rk



 = ĀL
kk +

¯̄A
L

kk. (13)Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè îò êîý��èöèåíòîâ lki çàâèñÿò òîëüêî ìàòðèöû ĀL
kk ∈

∈ R
rk×rk , è, áîëåå òîãî, lki öåëèêîì îïðåäåëÿþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîìýòîé ìàòðèöû

det(sI − ĀL
kk) = srk + lk1srk−1

+ . . . + lkrk
= ρk

(s).Ìàòðèöà ¯̄A
L

kk îò lki íå çàâèñèò, íî âíîñèò âêëàä â õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëè-íîì ìàòðèöû AL
kk . Îäíàêî, åñëè âûáðàòü ñïåêòð ĀL

kk âåùåñòâåííûì, ðàçëè÷-íûì è ïðîïîðöèîíàëüíûì íåêîòîðîìó êîý��èöèåíòó µ, ò. å. âûáðàòü lki èçóñëîâèÿ
Sp ĀL

kk = {µλ̄k
1 , . . ., µλ̄k

rk
}, λ̄k

i < 0, λ̄k
i 6= λ̄k

j ïðè i 6= j, (14)òî ïðè µ → +∞ ñïåêòð ìàòðèöû AL
kk áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê ñïåêòðó ĀL

kk . Ïðèóêàçàííîì âûáîðå ñïåêòðà ĀL
kk ïîëèíîì ρk

(s) èìååò âèä:
ρk

(s) = srk + lk1srk−1
+ . . . + lkrk

, lki = µil̄ki , (15)ãäå l̄ki | êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà
ρ̄k

(s) =

rk∏

i=1

(s − λ̄k
i ) = srk + l̄k1srk−1

+ . . . + l̄krk
.Çàìåòèì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì íàáîðå {λ̄k

i } êîý��èöèåíòû l̄ki îïðå-äåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî, à lki îáðàçóþò èåðàðõèþ ïî ñòåïåíÿì êîý��èöèåíòàóñèëåíèÿ µ.Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (13) ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðè-öû AL
kk ÿâëÿåòñÿ \âîçìóùåíèåì" ïîëèíîìà ρk

(s), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ìà-òðèöåé ¯̄Akk . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìàòðèöà AL èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó (9), óêîòîðîé òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû çàâèñÿò îò lki . Ïîýòîìó ïðè µ → ∞õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì AL \ñòðåìèòñÿ" ê ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðè-ñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ AL
kk, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü,ñòðåìÿòñÿ ê ρk

(s) (k = 1, m). Òàêèì îáðàçîì â íåêîòîðîì ñìûñëå
SpAL → {µλ̄1

1, . . ., µλ̄1
r1

, µλ̄2
1, . . ., µλ̄2

r2
, . . ., µλ̄m

rm
} ïðè µ → ∞. (16)Òî÷íåå, èìååò ìåñòî ëåììà.Ëåììà 1. Ïóñòü ìàòðèöà AL èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó (9). Ôèêñè-ðóåì íàáîð âåùåñòâåííûõ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

Λ̄ = {λ̄1
1, . . ., λ̄

r1

1 , λ̄2
1, . . ., λ̄

r2

2 , . . .λ̄m
rm

}; λ̄k
i = λ̄

p
j ⇔ i = j, k = p. (17)



ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÜ ÄËß ÌÍÎ�ÎÑÂßÇÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 23Óñòàíîâèì èåðàðõèþ êîý��èöèåíòîâ lki ïî ñòåïåíÿì êîý��èöèåíòà óñèëå-íèÿ µ > 0

lki (µ) = µi l̄ki , k = 1, m, (18)ãäå
srk + l̄k1srk−1

+ . . . + l̄krk
=

rk∏

i=1

(s − λ̄k
i ).Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû AL èìååò âèä:

χAL(s) = s|r| + χ1(µ)s|r|−1
+ . . . + χ|r|(µ), (19)à åãî êîý��èöèåíòû χi(µ) èìåþò âèä:

χi(µ) = χ̄iµ
i
+ o(µi

), (20)ãäå χ̄i íå çàâèñÿò îò µ è ÿâëÿþòñÿ êîý��èöèåíòàìè �èêñèðîâàííîãî ïîëè-íîìà
χ̄(s) = s|r| + χ̄1s

|r|−1
+ . . . + χ̄|r| =

m∏

k=1

rk∏

i=0

(s − λ̄k
i ). (21)Çàìå ÷àíè å 1. Ïðè óêàçàííîì âûáîðå lki êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà χAL(s)îáðàçóþò èåðàðõèþ ïî ñòåïåíÿì êîý��èöèåíòîâ óñèëåíèÿ µ, òî÷íåå χi(µ)ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì îò µ ñòåïåíè ðîâíî i ñ �èêñèðîâàííûì êîý��èöèåíòîìïðè ñòàðøåé ñòåïåíè.Äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1 ïðåäïîøëåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.Ë åììà 2. Ëþáîé ìèíîð ïîðÿäêà rk, ðàñïîëîæåííûé â k-é áëî÷íîé ñòðî-êå ìàòðèöû (sI − AL

), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãî÷ëåí îò s ñòåïåíè íåâûøå ÷åì rk, ïðè÷åì êîý��èöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, ñòîÿùèé ïåðåä p-éñòåïåíüþ s, èìååò âèä:

1) ëèáî lkrk−p(µ) + o(µrk−p
) ïðè p = 0, rk − 1 è 1 ïðè p = rk, åñëè ìèíîðñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíîìó áëîêó AL

kk ìàòðèöû AL
;

2) ëèáî o(µrk−p
) ïðè p = 0, rk − 1 è 0 ïðè p = rk, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ðàññìî-òðèì ïåðâóþ áëî÷íóþ ñòðîêó ìàòðèöû sI − AL.Áëî÷íàÿ ñòðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ðàçìåðà r1 × |r|, èìåþùóþâèä:





l1(µ) + s −1 0 . . . 0 0 0 . . . 0

l2(µ) s −1 . . . 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lr1−1(µ) 0 0 . . . s −1 0 . . . 0

lr1
(µ) − a1 −a2 −a3 . . . −ar1−1 s − ar1

ar1+1 . . . a|r|




. (22)



24 Î.È. �ÎÍ×À�ÎÂ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂ�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà ìèíîð ïîðÿäêà r1 ðàñïîëîæåí â ïåð-âûõ r1 ñòîëáöàõ, ò. å. ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíîìó áëîêó AL
11. Ïðîâåäåìðàçëîæåíèå ïî ïåðâîìó ñòîëáöó

ρ̃(s) = sM1(s) +

r1∑

p=1

(−1)
p−1lp(µ)Mp(s) + (−1)

r1−1
(−a1)Mr1

(s),ãäå Mp(s) | äîïîëíèòåëüíûå ìèíîðû ê ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì ïåðâîãîñòîëáöà ìàòðèöû. Âûÿñíèì èõ ñòðóêòóðó, ðàññìîòðåâ AL
11 â ñëåäóþùåìáëî÷íîì âèäå:

Q1︷ ︸︸ ︷



l1(µ) + s −1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

l2(µ) s −1 . . . 0 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lp−1(µ) 0 0 . . . −1 0 0 . . . 0 0

lp(µ) 0 0 . . . s −1 0 . . . 0 0

lp+1(µ) 0 0 . . . −1 s −1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lr1−1(µ) 0 0 . . . 0 0 0 . . . s −1

lr1
(µ) − a1 −a2 −a3 . . . −ap−ap+1 −ap+2 . . . −ar1−1 s − ar1





︸ ︷︷ ︸
Q2

(23)Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
detQ1 = (−1)

p−1,

detQ2 = sr1−p − ar1
sr1−p−1 − . . . − ap+1 = sr1−p −

r1−p−1∑

i=0

siai+p+1.Îòñþäà
ρ̃(s) = s

(
sr1−1 −

r1−2∑

i=0

siai+p+1

)
+

r1∑

p=1

lp(µ)

(
sr1−p −

r1−p−1∑

i=0

siai+p+1

)
− a1.Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî lp(µ) = µp l̄p, ïîëó÷èì

ρ̃(s) = sr1 +

r1−1∑

i=0

si
(µr1−il̄r1−i + o(µr1−i

)),ãäå o(µr1−i
) | ïîëèíîì îò µ ñòåïåíè íå âûøå (r1 − i− 1), ò. å. äëÿ äèàãîíàëü-íîãî ìèíîðà óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé íåäèàãîíàëüíîãî ìèíîðà ïîðÿäêà r1 ìàòðè-öû (22). Â ýòîì ñëó÷àå ìèíîð ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñòîëáåö ñíîìåðîì áîëüøèì, ÷åì r1. Âñå ýòè ñòîëáöû èìåþò âèä (0, 0, . . ., 0,−aj)

⊤, ïî-



ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÜ ÄËß ÌÍÎ�ÎÑÂßÇÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 25ýòîìó, åñëè ìèíîð ñîäåðæèò äâà èëè áîëåå òàêèõ ñòîëáöà, òî åãî çíà÷åíèåðàâíî íóëþ, è óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî. Åñëè ýòîò ìèíîð íå ñîäåð-æèò ïåðâîãî ñòîëáöà, òî îí íå çàâèñèò îò lki (µ), ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèåëåììû âûïîëíåíî è â ýòîì ñëó÷àå.Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ìèíîð îòëè÷àåòñÿ îò äèàãîíàëüíîãîçàìåíîé îäíîãî èç ñòîëáöîâ (êðîìå ïåðâîãî) íà ñòîëáåö ñ íîìåðîì q áîëüøèì,÷åì r1, ò. å. ðàññìàòðèâàåòñÿ ìèíîð (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ)




l1(µ) + s −1 . . . 0 0 0 . . . 0 0

l2(µ) s . . . 0 0 0 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lj−1(µ) 0 . . . s 0 0 . . . 0 0

lj(µ) 0 . . . 0 0 −1 . . . 0 0

lj+1(µ) 0 . . . 0 0 s . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lr1−1(µ) 0 . . . 0 0 0 . . . s −1

lr1
(µ) − a1 −a2 . . . −aj−1 −aq −aj+1 . . . −ar1−1 s − ar1



Âûïèøåì ðàçëîæåíèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîìó ñòîëáöó. Ïðè ýòîì çàìåòèì,÷òî ïðè p > j àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê lp(µ) ðàâíî íóëþ (â ïðåäñòàâëå-íèè, àíàëîãè÷íîì (23), ìàòðèöà Q1 áóäåò ñîäåðæàòü íóëåâîé ñòîëáåö). Åñëèæå p < j, òî àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê lp(µ) ðàâíî (−1)
r1−jsj−p−1aq.Òîãäà èñêîìûé îïðåäåëèòåëü èìååò âèä:

ρ̃(s) =

(
j−1∑

p=1

lp(µ)(−1)
r1−jsj−p−1

+ s(sj−2
(−1)

r1−j
)

)
aq.Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ρ̃(s) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîìîò s ñòåïåíè íå âûøå (j−1) è, ò. ê. 2 6 j 6 r1, òî êîý��èöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ pýòîãî ïîëèíîìà ëèáî ðàâíû 0, ëèáî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé o(µr1−p

).Ëåììà äîêàçàíà.Ïåðåéäåì òåïåðü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 1.Ä î êà çà ò å ë ü ñ ò â î. �àçëîæèì îïðåäåëèòåëü (sI − AL
) ïî ïåðâîé áëî÷-íîé ñòðîêå, çàòåì âñå âõîäÿùèå â ðàçëîæåíèå àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿðàçëîæèì ïî âòîðîé áëî÷íîé ñòðîêå è ò. ä. Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî õàðàêòåðè-ñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû (sI−AL

) (ò. å. ïîëèíîì χAL(s)) ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââèäå ñóììû ïðîèçâåäåíèé ìèíîðîâ ïîðÿäêîâ rk èç ðàçëè÷íûõ áëî÷íûõ ñòðîêìàòðèöû (sI − AL
) (âçÿòûõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíàêàìè). Äëÿ äîêàçàòåëü-ñòâà ëåììû òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêó äëÿ êîý��èöèåíòà ïðè sp â ýòîìïîëèíîìå. �àññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïðîèçâåäåíèå ìèíîðîâ ïîðÿäêîâ rk,âçÿòûõ èç ðàçëè÷íûõ áëî÷íûõ ñòðîê. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

1. Ýòî ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äèàãîíàëüíûõ ìèíîðîâ èçêàæäîé áëî÷íîé ñòðîêè. Ïî ëåììå 2 êàæäûé èç ýòèõ ìèíîðîâ èìååò âèä
ρ̃k(s) = srk +

rk−1∑

p=0

(lkrk−p(µ) + o(µrk−p
))sp, k = 1, m.



26 Î.È. �ÎÍ×À�ÎÂ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂÈõ ïðîèçâåäåíèå äàñò (äëÿ óäîáñòâà ñ÷èòàåì l0(µ) = 1)

m∏

k=1

ρ̃k(s) =

m∏

k=1

(
srk +

rk−1∑

p=0

(lkrk−p(µ) + o(µrk−p
))sp

)
=

=

r1+...+rm∑

p=0

∑

j1+...+jm=p,
06jh6rh,

jh∈(Z)

[
l1r1−j1

(µ) + o(µrk−j1)
]
sj1 · . . . ·

[
lmrm−jm

(µ) + o(µrm−jm)
]
sjm =

=

|r|∑

p=0

sp
∑

j1+...+jm=p,
06jh6rh,

jh∈(Z)

[
l1r1−j1

(µ) + o(µr1−j1)
]
· . . . ·

[
lmrm−jm

(µ) + o(µrm−jm)
]
. (24)Ò. ê. lki = µi l̄ki , ò. å. â êàæäîé ñêîáêå âèäà [lmrk−jk

(µ) + o(µrk−jk)
] èìåííî ïåðâîåñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì ÷ëåíîì ïî ñòåïåíè µ, òî èç (24) ñëåäóåò, ÷òîêîý��èöèåíò ïðè sp ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì îò µ ñ ãëàâíûì ÷ëåíîìâèäà ∑

j1+...+jm=p,
06jh6rh,

jh∈(Z)

[
l1r1−j1

(µ)
]
. . .
[
lmrm−jm

(µ)
]

= µ|r|−pχ̄|r|−p,ãäå χ̄|r|−p îïðåäåëåíû â (21).Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîì ρ̃k(s) \ïîõîæ" íà çàäàííûé ïîëèíîì ρk(s) =

=
∏rk

i=1(s − µλ̄k
i ), à ïðîèçâåäåíèå ∏m

k=1 ρ̃k(s) \ïîõîæå" íà ïðîèçâåäåíèå
m∏

k=1

ρk(s) = s|r| + µχ̄1s
|r|−1

+ . . . + µ|r|χ̄|r|.

2. �àññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà â ïðîèçâåäåíèè åñòü õîòÿ áû îäèííåäèàãîíàëüíûé ìèíîð. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî îí ðàñïîëî-æåí â ïåðâîé áëî÷íîé ñòðîêå. Â ñèëó ëåììû 2 ýòîò ìèíîð èìååò âèä:
ρ̃1 =

r1−1∑

p=0

o(µr1−p
)sp,à äëÿ îñòàëüíûõ ìèíîðîâ, âõîäÿùèõ â èññëåäóåìîå ïðîèçâåäåíèå, ñïðàâåä-ëèâû îöåíêè:

ρ̃k =

rk∑

p=0

O(µrk−p
)sp, k = 2, m.Òîãäà

m∏

k=1

ρ̃k(s) =

|r|−1∑

p=0

spo(µ|r|−p
).Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâåäåíèÿ âòîðîãî âèäà íå âëèÿþò íà ãëàâíóþ ÷àñòüêîý��èöèåíòîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ s, à, ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòå-
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) èìååò âèä

χAL(s) = det(I − AL
) =

|r|∑

p=0

spχ|r|−p(µ),

χ0 = 1; χi(µ) = µiχ̄i + o(µi
), i = 1, |r|,ãäå ïåðâûå ãëàâíûå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèÿõ äëÿ χi(µ) îïðåäåëÿþòñÿ äèàãî-íàëüíûìè áëîêàìè ìàòðèöû AL

(ò. å. êîý��èöèåíòàìè lki ), à ñëàãàåìûå âèäà
o(µi−1

) | êàê äèàãîíàëüíûìè, òàê è íåäèàãîíàëüíûìè ìèíîðàìè.Ëåììà äîêàçàíà.Èç ëåììû 1 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 3. Ïðè çàäàííîé â ëåììå 1 èåðàðõèè êîý��èöèåíòîâ îáðàòíîéñâÿçè ñïåêòð AL èìååò âèä:

SpAL
= {µλ1

1(µ), . . ., µλ1
r1

(µ), µλ2
1(µ), . . ., µλm

rm
(µ)}, (25)ãäå lim

µ→+∞
λk

i (µ) = λ̄k
i .Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè (µλ1

1(µ), . . ., µλm
rm

(µ)) | êîðíè õàðàêòåðèñòè-÷åñêîãî ïîëèíîìà χAL(λ), òî
χAL(s) =

m∏

k=1

rk∏

j=1

(
s − µλk

j (µ)
)

= µ|r|

m∏

k=1

rk∏

j=1

((
s

µ

)
− λk

j (µ)

)
.Îáîçíà÷èì s

µ
= s̃, òîãäà λk

i (µ) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ïîëèíîìà
χ̃(s̃) =

m∏

k=1

rk∏

j=1

(
s̃ − λk

j (µ)
)

= s̃|r| +
χ1(µ)

µ
s̃|r|−1

+ . . . +
χ|r|−1(µ)

µ|r|−1
s̃ +

χn(µ)

µ|r|
.Ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòèêó êîý��èöèåíòîâ χi(µ) ïî ñòåïåíÿì µ, óñòàíîâëåííóþâ ëåììå 1, èìååì:

lim
µ→∞

χi(µ)

µi
= χ̄i, i = 1, |r|,ò. å. χ̃(s) → χ̄(s), à, ñëåäîâàòåëüíî, è åãî êîðíè

λk
j (µ) → λ̄k

i ïðè µ → ∞.Ëåììà äîêàçàíà.Òàêèì îáðàçîì, ïðè óêàçàííîì âûøå âûáîðå êîý��èöèåíòîâ óñèëåíèÿ lkiîáðàòíîé ñâÿçè íàáëþäàòåëÿ, ñïåêòð ìàòðèöû AL ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðîïîð-öèîíàëüíî çàäàííîìó ñïåêòðó Λ̄ ñ êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè µ.
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2.2. Îöåíêà îøèáêè íàáëþäåíèÿÂåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ îñíîâíîé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ îöåíêè íåèçâåñò-íîãî �àçîâîãî âåêòîðà íåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû.Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ïðè �àêòîðèçàöèè ñèñòåìû (3) �àçîâûé âåêòîððàñïàëñÿ íà äâå ÷àñòè: x′ ∈ R

n−|r| è ȳ = (ȳ1, . . ., ȳm) ∈ R
|r|. Ïåðâóþ ÷àñòüîöåíèâàåò íàáëþäàòåëü (5), ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïîñòðîèòü îöåíêó íà ȳ. Äëÿðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü íàáëþäàòåëü (6).Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûáîðå êîý��èöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè lki â íàáëþäà-òåëå (6) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïèñàííîé â ïóíêòå 2.1 èåðàðõèåé êîý��èöèåíòîâóñèëåíèÿ ïî ñòåïåíÿì µ, îøèáêà íàáëþäåíèÿ ìîæåò áûòü ñäåëàíà ìåíüøåíàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà, òî÷íåå (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâà-þùèõ ñëàãàåìûõ) ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà F0

µ
, ãäå F0 |àïðèîðíàÿ îöåíêà íåèçâåñòíîãî âõîäíîãî ñèãíàëà, ò. å.

‖f(t)‖ 6 F0. (26)Íàïîìíèì, ÷òî ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ e = ȳ− ˜̄y = (ē1, . . ., ēm) óäîâëåòâî-ðÿåò ñèñòåìå (7) (èëè â áëî÷íîì âèäå (8)).Èç (8) è �îðìóëû Êîøè äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî äè��å-ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
‖e(t)‖ 6 ‖e(AL)te0‖ +

t∫

0

‖eAL(t−τ)
(De′(τ) + H ′f(τ))‖ dτ.Äàëåå, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî ñïåêòð AL ãóð-âèöåâ, âåùåñòâåíåí è ðàçëè÷åí (ýòîãî ìîæíî äîáèòüñÿ óêàçàííûì â ïóíêòåñïîñîáîì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì µ > 0), ïðè ýòîì âûáåðåì λ̄i < −1, òîãäàïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ µ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ AL áóäóò óäîâëåòâî-ðÿòü îöåíêå

λk
i (µ) 6 −µ, i = 1, rk, k = 1, m,à ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà

‖e(AL)t‖ 6 Q(µ)e−µt, (27)ãäå Q(µ) | êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà êîý��èöèåíòîâ óñèëåíèÿ µ.Áîëåå òîãî, Q(µ) → ∞ ïðè µ → ∞.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ e′(t)
exp→ 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

‖e′(t)‖ 6 R1e
−δt‖e′0‖, (28)ãäå R1 > 0, δ > 0 | èçâåñòíûå ìàæîðàíòû, e′0 | íåèçâåñòíîå íà÷àëüíîåñîñòîÿíèå. Ïóñòü òàêæå íåèçâåñòíûé âõîäíîé ñèãíàë f(t) óäîâëåòâîðÿåòîöåíêå (26). Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ äëÿ îøèáêè îöåíèâàíèÿ e(t) èìååò ìåñòîîöåíêà

‖e(t)‖ 6 ‖e(AL)t‖‖e0‖ +

t∫

0

{
‖eAL(t−τ)D‖‖e′(τ)‖ + ‖eAL(t−τ)H ′‖‖f(τ)‖

}
dτ 6

6 Q(µ)‖e0‖e−µt
+

t∫

0

‖eAL(t−τ)D‖R1‖e′0‖e−δτ dτ +

t∫

0

‖eAL(t−τ)H ′‖F0 dτ. (29)



ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÜ ÄËß ÌÍÎ�ÎÑÂßÇÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 29Îñòàåòñÿ îöåíèòü äâà ïîñëåäíèõ èíòåãðàëà â (29). Çàìåòèì, ÷òî èç (27)ìîæíî ïîëó÷èòü ãðóáóþ îöåíêó äëÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé. Îäíàêî,ó÷èòûâàÿ ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó ìàòðèö AL, D, H ′ ìîæíî ïîëó÷èòü áîëååòîíêóþ îöåíêó, à èìåííî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî õîòÿ ïðè µ → ∞ êîíñòàíòà
Q(µ) → ∞, ïðîèçâåäåíèÿ ‖eAL(t−τ)D‖ è ‖eAL(t−τ)H ′‖ òàêîìó \ðîñòó" íå ïîä-âåðæåíû.Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû D è H ′ èìåþò îäíó è òó æå ñòðóêòóðó, ïîýòîìóðàññóæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè ëèøü äëÿ îäíîãî ñëàãàåìîãî, íàïðèìåð,äëÿ ìàòðèöû H ′.Äëÿ ïðîâåäåíèÿ îöåíêè òðåáóåòñÿ îöåíèòü ïðîèçâåäåíèå e(AL)tH ′, ãäå
e(AL)t ∈ R

|r|×|r| | ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ïðåä-ñòàâëåíèå (ñì. [4]):
e(AL)t

=

|r|−1∑

p=0

(AL
)
pϕp(t), (30)ãäå ϕp(t) | ñêàëÿðíûå �óíêöèè îò t. Òîãäà

e(AL)tH ′
=

|r|−1∑

p=0

ϕp(t)
{
(AL

)
pH ′

}
. (31)Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòåïåíè (AL

)
p ìàòðèöû AL è ïðîèçâåäåíèÿ

(AL
)
pH ′ ïðè ðàçëè÷íûõ p = 0, |r| − 1.Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà H ′ èìååò áëî÷íóþ ñòðóêòóðó:

H ′
=





H ′
1

H ′
2

. . .
H ′

m



 ∈ R
|r|×m, H ′

k =




0

. . .
0

hk



 ∈ R
rk×m,ãäå hk | íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ ñòðîêà. Òàêèì îáðàçîì, â ìàòðèöå H ′ òîëüêîñòðîêè ñ íîìåðàìè r1, r2, . . ., rm îòëè÷íû îò íóëÿ. Ïîýòîìó ïðè àíàëèçå ïðîèç-âåäåíèÿ (AL

)
pH ′ òðåáóåòñÿ ðàññìîòðåòü ñòðóêòóðó ñòîëáöîâ ìàòðèöû (AL

)
pñ íîìåðàìè r1, r2, . . ., rm.Â êà÷åñòâå ïðîñòîé èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì óêàçàííûå ïðîèçâåäåíèÿïðè p = 0 è p = 1. Ïðè p = 0 èìååì

(AL
)
0H ′

= IH ′
= H ′,â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèå íå çàâèñèò îò êîý��èöèåíòà óñèëåíèÿ µ è îïðå-äåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè èñõîäíîé ñèñòåìû.Ïðè p = 1 èìååì:

(AL
)
pH ′

=





AL
11 A12 · · · A1m

A21 AL
22 · · · A2m

· · · · · · . . . · · ·
Am1 Am2 · · · AL

mm









H ′
1

H ′
2

. . .
H ′

m



 =

=





AL
11H

′
1 + . . . + A1mH ′

m

A21H
′
1 + . . . + A2mH ′

m

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Am1H
′
1 + . . . + AL

mmH ′
m



 .



30 Î.È. �ÎÍ×À�ÎÂ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂÏðè îïèñàííîì âûøå âûáîðå êîý��èöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè lki îò ïàðàìå-òðà µ çàâèñÿò òîëüêî äèàãîíàëüíûå áëîêè AL
kk , ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïðîèç-âåäåíèå AL

kkH ′

k ïîäðîáíåå:
AL

kkH ′

k =





−l11(µ) 1 0 · · · 0

−l12(µ) 0 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
−l1rk−1(µ) 0 0 · · · 1

akk
1 − l1rk

(µ) akk
2 akk

3 · · · akk
rk









0

0

. . .
0

hk



 =





0

. . .
0

hk

akk
rk

hk



 .Òàêèì îáðàçîì, è AkkH ′

k íå çàâèñèò îò lki (è îò µ) ïðè rk > 1, à ñëåäîâàòåëüíî,è âñå ïðîèçâåäåíèå (AL
)H ′ íå çàâèñèò îò µ ïðè rk > 1.Äëÿ ïðîèçâåäåíèé (AL

)
pH ′ ïðè p > 1 ñèòóàöèÿ áîëåå ñëîæíàÿ. Äëÿ ååîïèñàíèÿ ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.Îïð å ä å ë å íè å 2. Ïóñòü n×m ìàòðèöû A = A(µ) è B = B(µ) çàâèñÿò îòïàðàìåòðà µ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

A(µ) . B(µ),åñëè ñóùåñòâóþò äâå íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû q è M , òàêèå ÷òî ïðè âñåõ
µ > M äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö aij è bij âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

|aij(µ)| 6 qbij(µ) ïðè i = 1, |r|, j = 1, m. (32)Ôàêòè÷åñêè óñëîâèå (32) îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà B(µ) ïðè áîëüøèõ µ ìàæî-ðèðóåò ìàòðèöó A(µ).Äëÿ ìàòðèö A(µ) è B(µ), ñâÿçàííûõ óñëîâèåì A(µ) . B(µ), èìååò ìåñòîñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óò â å ðæä åíè å 1. Îòíîøåíèå, ââåäåííîå îïðåäåëåíèåì 2, îáëàäàåòñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) îíî òðàíçèòèâíî è ðå�ëåêñèâíî;
2) åñëè ìàòðèöû A(µ) è B(µ) çàäàíû â áëî÷íîì âèäå, òî A(µ) . B(µ)òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òàêèì æå ñîîòíîøåíèåì ñâÿçàíû ñîîòâåò-ñòâóþùèå áëîêè ìàòðèö;

3) åñëè A . B, C . D, òî (A + C) . (B + D);

4) åñëè A . B, α ∈ R, òî (αA) . B;

5) åñëè A . B, C . D, òî (AC) . (BD).Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ñâîéñòâà 1 è 2 ñëåäóþò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðå-äåëåíèÿ 2. Ñâîéñòâî 4 î÷åâèäíî: äîñòàòî÷íî â îïðåäåëåíèè 2 çàìåíèòü q íà
|α|q.Äîêàæåì ñâîéñòâî 3. Ïóñòü

A . B, C . D,òîãäà
|aij(µ)| 6 q1bij(µ) ïðè µ > M1,

|cij(µ)| 6 q2dij(µ) ïðè µ > M2.
(33)�àññìîòðèì µ > M = max (M1, M2) è q = max (q1, q2). Òîãäà

|aij(µ) + cij(µ)| 6 |aij(µ)| + |cij(µ)| 6 q(bij(µ) + dij(µ)),



ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÜ ÄËß ÌÍÎ�ÎÑÂßÇÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 31ò. å. (A + C) . (B + D).Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (33),òîãäà ïðè µ > M âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
|[AC]ij | =

∣∣∣∣∣∣

|r|∑

k=1

aik(µ)ckj(µ)

∣∣∣∣∣∣
6

|r|∑

k=1

|aik(µ)ckj(µ)| 6

6

|r|∑

k=1

q1bik(µ)q2dkj(µ) = q1q2

|r|∑

k=1

bik(µ)dkj(µ) = q1q2[BD]ij .Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (AC) . (BD) âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå 2 ïðè
q = q1q2.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ëåììó.Ë åììà 4. Ïóñòü ìàòðèöà AL èìååò âèä (9), à êîý��èöèåíòû îáðàò-íîé ñâÿçè {lki } âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ (18), òîãäà äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèöû
(AL

)
p ñ íîìåðàìè r1, . . ., rm âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ

[
(AL

)
p
]
rk

.





dp
r1

dp
r2

. . .
dp

rm



 , (34)ãäå [(AL
)
p
]
rk
| rk-é ñòîëáåö ìàòðèöû (AL

)
p, à dp

rk
îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì:

dp
rk

=





0

. . .
0

1

. . .
1





}
rk − p − 1

}
p + 1

ïðè rk − 1 > p, ò.å.(rk − p) > 1;

dp
rk

=




µ(p−rk)+1

µ(p−rk)+2

. . .
µp



 , ïðè rk − 1 < p, ò.å. (rk − p) < 1.

(35)

Çàìå ÷àíè å 2. Óòâåðæäåíèå ëåììû îçíà÷àåò, ÷òî ïðè (rk − 1) > p ñòîë-áåö ìàòðèöû (AL
)
p ñ íîìåðîì rk ìàæîðèðóåòñÿ ïîñòîÿííûì ñòîëáöîì, ò. å.íå çàâèñèò îò êîý��èöèåíòà µ. Ïðè áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíÿõ p, ò. å. ïðè

p > (rk − 1), êîìïîíåíòû ýòîãî ñòîëáöà ìîãóò çàâèñåòü îò µ, íî ïîðÿäîê èõðîñòà ïî ñòåïåíÿì µ óäîâëåòâîðÿåò èçâåñòíûì îöåíêàì (34){(35).Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîéèíäóêöèè ïî p. Ïðè p = 1 óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî (âûøå áûëîïîêàçàíî, ÷òî rk-å ñòîëáöû (AL
)
1 íå çàâèñÿò îò µ ïðè rk > 1). Øàã èí-äóêöèè äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé âñåõ âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ.Ïîäðîáíîñòè îïóñêàåì.Ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå ëåììû 4.



32 Î.È. �ÎÍ×À�ÎÂ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂÑëåä ñ ò â è å 1. Ïóñòü â ìàòðèöå B ∈ R
|r|×h îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ýëå-ìåíòû ñòðîê ñ íîìåðàìè r1, . . ., rm (çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû D è H ′ óäîâëåòâî-ðÿþò ýòîìó óñëîâèþ), òîãäà ïðîèçâåäåíèå (AL

)
pB çàâèñèò òîëüêî îò ñòîëáöîâìàòðèöû (AL

)
p ñ íîìåðàìè r1, . . ., rm, îòêóäà, â ñèëó ëåììû 4, ïðè èåðàðõèèêîý��èöèåíòîâ lki èç (18) ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû (AL

)
pB ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéïîëèíîìû îò µ ñòåïåíè íå âûøå p, è èìååò ìåñòî îöåíêà

‖(AL
)
pB‖ 6 Kpµ

p, (36)ãäå Kp = const > 0 íå çàâèñèò îò µ (íî çàâèñèò îò p).Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïîãðåøíîñòèíàáëþäåíèÿ e(t) èç (29). Äëÿ íåå èìååò ìåñòî îñíîâíàÿ òåîðåìà.Ò å î ð åìà 1. Ïóñòü â ñèñòåìå (8)

ė(t) = ALe(t) + De′(t) + H ′f,ìàòðèöû AL, H ′ è D èìåþò âèä (9), (11) è (12) ñîîòâåòñòâåííî; êîý��è-öèåíòû lki âûáðàíû èç óñëîâèÿ (18), ïðè ýòîì
SpAL = {µλ1

1(µ), . . ., µλ1
r1

(µ), . . ., µλm
rm

(µ)}, lim
µ→+∞

λi
j(µ) = λ̄i

j , i = 1, m, j = 1, ri;

(37)

λ̄i
j 6 −1 | âåùåñòâåííûå è ðàçëè÷íûå. Ïóñòü òàêæå èçâåñòíû ìàæî-ðàíòû (26), (28), ò.å.

‖f(t)‖ 6 F0, ‖e′(t)‖ 6 R1e
−δt‖e′0‖.Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ µ > 0 (ò. å. ïðè âñåõ µ > M) áóäóò âûïîë-íåíû îöåíêè

‖e(AL)tH ′‖ 6 Ce−µt, (38)

‖e(t)‖ 6
CF0

µ
+ C1(µ)e−min (δ,µ)t, (39)ãäå êîíñòàíòà C íå çàâèñèò îò âûáîðà êîý��èöèåíòà óñèëåíèÿ µ.Èç àñèìïòîòèêè ñïåêòðà ìàòðèöû AL ïðè óêàçàííîì âûøå âûáîðå êî-ý��èöèåíòîâ lki ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå M > 0, ÷òî ïðè âñåõ µ > Mñïåêòð ìàòðèöû AL áóäåò âåùåñòâåííûé, ðàçëè÷íûé è óñòîé÷èâûé (â ÷àñò-íîñòè λk

i (µ) < −1). Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî µ > M .Äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé AL

SpAL
= {µλ1(µ), . . ., µλ|r|(µ)}, λi(µ) → λ̄i ïðè µ → ∞.



ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÜ ÄËß ÌÍÎ�ÎÑÂßÇÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 33Òîãäà ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà èìååò âèä (ñì. [4, ñ. 108])

e(AL)t
=

|r|∑

k=1

(AL − µλ1(µ)) . . . [k] . . . (AL − µλ|r|(µ))

(µλk(µ) − µλ1(µ)) . . . [k] . . . (µλk(µ) − µλ|r|(µ))
eµλk(µ)t

=

=

|r|∑

k=1

(
AL

µ
− λ1(µ)) . . . [k] . . . (AL

µ
− λ|r|(µ))

(λk(µ) − λ1(µ)) . . . [k] . . . (λk(µ) − λ|r|(µ))
eµλk(µ)t

=

=

|r|∑

k=1

eµλk(µ)t

|r|−1∑

p=0

Gkp(µ)
(AL

)
p

µp
,ãäå

Gkp(µ) = Gkp(λ1(µ), . . ., λn(µ)) =

=

∑
i1+···[k]···+i

|r|=p−1,

ih∈{0,1}

(−λ1(µ))
i1 . . . [k] . . . (−λ|r|(µ))

in

(λk(µ) − λ1(µ)) . . . [k] . . . (λk(µ) − λ|r|(µ))
.Çäåñü çíàê [k] îçíà÷àåò, ÷òî áûë ïðîïóùåí k-é ýëåìåíò ïðîèçâåäåíèÿ èëèñóììû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè µ → +∞ â ñèëó àñèìïòîòèêè λk

i (µ) ñóùåñòâóåòïðåäåë
Gkp(µ) → Gkp(λ̄1, . . ., λ̄|r|) = const ,à, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè µ > M �óíêöèÿ |Gkp(µ)| îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé, íåçàâèñÿùåé îò µ.Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1 èç ëåììû 4, ïîëó÷èì îöåíêó
‖(AL

)
pH ′‖ 6 Kpµ

p, p = 1, |r| − 1. (40)Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (40) è òî, ÷òî λi(µ) 6 −1, à òàêæå îãðàíè÷åííîñòü Gkp,ïîëó÷àåì îöåíêó íà ïðîèçâåäåíèå ‖e(AL)tH ′‖:
‖e(AL)tH ′‖ 6 ‖

|r|∑

k=1

eµλk(µ)t

|r|−1∑

p=0

Gkp(µ)
(AL

)
pH ′

µp
‖ 6

6

|r|∑

k=1

e−µt

|r|−1∑

p=0

|Gkp(µ)|Kpµ
p

µp
6 Ce−µt,ãäå C = const > 0 íå çàâèñèò îò µ.Àíàëîãè÷íî, ïðè çàìåíå H ′ íà D ïîëó÷èì îöåíêó

‖e(AL)tD‖ 6 C̃e−µt, (41)ãäå C̃ = const > 0 íå çàâèñèò îò µ.Ïîëó÷èì òåïåðü îêîí÷àòåëüíóþ îöåíêó äëÿ e(t). Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òîäëÿ e(t) âûïîëíåíà îöåíêà (29). Îñòàëîñü äîêàçàòü (39). Äëÿ ýòîãî âûïèøåìðåøåíèå (8) â ÿâíîì âèäå
‖e(t)‖ 6 Q(µ)‖e0‖e−µt

+

t∫

0

‖eAL(t−τ)D‖R1‖e′0‖e−δτ dτ +

t∫

0

‖eAL(t−τ)H ′‖F0 dτ.



34 Î.È. �ÎÍ×À�ÎÂ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂÓ÷èòûâàÿ îöåíêè (38) è (41), ïîëó÷èì
‖e(t)‖ 6 Q(µ)‖e0‖e−µt

+

t∫

0

(
R1‖e′0‖C̃e−µ(t−τ)e−δτ

+ CF0e
−µ(t−τ)

)
dτ.Ïîìåíÿâ íàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ, èìååì

‖e(t)‖ 6 Q(µ)‖e0‖e−µt
+

t∫

0

{
(R1‖e′0‖C̃e−δt

)e−(µ−δ)τ
+ (CF0)e

−µτ
}

dτ =

= Q(µ)‖e0‖e−µt
+

(R1‖e′0‖C̃)

µ − δ
(e−δt − e−µt

) +
CF0

µ
(1 − e−µt

) 6

6
CF0

µ
+ C1(µ)e−min (δ,µ)t,ãäå êîíñòàíòà C1(µ) çàâèñèò îò âûáîðà µ, à òàêæå îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèéïîãðåøíîñòåé íàáëþäåíèÿ e0, e′0. Ò. ê. ýòè ïîãðåøíîñòè â îáùåì ñëó÷àå íå-èçâåñòíû (è íåèçâåñòíû îöåíêè ýòèõ âåëè÷èí), òî êîíñòàíòà C1(µ) íåèçâåñòíà.Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ µ èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå min(δ, µ) = δ, ò. å. ñêî-ðîñòü ñõîäèìîñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â îêîí÷àòåëüíîé îöåíêå (39) îïðåäå-ëÿåòñÿ δ, ò. å. ñïåêòðîì íóëåâîé äèíàìèêè èñõîäíîé ñèñòåìû. Èç (39) íåñëåäóåò, ÷òî ïîãðåøíîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞, îäíàêî îíà çà êîíå÷-íîå âðåìÿ ïîïàäàåò â çàäàííóþ îêðåñòíîñòü íóëÿ, è ðàäèóñ ýòîé îêðåñòíîñòèçàäàåòñÿ âûáîðîì µ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. ÂûâîäÎáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàò [2] î âîçìîæíîñòè ïðèâåäåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1)ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó (3), ëåììó 3 è òåîðåìó 1, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòüñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð åìà 2. Ïóñòü MIMO ñèñòåìà
{

ẋ = Ax + B(u + f),

y = Cx,
(42)ãäå A ∈ R

n×n, C ∈ R
m×n, B ∈ R

n×m | èçâåñòíûå ïîñòîÿííûå ìàòðèöû,
u(t) ∈ R

m | èçâåñòíûé âõîä, f(t) ∈ R
m | íåèçâåñòíîå âîçìóùåíèå,

y(t) ∈ R
m | íåïîñðåäñòâåííî íàáëþäàåìûé âûõîä, x(t) ∈ R

n | íåèçâåñòíûé�àçîâûé âåêòîð, óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèìè ïðåäïîëîæåíèÿì:Ï.1. Ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ò.å. ïàðà {C, A} íàáëþ-äàåìà, à ïàðà {A, B} óïðàâëÿåìà.Ï.2. Ñèñòåìà êâàäðàòíàÿ, ò.å. ðàçìåðíîñòü âõîäà u(t) è âûõîäà y(t)ñîâïàäàþò.Ï.3. Âûïîëíåíî îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà ïî Èñèäîðè: ñóùå-ñòâóåò âåêòîð r = (r1, . . ., rm), |r| = r1 + . . . + rm òàêîé, ÷òîà) ciA
jB = 0 ïðè j = 0, ri − 2, ciA

ri−1B 6= 0 äëÿ âñåõ i = 1, m,á) det H(r1, . . ., rm) =

∣∣∣∣∣
c1A

r1−1B
. . .

cmArm−1B

∣∣∣∣∣ 6= 0, ãäå ci | ñòðîêè ìàòðèöû C.Ï.4. Âîçìóùåíèå îãðàíè÷åíî: ‖f(t)‖ 6 F0.



ÍÀÁËÞÄÀÒÅËÜ ÄËß ÌÍÎ�ÎÑÂßÇÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 35Ï.5. Íóëåâàÿ äèíàìèêà óñòîé÷èâà.Òîãäà ñóùåñòâóåò íàáëþäàòåëü ðàçìåðíîñòè n, îáåñïå÷èâàþùèé ðàâ-íîìåðíóþ îöåíêó �àçîâîãî âåêòîðà x ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íî-ñòüþ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè.Íèæå ïðèâåäåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýòîãî íàáëþäàòåëÿ.
1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [2] ïðèâîäèì èñõîäíóþ ñèñòåìó (1) ê êàíîíè÷åñêîìóâèäó (3):






ẋ′
= Â11x

′
+ Â12y,





ẏk
1 = yk

2 ,...
ẏk

rk−1 = yk
rk

,

ẏk
rk

= αk
21x

′
+

m∑

i=1

αk
i ȳi + hk(u + f),

k = 1, m,

y = (y1
1 , . . ., y

m
1 ).

2. Äëÿ íóëåâîé äèíàìèêè, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì ẋ′
= Â11x

′
+ Â12y,èñïîëüçóåì àñèìïòîòè÷åñêèé íàáëþäàòåëü (5)

˙̃x′
= Â11x̃

′
+ Â12y.

3. Â êà÷åñòâå íàáëþäàòåëÿ äëÿ îñòàâøåéñÿ ÷àñòè �àçîâîãî âåêòîðà èñ-ïîëüçóåì ñèñòåìó (6)






˙̃yk
1 = ỹk

2 − lk1 (ỹk
1 − yk),...

˙̃yk
rk−1 = ỹk

rk
− lkrk−1(ỹ

k
1 − yk),

˙̃yk
rk

= αk
21x̃

′
+

m∑

i=1

αk
i
˜̄yi + hku − lkrk

(ỹk
1 − yk),

k = 1, m,ãäå êîý��èöèåíòû {lkp} áóäóò âûáðàíû íà ñëåäóþùåì øàãå.
4. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3 âûáèðàåì |r| ðàçëè÷íûõ ÷èñåë

λ̄1
1, . . ., λ̄

1
r1

, λ̄2
1, . . ., λ̄

2
r2

, . . .λ̄m
1 , . . ., λ̄m

rm
(âñåãî r1 + . . . + rm = |r|),íå ïðåâîñõîäÿùèõ −1 è ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà. (Ìî-æíî, íàïðèìåð, âçÿòü ÷èñëà −1,−2, . . .,−|r|). Êàæäîé èç m ãðóïï ýòèõ ÷èñåëìîæíî ñîïîñòàâèòü ìíîãî÷ëåí

ρ̄k(s) = (s − λ̄k
1) . . . (s − λ̄k

rk
) = srk + l̄k1srk−1

+ . . . + l̄krk−1s + l̄krk
.Òîãäà íàçíà÷èì â êà÷åñòâå êîý��èöèåíòîâ lkp íàáëþäàòåëÿ (6) âûðàæåíèÿâèäà:

lkp = lkp(µ) = l̄kpµp, p = 1, rk, k = 1, m.

5. Â ñèëó ëåììû 3 è òåîðåìû 1 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ µ íàáëþäàòåëü (6)áóäåò äàâàòü îöåíêó íåèçâåñòíîãî �àçîâîãî âåêòîðà ñ îøèáêîé íàáëþäåíèÿ,óäîâëåòâîðÿþùåé îöåíêå (39)

‖e(t)‖ 6
CF0

µ
+ C1(µ)e−min (δ,µ)t,



36 Î.È. �ÎÍ×À�ÎÂ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂãäå C íå çàâèñÿò îò µ, à δ | ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè íóëåâîé äèíàìèêè (ìà-òðèöû Â11).Òàêèì îáðàçîì, çà ñ÷åò âûáîðà äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ µ ìîæíîñäåëàòü îøèáêó íàáëþäåíèÿ ñêîëüêî óãîäíî ìàëîé.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
1. Ê î ð îâ èí Ñ.Ê., Ôîìè÷ å â Â.Â. Íàáëþäàòåëè ñîñòîÿíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñíåîïðåäåëåííîñòüþ.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007.
2. Ê î ð îâ èí Ñ.Ê., Èëüèí À.Â., Ôîìè÷ å â Â.Â. Îá îäíîé êàíîíè÷åñêîé �îðìå âåê-òîðíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì //Äîêëàäû �ÀÍ. Òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ.|2007.|Ò. 414, ¹ 3.|Ñ. 320{324.
3. Èëü èí À.Â., Êîð î â èí Ñ.Ê., Ô îìè ÷ å â Â.Â., Õëàâ å í êà À. Íàáëþäàòåëè äëÿëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|2005.|Ò. 41, ¹ 11.|Ñ. 1443{1457.
4. � àí òìà õ å ð Ô.�. Òåîðèÿ ìàòðèö.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 37{52Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010Î ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÈ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÒÀÁÈËÈÇÀÒÎ�ÎÂÄËß ÑÊÀËß�ÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÈ.Â. Êàïàëèí, Â. Â. Ôîìè÷åâ�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ñêàëÿðíîé ñèñòåìû. Ïîêàçàíî,÷òî çàäà÷à ìèíèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ïåðåñå÷åíèè ïðîñòðàíñòâàóñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ ñ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì. Ïðè ýòîì äîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíîåìíîãîáðàçèå ìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-íèé ñ ãàíêåëåâîé ñòðóêòóðîé. �àáîòà ñîäåðæèò ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìà ïîèñêàìèíèìàëüíîãî ñòàáèëèçàòîðà.
1. ÂâåäåíèåÇàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè óïðàâëÿåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ, ïî-æàëóé, îñíîâíîé çàäà÷åé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. Â ïðîñòåéøåéïîñòàíîâêå îíà ïîëíîñòüþ èçó÷åíà äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì è äëÿ ìíîãèõ êëàñ-ñîâ íåëèíåéíûõ ñèñòåì. Â ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâóåò ìàññàâàðèàíòîâ ýòîé çàäà÷è: ñòàáèëèçàöèÿ ïî ïîëíîìó �àçîâîìó âåêòîðó èëè ïîèçìåðÿåìîìó âûõîäó, äëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîé ñèñòåìû, ëèáî ïðè íàëè-÷èè âíåøíèõ âîçìóùåíèé è ïðè ïàðàìåòðè÷åñêèõ íåîïðåäåëåííîñòÿõ è ò. ä.Îãðîìíûé ðàçäåë ïðåäñòàâëÿþò çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïðè äîïîëíèòåëüíûõòðåáîâàíèÿõ ê ñèñòåìå óïðàâëåíèÿ: îãðàíè÷åíèÿ íà óïðàâëÿþùèå âîçäåé-ñòâèÿ, äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ ïî îïòèìèçàöèè òåõ èëè èíûõ êðèòåðèåâêà÷åñòâà ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.Çàäà÷à ñèíòåçà ìèíèìàëüíîãî ñòàáèëèçàòîðà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òàêèõ, å¸ïîñòàíîâêà ïðîñòà, íî äàæå äëÿ ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ äî ñèõ ïîð ýòà çàäà÷à íåïîëó÷èëà èñ÷åðïûâàþùåãî ðåøåíèÿ.Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ïðîáëåìû, ïîëó÷åíû ðàçëè÷-íûå îöåíêè ñâåðõó íà ðàçìåðíîñòü ñòàáèëèçàòîðîâ äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿå-ìûõ ñèñòåì, îäíàêî àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè ñòà-áèëèçàòîðà (è óæ òåì áîëåå ñèíòåçà òàêîãî ñòàáèëèçàòîðà) äî ñèõ ïîð íåò.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÔîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ìèíèìàëüíîì ñòàáèëèçàòîðå ìîæåò áûòüñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü çàäàíà ëèíåéíàÿ ñòàöèîíàð-íàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà
{
ẋ = Ax+Bu,

y = Cx,
(1)ãäå x ∈ R

n | �àçîâûé âåêòîð ñèñòåìû, y ∈ R
l | èçìåðÿåìûé âûõîä,

u(t) ∈ R
m | óïðàâëåíèå; A,B è C | ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ

c© È.Â. Êàïàëèí, Â.Â. Ôîìè÷åâ, 2010



38 È.Â. ÊÀÏÀËÈÍ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂðàçìåðíîñòåé. Ïîä ñòàáèëèçàòîðîì ñèñòåìû (1) áóäåì ïîíèìàòü äèíàìè÷å-ñêóþ ñèñòåìó {
ż = Pz +Qy,

u = Mz +Ny,
(2)ãäå z ∈ R

k | �àçîâûé âåêòîð ñòàáèëèçàòîðà, y è u | âûõîä è âõîä ñèñòåìû
(1); P,Q,M è N | ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé. Òðå-áóåòñÿ, ÷òîáû çàìêíóòàÿ ñèñòåìà

(
ẋ
ż

)
=

(
A+BNC BM

QC P

)(
x
z

)
(3)áûëà àñèìïòîòè÷åñêè (ýêñïîíåíöèàëüíî) óñòîé÷èâà. Ïðè ýòîì íà ñèñòåìó

(2) íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâàíèå ìèíèìèçàöèè k-ïîðÿäêà ñèñòåìû (2).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ïîñòðîåíèè ìèíèìàëüíîãî ñòàáèëèçàòîðà ïîñóòè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé î íàõîæäåíèè ïàðàìåòðîâ P,Q,M è N ñèñòåìû (2)ïðè òðåáîâàíèè ìèíèìèçàöèè k. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî â òàêîé ïîñòàíîâêåèìååòñÿ íåêîòîðûé ïðîèçâîë â ðåøåíèè, ñâÿçàííûé ñ òåì, ÷òî ýêâèâàëåíòíûå
(ñ òî÷íîñòüþ äî íåâûðîæäåííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ) ñèñòåìû (2) ñ÷èòàþòñÿðàçíûìè ðåøåíèÿìè.Äëÿ ìèíèìèçàöèè ÷èñëà èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ ïåðåéäåì îò îïèñàíèÿ ñèñ-òåìû è ñòàáèëèçàòîðà â âèäå (1) è (2) ê èõ ïåðåäàòî÷íûì �óíêöèÿì:

W (s) = C(sI −A)
−1B =

[βij(s)]

α(s)
(4)| ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ñèñòåìû (1),

H(s) = M(sI − P )
−1Q+N =

[φij(s)]

ψ(s)
(5)| ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ñòàáèëèçàòîðà (2). Çäåñü

α(s) = det(sI −A)| õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû A ñèñòåìû (1),
ψ(s) = det(sI − P )| õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ìàòðèöû P ñòàáèëèçàòîðà.

[βij(s)] è [φij(s)] | ìàòðèöû èç ïîëèíîìîâ îò s ïîðÿäêîâ (m× l) è (l ×m)ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì
deg βij(s) < degα(s) = n,

deg φij(s) 6 degψ(s) = k.Îñòàíîâèìñÿ íà ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, êîãäà l = m = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ÷è-ñëèòåëè ïåðåäàòî÷íûõ �óíêöèé (4) è (5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîëèíîìû îò s.Ïðè çàìûêàíèè ñèñòåìû (4) îáðàòíîé ñâÿçüþ (5), ò. å. ïîëó÷èì ïåðåäàòî÷íóþ�óíêöèþ çàìêíóòîé ñèñòåìû
Wçàì =

β(s)ψ(s)

α(s)ψ(s) + β(s)φ(s)
. (6)
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-- -

��

6

m�@ −
W(s)H(s)u y

�èñ. 1. Îòðèöàòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü ñ ðåãóëÿòîðîìÎòêóäà ñëåäóåò, ÷òî çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (3) (ñ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé (6))àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, åñëè óñòîé÷èâ ïîëèíîì
γ(s) = α(s)ψ(s) + β(s)φ(s). (7)Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à î ñèíòåçå ñòàáèëèçàòîðà ïîðÿäêà k ñâîäèòñÿ êïîèñêó ïîëèíîìîâ φ(s) è ψ(s) òàêèõ, ÷òî

degψ(s) = k

deg φ(s) 6 k

γ(s) = α(s)ψ(s) + β(s)φ(s)| ãóðâèöåâ. (8)Â ðàáîòå [1] áûë ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è, ñâÿçàííûéñî ñâåäåíèåì çàäà÷è î ïîèñêå ïîëèíîìîâ φ(s) è ψ(s) (è, êàê ñëåäñòâèå, ïîëè-íîìà γ(s)) ê çàäà÷å î ðåøåíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâà-íèÿ ñòàáèëèçàòîðà k-ãî ïîðÿäêà äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé ñêàëÿðíîé ñèñ-òåìû ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñðåäè ðåøåíèé íåêîòîðîé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé ãóðâèöåâà ðåøåíèÿ (ãóðâèöåâûì áóäåì íàçûâàòü ñòîëáåö êîý�-�èöèåíòîâ ãóðâèöåâà ïîëèíîìà).Çàäà÷à î ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâà ãóðâèöåâûõ ñòîëáöîâ ñ çàäàííûì ëè-íåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíà äëÿ àíàëèçà è äî ñèõ ïîð íåðåøåíà.Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ, êîãäà ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå èìååò ñïåöèàëüíóþñòðóêòóðó (ëèáî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ýòî ìíî-ãîîáðàçèå, èìååò ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó), àíàëèç ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷èóïðîùàåòñÿ. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ óêàçàíèå òàêîé ñïå-öèàëüíîé (à èìåííî ãàíêåëåâîé) ñòðóêòóðû, ê êîòîðîé ìîæåò áûòü ïðèâåäåíàñèñòåìà óðàâíåíèé, âîçíèêàþùàÿ ïðè àíàëèçå çàäà÷è î ñèíòåçå ìèíèìàëü-íîãî ñòàáèëèçàòîðà.
3. Îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ�àññìîòðèì ïîäðîáíåå çàäà÷ó î ïîèñêå ñòàáèëèçàòîðà çàäàííîãî ïîðÿäêà

k â ïîñòàíîâêå (8). Ïóñòü çàäàíû ïîëèíîìû
α(s) = sn + αns

n−1
+ . . .+ α2s+ α1,

β(s) = βm+1s
m

+ βms
m−1

+ . . .+ β2s+ β1,
(9)ãäå m < n. Åñëè èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1) íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè (ò. å. îíàóïðàâëÿåìà è íàáëþäàåìà), òî ïîëèíîìû α(s) è β(s) âçàèìíî ïðîñòûå, ÷òî èáóäåì ïðåäïîëàãàòü âïðåäü. Ïîëèíîìàì α(s) è β(s) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå



40 È.Â. ÊÀÏÀËÈÍ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂñòîëáöû èõ êîý��èöèåíòîâ:
ᾱ =





α1
α2...
αn
1




∈ R

(n+1)×1, β̄ =





β1
β2...
βm
βm+1




∈ R

(m+1)×1.Àíàëîãè÷íî, îáîçíà÷èì γ̄n+k ñòîëáåö êîý��èöèåíòîâ ïîëèíîìà γ(s) ïî-ðÿäêà (n+ k):
γ(s) = sn+k

+ γn+ks
n+k−1

+ . . .+ γ1,

γ̄n+k = (γ1, γ2, . . ., γn+k, 1)
⊤
.

(10)Íàðÿäó ñ ïîëíûì ñòîëáöîì γ̄n+k áóäåì ðàññìàòðèâàòü óêîðî÷åííûé ñòîë-áåö
γ = (γ1, γ2, . . ., γn+k)

⊤
. (11)Ïðè çàïèñè ïîëèíîìà â ÿâíîì âèäå áûëî ó÷òåíî, ÷òî

degα(s) = n,

degψ(s) = k,

deg β(s) < n,

degφ(s) 6 k.Ïîýòîìó ñòåïåíü
γ(s) = α(s)ψ(s) + β(s)φ(s)â òî÷íîñòè ðàâíà ñóììå ñòåïåíåé ïîëèíîìîâ α(s) è ψ(s). Áîëåå òîãî, íåîãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ñ÷èòàåì, ÷òî ñòàðøèå êîý��èöèåíòûïîëèíîìîâ α(s) è ψ(s) (à ñëåäîâàòåëüíî è γ(s)) ðàâíû 1.Äëÿ ïîëèíîìîâ ψ(s) è φ(s) èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ

ψ(s) = sk + ψks
k−1

+ . . .+ ψ1, ψ̄ = (ψ1, . . ., ψk, 1)
⊤
,

φ(s) = φk+1s
k

+ φks
k−1

+ . . .+ φ1, φ̄ = (φ1, . . ., φk, φk+1)
⊤
,

(12)ïðè ýòîì ñòàðøèå êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà φ(s) ìîãóò ðàâíÿòüñÿ íóëþ.Òàê êàê ïîëèíîìû α(s) è β(s) ïî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ âçàèìíîïðîñòû, òî ìàòðèöà Ñèëüâåñòðà
S =





m︷ ︸︸ ︷
α1 0 . . . 0

α2 α1 . . . 0... ... . . . ...
αn αn−1 . . . α1
1 αn . . . α2
0 1 . . . α3... ... . . . ...
0 0 . . . 1

n︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 0 . . . 0

β2 β1 . . . 0... ... . . . ...
βm βm−1 . . . β1
βm+1 βm . . . β2

0 βm+1 . . . β3... ... . . . ...
0 0 . . . βm+1





∈ R
(n+m)×(n+m)

íåâûðîæäåíà.
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Sn−1 =





n︷ ︸︸ ︷
α1 0 . . . 0

α2 α1 . . . 0... ... . . . ...
αn αn−1 . . . α1
1 αn . . . α2
0 1 . . . α3... ... . . . ...
0 0 . . . 1

n︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 0 . . . 0

β2 β1 . . . 0... ... . . . ...
βm+1 βm . . . β1

0 βm+1 . . . β2... ... . . . ...
0 0 . . . βm+1
0 0 . . . 0





∈ R
2n×2n.

Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà Sn−1 ïîëó÷åíà èç S ïóòåì äîáàâëåíèÿ (n − m)ñòîëáöîâ \ïåðâîé ãðóïïû", ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìó α(s).Íàðÿäó ñ ìàòðèöåé Sn−1 áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàòðèöû
Sk =





k+1︷ ︸︸ ︷
α1 0 . . . 0

α2 α1 . . . 0... ... . . . ...
αn αn−1 . . . α1
1 αn . . . α2
0 1 . . . α3... ... . . . ...
0 0 . . . 1

k+1︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 0 . . . 0

β2 β1 . . . 0... ... . . . ...
βn βn−1 . . . β1
0 βn . . . β2... ... . . . ...
0 0 . . . βn
0 0 . . . 0





∈ R
(n+k+1)×2(k+1),

ãäå k = degψ(s). Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷åíèé ïðè m < n− 1 ïîëàãàåì
βm+2 = βm+3 = . . . = βn = 0.Åñëè ñóùåñòâóåò ñòàáèëèçàòîð ïîðÿäêà k, ò. å.
γ(s) = α(s)ψ(s) + φ(s)β(s),òî êîý��èöèåíòû ïîëèíîìîâ α(s), β(s), ψ(s), φ(s) è γ(s) ñâÿçàíû ñîîòíîøå-íèåì:

Sk





ψ1...
ψk
1

φ1...
φk+1





= γ̄n+k. (13)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ñòàáèëèçàòîð ïîðÿäêà k,òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (13) (îòíîñèòåëüíî ψi è φi)áûëà ðàçðåøèìà ïðè êàêîì-ëèáî ãóðâèöåâîì ñòîëáöå γ̄n+k.



42 È.Â. ÊÀÏÀËÈÍ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂÒàê êàê ñòîëáöû ìàòðèöû Sn−1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ïðè ëþáîì
k 6 n− 1 ñòîëáöû ìàòðèöû Sk òàê æå ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ïîýòîìó

rankSk = 2k + 2 6 n+ k + 1,ò. ê. k 6 n− 1.Çàìåòèì, ÷òî èç íåâûðîæäåííîñòè êâàäðàòíîé ìàòðèöû Sn−1 ñëåäóåò, ÷òîñèñòåìà (13) ðàçðåøèìà ïðè ëþáîì ãóðâèöåâîì ñòîëáöå γ̄2n−1 (ïðè k = n−1),ò. å. äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ñî ñêàëÿðíûìè âõîäîì è âûõîäîì âñåãäà ñóùå-ñòâóåò ñòàáèëèçàòîð ïîðÿäêà k = n−1 (ïðè÷åì â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð çàìêíó-òîé ñèñòåìû íàçíà÷àåòñÿ ïî ïðîèçâîëó). Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîçìîæíîñòüïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ñòàáèëèçàòîðà, ò. å. k < n− 1.Èññëåäóåì íà ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìó (13) ïðè �èêñèðîâàííîì ñòîëáöå
γ̄n+k. Ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

γ̄n+k ∈ ImSk.Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ
γ̄n+k ⊥ (ImSk)

⊥,ãäå (ImSk)
⊥ îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê îáðàçó ìàòðèöû Sk. Òàêêàê

rankSk = 2k + 2è Sk ∈ R
(n+k+1)×(2k+2), òî

dim
[
(ImSk)

⊥
]

= n− k − 1,ò. å.
(ImSk)

⊥
= L (F1, F2, . . ., Fn−k−1) ,ãäå âåêòîðû Fi (áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà (ImSk)

⊥
) îáðàçóþò �óíäàìåíòàëü-íóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

FSk = 0. (14)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëèíîìà γ(s) ïîðÿäêà (n + k) íàéäóòñÿ ïîëèíîìû
φ(s) è ψ(s) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà





F1
F2...

Fn−k−1



 γ̄n+k = 0.Áàçèñíûå âåêòîðû Fi äëÿ ñèñòåìû (14) ìîæíî íàõîäèòü ðàçíûìè ñïîñî-áàìè. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè k 6 n−3 ýòè âåêòîðû ìîæíî âûáèðàòü ñïåöèàëüíûìîáðàçîì, ïðè÷åì íå ðåøàÿ óðàâíåíèå (14).�àññìîòðèì ñëó÷àé k = n− 2. Â ýòîì ñëó÷àå
dim

[
(ImSk)

⊥
]

= 1,ò. å. íàäî íàéòè ðîâíî îäèí âåêòîð F ∈ R
1×(2n−1), óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíå-íèþ

FSn−2 = 0. (15)
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F = (f1, f2, . . ., f2n−1) 6≡ 0. (16)Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ k 6 n−3 íàáîð áàçèñíûõ âåêòîðîâ F ki ìîæíî áðàòüâ âèäå:

Fi = (fi, fi+1, . . ., fi+n+k) ∈ R
1×(n+k+1), i = 1, n− k − 1,ò. å. äëÿ êàæäîãî k 6 n− 3 íàáîð ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì \âûðåçàíèÿ" èç âåêòîðà

F ∈ R
1×(2n−1) èç (16) âñåâîçìîæíûõ ïîäâåêòîðîâ äëèíû (n+ k + 1).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñòðóêòóðóìàòðèö Sn−2 è Sk ïðè k 6 n− 3:
Sn−2 =





n−1︷ ︸︸ ︷
α1 0 . . . 0

α2 α1 . . . 0... ... . . . ...
αn αn−1 . . . α1
1 αn . . . α2
0 1 . . . α3... ... . . . ...
0 0 . . . 1

n−1︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 0 . . . 0

β2 β1 . . . 0... ... . . . ...
βn βn−1 . . . β1
0 βn . . . β2... ... . . . ...
0 0 . . . βn
0 0 . . . 0





∈ R
(2n−1)×(2n−2),

Sk =





k+1︷ ︸︸ ︷
α1 0 . . . 0

α2 α1 . . . 0... ... . . . ...
αn αn−1 . . . α1
1 αn . . . α2
0 1 . . . α3... ... . . . ...
0 0 . . . 1

k+1︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 0 . . . 0

β2 β1 . . . 0... ... . . . ...
βn βn−1 . . . β1
0 βn . . . β2... ... . . . ...
0 0 . . . βn
0 0 . . . 0





∈ R
(n+k+1)×2(k+1).

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Sk ïîëó÷àåòñÿ èç ìàòðèöû Sn−2 ïóòåì óäàëåíèÿíåñêîëüêèõ ïîñëåäíèõ ñòîëáöîâ â êàæäîì èç áëîêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ᾱ è β̄,à òàê æå ïîñëåäóþùåãî óäàëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà ïîñëåäíèõ (âîîáùåãîâîðÿ, íóëåâûõ) ñòðîê.�àññìîòðèì âåêòîð F èç óðàâíåíèÿ (15). Âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ îçíà-÷àåò, ÷òî âåêòîð F ∈ R
1×(2n−1) îðòîãîíàëåí âñåì ñòîëáöàì ìàòðèöû Sn−2.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïåðâûõ (n − 1) ñòîëáöîâ ìàòðèöû Sn−2 âûïîëíåíûðàâåíñòâà: 





f1α1 + f2α2 + . . .+ fnαn + fn+1 = 0,
f2α1 + f3α2 + . . .+ fn+1αn + fn+2 = 0,
. . .
fn−k−1α1 + f2α2 + . . .+ f2n−2αn + f2n−1 = 0,

(17)ò. å. F îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì
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(ᾱ, 0, . . ., 0, 0)

⊤ ∈ R
(2n−1)×1,

(0, ᾱ, . . ., 0, 0)
⊤ ∈ R

(2n−1)×1,

. . .

(0, 0, . . ., 0, ᾱ)
⊤ ∈ R

(2n−1)×1.Íî âûïîëíåíèå ýòèõ ðàâåíñòâ îçíà÷àåò, ÷òî âñå \óêîðî÷åííûå" ÷àñòè âåê-òîðà
F = (f1, f2, . . ., f2n−1),à èìåííî âåêòîðà

F1 = (f1, . . ., fn+k+1),
F2 = (f2, . . ., fn+k+2),
. . .
Fn−k−1 = (fn−k−1, . . ., f2n−1)

(18)îðòîãîíàëüíû âñåì \óêîðî÷åííûì" âåêòîðàì
(ᾱ, 0, . . ., 0, 0)

⊤ ∈ R
(n+k+1)×1,

(0, ᾱ, . . ., 0, 0)
⊤ ∈ R

(n+k+1)×1,

. . .

(0, 0, . . ., 0, ᾱ)
⊤ ∈ R

(n+k+1)×1.Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ âòîðîé ãðóïïû ñòîëáöîâ,ñîîòâåòñòâóþùèõ β̄.Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé âåêòîð èç íàáîðà (18) îðòîãîíàëåí âñåì ñòîëáöàììàòðèöû Sk, ò. å.
FiSk = 0, i = 1, n− k − 1.Ïîêàæåì, ÷òî ñòðîêè Fi (i = 1, n− k − 1) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ýòî è áóäåòîçíà÷àòü, ÷òî íàáîð ñòðîê (18) îáðàçóåò �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèéäëÿ (14).�àññìîòðèì èñõîäíûé âåêòîð

F = (f1, . . ., f2n−1),êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (15) è ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî âåêòîðîâ
(18). Åãî êîìïîíåíòû ìîæíî âûáðàòü â âèäå

fi = S
i,2n
n−1, i = 1, 2n− 1,ãäå S

i,2n
n−1 | àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ê ýëåìåíòó ìàòðèöû Sn−1 â i-îéñòðîêå è 2n-ì ñòîëáöå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå âåêòîðà F 6= 0 èóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (15). Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì îïðåäåëèòåëü íåâûðî-æäåííîé ìàòðèöû Sn−1 ïî ñòîëáöó ñ íîìåðîì 2n, ïîëó÷èì

detSn−1 =

m+n+1∑

i=n

S
i,2n
n−1βi−n, (19)ãäå m 6 (n− 1) (çäåñü ó÷ëè, ÷òî ïåðâûå (n− 1) ýëåìåíòîâ ïîñëåäíåãî ñòîëáöàðàâíû íóëþ). Åñëè F = 0, òî èç (19) ñëåäóåò, ÷òî detSn−1 = 0, ÷òî ïðîòèâî-ðå÷èò íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû Sn−1. Ñëåäîâàòåëüíî, F 6= 0.
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det





n︷ ︸︸ ︷
α1 0 . . . 0

α2 α1 . . . 0... ... . . . ...
αn αn−1 . . . α1
1 αn . . . α2
0 1 . . . α3... ... . . . ...
0 0 0 1

n︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 . . . 0 z1... . . . ... ...
βn−1 . . . β1 zn−1
βn . . . β2 zn... . . . ... ...
0 . . . βn z2n−2
0 . . . 0 z2n−1
0 . . . 0 z2n





=

2n∑

i=1

S
i,2n
n−1zi (20)

ïðè ëþáîì âåêòîðå
z = (z1, z2, . . ., z2n)

⊤.Ïðè ýòîì, åñëè â êà÷åñòâå z âçÿòü ëþáîé ñòîëáåö ìàòðèöû Sn−2 ñ äîáà-âëåíèåì â êà÷åñòâå z2n = 0 (çàìåòèì, ÷òî ñòîëáöû Sn−2 èìåþò ðàçìåðíîñòü
(2n−1)), òî êàæäûé òàêîé ñòîëáåö ïðèñóòñòâóåò ñðåäè ïåðâûõ (2n−1) ñòîëáöà
Sn−1, ñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëèòåëü, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè (20), áóäåò ðàâåííóëþ. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñòîëáöà èç Sn−2 è âåê-òîðà F (ïðàâàÿ ÷àñòü (20)) òàêæå ðàâíî íóëþ äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà èç Sn−2,ò. å.

FSn−2 = 0.Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïîñòðîåííûé íàáîð âåêòîðîâ Fi (i = 1, n− k − 1)èç (18) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
n−k−1∑

i=1

Fizi = 0, (21)ãäå zi | íåèçâåñòíûå, èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Çàïèøåì ñèñ-òåìó (21) â ìàòðè÷íîé �îðìå ñ ó÷åòîì ÿâíîãî âèäà ñòðîê Fi:




S
1,2n
n−1 S

2,2n
n−1 . . . S

n−k−1,2n
n−1

S
2,2n
n−1 S

3,2n
n−1 . . . S

n−k,2n
n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

S
n+k+1,2n
n−1 S

n+k+2,2n
n−1 . . . S

2n−1,2n
n−1









z1
z2...

zn−k−1



 =





0

0...
0



 . (22)Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (22) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå â ñëó÷àå
k = 0 (ñëó÷àé \ñàìûõ êîðîòêèõ" ñòðîê Fi). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè óòâåðæäåíèåâåðíî äëÿ k = 0, òî îíî áóäåò âåðíî è äëÿ âñåõ k 6 n− 3.Ó ò â å ðæä åíè å 1. Åñëè ìàòðèöà Ñèëüâåñòðà S íåâûðîæäåíà, òîãäàñèñòåìà óðàâíåíèé (22) ïðè k = 0, ò.å.





S
1,2n
n−1 S

2,2n
n−1 . . . S

n−1,2n
n−1

S
2,2n
n−1 S

3,2n
n−1 . . . S

n,2n
n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

S
n+1,2n
n−1 S

n+2,2n
n−1 . . . S

2n−1,2n
n−1









z1
z2...
zn−1



 =





0

0...
0



 (23)èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå.



46 È.Â. ÊÀÏÀËÈÍ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂÄîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (23) èìååò íåòðèâèàëü-íîå ðåøåíèå (z1, . . ., zn−1). �àññìîòðèì ïîëèíîì
z(s) = z1 + z2s+ . . .+ zn−1s

n−2,ïðè ýòîì deg z(s) 6 n− 2.Òàê êàê ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà Ñèëüâåñòðà Sn−1 íåâûðîæäåíà, òî íàé-äóòñÿ ïîëèíîìû φj(s) è ψj(s), óäîâëåòâîðÿþùèå
deg φj(s) 6 n− 1,

degψj(s) 6 n− 1,è òàêèå, ÷òî äëÿ èõ êîý��èöèåíòîâ φ̄j è ψ̄j áóäåò âûïîëíåíà ñèñòåìà óðàâ-íåíèé
Sn−1

(
ψ̄j
φ̄j

)
= (0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

j

z1 . . . zn−1 0 . . . 0) . (24)Â îáùåì ñëó÷àå
φj(s) = φ1

j + φ2
js+ . . .+ φnj s

n−1,

ψj(s) = ψ1
j + ψ2

j s+ . . .+ ψnj s
n−1,

φ̄j = (φ1
j , . . ., φ

n
j )

⊤, ψ̄j = (ψ1
j , . . ., ψ

n
j )

⊤.Îäíàêî, âûïèñàâ ïî ïðàâèëó Êðàìåðà çíà÷åíèÿ 2n-îé êîìïîíåíòû ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (24), ïîëó÷èì
φnj =

n−1∑

i=0

ziS
j+i,2n
n−1

detSn−1
, j = 0, n.Èç âûáîðà êîý��èöèåíòîâ zi ñëåäóåò, ÷òî

φnj = 0, j = 0, n,ò. å. ïðè âñåõ j ñòåïåíè ïîëèíîìîâ φj(s) íå ïðåâîñõîäÿò (n− 2).Óðàâíåíèå (24) ìîæåò áûòü çàïèñàíî è â ïîëèíîìèàëüíîé �îðìå
α(s)ψj(s) + β(s)φj(s) ≡ z(s)sj, (25)ãäå

detφj(s) 6 n− 2,
degψj(s) 6 n− 1,
deg z(s) 6 n− 2.Çàìåòèì, ÷òî åñëè
degψj(s) = n− 1,òî â ëåâîé ÷àñòè ñòåïåíü ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ñòðîãî áîëüøå ñòåïåíè âòîðîãîè ðàâíà 2n− 1, à â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå
n+ j − 2 6 2n− 2ïðè âñåõ j = 0, n. Ñëåäîâàòåëüíî,
degψj(s) 6 n− 2.



Î ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÈ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÒÀÁÈËÈÇÀÒÎ�ÎÂ 47Èññëåäóåì ñâÿçü ìåæäó ïîëèíîìàìè φj+1 è φj (ò. å. ïðè ïîñëåäîâàòåëüíûõçíà÷åíèÿõ j) ïðè j < n. Äëÿ ýòèõ ïîëèíîìîâ âûïîëíåíî
α(s)ψj(s) + β(s)φj(s) ≡ z(s)sj,

α(s)ψj+1(s) + β(s)φj+1(s) ≡ z(s)sj+1.Óìíîæèâ ïåðâîå òîæäåñòâî íà s è âû÷òÿ åãî èç âòîðîãî, ïîëó÷èì
α(s)(ψj+1(s) − ψj(s)s) + β(s)(φj+1(s) − φj(s)s) ≡ 0. (26)Òàê êàê

deg(ψj+1(s) − ψj(s)s) = deg(ψ̃j(s)) 6 n− 1,

deg(φj+1(s) − φj(s)s) = deg(φ̃j(s)) 6 n− 1,òî â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû Sn−1 (a (26) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî-æäåñòâî Sn−1

( ¯̃
ψ
¯̃
φ

)
= 0 îòíîñèòåëüíî êîý��èöèåíòîâ ψ̃j(s) è φ̃j(s)), ñëåäóåò,÷òî

ψ̃j(s) = ψj+1(s) − ψj(s)s ≡ 0,

φ̃j(s) = φj+1(s) − φj(s)s ≡ 0,ïðè âñåõ j = 0, n− 1.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ψn(s) = ψ0(s)s

n, φn = φ0s
n.Åñëè φ0(s) 6≡ 0 è ψ0(s) 6≡ 0, òî

degψn(s) = degψ0(s) + n > n,

degφn(s) = deg φ0(s) + n > n.Íî degφn(s) 6 n − 2, degψn(s) 6 n− 2. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâà-òåëüíî
φ0(s) = ψ0(s) ≡ 0,íî òîãäà è z(s) ≡ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ó ñèñòåìû (21)

(îíà æå ñèñòåìà (23)) åñòü íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå, áûëî íåâåðíûì.Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîèñêå ìèíèìàëüíîãî ñòàáèëèçà-òîðà ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì.
1. Ïî çàäàííûì âçàèìíî ïðîñòûì ïîëèíîìàì ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè èñ-õîäíîé ñèñòåìû

W (s) = C(sI −A)
−1B =

[β(s)]

α(s)
,

α(s) = sn + αns
n−1

+ . . .+ α2s+ α1,

β(s) = βn−1s
n

+ βn−2s
n−1

+ . . .+ β2s+ β1,
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Sn−2 =





n−1︷ ︸︸ ︷
α1 0 . . . 0

α2 α1 . . . 0... ... . . . ...
αn αn−1 . . . α1
1 αn . . . α2
0 1 . . . α3... ... . . . ...
0 0 . . . 1

n−1︷ ︸︸ ︷∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 0 . . . 0

β2 β1 . . . 0... ... . . . ...
βn βn−1 . . . β1
0 βn . . . β2... ... . . . ...
0 0 . . . βn
0 0 . . . 0





∈ R
(2n−1)×(2n−2).

2. Íàéäåì åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè) íåòðèâèàëüíîå ðå-øåíèå óðàâíåíèÿ
FSn−2 = 0,ãäå

F = (f1, f2, . . ., f2n−1).

3. Ïåðåáîðîì îòíîñèòåëüíî k (k = 1, 2, . . ., n − 2) âûÿñíèì, åñòü ëè ñðåäèðåøåíèé ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ãàíêåëåâîãî âèäà



f1 f2 . . . fn+k+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn−k fn−k+1 . . . f2n−2
fn−k−1 fn−k . . . f2n−1









γ1...
γn+k

1



 = 0 (27)ãóðâèöåâ ñòîëáåö
¯̄γ = (γ1, . . ., γn+k, 1)

⊤
=

(
γ̄
1

)
, γ̄ ∈ R

(n+k)×1.Ñèñòåìó (27) ìîæíî çàïèñàòü êàê íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî óêî-ðî÷åííîãî ñòîëáöà γ̄:



f1 f2 . . . fn+k
f2 f3 . . . fn+k+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn−k−1 fn−k . . . f2n−2



 ˜̄γ = −





fn+k+1
fn+k+2...
f2n−1



 . (28)Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî îñíîâíîå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð åìà 1. Ïóñòü ñèñòåìà (1) íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, âõîä èâûõîä ñèñòåìû ñêàëÿðíûå. Äëÿ ñèñòåìû (1) òîãäà è òîëüêî òîãäà ñó-ùåñòâóåò ñòàáèëèçàòîð ïîðÿäêà k (k = 1, 2, . . ., n − 2), êîãäà ñðåäè ðåøå-íèé ñèñòåìû (28), ïîðîæäàåìîé åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì F = (f1, . . ., f2n−1)óðàâíåíèÿ FSn−2(α, β) = 0 ñ ìàòðèöåé òèïà Ñèëüâåñòðà äëÿ ñèñòåìû (1),ñóùåñòâóåò ãóðâèöåâî ðåøåíèå γ̄ = (γ1, . . ., γn+k)
⊤

(ò. å. îòâå÷àþùåå ãóð-âèöåâó ïîëèíîìó γ(s) = γ1 + γ2 + . . .+ sn+k−1
+ sn+k

).



Î ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÈ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÒÀÁÈËÈÇÀÒÎ�ÎÂ 49�àíêåëåâà ñòðóêòóðà ñèñòåìû óðàâíåíèé (28) îáëåã÷àåò àíàëèç ñâîéñòâðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû, è â ÷àñòíîñòè, àíàëèç ãóðâèöåâîñòè ðåøåíèé ýòîéñèñòåìû. Óñòàíîâèì ðÿä ñâîéñòâ ðåøåíèé ñèñòåìû (28).Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî ýòà ñèñòåìà ïðè âñåõ k, èìååòñÿ â âèäó
k = 1, n− 2,èìååò ðåøåíèå (õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî ãóðâèöåâî). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òîïðè ëþáîì k ìîæíî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì âûáèðàòü ïîëèíîìû ñòàáèëèçà-òîðà φ(s) è ψ(s) ñòåïåíè íå âûøå k, òîãäà

γ(s) = α(s)ψ(s) + β(s)φ(s)áóäåò ïîëèíîì ñòåïåíè ðîâíî (n + k), à âåêòîð åãî êîý��èöèåíòîâ γ̄ | ðå-øåíèå ñèñòåìû (28). Êðîìå òîãî, âûáèðàÿ ðàçëè÷íûå φ(s) è ψ(s), ìû ìîæåìïîëó÷èòü ðàçëè÷íûå γ(s), ò. å. ïðè ëþáîì k ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãîðåøåíèé. Ýòî ñëåäóåò òàêæå èç òîãî, ÷òî ÷èñëî óðàâíåíèé â ýòîé ñèñòåìå
(n− k − 1) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëî íåèçâåñòíûõ (n+ k) ïðè ëþáîì k 6 n− 2.Áîëåå ñëîæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ñðåäè ðåøåíèé ñèñòåìû
(28) ãóðâèöåâà ñòîëáöà γ̄. Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîé ïðîáëåìû ðàññìîòðèìíåñêîëüêî ïðèìåðîâ.Ïðèìåð 1. Ïóñòü

α(s) = s4, ᾱ = (0, 0, 0, 0, 1)
⊤,

β(s) = (s− 1)
2

= s2 − 2s+ 1, β̄ = (1,−2, 1, 0)
⊤.Ò. ê. α(s) è β(s) íå èìåþò îáùèõ êîðíåé, òî ìîæíî ïðèìåíèòü îïèñàííûéâûøå àëãîðèòì ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî ñòàáèëèçàòîðà. Äëÿ ýòîãî íàéäåì âåê-òîð F = (f1, . . ., f7) (â äàííîì ñëó÷àå n = 4, 2n− 1 = 7):

(f1, . . ., f7)





0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

−2 1 0

1 −2 1

0 1 −2

0 0 1

0 0 0

0 0 0




= 0.Îäíî èç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû

F = (4 3 2 1 0 0 0) .Ò. ê. âñå fi > 0, òî ïðè ëþáîì k 6 n − 2 ñðåäè ðåøåíèé ñèñòåìû (28) íåáóäåò ñòîëáöîâ γ̄ = (γ1, . . ., γn+k)
⊤ òàêèõ, ÷òî âñå γi > 0, ò. å. γ̄ | íå ãóðâèöåâ.À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ñèñòåìû ñ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé W (s) =

β(s)
α(s) íåñóùåñòâóåò ñòàáèëèçàòîðà ïîðÿäêà ìåíüøå (n− 1) = 6.Ïðèìåð 2. �àññìîòðèì ñèñòåìó òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïåðåäàòî÷íîé �óíê-öèåé

W (s) =
[β(s)]

α(s)
,

α(s) = s3 − 3s2 + 3s+ 1,

β(s) = s2 + 2s+ 1,



50 È.Â. ÊÀÏÀËÈÍ, Â.Â. ÔÎÌÈ×ÅÂíåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëèíîìû α(s) è β(s) íå èìåþò îáùèõ êîðíåé, ò. å.ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäëîæåííûìàëãîðèòìîì íàéäåì âåêòîð F = (f1, . . ., f5) (â äàííîì ñëó÷àå n = 3, 2n−1 = 5):
(f1, f2, f3, f4, f5)





1 0

3 1

−3 3

1 −3

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0

2 1

1 2

0 1

0 0



 = 0.Îäíî èç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû
F = (2 −1 0 1 4) .�àññìîòðèì ñèñòåìó âèäà (28) ïðè k = 0:

(
2 −1 0

−1 0 1

)(γ1
γ2
γ3

)
= −

(
1

4

)
.Ýòà ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè, å¸ ðåøåíèåìÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâ ñòîëáåö γ̄ = (5, 11, 1)

⊤, îòâå÷àþùèé ãóðâèöåâó ïîëèíîìó
γ(s) = 5 + 11s+ s2 + s3.Ïî êîý��èöèåíòàì ïîëèíîìà γ(s) èç óðàâíåíèÿ (13) îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿêîý��èöèåíòû ñòàáèëèçàòîðà. Â äàíîì ñëó÷àå çàäà÷ó ðåøàåò ñòàáèëèçàòîðíóëåâîãî ïîðÿäêà, ò. å. ñòàòè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü:

H(s) =
φ(s)

ψ(s)
= 5,òî åñòü

φ(s) = 4, ψ(s) = 1.Äåéñòâèòåëüíî,
γ(s) = α(s) + 4β(s).Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (1) ìîæåò ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ñòàòè-÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè, ò. å. ñòàáèëèçàòîðîì íóëåâîãî ïîðÿäêà. Çàìåòèì,÷òî â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñèñòåìû ñóùåñòâóþò ñòàáèëèçàòîðû âñåõ ïîðÿäêîâ

k = 1, . . ., n− 1.Íî âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ñòàáèëèçàòîðà äëÿñèñòåìû (1) íàõîäèòñÿ ñòðîãî ìåæäó 0 è n − 1. Ýòó ñèòóàöèþ èëëþñòðèðóåòñëåäóþùèé ïðèìåð.Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì ñèñòåìó òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ ïåðåäàòî÷íîé �óíê-öèåé
W (s) =

[β(s)]

α(s)
,

α(s) = s3 − 2s2 − 3s+ 1,

β(s) = s.



Î ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÈ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÒÀÁÈËÈÇÀÒÎ�ÎÂ 51Ïîëèíîìû α(s) è β(s) âçàèìíî ïðîñòûå, ò. å. ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â îáùåìïîëîæåíèè. Íàéäåì âåêòîð F ∈ R
5:

(f1, f2, f3, f4, f5)





1 0

−3 1

−2 −3

1 −2

0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0



 = 0.Îäíî èç ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû
F = (−1 0 0 1 2) .�àññìîòðèì ñèñòåìó âèäà (28) ïðè k = 0:

(
−1 0 0

0 0 1

)(γ1
γ2
γ3

)
= −

(
1

2

)
. (29)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γ3 = −2, γ1 = 1, γ2 | ëþáîå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþ-áîì γ2 ïîëèíîì

γ(s) = s3 − 2s2 + γ2s+ 1íå ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâûì, ò. å. ó ñèñòåìû (29) íåò ãóðâèöåâûõ ðåøåíèé. �àñ-ñìîòðèì ñèñòåìó (28) ïðè k = 1:
(−1 0 0 1)




γ1
γ2
γ3
γ4



 = −2.Ýòà ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé âèäà
γ2, γ3, γ4| ëþáûå,
γ1 = γ4 + 2. (30)Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëèíîìà γ(s) = s4 + γ4s

3
+ γ3s

2
+ γ2s+ γ1 ïðè ïîëîæè-òåëüíûõ γi äàþò íåðàâåíñòâà:

{
γ4γ3 > γ2,
γ4γ3γ2 > γ1γ

2
4 + γ2

2 .
(31)Ó ñèñòåìû (30){(31) áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé, â ÷àñòíîñòè,

γ1 = 3, γ2 = 1, γ3 = 5, γ4 = 1,ò. å. γ(s) = s4 + s3 + 5s2 + s+ 3.Ïî êîý��èöèåíòàì γ(s) èç óðàâíåíèÿ (13) îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ êîý��è-öèåíòû ñòàáèëèçàòîðà:
H(s) =

φ(s)

ψ(s)
, φ(s) = 14s+ 9, ψ(s) = s+ 3.Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíûé ïîðÿäîê ñòàáèëèçàòîðà â äàííîì ïðèìåðåðàâåí 1, îí ñòðîãî áîëüøå íóëÿ, íî ìåíüøå (n− 1) = 2.
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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 53{60Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÑÈÍÒÅÇ �ÎÁÀÑÒÍÎ�Î ÌÎÄÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß�.È. Ëîçãà÷åâ, Ë. À. ÒþòþííèêîâàÏðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìîäàëüíûõ ðîáàñòíûõ ðåãóëÿòîðîâ â îäíîêîíòóðíîéñèñòåìå óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ æåëàåìîå ðàñïîëîæåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷å-ñêîãî ïîëèíîìà çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ íîìèíàëüíûì îáúåêòîì, à òàêæå óñòîé÷èâîñòü çà-ìêíóòîé ñèñòåìû ñ ëþáûì îáúåêòîì èç çàäàííîãî êëàññà íåîïðåäåëåííîñòè.
1. ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî ðå-ãóëèðîâàíèÿ çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ ðîáàñò-íûõ ðåãóëÿòîðîâ. �îáàñòíûì íàçûâàþò ðåãóëÿòîð, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåòóñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû íå òîëüêî ñ ðàñ÷åòíûì (íîìèíàëüíûì) îáú-åêòîì, íî è ëþáûì îáúåêòîì èç çàäàííîãî êëàññà íåîïðåäåëåííîñòè.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ðîáàñòíûõ ðåãóëÿòîðîâ äëÿ ñèñòåì ñ ïà-ðàìåòðè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòüþ â îáúåêòå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà H∞-òåîðèè. Îäíàêî ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû,îñíîâàííûå íà óêàçàííîì ïîäõîäå, èìåþò ðÿä íåäîñòàòêîâ. Ñðåäè íèõ ìà-ëûé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè ïîëó÷àåìûõ ñèñòåì, áîëüøîé ðàçáðîñ (íà íåñêîëüêîïîðÿäêîâ) êîý��èöèåíòîâ ðåãóëÿòîðà, âîçìîæíàÿ íåãðóáîñòü ñàìèõ ðåãóëÿ-òîðîâ, ñëîæíîñòü âûáîðà âåñîâûõ �óíêöèé, êðîìå òîãî, ýòî äîñòàòî÷íî ñëîæ-íûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû. Ýòî çàñòàâëÿåò èñêàòü áîëåå ïðîñòûå ââû÷èñëèòåëüíîì ïëàíå è áîëåå ý��åêòèâíûå ìåòîäû ñèíòåçà ðîáàñòíûõ ðå-ãóëÿòîðîâ.Ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïîíÿòèè ñâåðõóñòîé÷èâîñòè, ââåäåííîì Á.Ò. Ïî-ëÿêîì è Ï.Ñ. Ùåðáàêîâûì [1], äîïóñêàåò ïðîñòîå ðåøåíèå çàäà÷è ðîáàñòíîéñòàáèëèçàöèè â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé, ñâîäÿùååñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ëè-íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îäíàêî óêàçàííûé ïîäõîä ïðèìåíèì äëÿ óçêîãîêëàññà ñèñòåì.Â [2] ðàçðàáîòàí ìåòîä ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ íèçêîãî ïîðÿäêà, îáåñïå÷è-âàþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ðîáàñòíîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû ðåãóëèðîâàíèÿ. Îä-íàêî íå äëÿ âñåõ îáúåêòîâ ìîæíî ïîäîáðàòü ðåãóëÿòîð íèçêîãî ïîðÿäêà, ñòà-áèëèçèðóþùèé ñèñòåìó.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ñèíòåçà ðîáàñòíûõ ðåãóëÿòîðîâ,îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè õîðîøî îòðàáîòàííîãî òåîðèåé è ïðàêòèêîéìîäàëüíîãî ïîäõîäà.�àáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ìåòîäà, èçëàãàåìîãî â [3, 4]. Ïðåäëàãàåìûéìåòîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñèñòåìû ëþáîãî ïîðÿäêà è ïîçâîëÿåò ïðîåêòèðî-âàòü íå òîëüêî ñâîáîäíîå, íî è âûíóæäåííîå äâèæåíèå ñèñòåìû.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÎáîçíà÷èì ÷åðåç ℜn ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè níàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.Ïóñòü çàäàíà ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ íîìèíàëüíîãî (ðàñ÷åòíîãî) îáúåêòà

Wîá(p) =
P1(p)

P2(p)
, (1)ãäå P1(p) ∈ ℜm (m 6 n), P2(p) ∈ ℜn.Ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ðåàëüíîãî îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

W ∗îá(p) =
P ∗

1 (p)

P ∗
2 (p)

, (2)ãäå P ∗
1 (p) ∈ ℜm, P ∗

2 (p) ∈ ℜn, ñîäåðæèò ïàðàìåòðè÷åñêóþ íåîïðåäåëåííîñòüèíòåðâàëüíîãî òèïà
qi 6| qi − q∗i |6 qi, (3)

qi | çàäàííûå íîìèíàëüíûå (ðàñ÷åòíûå) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, q∗i | ðåàëü-íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, qi è qi | ïðåäåëû âîçìîæíûõ ïîãðåøíîñòåé ïî
i-ìó ïàðàìåòðó (i = 1, s; s 6 n + m), ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ.Çàäà ÷à 1. Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ Wð(p) ðåàëèçóå-ìîãî ðåãóëÿòîðà, îáåñïå÷èâàþùåãî óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ ïåðå-äàòî÷íîé �óíêöèåé

Wçñ(p) =
W ∗îá(p)Wð(p)

1 + W ∗îá(p)Wð(p)
(4)ïðè ìàêñèìàëüíîì ðàçìàõå (ñòåïåíè ðîáàñòíîñòè) γ1 = min(qi − qi), êîòîðûéòàêæå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ.Çàäà ÷à 2. Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ Wð(p) ðåàëèçóå-ìîãî ðåãóëÿòîðà, îáåñïå÷èâàþùåãî äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà tð âçàìêíóòîé ñèñòåìå ñ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé

Wçñ(p) =
Wîá(p)Wð(p)

1 + Wîá(p)Wð(p)
(5)íå áîëåå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ tç > 0 è óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû ñïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé

Wçñ(p) =
W ∗îá(p)Wð(p)

1 + W ∗îá(p)Wð(p)ïðè ìàêñèìàëüíîì ðàçìàõå (ñòåïåíè ðîáàñòíîñòè) γ2 = min(qi − qi), êîòîðûéòàêæå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ.
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3. Ìåòîä ðåøåíèÿ
3.1. �åøåíèå çàäà÷è 1Ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ çàìêíóòîé ñèñòåìû çàäàäèì â âèäå îòíîøåíèÿïîëèíîìîâ Q1(p) è Q2(p)

Wçñ(p) =
Q1(p)

Q2(p)
, (6)ãäå Q1(p) | ïîëèíîì l-é ñòåïåíè (l 6 k); Q2(p) | ïîëèíîì k-é ñòåïåíè (k > 2n).Ïîëèíîì Q2(p) áóäåì ñ÷èòàòü æåëàåìûì ïîëèíîìîì, ò. å. òàêèì ïîëèíî-ìîì, êîðíè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû æåëàåìûì îáðàçîì íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-êîñòè.Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîëèíîìû N1(p), L1(p) è Nîñò(p), Lîñò(p). Ïîëèíîì

N1(p) åñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ïîëèíîìà [Q2(p) − Q1(p)] íà ïîëèíîì P2(p).Ïîëèíîì L1(p) åñòü ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ïîëèíîìà Q1(p) íà ïîëèíîì P1(p).Ïîëèíîìû Nîñò(p) è Lîñò(p) | îñòàòêè îò äåëåíèÿ ïîëèíîìà [Q2(p) − Q1(p)]íà ïîëèíîì P2(p) è ïîëèíîìà Q1(p) íà ïîëèíîì P1(p) ñîîòâåòñòâåííî. Òî åñòü
Q2(p) − Q1(p)

P2(p)
= N1(p) +

Nîñò(p)

P2(p)
,

Q1(p)

P1(p)
= L1(p) +

Lîñò(p)

P1(p)
.

(7)Â ðàáîòàõ [3, 4] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè èñõîäíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ÿâëÿ-åòñÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé è íàáëþäàåìîé, ò. å. ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿîáúåêòà óïðàâëåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé äðîáüþ è âûïîëíÿåòñÿ óñëî-âèå k > 2n, òî âñåãäà íàéäóòñÿ êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà Q1(p), ïðè êîòîðûõïîëèíîìû [Q2(p) − Q1(p)] è Q1(p) äåëÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íà ïîëèíîìû P2(p) è
P1(p) áåç îñòàòêà. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ðåãóëÿ-òîðà, îáåñïå÷èâàþùàÿ æåëàåìîå ðàñïîëîæåíèå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû Q2(p) = 0. Ïðè ýòîì ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿðåãóëÿòîðà èìååò âèä:

Wp(p) =
L1(p)

N1(p)
. (8)Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì çàìêíóòîé ñèñòåìû Q2(p) çàäàí â îá-ùåì âèäå

Q2(p) =

k∑

i=0

aip
k−i,òî âûðàæåíèå (8) îïðåäåëÿåò ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ ðåãóëÿòîðà ÷åðåç êî-ý��èöèåíòû ai (i = 0, k) ïîëèíîìà Q2(p). Êîý��èöèåíòû ïîëèíîìà Q1(p)âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîý��èöèåíòû ai (i = 0, k) èç ñèñòåìû óðàâíåíèé, îïðå-äåëÿåìîé ðàâåíñòâàìè Nîñò(p) = 0 è Lîñò(p) = 0.Îïðåäåëèì òåïåðü êîý��èöèåíòû æåëàåìîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëè-íîìà çàìêíóòîé ñèñòåìû èç òðåáîâàíèé ìàêñèìàëüíîé ðîáàñòíîñòè ñèñòåìû.Ïðåäñòàâèì îáúåêò óïðàâëåíèÿ (2) â âèäå:

W ∗îá(p) =
P1(p) + ∆P1(p)

P2(p) + ∆P2(p)
, (9)ãäå ∆P1(p) è ∆P2(p) | ïîëèíîìû, ñîäåðæàùèå íåîïðåäåëåííîñòü.



56 �.È. ËÎÇ�À×ÅÂ, Ë.À. ÒÞÒÞÍÍÈÊÎÂÀÒîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì çàìêíóòîé ñèñòåìû ñ îáúåêòîì (9) èðåãóëÿòîðîì (8) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
D∗

(p) = Q2(p) + ∆P1(p)L1(p) + ∆P2(p)N1(p).Âûïèñàâ óñëîâèÿ êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè �àóññà{�óðâèöà äëÿ õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ D(p) = Q2(p) è D∗
(p) è èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûå ìåòîäûîïòèìèçàöèè, îïðåäåëèì ai (i = 0, n), ïðè êîòîðûõ ñòåïåíü ðîáàñòíîñòè γ1áóäåò ìàêñèìàëüíîé. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî âçÿòü êî-ý��èöèåíòû êàêîãî-ëèáî èç èçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.Åñëè îáúåêò óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, òî ïðîöåäóðà ñèíòåçà óïðî-ùàåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëèì ïîëèíîìû Q1(p) è Q2(p) èç óñëîâèÿ äåëè-ìîñòè áåç îñòàòêà ïîëèíîìîâ [Q2(p) − Q1(p)] íà P2(p) è Q1(p) íà P1(p):

Q2(p) = P2(p)Q̃2(p),

Q1(p) = P1(p)P2(p)Q̃1(p),ãäå Q̃1(p), Q̃2(p) | ïîëèíîìû ñ íåîïðåäåëåííûìè êîý��èöèåíòàìè ñòåïåíè
(l − n − m) è (k − n) ñîîòâåòñòâåííî.Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ðåãóëÿòîðà èìååò âèä

Wp(p) =
P2(p)Q̃1(p)

Q̃2(p) − P1(p)Q̃1(p)
. (10)

3.2. �åøåíèå çàäà÷è 2Çàäàäèì æåëàåìóþ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû (5) ñëåäóþ-ùèì îáðàçîì: α 6 (3/tç), ãäå tç > 0 | çàäàííîå çíà÷åíèå.×òîáû ãàðàíòèðîâàòü æåëàåìîå âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â íîìèíàëü-íîé ñèñòåìå tð 6 tç, çàìåíèì îãðàíè÷åíèÿ íà êîý��èöèåíòû ai (i = 0, k), ïî-ëó÷åííûå èç êðèòåðèÿ óñòîé÷èâîñòè �àóññà{�óðâèöà, íà îãðàíè÷åíèÿ, ïîëó-÷åííûå èç êðèòåðèÿ �àóññà{�óðâèöà äëÿ ñìåùåííîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîïîëèíîìà:
Q2(p) =

k∑

i=0

ai(p − α)
k−i

=

k∑

i=0

bip
k−i. (11)Äàëüíåéøàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è 2 ñâîäèòñÿ ê ìåòîäèêå ðåøåíèÿçàäà÷è 1 îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîý��èöèåíòîâ ai (i = 0, k).Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå âîçìîæíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.

4. Ïðèìåð 1�àññìîòðèì ïðèìåð äâóõìàññîâîé ñèñòåìû (äâå òåëåæêè, ñîåäèíåííûåïðóæèíîé).Ýòîò ïðèìåð èñïîëüçîâàëñÿ â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è äëÿ ìíîãèõ ìåòî-äîâ ñèíòåçà ðîáàñòíûõ ñèñòåì, îñíîâàííûõ íà H∞-ïîäõîäå [5, 6, 7, 8].Óðàâíåíèÿ îáúåêòà èìåþò âèä
ẋ1 = x3,

ẋ2 = x4,

ẋ3 = −qx1 + qx2 + u,

ẋ4 = qx1 − qx2,

(12)



ÑÈÍÒÅÇ �ÎÁÀÑÒÍÎ�Î ÌÎÄÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß 57ãäå q | �èçè÷åñêèé ïàðàìåòð (æåñòêîñòü ïðóæèíû) ñ íîìèíàëüíûì çíà÷å-íèåì qí = 0, 8, u | óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå, à èçìåðÿåìàÿ ïåðåìåííàÿ yñâÿçàíà ñ ïåðåìåííûìè ñîñòîÿíèÿ ñîîòíîøåíèåì y = x2.Ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ èìååò âèä
Wîá(p) =

q

p2(p2 + 2q)
. (13)Â ðàáîòå [5] ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà ìàêñèìèçàöèè ðàäèóñà çàïàñîâóñòîé÷èâîñòè è ñâîäÿùèìñÿ ê ïðîöåäóðå H∞-îïòèìèçàöèè, ïîñòðîåí ðåãó-ëÿòîð, êîòîðûé ãàðàíòèðóåò øèðîêèå äîïóñêè íà ïàðàìåòð q ∈ (0, 4; 2593, 8).Ïðè ýòîì âðåìÿ óïðàâëåíèÿ â ñèñòåìå íå ó÷èòûâàåòñÿ. Ïðåäëàãàåìûì âñòàòüå ìåòîäîì áåç ó÷åòà âðåìåíè ðåãóëèðîâàíèÿ â ñèñòåìå (çàäà÷à 1) ïî-ñòðîåí ðåãóëÿòîð, îáåñïå÷èâàþùèé ðîáàñòíîñòü q ∈ (0, 1;∞). Ïåðåäàòî÷íàÿ�óíêöèÿ ñèíòåçèðîâàííîãî ðåãóëÿòîðà èìååò âèä

Wð(p) =
0, 044p2

+ 0, 1p + 0, 01

0, 8p3 + 0, 72p2 + 1, 12p + 0, 128
.Êàê âèäèì, ïîëó÷åííûé ðåãóëÿòîð îáåñïå÷èâàåò áîëåå øèðîêèé èíòåðâàëâîçìîæíûõ èçìåíåíèé ïàðàìåòðà q.Ïîñòðîèì òåïåðü ðåãóëÿòîð, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ìàêñèìàëüíóþ ðî-áàñòíîñòü ïî q è âðåìÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â çàìêíóòîé ñèñòåìå ñ íî-ìèíàëüíûì îáúåêòîì íå áîëåå 25 ñ. Â ðàáîòå [5] ïîñòðîåí ðîáàñòíûé H∞-îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð, îáåñïå÷èâàþùèé äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññàíå áîëåå 25 ñ è ðîáàñòíîñòü q ∈ (0, 2; 8). Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â ðàáîòàõ [6, 7,

8] ñèíòåçèðîâàíû ðåãóëÿòîðû, îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû ïðèèçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðà â áîëåå óçêîì èíòåðâàëå: q ∈ (0, 44; 2), ïðè ýòîì äëè-òåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ñîñòàâëÿåò îò 15 äî 20 ñ. Òàê êàê â [5] ïîëó-÷åí ëó÷øèé ðåçóëüòàò, òî ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïðîâåäåì ñ ðåçóëüòàòàìèóêàçàííîé ðàáîòû.Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì îáîçíà÷åíèÿì ïðè qí = 0, 8 ïîëó÷àåì, ÷òî P1(p) = 0, 8;
P2(p) = p4

+ 1, 6p2; n = 4; m = 1. Çàäàäèì ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ çàìêíóòîéñèñòåìû
Wçñ(p) =

Q1(p)

Q2(p)
=

d0p
7

+ d1p
6

+ d2p
5

+ d3p
4

+ d4p
3
+ d5p

2
+ d6p + d7

a0p7 + a1p6 + a2p5 + a3p4 + a4p3 + a5p2 + a6p + a7
.Òîãäà ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ìîäàëüíîãî ðåãóëÿòîðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåçêîý��èöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà çàìêíóòîé ñèñòåìû

D0(p) = a0p
7
+ a1p

6
+ a2p

5
+ a3p

4
+ a4p

3
+ a5p

2
+ a6p + a7ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Wð(p) =
(4q2qía0 + a4 − 2qía2)p

3
+ (4q2ía1 + a5 − 2qía3)p

2
+ a6p + a7

qí(a0p3 + a1p2 + (a2 − 2qía0)p + a3 − 2qía1)
.Äàäèì ïàðàìåòðó q ïðèðàùåíèå ∆q. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîìçàìêíóòîé ñèñòåìû ñ âîçìóùåííûì îáúåêòîì

Wîá(p) =
qí + ∆q

p2(p2 + 2(qí + ∆q))



58 �.È. ËÎÇ�À×ÅÂ, Ë.À. ÒÞÒÞÍÍÈÊÎÂÀðàâåí
D∗

(p) = a0p
7
+ a1p

6
+ (a2 + 2∆qa0)p

5
+ (a3 + 2∆qa1)p

4
+

+ (1 + ∆q/qí)a4p
3
+ (1 + ∆q/qí)a5p

2
+ (1 + ∆q/qí)a6p + (1 + ∆q/qí)a7.Âûïèñàâ ãëàâíûå îïðåäåëèòåëè ìàòðèöû �óðâèöà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèõ ïîëèíîìîâ D0(p) è D∗

(p), èñïîëüçóåì èõ êàê îãðàíè÷åíèÿ ïðè óñëîâíîéîïòèìèçàöèè.Åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáðàòü áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-äåëåíèå (p+0, 1)
7, òî ìåòîäîì ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ïîëó÷èì îïòèìàëüíîåðåøåíèå:

a0 = 1; a1 = 1, 74; a2 = 3, 95; a3 = 3, 69; a4 = 3, 49; a5 = 1, 31; a6 = 0, 28; a7 = 0, 03.Ìîäàëüíûé ðåãóëÿòîð
Wð(p) =

−0, 27p3 − 0, 1396p2
+ 0, 28p + 0, 03

0, 8p3 + 1, 392p2 + 1, 88p + 0, 7248
(14)îáåñïå÷èâàåò çàìêíóòîé ñèñòåìå ðîáàñòíîñòü ïî ïàðàìåòðó q ∈ (0, 24;∞), ïðèýòîì äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â íîìèíàëüíîé ñèñòåìå íå ïðåâû-øàåò 25 ñ.Ñðàâíèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñ ðåçóëüòàòîì ñèíòåçà â ðàáîòå [5]. Ïå-ðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ðåãóëÿòîðà èç ðàáîòû [5], âêëþ÷åííîãî â êîíòóð ïîëî-æèòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè, èìååò âèä

Wð(p) =
−1, 25p3

+ 8, 01p2 − 0, 11p− 0, 0057

0, 001p4 + 0, 017p3 + 0, 195p2 + 1, 17p + 4, 47
. (15)Êàê âèäèì, ñèíòåçèðîâàííûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåãóëÿòîð ïðè òîé æåäëèòåëüíîñòè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà â íîìèíàëüíîé ñèñòåìå îáåñïå÷èâàåòçíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêèé äîïóñê íà ïàðàìåòð q. Ïðè ýòîì ïîðÿäîê ðå-ãóëÿòîðà (14) íà åäèíèöó íèæå ïîðÿäêà ðåãóëÿòîðà (15), è ðàçáðîñ çíà÷åíèéêîý��èöèåíòîâ ðåãóëÿòîðà ìåíüøå, ÷òî âàæíî ïðè �èçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.Êðîìå òîãî, ðåãóëÿòîð (14) îáåñïå÷èâàåò àñòàòèçì 2 ïîðÿäêà â çàìêíóòîéñèñòåìå ïðè íîìèíàëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà.

5. Ïðèìåð 2Èíòåðâàëüíûé îáúåêò çàäàí ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé
Wîá(p) =

p + 1 + 6q1

p3 + (8 + 6q2)p2 + (22 + 6q3)p + 20 + 6q4
,

| qi |6 1, i = 1, 4.

(16)Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåãóëÿòîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíî ñòàáèëèçèðóþ-ùèì, ò. å. ñòàáèëèçèðóþùèì âñå îáúåêòû èíòåðâàëüíîãî ñåìåéñòâà.Â ðàáîòå [9] â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ âåñüìà ñëîæíîé òåõíèêè, îñíîâàí-íîé íà òåîðåìå Íåâàíëèííû{Ïèêà, ïîëó÷åí ðåãóëÿòîð
Wð(p) =

0, 207(p3
+ 8p2

+ 22p + 20)

p3 + 8p2 + 21, 793p + 19, 793
. (17)



ÑÈÍÒÅÇ �ÎÁÀÑÒÍÎ�Î ÌÎÄÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß 59Ñèíòåçèðóåì ðåãóëÿòîð äëÿ îáúåêòà (16). Òàê êàê íîìèíàëüíûé îáúåêòÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïîëþñû: −2, −3 ± i) è ìèíèìàëüíî-�àçîâûì (íóëüîáúåêòà: −1), òî çàäàäèì
Q1(p) = d0(p + 1)(p3

+ 8p2
+ 22p + 20),

Q2(p) = (p3
+ 8p2

+ 22p + 20)(a0p
3

+ a1p
2
+ a2p + a3).Òîãäà ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ðåãóëÿòîðà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Wð(p) =
d0(p

3
+ 8p2

+ 22p + 20)

a0p3 + a1p2 + (a2 − d0)p + (a3 − d0)
.Åñëè â êà÷åñòâå æåëàåìîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà íîìèíàëüíîéñèñòåìû âûáðàòü Q2(p) = (p3

+ 8p2
+ 22p + 20)

2, òî ïîëó÷èì, ÷òî ðåãóëÿòîð
Wð(p) =

d0(p
3

+ 8p2
+ 22p + 20)

p3 + 8p2 + (22 − d0)p + (20 − d0)ðåøàåò çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè ïðè 0 6 d0 6 2, 7. Ïðè ýòîì, åñëè d0 = 0, 207, òîïîëó÷èì ðåãóëÿòîð (17). Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà ñèíòåçà óêëàäûâàåòñÿ âíåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé â îòëè÷èå îò ìåòîäà, ïðåäëîæåííîãî â [9].Â ðàáîòå [2] äëÿ òîãî æå îáúåêòà ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ìàêñèìàëüíîé ðî-áàñòíîñòè, ò. å. ïàðàìåòðû â (16) ñ÷èòàþòñÿ îãðàíè÷åííûìè ïî ìîäóëþ âå-ëè÷èíîé γ, êîòîðóþ íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü. Àâòîðû ïðåäëàãàþò ñòàáè-ëèçèðîâàòü ñèñòåìó ðåãóëÿòîðîì íèçêîãî ïîðÿäêà, êîý��èöèåíòû êîòîðîãîîïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì ñêàíèðîâàíèÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïî êîý��èöèåíòàìðåãóëÿòîðà. Â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåí ðåãóëÿòîð, îáåñïå÷èâàþùèé ñòåïåíü ðî-áàñòíîñòè γ = 1, 226,
Wð(p) =

p + 1, 98

0, 018p + 1
.Ïðåäëàãàåìûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäîì ïîñòðîåí ðåãóëÿòîð

Wð(p) =
3(p3

+ 8p2
+ 22p + 20)

p3 + 7, 5p2 + 20p + 51
,îáåñïå÷èâàþùèé ñòåïåíü ðîáàñòíîñòè γ = 1, 621.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåãóëÿòîð, ñèíòåçèðîâàííûé â [9], îáåñïå÷èâàåòñòåïåíü ðîáàñòíîñòè γ = 1, 205. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàòûñèíòåçà â ðàáîòàõ [2] è [9], òî âèäíî, ÷òî ðåãóëÿòîð â [2] îáåñïå÷èâàåò óâå-ëè÷åíèå ñòåïåíè ðîáàñòíîñòè ìåíåå, ÷åì íà 2 %, èìåÿ îäíàêî áîëåå ïðîñòóþñòðóêòóðó. �àçíèöà æå ìåæäó óâåëè÷åíèåì ðîáàñòíîñòè â íàñòîÿùåé ðàáîòåè â [9] ñîñòàâëÿåò áîëåå 30 %.

6. Çàêëþ÷åíèåÊàê ñëåäóåò èç âûøåèçëîæåííîãî, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ñèíòåçà âûãîäíîîòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ ìåòîäîâ ÷ðåçâû÷àéíîé ïðîñòîòîé. Â ðåçóëüòàòå ñèíòåçàïîëó÷àåòñÿ ïàðàìåòðèçîâàííîå ñåìåéñòâî ìîäàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ. Ñâîáîä-íûìè ïàðàìåòðàìè ìîæíî ðàñïîðÿäèòüñÿ äëÿ íàäåëåíèÿ ñèñòåìû òðåáóå-ìûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, íàèáîëüøåé ðîáàñòíîñòüþ ïî êàêèì-ëèáî ïà-ðàìåòðàì îáúåêòà.
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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 61{78Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÎÁ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ È ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÑÒÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÓÏ�ÀÂËßÅÌÛÕ ÑÈÑÒÅÌÑ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈÞ.Ì. ÑåìåíîâÂ ñòàòüå ìû îãðàíè÷èìñÿ îáçîðîì îñíîâíûõ �àêòîâ èç òåîðèè óïðàâëÿåìîñòè è äî-ñòèæèìîñòè (ÓÄ) òîëüêî äëÿ êëàññà C ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìèêîý��èöèåíòàìè. Õîòÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â ýòîé òåîðèè óæå íåò íèêàêèõ çàäà÷, äîñòîéíûõâíèìàíèÿ, òåì íå ìåíåå ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî íàøà ñòàòüÿ ðàçâååò ýòî äîñàäíîåçàáëóæäåíèå è äàñò íåêîòîðóþ ïåðñïåêòèâó äëÿ äàëüíåéøèõ èñëåäîâàíèé.
1. Îñíîâíûå çàäà÷è òåîðèè ÓÄËèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè îáû÷íîçàäàåòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ = Ax + Bu, x ∈ R
n, u ∈ U ⊆ R

m, (1)â êîòîðîé A è B | ïîñòîÿííûå ìàòðèöû. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè òåîðèè, ìîæíîïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîæåñòâî U (îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèé ñèñòåìû (1)) |íåïóñòî, âûïóêëî è çàìêíóòî. Îòîáðàæåíèå u : [t0, t) → U íàçûâàåòñÿ äî-ïóñòèìûì óïðàâëåíèåì ñèñòåìû (1), åñëè äëÿ íåãî èìååò ñìûñë �îðìóëàÊîøè
xu(t) = eA(t−t0)x0 + eAt

t∫

t0

e−AsBu(s) ds, (2)êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ xu(t) ñèñòåìû (1), ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
xu(t0) = x0. Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî óïðàâëåíèå u : [t0, t) → Ω ïåðåâîäèòòî÷êó x0 â òî÷êó x1 = xu(t) çà âðåìÿ t−t0, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà âðåìåíè t0. Âû-áðàííûé êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñèñòåìû (1), îïðåäåëåííûõ íà ïðî-ìåæóòêå [t0, t), îáîçíà÷àåòñÿ J I(t0, t). Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà
R

n, â êîòîðûå ìîæíî ïåðåâåñòè òî÷êó x0 çà âðåìÿ t − t0, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòàâðåìåíè t0, îáîçíà÷àåòñÿ K(x0, t0, t). Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1)âûïóêëû è çàäàþòñÿ �îðìóëîé Êîøè (ìíîãîçíà÷íûì èíòåãðàëîì, âçÿòûì ïîâñåâîçìîæíûì óïðàâëåíèÿì u : [t0, t) → U)

K(x0, t0, t) = eA(t−t0)x0 + eAt

t∫

t0

e−AsBU ds, (3)

c© Þ.Ì. Ñåìåíîâ, 2010



62 Þ.Ì. ÑÅÌÅÍÎÂè íå âñåãäà çàìêíóòû [21], äàæå ïðè óñëîâèè ìàêñèìàëüíîñòè êëàññà äîïó-ñòèìûõ óïðàâëåíèé. Ñðåäè ýòèõ ìíîæåñòâ âûäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
K(t) = eAt

t∫

0

e−AsBU ds (4)âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà R
n, â êîòîðûå ìîæíî ïåðåâåñòè òî÷êó 0 çà âðåìÿ

t > 0 ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (1). Ìíîæåñòâî K(t) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì
(0, t)-äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1). Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà R

n,êîòîðûå ìîæíî ïåðåâåñòè â òî÷êó 0 çà âðåìÿ t > 0, îáîçíà÷àåòñÿ S(t) èíàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì (0, t)-óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1). Îíî èìååò âèä
S(t) = −

t∫

0

e−AsBU ds. (5)Îñíîâíîé èíòåðåñ â òåîðèè ÓÄ ïðåäñòàâëÿåò îïèñàíèå ýâîëþöèè ìíîæåñòâäîñòèæèìîñòè K(t) è óïðàâëÿåìîñòè S(t) ïî ìåðå èçìåíåíèÿ t ∈ (0, +∞).Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ìîìåíòû â îïèñàíèè ýâîëþöèèâûïóêëûõ ìíîæåñòâ K(t) è S(t) òåñíî ñâÿçàíû ñ ýâîëþöèåé êîíóñîâ áåñ-êîíå÷íûõ íàïðàâëåíèé âûïóêëûõ ìíîæåñòâ K(t) è S(t). Â òàêîé ïîñòàíîâêåçàäà÷è òåîðèè ÓÄ íå ÷óâñòâèòåëüíû ê âûáîðó êëàññà óïðàâëåíèé, äîñòà-òî÷íî òîëüêî, ÷òîáû îí ñîäåðæàë êëàññ âñåõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ �óíêöèé.Ïåðåõîä îò êëàññà âñåõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ óïðàâëåíèé ê ëþáîìó áîëåå øè-ðîêîìó êëàññó âëå÷åò çà ñîáîé òîëüêî äîáàâëåíèå êàêèõ-òî òî÷åê íà ãðàíèöàõìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû, íå èçìåíÿÿ ïðè ýòîì èõ âûïóêëûõ ÿäåð,÷òî íåñóùåñòâåííî â ðàìêàõ íàøåãî ïîäõîäà. Õîðîøî èçâåñòíà äâîéñòâåí-íîñòü çàäà÷ äîñòèæèìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ íàïðà-âëåíèÿ âðåìåíè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÓÄ óäîáíî àêöåíòèðîâàòü âíèìàíèå íàðåøåíèè çàäà÷ òåîðèè äîñòèæèìîñòè. Äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè êëàññè÷åñêèìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:Çàäà÷à ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿx ìíîæåñòâî
K(t) = R

n ∀ t > 0 ? (IA)Åñëè óñëîâèå (IA) âûïîëíÿåòñÿ, òî ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ìãíîâåííîíóëü-äîñòèæèìîé. Åñëè ñèñòåìà (1) ìãíîâåííî íóëü-äîñòèæèìà, òî èç �îð-ìóë (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ t > 0 ìíîæåñòâî S(t) = R
n, òî åñòü ñèñòåìà

(1) áóäåò òàêæå è ìãíîâåííî íóëü-óïðàâëÿåìà. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäå-íèå.Çàäà÷à ïîëíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿx ñóùåñòâóåòêîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè T > 0, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî
K(t) = R

n ∀ t > T ? (CA)Åñëè óñëîâèå (CA) âûïîëíÿåòñÿ, òî ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ âïîëíå äî-ñòèæèìîé. Åñëè ñèñòåìà (1) âïîëíå äîñòèæèìà, òî íèæíÿÿ ãðàíü ìîìåíòîââðåìåíè t, äëÿ êîòîðûõ K(t) = R
n, îáîçíà÷àåòñÿ Tca è íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîìïîëíîé äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1). Åñëè ñèñòåìà (1) âïîëíå óïðàâëÿåìà, òîèç �îðìóë (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ t > Tca ìíîæåñòâî S(t) = R

n, òîåñòü ñèñòåìà (1) áóäåò òàêæå è âïîëíå íóëü-óïðàâëÿåìà. Âåðíî è îáðàòíîåóòâåðæäåíèå. Òàêèì îáðàçîì, ìîìåíò ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè Tcc ñîâïàäàåò ñìîìåíòîì ïîëíîé äîñòèæèìîñòè Tca. Çàäà÷ó ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè



ÎÁ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ È ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÑÒÈ 63ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ïîëíîé äîñòèæèìîñòè â ñïåöèàëüíîì ñëó-÷àå, êîãäà Tca = 0.Çàäà÷à ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿx ìíîæåñòâî
K∞ : =

⋃
{K(t) : t > 0} = R

n
? (GA)Ìíîæåñòâî K∞ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè ñèñ-òåìû (1). Åñëè óñëîâèå (GA) âûïîëíÿåòñÿ, òî ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ ãëî-áàëüíî íóëü-äîñòèæèìîé; åñëè âûïîëíÿåòñÿ àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî (GC) äëÿìíîæåñòâ S(t), òî ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî íóëü-óïðàâëÿåìîé. Íàïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷è ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè è ãëîáàëüíîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè íåýêâèâàëåíòíû.Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì óïðàâëÿåìîå óðàâíåíèå ẋ = x + u ïåðâîãî ïî-ðÿäêà. Ïóñòü óïðàâëåíèÿ ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â îòðåçêå [−1, 1], òîãäà

K∞ = R,à S∞ = (−1, 1). Äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ = −x + u ñ òàêèìè æå îãðàíè÷åíèÿìè íàóïðàâëåíèÿ íàîáîðîò, S∞ = R, à K∞ = (−1, 1).Íàðÿäó ñ çàäà÷àìè IA, CA è GA, è èõ àíàëîãàìè äëÿ ìíîæåñòâ óïðàâëÿ-åìîñòè, | çàäà÷àìè IC (ìãíîâåííîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè), CC (ïîëíîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè) è GC (ãëîáàëüíîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè), òàêæå ðàññìàòðè-âàþòñÿ èõ ëîêàëüíûå àíàëîãè, èìåþùèå áîëüøîå çíà÷åíèå â ïðèëîæåíèÿõ.Çàäà÷è LIA (ëîêàëüíîé ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè) è LIC (ëîêàëü-íîé ìãíîâåííîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè). Ïðè êàêèõ óñëîâèÿx ìíîæåñòâà K(t)
(S(t)) ñîäåðæàò îêðåñòíîñòü òî÷êè 0 ∀ t > 0 ?Çàäà÷è LCA (ëîêàëüíîé ïîëíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè) è LCC (ëîêàëüíîéïîëíîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè). Ïðè êàêèõ óñëîâèÿx ñóùåñòâóåò ìîìåíòâðåìåíè t′ < +∞ òàêîé, ÷òî ìíîæåñòâà K(t) (S(t)) ñîäåðæàò îêðåñòíîñòüòî÷êè 0 ∀ t > t′ ?Åñëè ñèñòåìà (1) ëîêàëüíî íóëü-äîñòèæèìà, òî ÷åðåç Tlca îáîçíà÷àåòñÿíèæíÿÿ ãðàíü ìîìåíòîâ âðåìåíè, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâà K(t) ñîäåðæàòîêðåñòíîñòü òî÷êè 0. Ìîìåíò Tlca íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì ïîëíîé íóëü-äîñòè-æèìîñòè ñèñòåìû (1). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíò Tlcc ëîêàëüíîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1). Èç �îðìóë (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî Tlca = Tlcc.Èç êîíå÷íîìåðíîñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (1) ñëåäóåò, ÷òî ëî-êàëüíûå àíàëîãè çàäà÷ ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè è ãëîáàëüíîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè ñâîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê çàäà÷àì ëîêàëüíîé ïîëíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè è ëîêàëüíîé ïîëíîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè.�åøåíèÿ ëîêàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè ÓÄ ñâîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ èõ ãëîáàëüíûõàíàëîãîâ, ïåðåõîäîì îò ñèñòåìû (1) ê ñèñòåìå

ẋ = Ax + Bu, x ∈ R
n, u ∈ Con U ⊆ R

m, (6)çàìåíîé ìíîæåñòâà U îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèé ñèñòåìû (1) íà çàìûêàíèååãî êîíè÷åñêîé îáîëî÷êè ConU . Ýòîò �àêò áûë çàìå÷åí äàâíî (ñì. ñòàòüþË.À. Êóíà [15] è ñòàòüþ Ì. Ïýõòåðà è Ä. Äæåêîáñîíà [26]) è ñëåäóåò èçî÷åâèäíûõ ïðàâèë êîììóòàöèè
ConK(1)(t) = K(6)(t), (7)



64 Þ.Ì. ÑÅÌÅÍÎÂâûïîëíÿþùèõñÿ äëÿ âñåõ t > 0. Àíàëîãè÷íûå ðàâåíñòâà èìåþò ìåñòî è äëÿìíîæåñòâ íóëü-óïðàâëÿåìîñòè. Èç ðàâåíñòâ (7) ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíò ëîêàëü-íîé äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1) ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì ïîëíîé äîñòèæèìîñòèñèñòåìû (6).Åñëè èìåòü â âèäó ïåðå÷èñëåííûå âûøå çàäà÷è òåîðèè ÓÄ, òî îíè ïî-ëó÷èëè äîñòàòî÷íî ïîëíûå ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå äåéñòâèòåëüíî ìîæíîñ÷èòàòü òåîðèþ ÓÄ â êëàññå ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ïî÷òè çàêîí÷åí-íîé. Îäíàêî, ê òåîðèè ÓÄ íåñîìíåííî îòíîñÿòñÿ íåêëàññè÷åñêèå çàäà÷è âû-÷èñëåíèÿ ìîìåíòà Tca ïîëíîé äîñòèæèìîñòè è ìîìåíòà Tlca ëîêàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè, ðåøåíèÿ êîòîðûõ âîçìîæíû òîëüêî ïðè ãëóáîêîì àíàëèçåýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè K(t) ïî ìåðå âîçðàñòàíèÿ t â ïðîìåæóòêå
(0, +∞). Ñ�îðìóëèðóåì ýòè íåêëàññè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ÓÄ.Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìîìåíòà ïîëíîé ñòàáèëèçàöèè. Åñëè ñèñòåìà (1)âïîëíå íóëü-äîñòèæèìà, òî êàê âû÷èñëèòü ìîìåíò åå ïîëíîé íóëü-äîñòè-æèìîñòè Tca?Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìîìåíòà ïîëíîé ëîêàëüíîé ñòàáèëèçàöèè. Åñëè ñèñ-òåìà (1) ëîêàëüíî âïîëíå íóëü-äîñòèæèìà, òî êàê âû÷èñëèòü ìîìåíò ååïîëíîé ëîêàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè Tlca?Â ÿâíîé �îðìå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìîìåíòàïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè äëÿ âïîëíå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì áûëà ïîñòàâëåíà âñòàòüå [28] �. Áüÿí÷èíè â 1986 ãîäó. Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî âñå êëàññè-÷åñêèå è íåêëàññè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ÓÄ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñ åäèíîéòî÷êè çðåíèÿ, åñëè ïîñòàâèòü îáùóþ çàäà÷ó îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñåìåéñòâàâûïóêëûõ ìíîæåñòâ K(t), ïàðàìåòðèçîâàííîãî ìîìåíòàìè âðåìåíè t > 0

(îñòîâà ñèñòåìû (1)), ïðè èçìåíåíèè t â ïðîìåæóòêå (0, +∞). Â êîíå÷íîìèòîãå âû÷èñëåíèå ìîìåíòîâ Tlca è Tca äëÿ ñèñòåìû (1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþíåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ çàäà÷ ëèíåéíîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè.
2. Îáçîð ðàçâèòèÿ ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷òåîðèè óïðàâëÿåìîñòè è äîñòèæèìîñòèÒåîðèÿ ÓÄ âûäåëèëàñü â òåîðèè óïðàâëåíèÿ â 50-õ ãîäàõ XX âåêà. Îò-äåëüíûå åå ðåçóëüòàòû ïîÿâèëèñü çíà÷èòåëüíî ðàíüøå. Äîñòàòî÷íî äëÿ ýòîãîíàïîìíèòü ðàáîòó Ê. Êàðàòåîäîðè [23] 1909 ãîäà îá èíòåãðèðóåìîñòè ï�à�-�îâûõ ñèñòåì. Çà ýòè ãîäû â òåîðèè ÓÄ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè íàêîïèëîñü ìíîãî âñåâîçìîæíûõ ðåçóëüòà-òîâ. Â 1960 ãîäó �. Êàëìàí íà ïåðâîì êîíãðåññå ÈÔÀÊ â Ìîñêâå ïðî÷èòàëäîêëàä, â êîòîðîì ïîäâåë èòîãè ïåðâîíà÷àëüíîãî ïåðèîäà â ðàçâèòèè òåîðèèóïðàâëåíèÿ. Â åãî äîêëàäå [24], â ÷àñòíîñòè, áûë ñ�îðìóëèðîâàí êðèòå-ðèé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìèêîý��èöèåíòàìè è ëèíåéíûìè îãðàíè÷èâàþùèìè ìíîæåñòâàìè. Â ñòàòüå�. Êàëìàíà [24] ñèñòåìà (1) ñ÷èòàëàñü âïîëíå óïðàâëÿåìîé, åñëè äëÿ ëþ-áîé ïàðû òî÷åê x0, x1 ∈ R

n ìîæíî áûëî íàéòè óïðàâëåíèå, îïðåäåëåííîå íàíåêîòîðîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x0 â òî÷êó x1.Êðèòåðèé Êàëìàíà 1. Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà (1) ñ U = R
m âïîëíå óïðàâ-ëÿåìà (â ñìûñëå Êàëìàíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàíã ïðèñîåäèíåí-íîé ìàòðèöû (ìàòðèöû Êàëìàíà)

rk [B, AB, . . ., An−1B] = n. (8)Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà Êàëìàíà î�îðìèëàñü íå ñðàçó è èìååò ïðåäøå-ñòâåííèêîâ. Â ñòàòüå �.Â. �àìêðåëèäçå [12], îïóáëèêîâàííîé â 1958 ãîäó,îíà äîêàçàíà â âàæíîì ñëó÷àå, êîãäà m = 1. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â òåîðåìåÊàëìàíà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî U îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèé ñèñ-òåìû (1) ñîâïàäàåò ñ R
m. �åçóëüòàò �. Êàëìàíà ìîæíî íåìíîãî ðàñøèðèòü,



ÎÁ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ È ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÑÒÈ 65ïðåäïîëàãàÿ ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèé U ⊆ R
m ëèíåéíûì! Äëÿýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå (8) ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî íàèìåíü-øåå A-èíâàðèàíòíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà R

n, ñîäåðæà-ùåå ñòîëáöû ìàòðèöû B, ñîâïàäàåò ñ R
n.Êðèòåðèé Êàëìàíà 2. Ñèñòåìà (1) ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷èâàþùèì óïðà-âëåíèÿ ìíîæåñòâîì U ⊆ R

m âïîëíå óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà íàèìåíüøåå A-èíâàðèàíòíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî [BU ]A ïðî-ñòðàíñòâà R
n, ñîäåðæàùåå BU, ñîâïàäàåò ñ R

n.�åçóëüòàò Êàëìàíà óòî÷íÿåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Òåîðåìà îá îñòîâàõ ñèñòåì êëàññà C ñ ëèíåéíûìè îãðàíè÷èâàþùèìèìíîæåñòâàìè. Åñëè îãðàíè÷èâàþùåå óïðàâëåíèÿ ìíîæåñòâî U ⊆ R
m ñèñ-òåìû (1) ëèíåéíî, òî äëÿ âñåõ t > 0

K(t) = [BU ]A. (9)Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåìû Êàëìàíà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà K(t) äîñòè-æèìîñòè ñèñòåìû (1) ñ ëèíåéíûì ìíîæåñòâîì U îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèé,âî-ïåðâûõ, ëèíåéíû, âî-âòîðûõ, A-èíâàðèàíòíû è, â-òðåòüèõ, íå ìåíÿþòñÿïî ìåðå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t â ïðîìåæóòêå (0, +∞). Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü,÷òî òåîðåìà Êàëìàíà ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ìãíîâåííîé 0-äîñòèæèìîñòèñèñòåìû (1), ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî U ëèíåéíî!Íà ïðàêòèêå ðàâåíñòâî (8) èñïîëüçóåòñÿ êàê íåîáõîäèìîå óñëîâèå äîñòè-æèìîñòè è óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1), ïðè ïðîèçâîëüíîì ìíîæåñòâå U îãðà-íè÷åíèé óïðàâëåíèé.Â 1972 ãîäó Á. Áðàììåð â ñòàòüå [33] äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìñ êîíè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ ïðèâåë òåîðåìó, âûçâàâøóþáîëüøîé èíòåðåñ.Êðèòåðèé Áðàììåðà. Ñèñòåìà (1) ñ êîíè÷åñêèì îãðàíè÷èâàþùèì óïðà-âëåíèÿ ìíîæåñòâîì U, èìåþùèì íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü â R
m, âïîëíåóïðàâëÿåìà (â ñìûñëå Êàëìàíà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿ-åòñÿ óñëîâèå (6) è íå ñóùåñòâóåò äåéñòâèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà

h òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöû At, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ
〈h, Bu〉 6 0 ∀ u ∈ U.Èíà÷å ãîâîðÿ, Áðàììåð äîêàçàë, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî U îãðà-íè÷åíèé óïðàâëåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîìåðíûì êîíóñîì â R

m, óñëîâèå (8) íàðàíã ïðèñîåäèíåííîé ìàòðèöû è âåêòîðû ñîïðÿæåííîãî ê A îïåðàòîðà íå-îáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû êîíóñ K(t) ñîâïàë ñ R
n ïðè íå-êîòîðîì t > 0. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Áðàììåðà ðåøàåò çàäà÷è ïîëíîéóïðàâëÿåìîñòè è ïîëíîé äîñòèæèìîñòè äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìñ êîíè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ. Îäíàêî îíà íå äàåò íèêàêîéäîïîëíèòåëüíîé èí�îðìàöèè î âðåìåíè Tca ïîëíîé äîñòèæèìîñòè.Â 1975 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ñîâìåñòíàÿ ñòàòüÿ Â. È. Êîðîáîâà,À.Ï. Ìàðèíè÷à è Å.È. Ïîäîëüñêîãî [14], â êîòîðîé, â ÷àñòíîñòè, áûë äîêàçàíáîëåå îáùèé êðèòåðèé ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ óïðàâëÿå-ìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, �îðìóëèðîâêà êîòîðîãî áëèçêàê �îðìóëèðîâêå òåîðåìû Áðàììåðà. Êîðîáîâ ñ ñîàâòîðàìè â ñâîèõ äîêàçà-òåëüñòâàõ èñïîëüçîâàëè äëÿ îöåíêè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (1) îáû÷íóþâ òî âðåìÿ òåõíèêó òåîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíêöèé. Îêàçàëîñü, ÷òîäëÿ ñèñòåì êëàññà C ñ êîíè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ ñâîéñòâàïîëíîé äîñòèæèìîñòè è ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè îêàçûâàþòñÿ ýêâè-âàëåíòíûìè.



66 Þ.Ì. ÑÅÌÅÍÎÂÂ 1978 ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ Þ.Ì. Ñåìåíîâà [31], â êîòîðîéáûë äîêàçàí êðèòåðèé ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè, â íåêîòîðîì ñìûñëåîêîí÷àòåëüíûé, â äîêàçàòåëüñòâå êîòîðîãî èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ìîäåëèðîâà-íèÿ ñèñòåì (�àêòîðèçàöèè), íîâûé â òî âðåìÿ â òåîðèè ÓÄ. Ñòîèò îòìåòèòü,÷òî ïðèðîäà ýòîãî ìåòîäà îòíîñèòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè êàòåãîðèé èÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé â ìàòåìàòèêå. Åãî ñóòü îáúÿñíÿåòñÿ ïðîñòî: ïî èí-�îðìàöèè î äðóãèõ \áîëåå ïðîñòî óñòðîåííûõ" îáúåêòàõ òåîðèè, ñâÿçàííûõâ òîì èëè èíîì ñìûñëå ñ îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ, òðåáóåòñÿ ïî-ëó÷èòü íåîáõîäèìóþ èí�îðìàöèþ îá îñíîâíîì îáúåêòå. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîòïîäõîä äîëæåí áûòü ý��åêòèâíûì â òåîðèè ÓÄ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì âèäà
(1), ïîñêîëüêó îïåðàòîð A íå çàâèñèò îò âðåìåíè, à ñòðóêòóðà òàêèõ îïå-ðàòîðîâ èçâåñòíà âî âñåõ äåòàëÿõ è ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëü-íûå �àêòîðèçàöèè. Áîëåå ïîäðîáíî îáùèå ñâåäåíèÿ îá ýòîì ìåòîäå ìîæíîíàéòè â êíèãå Ì. Ìåñàðîâè÷à è ß. Òàêàõàðû [4]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òîýòè èäåè â ïðèìåíåíèè ê óïðàâëÿåìûì ñèñòåìàì áûëè îòðàæåíû â ðàáîòàõÞ.Í. Ïàâëîâñêîãî, èç êîòîðûõ �óíäàìåíòàëüíàÿ ñòàòüÿ [13] áûëà îïóáëèêî-âàíà â 1974 ãîäó. Ìíîãî ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõÂ.È. Åëêèíà ñì., íàïðèìåð, [8]. Îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, íèêòî äî ðàáîòû [29]Þ.Ì. Ñåìåíîâà, îïóáëèêîâàííîé â 1978 ãîäó, íå èñïîëüçîâàë ðåãóëÿðíî êà-òåãîðíûé ïîäõîä äëÿ äåòàëüíîãî è ñèñòåìàòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ÓÄ â êëàññå ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.Âåðíåìñÿ ê çàïèñè ñèñòåìû (1). �îëü ìàòðèöû B ñâîäèòñÿ ê îòîáðàæåíèþìíîæåñòâà U â �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû. �àññìîòðèì óïðàâëÿåìóþñèñòåìó óðàâíåíèé̇

x = Ax + u, x ∈ R
n, u ∈ Ω = BU ⊆ R

n. (10)Ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè K(1)(t) è K(10)(t) ñèñòåì (1) è (10) îòëè÷àþòñÿ,áûòü ìîæåò, òîëüêî â ñòðîåíèè èõ ãðàíèö, âûïóêëûå ÿäðà èõ îäèíàêîâû.Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ èõ ìíîæåñòâ óïðàâëÿåìîñòè. Â èòîãå,â ÷àñòíîñòè, ââèäó ýòîãî ñâîéñòâà, â òåîðèè ÓÄ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñ-òåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ïðè èññëåäîâàíèè ýâîëþöèè ìíîæåñòâäîñòèæèìîñòè K(t) (òî÷íåå èõ êîíóñîâ áåñêîíå÷íûõ íàïðàâëåíèé con K(t)),óäîáíåå çàäàâàòü èõ âåêòîðíûìè óðàâíåíèÿìè
ẋ = αx + u, x ∈ V, u ∈ Ω ⊆ V, (11)ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî V | ýòî âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñíàáæåííîåîáû÷íîé òîïîëîãèåé, α : V → V | ëèíåéíûé îïåðàòîð íà V , Ω | çàìêíó-òîå âûïóêëîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà V . Ñèñòåìó (11) óäîáíîçàäàâàòü òðîéêîé C = (V, α, Ω).Îïð å ä å ë å íè å 1. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : V → W íàçûâàåòñÿ ìîð-�èçìîì ñèñòåìû C = (V, α, Ω) â ñèñòåìó D = (W, β, Π), åñëè ϕα = βϕ, ϕV = Wè ϕΩ = Π. Åñëè ñóùåñòâóåò ìîð�èçì ϕ : C → D, òî ñèñòåìà D íàçûâàåòñÿïîä÷èíåííîé ñèñòåìå C.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÿäðî Kerϕ ìîð�èçìà ϕ : C → D ÿâëÿåòñÿ α-èíâàðèàíòíûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïðîñòðàíñòâà V . Íåòðóäíî îïè-ñàòü êëàññ C(C) âñåõ ñèñòåì, ïîä÷èíåííûõ ñèñòåìå C. Ïóñòü V ′ | α-èíâà-ðèàíòíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà V , π : x → [x] = x + V ′ |êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà V íà �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî V ′′

=

V/V ′. Ïî V ′ ñòðîèòñÿ �àêòîð-ñèñòåìà C′′
= (V ′′, α′′, Ω′′

) = C/V ′. Åå �àçî-âîå ïðîñòðàíñòâî V ′′ óæå îïðåäåëåíî, îïåðàòîð α′′ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó
α′′

[x] = [αx], îãðàíè÷èâàþùåå ìíîæåñòâî Ω
′′

= πΩ. Èç îïðåäåëåíèé íåìåä-ëåííî ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð π ÿâëÿåòñÿ ìîð�èçìîì ñèñòåìû C â ñèñòåìó
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C′′. Êëàññ C(C) âñåõ ñèñòåì, ïîä÷èíåííûõ ñèñòåìå C, îáðàçóåò êàòåãîðèþ.Ñèñòåìà D, ïîä÷èíåííàÿ ñèñòåìå C ïðè ïîìîùè ìîð�èçìà ϕ, èçîìîð�íà�àêòîðñèñòåìå C/ Kerϕ.Ïóñòü ϕ : C → D | ìîð�èçì ñèñòåìû C â ñèñòåìó D, u : [0, t) → Ω |íåêîòîðîå óïðàâëåíèå ñèñòåìû C,
xu(τ) = eατ

τ∫

0

e−αsu(s) ds (12)| òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû C ñ íà÷àëîì â òî÷êå 0 è êîíöîì â òî÷êå xu(t). Ïðè-ìåíÿÿ îïåðàòîð ϕ ê ðàâåíñòâó (12), ïîëó÷èì, ÷òî óïðàâëåíèþ u ∈ J I(C, t)ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèå ϕu ∈ J I(D, t) è òðàåêòîðèÿ xϕu ñèñòåìû D, ïðè÷åìäëÿ âñåõ τ ∈ [0, t] âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
ϕxu(τ) = xϕu(τ). (13)Òàê êàê ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé {ϕu : u ∈ J I(C, t)} âñþäó ïëîòíî â J I(D, t),òî îòñþäà ñëåäóåò òåîðåìà.Ò å î ð åìà 1 (ñâîéñòâî �óíêòîðèàëüíîñòè îïåðàòîðàäîñòèæèìîñòè). Åñëè

ϕ : C → D| ìîð�èçì ñèñòåìû C â ñèñòåìó D, òî
ϕK(C, t) = K(D, t) ∀ t > 0. (14)Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà â ïîÿñíåíèÿõ íå íóæäàåòñÿ.Ò å î ð åìà 2 (�îðìóëà ñëîæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè). Åñëè ìî-ìåíòû âðåìåíè t1, t2 > 0, òî èìååò ìåñòî �îðìóëà ñëîæåíèÿ

K(C, t1 + t2) = K(C, t1) + eαt1K(C, t2). (15)Â òåîðåìàõ 1 è 2 óñòàíàâëèâàþòñÿ íàèáîëåå âàæíûå ñâîéñòâà ìíîæåñòâäîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåí-òàìè, âûäåëÿþùèå êëàññ C ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êî-ý��èöèåíòàìè ñðåäè îñòàëüíûõ. Ñâîéñòâî �óíêòîðèàëüíîñòè îçíà÷àåò, ÷òîêëàññ C ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàòåãîðèþ, à ñîîòâåòñòâèå C → K(C, t) êàêîäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîâàðèàíòíûõ �óíêòîðîâ íà êàòåãîðèè Cñî çíà÷åíèÿìè â êàòåãîðèè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ. Âî âòîðîì ñâîéñòâå êîí-ñòàòèðóåòñÿ, ÷òî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êîâàðèàíòíûõ �óíêòîðîâ
C → K(C, t) ñâÿçàíî ìåæäó ñîáîé �îðìóëîé ñëîæåíèÿ (15). Íåëüçÿ ñêàçàòü,÷òî ýòè ñâîéñòâà áûëè íåèçâåñòíû äî ðàáîò Þ.Ì. Ñåìåíîâà, íî ïîæàëóé íè-êòî íå îáðàòèë âíèìàíèå íà òî, ÷òî èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî êàêòåîðåòè÷åñêèé �àêò, íî è ý��åêòèâíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÓÄ âêëàññå C ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.Â êëàññå C âñåõ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöè-åíòàìè âûäåëÿþòñÿ ñèñòåìû, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ êîòîðûõâåùåñòâåííû è îòðèöàòåëüíû, à òàêæå ñèñòåìû, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿêîòîðûõ âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû. Ïåðâûé êëàññ ñèñòåì îáîçíà÷àåòñÿ
C−, âòîðîé C+. Êëàññ ñèñòåì, äîïîëíèòåëüíûé â C êëàññó C−, îáîçíà÷à-åòñÿ C⊕, à êëàññ ñèñòåì, äîïîëíèòåëüíûé â C êëàññó C+, îáîçíà÷àåòñÿ ñîîò-âåòñòâåííî C⊖. Åñëè C ∈ C, òî ÷åðåç C⊕ îáîçíà÷àåòñÿ êàêàÿ-íèáóäü íàèáîëü-øàÿ ïî ïîðÿäêó ñèñòåìà èç êëàññà C(C) âñåõ ñèñòåì, ïîä÷èíåííûõ ñèñòåìå C,



68 Þ.Ì. ÑÅÌÅÍÎÂñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîòîðîé íåò îòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.×åðåç C− îáîçíà÷àåòñÿ êàêàÿ-íèáóäü íàèáîëüøàÿ ïî ïîðÿäêó ñèñòåìà èçêëàññà C(C), âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìèâåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè. Â ïîëå C êîìïëåêñíûõ ÷èñåë ñïåêòð îïåðàòîðàñèñòåìû C− ðàñïîëàãàåòñÿ â ìíîæåñòâå R
− îòðèöàòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷è-ñåë, à ñïåêòð îïåðàòîðà ñèñòåìû C⊕ íàõîäèòñÿ â äîïîëíèòåëüíîì ìíîæåñòâå

C \ R
−. Ñèñòåìû C⊕ è C− îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé C îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íî-ñòüþ äî èçîìîð�èçìà. Åñëè â ïðîñòðàíñòâå V âûäåëåí æîðäàíîâ áàçèñ äëÿëèíåéíîãî îïåðàòîðà α, òî ñèñòåìû C⊕, C− è ñîîòâåòñòâóþùèå ìîð�èçìûïîä÷èíåíèÿ ϕ−

: C → C− è ϕ⊕
: C → C⊕ ëåãêî îïèñûâàþòñÿ. Äîïóñòèì,÷òî JB = (v1, . . ., vn) | áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà A ëèíåéíîãî îïåðàòîðà αèìååò æîðäàíîâ âèä. Òîãäà, çà ñ÷åò ïîäáîðà ïîðÿäêà âåêòîðîâ áàçèñà JB,ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöà A = [ [A⊕

], [A−
] ] ñ æîðäàíîâûìè ìàòðèöàìè

[A⊕
] è [A−

] îïåðàòîðîâ α⊕ è α−, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü åå äèàãîíàëè. Åñëèìàòðèöå [A⊕
] ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå âåêòîðû JB⊕

= (v1, . . ., vk), à ìàòðèöå
[A−

] ñîîòâåòñòâóþò áàçèñíûå âåêòîðû JB−
= (vk+1, . . ., vn), òî �àçîâîå ïðî-ñòðàíñòâî V ⊕ ñèñòåìû C⊕ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé âåêòî-ðîâ (v1, . . ., vk), à �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî V − ñèñòåìû C− ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîéâåêòîðîâ (vk+1, . . ., vn). Ìîð�èçì C → C⊕ òîãäà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ ïðîåêöèåéíà V ⊕ �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà V ñèñòåìû C âäîëü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

V −. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìîð�èçì C → C−.Ñèñòåìà C ∈ C ñ íåíóëåâûì �àçîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé,åñëè â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû C íåò íåòðèâèàëüíûõ α-èíâàðèàíòíûõëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Òàêèå ñèñòåìû äåëÿòñÿ íà äâà òèïà. Ê ïðîñòûìñèñòåìàì òèïà R êëàññà C îòíîñÿòñÿ âñå ñèñòåìû 1-ãî ïîðÿäêà. Ê ïðîñòûìñèñòåìàì òèïà C êëàññà C îòíîñÿòñÿ âñå ñèñòåìû 2-ãî ïîðÿäêà ñ îïåðàòî-ðîì α, îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ êîòîðîãî íåâåùåñòâåííû. Â êîîðäèíàòàõïðîñòàÿ R-ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì 1-ãî ïîðÿäêà
ẋ = λx + u, x ∈ R, u ∈ Ω ⊆ R. (16)Â êîîðäèíàòàõ ïðîñòàÿ C-ñèñòåìà ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñèñòåìîé óðàâíåíèé

2-ãî ïîðÿäêà {
ẋ1

= µx1 − νx2
+ u1,

ẋ2
= νx1

+ µx2
+ u2,

ν > 0. (17)Ïðèâåäåì ïåðå÷åíü êðèòåðèåâ ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè, ïîëíîéíóëü-äîñòèæèìîñòè è ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè äëÿ ïðîñòûõ ñèñòåì ñìíîæåñòâàìè, îãðàíè÷èâàþùèìè óïðàâëåíèÿ, ñîäåðæàùèìè òî÷êó 0. Ýòèêðèòåðèè èãðàþò âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòèñèñòåì êëàññà C.Ïð å äëîæåíèå 1. Ïðîñòàÿ ñèñòåìà (16) ñ âåùåñòâåííûì ñîáñòâåí-íûì çíà÷åíèåì λ :a) ìãíîâåííî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω = R;b) âïîëíå óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω = R;
) ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Con Ω = R,åñëè λ > 0;d) ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω = R, åñëè
λ < 0.Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðîñòàÿ C-ñèñòåìà (17) ñ îãðàíè÷èâàþùèì óïðà-âëåíèÿ ìíîæåñòâîì Ω ∋ 0 :



ÎÁ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ È ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÑÒÈ 69a) ìãíîâåííî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω ñîäåðæèòïðÿìóþ;b) âïîëíå äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω ñîäåðæèò ïîëó-ïðÿìóþ ñ âåðøèíîé â íóëå;
) ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω 6= {0},åñëè µ > 0;d) ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà âïîëíåäîñòèæèìà, åñëè µ < 0.Ñïåöèàëèçàöèè ïðåäëîæåíèé 1 è 2 äëÿ ñèñòåì ñ êîíè÷åñêèìè îãðàíè÷å-íèÿìè íà óïðàâëåíèÿ âûãëÿäÿò ïðîùå.Ïð åäëîæåíèå 1
′. Åñëè ñèñòåìà (16) èìååò êîíè÷åñêîå ìíîæåñòâî Ωîãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèé, òî äëÿ íåå ñâîéñòâà ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæè-ìîñòè, ïîëíîé äîñòèæèìîñòè è ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè ýêâèâà-ëåíòíû è âûïîëíÿþòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω = R.Ïðåäëîæåíèå 2
′. Åñëè ñèñòåìà (17) èìååò êîíè÷åñêîå ìíîæåñòâî Ωîãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèé, òî äëÿ íåå ñâîéñòâà ïîëíîé äîñòèæèìîñòè è ãëî-áàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè ðàâíîñèëüíû. Òàêàÿ ñèñòåìàa) ìãíîâåííî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíóñ Ωñîäåðæèò ïðÿìóþ;b) âïîëíå äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîíóñ Ω ñîäåðæèòïîëóïðÿìóþ ñ âåðøèíîé â íóëå.Ïðîâåðêà âûäåëåííûõ ÷åòûðåõ ïðåäëîæåíèé íå âûçûâàåò íèêàêèõ çà-òðóäíåíèé.Â äîêàçàòåëüñòâå êðèòåðèÿ ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè âàæíóþ ðîëüèãðàëà ñëåäóþùàÿ ïðîñòàÿ èäåÿ. Êàæäîé ïàðå (V, α), ñîñòîÿùåé èç êîíå÷-íîìåðíîãî âåùåñòâåííîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà V è ëèíåéíîãî îïåðàòîðà

α : V → V , ñîïîñòàâëÿëñÿ çêñïîíåíöèàëüíûé ïîòîê J T (V, α), äåéñòâóþùèéíà ïðîñòðàíñòâå V ïî ïðàâèëó a → eαta. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ : V → Wíàçûâàëîñü ìîð�èçìîì ïîòîêà J T (V, α) â ïîòîê J T (W, β), åñëè ϕα = βϕ è
ϕV = W . Êëàññ T âñåõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïîòîêîâ òàêèì îáðàçîì îáðà-ùàëñÿ â êàòåãîðèþ. Åñëè ϕ : J T (V, α) → J T (W, β) | ìîð�èçì ïîòîêîâ, òîäëÿ âñåõ a ∈ V è t ∈ R èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ϕeαta = eβtϕa. Êàæäîé ñèñòåìå
C = (V, α, Ω) ∈ C ñîïîñòàâëÿëñÿ ïîòîê J T (C) = J T (V, α). Òàêîå ñîîòâåò-ñòâèå îïðåäåëÿåò êîâàðèàíòíûé �óíêòîð íà êàòåãîðèè ëèíåéíûõ óïðàâëÿå-ìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè C ñî çíà÷åíèÿìè â êàòåãîðèè Týêñïîíåíöèàëüíûõ ïîòîêîâ íà êîíå÷íîìåðíûõ âåùåñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.Ìíîæåñòâî P ⊆ V íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíîïîòîêà J T (V, α), åñëè âìåñòå ñ òî÷êîé a ∈ P â P ñîäåðæàòñÿ âñå òî÷êèâèäà eαta ïðè âñåõ t > 0. Òàêèå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ α+-èíâàðèàíòíûìè.Çíàê + íå ïîçâîëÿåò ñïóòàòü íàèìåíüøåå âûïóêëîå α+-èíâàðèàíòíîå ìíîæå-ñòâî [P ]α+ , ñîäåðæàùåå P , ñ íàèìåíüøèì α-èíâàðèàíòíûì ëèíåéíûì ïîä-ïðîñòðàíñòâîì [P ]α, ñîäåðæàùèì P . Â ñâÿçè ñ çàäà÷åé ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè åñòåñòâåííî âîçíèêàåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óñëîâèé, ïðè êîòî-ðûõ ìíîæåñòâî [Ω]α+ = V . Îòìåòèì î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð åìà 3. Åñëè ìíîæåñòâî Ω îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèé ñèñòåìû C ñî-äåðæèò òî÷êó 0, òî ìíîæåñòâî ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè K∞(C)âûïóêëî è α+-èíâàðèàíòíî.Âàæíûé êðèòåðèé ñîâïàäåíèÿ âûïóêëîãî α+-èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà
P ⊆ V ñ V áûë äîêàçàí â [31].Ò å î ð åìà 4. Åñëè P ⊆ V | α+-èíâàðèàíòíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñî-äåðæàùåå òî÷êó 0, òî P = V òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè ëþáîì



70 Þ.Ì. ÑÅÌÅÍÎÂìîð�èçìå ïîòîêà J T (V, α) â ëþáîé ïðîñòîé ïîòîê J T (W, β) ñ ñîáñòâåííûìçíà÷åíèåì, íå ÿâëÿþùèìñÿ îòðèöàòåëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì, ϕP = Wè ϕ−P = V −.Èç òåîðåì 3 è 4 âûâîäèòñÿ îáùèé êðèòåðèé ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòèñèñòåì êëàññà C ñ îãðàíè÷èâàþùèìè ìíîæåñòâàìè, ñîäåðæàùèìè 0 (ñì. [31]).Êðèòåðèé Ñåìåíîâà ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè. Ñèñòåìà C ∈ C ñ
0 ∈ Ω ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿïðîñòàÿ ñèñòåìà, ïîä÷èíåííàÿ ñèñòåìå C⊕, ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìà èãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìà ñèñòåìà C−.Â îòëè÷èå îò êðèòåðèÿ Êîðîáîâà, Ìàðèíè÷à, Ïîäîëüñêîãî â êðèòåðèèÑåìåíîâà íå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îãðàíè÷èâàþùåå ìíîæåñòâî ñèñòåìû C áûëîêîíè÷åñêèì. Äëÿ ñèñòåì êëàññà C, îãðàíè÷èâàþùèå ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñî-äåðæàò òî÷êó 0 è ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ íåò îòðèöàòåëüíûõâåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ýòîò êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíûì. Âûäåëåíèåñèñòåìû C− â ýòîé òåîðåìå ñóùåñòâåííî. Ñóùåñòâóþò ïðèìåðû óïðàâëÿå-ìûõ ñèñòåì êëàññà C, âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îòðèöàòåëüíû, ó êî-òîðûõ âñå ïîä÷èíåííûå èì ïðîñòûå ñèñòåìû ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìû, òåìíå ìåíåå ñàìè ñèñòåìû âñå æå íå ÿâëÿþòñÿ ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìûìè.Ïðîáëåìà ãëîáàëüíîé íóëü-äîñòèæèìîñòè äëÿ ñèñòåì êëàññà C−, íàñêîëüêîèçâåñòíî àâòîðó, îñòàåòñÿ äî ñèõ ïîð îòêðûòîé è òðåáóåò ñîçäàíèÿ íîâûõ ïîä-õîäîâ. Ïîæàëóé ýòî åäèíñòâåííîå áåëîå ïÿòíî, îñòàâøååñÿ â êëàññè÷åñêèõçàäà÷àõ òåîðèè ÓÄ â êëàññå C ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìèêîý��èöèåíòàìè.Â êàòåãîðíûõ òåðìèíàõ òåîðåìà Áðàììåðà ïðèîáðåòàåò ñîâåðøåííî ïðî-çðà÷íóþ �îðìóëèðîâêó.Êðèòåðèé Áðàììåðà 2. Ñèñòåìà C ∈ C ñ êîíè÷åñêèì ìíîæåñòâîì Ωâïîëíå íóëü-óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäàÿ ïðîñòàÿñèñòåìà, ïîä÷èíåííàÿ ñèñòåìå C, âïîëíå íóëü-óïðàâëÿåìà.Íà ïðèìåðàõ ìîæíî ïîêàçàòü ñìûñë è ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå êðèòåðèåâÊàëìàíà, Áðàììåðà è Ñåìåíîâà. �àññìîòðèì òðàäèöèîííóþ â ïðèìåðàõïðîñòåéøóþ óïðàâëÿåìóþ ñèñòåìó

{
ẋ1

= x2
+ u1,

ẋ2
= u2.

(18)Ìíîæåñòâî, îãðàíè÷èâàþùåå óïðàâëåíèÿ ñèñòåìû (18), îáîçíà÷èì Ω. Â ïëîñ-êîñòè V = R
2 âûäåëèì ïðÿìóþ x1

= 0, îáîçíà÷èì åå V2. Ñèñòåìå C ïîä÷èíåíàòîëüêî îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà) ïðîñòàÿ ñèñòåìà D = (W, β, Π),�àçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîé îòîæäåñòâèì ñ ïðÿìîé W = V2. Ìîð�èçìïîä÷èíåíèÿ ϕ : C → D îòîæäåñòâèì ñ ïðîåêöèåé (x1, x2
) 7→ x2 ïëîñêîñòè Víà ïðÿìóþ W . Òîãäà Π = ϕΩ, îïåðàòîð β = 0. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (18) ñëèíåéíûì îãðàíè÷èâàþùèì ìíîæåñòâîì Ω áûëà ìãíîâåííî íóëü-äîñòèæèìàñîãëàñíî êðèòåðèþ Êàëìàíà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû Ω ñîäåðæàëîïðÿìóþ l, äëÿ êîòîðîé ϕl = W . Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿòîëüêî, ÷òî ìíîæåñòâî Ω âûïóêëî, êðèòåðèé Êàëìàíà äàåò òîëüêî äîñòàòî÷-íîå óñëîâèå ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â îáùåìñëó÷àå ñèñòåìà (18) ìãíîâåííî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-ãäà ìíîæåñòâî Ω ñîäåðæèò ïðÿìóþ. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí \ìèíèìàëüíûé" ïîîãðàíè÷åíèÿì íà óïðàâëåíèÿ ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà (18) ìãíîâåííî íóëü-äîñòèæèìà.Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (18) ñ êîíè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëå-íèÿ áûëà âïîëíå äîñòèæèìà, ñîãëàñíî êðèòåðèþ Áðàììåðà íåîáõîäèìî èäîñòàòî÷íî, ÷òîáû ϕΩ = W . Â îáùåì ñëó÷àå òåîðåìà Áðàììåðà äàåò òîëüêî
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�èñ. 1äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîëíîé äîñòèæèìîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç conΩ êîíóñáåñêîíå÷íûõ íàïðàâëåíèé âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Ω. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òîñèñòåìà (18) âïîëíå äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ϕ conΩ = W .Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí \ìèíèìàëüíûé" ïî îãðàíè÷åíèÿì íà óïðàâëåíèÿ ñëó÷àé,êîãäà ñèñòåìà (18) âïîëíå äîñòèæèìà.

�èñ. 2 �èñ. 3Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (18) áûëà ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìîé ñîãëàñíîêðèòåðèþ Ñåìåíîâà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ϕΩ = W . Ïðåäïîëî-æèì, ÷òî Ω = {(x1, x2
) : x1 > (x2

)
2}. Îòìåòèì, ÷òî íàèáîëüøèé êîíóñ conΩ,ñîäåðæàùèéñÿ â Ω, ñîâïàäàåò ñ ïîëóîñüþ {(x1, 0) : x1 > 0}. Ñ òàêèìè îãðàíè-÷åíèÿìè (ñì. ðèñ. 3) íà óïðàâëåíèÿ ñèñòåìà (18) ãëîáàëüíî íóëü-äîñòèæèìà,íî íå âïîëíå íóëü-äîñòèæèìà.Â 1983 ãîäó â ñòàòüå �. Áüÿí÷èíè [Ñ5] áûë äîêàçàí îáùèéÊðèòåðèé Áüÿí÷èíè ìãíîâåííîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè. Ëèíåéíàÿ óïðà-âëÿåìàÿ ñèñòåìà

ẋ = Ax + u, x ∈ R
n, u ∈ Γ ⊆ R

n
(19)ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé A è ïðîèçâîëüíûì îãðàíè÷èâàþùèì ìíîæåñòâîì Γìãíîâåííî íóëü-óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îðòîãîíàëüíàÿïðîåêöèÿ âûïóêëîé îáîëî÷êè Γ ìíîæåñòâà Γ íà ëþáîå At-èíâàðèàíòíîå ëè-íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y, Y 6= {0} (âêëþ÷àÿ R

n) ñîäåðæèò ïðÿìóþ ëèíèþ.



72 Þ.Ì. ÑÅÌÅÍÎÂÇàìåòèì, ÷òî â óñëîâèè òåîðåìû Áüÿí÷èíè òðåáóåòñÿ, ÷òîáû îãðàíè÷èâà-þùåå ìíîæåñòâî ëþáîé íåíóëåâîé ñèñòåìû, ïîä÷èíåííîé ñèñòåìå (19), ñî-äåðæàëî íåíóëåâîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå.Êðèòåðèé Áüÿí÷èíè ìãíîâåííîé íóëü-óïðàâëÿåìîñòè 2. Ëèíåéíàÿ óïðà-âëÿåìàÿ ñèñòåìà C = (V, α, Ω) ìãíîâåííî íóëü-óïðàâëÿåìà (íóëü-äîñòè-æèìà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèéëþáîé íåíóëåâîé ñèñòåìû, ïîä÷èíåííîé ñèñòåìå C (âêëþ÷àÿ ñàìó ñèñòåìó
C) ñîäåðæèò ïðÿìóþ ëèíèþ.�åçóëüòàò �. Áüÿí÷èíè åñòåñòâåííî ïîäíèìàåò âîïðîñ î ïðåäåëüíîì ïî-âåäåíèè îñòîâîâ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ïðè t → 0 + 0. Â 1990 ãîäó â ñòà-òüå Þ.Ì. Ñåìåíîâà [31] áûëî îïðåäåëåíî ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå ìíîæåñòâäîñòèæèìîñòè K(C, t) ïðè t → 0 + 0 ñèñòåì êëàññà C, íà îãðàíè÷èâàþùèåìíîæåñòâà êîòîðûõ íå äåëàëèñü íèêàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ.Îïð å ä å ë å íè å 2. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïî÷òè ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû C, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 è δ > 0 ñóùåñòâóåò óïðà-âëåíèå ñèñòåìû C, îïðåäåëåííîå â ïðîìåæóòêå [0, η), 0 < η < δ, ïåðåâîäÿùååòî÷êó 0 â ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè a çà âðåìÿ η.Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïî÷òè ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè îáîçíà÷àåòñÿ
K0(C) è íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïî÷òè ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè ñèñ-òåìû C. Ìíîæåñòâî K0(C) îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïàðàë-ëåëüíûõ ïåðåíîñîâ îãðàíè÷èâàþùåãî ìíîæåñòâà ñèñòåìû. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå,êîãäà ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ K(C, t) ìîíîòîííî ïî âêëþ÷åíèþ,

K0(C) =

⋂

t>0

K(C, t).Â ñòàòüå Þ.Ì. Ñåìåíîâà [31] áûëà äîêàçàíàÒ å îð åìà 5 (î ñòðîåíèè ìíîæåñòâà K0(C)). Ïóñòü C = (V, α, Ω) | ëè-íåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, conΩ | êî-íóñ áåñêîíå÷íûõ íàïðàâëåíèé âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Ω, lin Ω | íàèáîëüøååëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ëåæàùåå â êîíóñå conΩ, òîãäà
K0(C) = conΩ + [lin Ω]α. (20)Ñëåä ñ ò â è å 1 (îáùèé êðèòåðèé ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè). Ñè-ñòåìà C = (V, α, Ω) ìãíîâåííî íóëü-äîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

[lin Ω]α = V .Ôîðìóëèðîâêà è ïðîâåðêà ýòîãî êðèòåðèÿ ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòèíàìíîãî ïðîùå �îðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ Áüÿí÷èíè.Äîñòàòî÷íîñòü â ýòîì êðèòåðèè ïðÿìî ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Êàëìàíà ìãíî-âåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè. Ñóùåñòâåííî âàæíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-ìîñòü óñëîâèÿ [lin Ω]α = V äëÿ ìãíîâåííîé íóëü-äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû C ∈ Cñ ïðîèçâîëüíûì îãðàíè÷èâàþùèì ìíîæåñòâîì. Åñëè Ω | ëèíåéíî, òî �îð-ìóëà (20) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå K0(C) = [lin Ω]α. Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 5ñîäåðæèò â ñåáå êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé è òåîðåìó Êàëìàíà. Ñîáñòâåííî ãî-âîðÿ, çíà÷åíèå �îðìóëû (20) çàêëþ÷àåòñÿ ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî îíàâûäåëÿåò ìíîæåñòâî, ñ êîòîðîãî \íà÷èíàþò" ýâîëþöèîíèðîâàòü ìíîæå-ñòâà äîñòèæèìîñòè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû C ∈ C.Â 1986 ãîäó îïóáëèêîâàíà ñòàòüÿ �. Áüÿí÷èíè [28], â êîòîðîé áûë äîêàçàíñëåäóþùèé êðèòåðèé ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåì êëàññà C.



ÎÁ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ È ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÑÒÈ 73Êðèòåðèé Áüÿí÷èíè ïîëíîé óïðàâëÿåìîñòè. Ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñ-òåìà (19) ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé A è ïðîèçâîëüíûì îãðàíè÷èâàþùèì ìíî-æåñòâîì Γ âïîëíå óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ σ ∈ Rñóùåñòâóåò òàêîå m ∈ N, ÷òî
co{Γ + (A − σI)Γ + ... + (A − σI)

m
Γ} = E. (21)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî, õîòÿ êðèòåðèé Áüÿí÷èíè ðåøàåò ïðîáëåìó ïîëíîéóïðàâëÿåìîñòè, îäíàêî â ñòàòüå [28] íå ïîêàçàíî, êàê êîíêðåòíî ïðîâåðÿåòñÿóñëîâèå (21).Ç àì å ÷ àíè å 1. Âñå êëàññè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ÓÄ â êëàññå C ëèíåéíûõóïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ìîãóò áûòü ðåøåíûîäíèì ìåòîäîì, ðàçðàáîòàííûì â ñòàòüÿõ [29{31].Ïîñëå ðàáîòû �. Áüÿí÷èíè [28], îïóáëèêîâàííîé â 1986 ãîäó, ìíîãèå ñïå-öèàëèñòû ðåøèëè, ÷òî òåîðèÿ ÓÄ äëÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïî-ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè çàâåðøåíà. Ýòî ìîæíî áûëî îáúÿñíèòü òîëüêîîòñóòñòâèåì ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü àêòóàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ÓÄ,ê êîòîðûì ìîæíî îòíåñòè çàäà÷ó, ïîñòàâëåííóþ â ñòàòüå [28] Áüÿí÷èíè, âêîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè ïîëíîé äîñòèæèìîñòèâïîëíå óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Áüÿí÷èíè ñ÷èòàëà ýòó çàäà÷ó òðóäíîé, ê êîòî-ðîé íå âèäíî ïîäõîäîâ. Äåéñòâèòåëüíî, òåõíèêîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ �óíê-öèé, êîòîðóþ èñïîëüçîâàëè â òî âðåìÿ êàê íàèáîëåå ñèëüíûé èíñòðóìåíò äëÿðåøåíèÿ çàäà÷ ÓÄ, ýòî áûëî ñäåëàòü òðóäíî, åñëè âîîáùå âîçìîæíî. Îäíàêîíèêòî íå îáðàòèë âíèìàíèÿ íà òî, ÷òî â ñòàòüÿõ Þ.Ì. Ñåìåíîâà [29{31] áûëèçàëîæåíû è ðàçâèòû îñíîâû èíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ íå òîëüêî êëàññè÷åñêèõçàäà÷ òåîðèè ÓÄ â êëàññå C ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìèêîý��èöèåíòàìè.

3. Îáùàÿ òåîðèÿ ýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòèëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìèÎïèñàíèå ýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ ñèñòåì ñóùåñòâåí-íî îáëåã÷àåòñÿ òåì, ÷òî îíè âûïóêëû. Ïîëóïðÿìàÿ l0 ñ âåðøèíîé â íóëåíàçûâàåòñÿ ëó÷îì áåñêîíå÷íîãî íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîãî ìíîæåñòâà P , åñëèâ ìíîæåñòâå P ñóùåñòâóåò òî÷êà a, òàêàÿ, ÷òî ëó÷ la = a + l0 ⊆ P . Îáú-åäèíåíèå âñåõ ëó÷åé áåñêîíå÷íûõ íàïðàâëåíèé íåîãðàíè÷åííîãî âûïóêëîãîìíîæåñòâà P , ëåæàùåãî â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå îáðàçóåò êîíóñ, êî-òîðûé îáîçíà÷àåòñÿ con P è íàçûâàåòñÿ êîíóñîì áåñêîíå÷íûõ íàïðàâëåíèéâûïóêëîãî ìíîæåñòâà P . Êîíóñ con P çàìêíóò, åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî
P ëåæèò â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íåçàâèñèìî îò òîãî çàìêíóòî èëèíå çàìêíóòî ìíîæåñòâî P . Åñëè âûïóêëîå ìíîæåñòâî P îãðàíè÷åíî, òî, ïîîïðåäåëåíèþ, conP = {0}. Íàèáîëüøåå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ëåæà-ùåå â conP , îáîçíà÷àåòñÿ linP è íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì êðàåì âûïóêëîãîìíîæåñòâà P (êîíóñà conP ). Â íåêîòîðûõ èñòî÷íèêàõ êîíóñ con P íàçûâà-åòñÿ êîíóñîì ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèé âûïóêëîãî ìíîæåñòâà P . Îñíîâíîéçàäà÷åé òåîðèè ÓÄ ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ýâîëþöèè ìíîæåñòâ K(t) è S(t) ïîìåðå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t â èíòåðâàëå (0, +∞). Èç èíâàðèàíòíîñòè êî-íóñà áåñêîíå÷íûõ íàïðàâëåíèé conP îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâìíîæåñòâà P ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü ïî âêëþ÷åíèþ ñåìåéñòâ êîíóñîâ conK(t)è ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ linK(t). Â íàøåì ïîíèìàíèè îïèñàíèåýâîëþöèè ìíîæåñòâ K(t) ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ýâîëþöèè ñåìåéñòâ êîíóñîâ
con K(t) (êîíè÷åñêîãî îñòîâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1) è ñåìåéñòâ ëèíåéíûõ



74 Þ.Ì. ÑÅÌÅÍÎÂïðîñòðàíñòâ linK(t) (ëèíåéíîãî îñòîâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû (1)) è, àíàëî-ãè÷íî, äëÿ ìíîæåñòâ óïðàâëÿåìîñòè S(t), òàê êàê ýòèõ ñâåäåíèé äîñòàòî÷íîäëÿ ðåøåíèÿ âñåõ óïîìÿíóòûõ âûøå çàäà÷ ÓÄ.Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ òåîðèè ÓÄ ñèñòåì êëàññà C è èõïîëíîòà â êîíå÷íîì èòîãå îáúÿñíÿåòñÿ òðåìÿ áàçèñíûìè ñâîéñòâàìè, îò-íîñÿùèìèñÿ ê àëãåáðå.Âî-ïåðâûõ, êëàññ C ìîæíî ñíàáäèòü ñòðîåíèåì êàòåãîðèè, â êîòîðîé\êàæäûé" íåòðèâèàëüíûé îáúåêò êàòåãîðèè C èìååò \áîãàòûé" íàáîðïîä÷èíåííûõ ñèñòåì.Âî-âòîðûõ, ñîîòâåòñòâèå C → K(C, t) îïðåäåëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷å-ñêîå ñåìåéñòâî êîâàðèàíòíûõ �óíêòîðîâ K( · , t) íà êàòåãîðèè C ñî çíà÷å-íèÿìè â êàòåãîðèè V çàìêíóòûõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ïîçâîëÿþùåå ñâÿ-çàòü ìåæäó ñîáîé ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû C ∈ C ñ ìíîæå-ñòâàìè äîñòèæèìîñòè ïîä÷èíåííûõ åé ñèñòåì.Â òðåòüèõ, �óíêòîðû K( · , t) ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé �îðìóëîé ñëîæå-íèÿ (15).Â ðàáîòàõ Þ.Ì. Ñåìåíîâà [32{38] áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ ýâîëþöèè ìíî-æåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûìè êîý�-�èöèåíòàìè è îáîñíîâàíà îáùàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòîâ ñêà÷êîâëèíåéíûõ îñòîâîâ. Äëÿ âïîëíå äîñòèæèìûõ ñèñòåì êëàññà C áûë ïðåäëîæåíìåòîä âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòà ïîëíîé äîñòèæèìîñòè. Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ ìî-ìåíòà ïîëíîé äîñòèæèìîñòè áûëè ðåàëèçîâàíû äëÿ íåêîòîðûõ òèïîâ ñèñòåìêëàññà C. Â îñíîâó òåîðèè áûëè ïîëîæåíû ñâîéñòâî (14) �óíêòîðèàëüíîñòèîïåðàòîðà äîñòèæèìîñòè è �îðìóëà (15) ñëîæåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ äîñòèæè-ìîñòè (ñì. òåîðåìû 1 è 2). Â ýòîì ðàçäåëå ñòàòüè ïîÿñíÿþòñÿ îñíîâíûå èäåèòåîðèè ýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåì êëàññà C.Ïóñòü C = (V, α, Ω) | ñèñòåìà êëàññà C. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíî-æåñòâî Ω ñîäåðæèò òî÷êó 0, ÷òî ãàðàíòèðóåò ìîíîòîííîñòü ïî âêëþ÷åíèþñåìåéñòâà ìíîæåñòâ K(C, t). Èç ìîíîòîííîñòè ïî âêëþ÷åíèþ ñåìåéñòâà âû-ïóêëûõ ìíîæåñòâ K(C, t) ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü ïî âêëþ÷åíèþ èõ êîíóñîâ áåñ-êîíå÷íûõ íàïðàâëåíèé conK(C, t) è ìîíîòîííîñòü ïî âêëþ÷åíèþ ñåìåéñòâàëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ linK(C, t). Äëÿ âñåõ t > 0 èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ
linK(C, t) ⊆ conK(C, t) ⊆ K(C, t).Ôóíêöèÿ d(C, t) ðàçìåðíîñòè ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ linK(C, t) íå óáû-âàåò, êóñî÷íî-ïîñòîÿííà è ïðèíèìàåò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì÷åðåç
0 = t0 < t1 < . . . < tr < tr+1 = +∞ñåìåéñòâî âñåõ òî÷åê ðàçðûâà �óíêöèè d(C, t). Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â êà-æäîì èíòåðâàëå (tk, tk+1), k = 0, . . ., r ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà linK(C, t)íå ìåíÿþòñÿ, îáîçíà÷èì èõ Lk(C). Òàê ñèñòåìå C ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîíå÷íàÿáàøíÿ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ

L0(C) ⊂ L1(C) ⊂ . . . ⊂ Lr(C) = L(C). (22)Ò å îð åìà 6. Ïóñòü C = (V, α, Ω) | ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ñïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, òîãäà ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Lk(C)

α-èíâàðèàíòíû äëÿ âñåõ k = 0, . . ., r.Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî L0(C) = [lin Ω]α. Â îñîáîì ñëó÷àå, êîãäà �óíê-öèÿ d(C, t) ïîñòîÿííà, ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îñòîâ ñèñòåìû C ëèíåéíî ñòà-áèëåí. Â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî lin K(C, t) íå çàâèñèò îò t,òàê æå α-èíâàðèàíòíî è îáîçíà÷àåòñÿ L(C). Åñëè �óíêöèÿ d(C, t) íå ïîñòî-ÿííà, òî t1 íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì ïåðâîãî ñêà÷êà ëèíåéíîãî îñòîâà ñèñòåìû



ÎÁ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ È ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÑÒÈ 75

C è îáîçíà÷àåòñÿ t(C), à ìîìåíò âðåìåíè tr íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì ïîëíîéñòàáèëèçàöèè ëèíåéíîãî îñòîâà ñèñòåìû C è îáîçíà÷àåòñÿ T (C).Íàèáîëåå âàæíûì ïðè èññëåäîâàíèè ýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòèñèñòåìû C êëàññà C ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ìîìåíòà t(C) ïåðâîãî ñêà÷êà ååëèíåéíîãî îñòîâà è íàõîæäåíèÿ ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L1(C).Ñëåäóþùàÿ ëåììà, íåñìîòðÿ íà åå ïðîñòîòó, èãðàåò âåñüìà ñóùåñòâåííóþðîëü â íàøåé òåîðèè, ïîñêîëüêó èìåííî îíà íàõîäèòñÿ â îñíîâàíèè ìåòîäàðåäóêöèè çàäà÷ äîñòèæèìîñòè.Ë åììà 1. Ïóñòü P | íåïóñòîå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî êîíå÷íîìåð-íîãî âåùåñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà V, ϕ : V → W | ëèíåéíîå îòîáðàæåíèåïðîñòðàíñòâà V â ïðîñòðàíñòâî W . Åñëè Kerϕ ⊆ linP è ϕV = W, òî
P = ϕ−1ϕP .Ââèäó ëåììû 1 ñâîéñòâî �óíêòîðèàëüíîñòè îïåðàòîðà äîñòèæèìîñòè îá-ðàùàåòñÿ è ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ τ -ñîâåðøåííîãî ìîð�èçìà, âàæíîãî ïðèðåäóêöèè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.Îïð å ä å ë å íè å 3. Ìîð�èçì

ϕ : C → Díàçûâàåòñÿ τ−ñîâåðøåííûì (τ ∈ [0, +∞)), åñëè äëÿ ëþáîãî t > τ

Kerϕ ⊆ linK(C, t). (23)Ò å îð åìà 7 (îñíîâíîå ñâîéñòâî τ -ñîâåðøåííûõìîð�èçìîâ).Åñëè ìîð�èçì
ϕ : C → D τ−ñîâåðøåíåí, òî äëÿ ëþáîãî t > τ

K(C, t) = ϕ−1K(D, t). (24)Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñèñòåìà D ïîä÷èíåíà ñèñòåìå C ïðè ïîìîùè τ -ñîâåð-øåííîãî ìîð�èçìà ϕ, òî äëÿ âñåõ t > τ ìíîæåñòâà äîñòèæèìîñòè K(C, t)ñèñòåìû C îïðåäåëÿþòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî îïåðàöèè òîïîëîãè÷åñêîãî çàìûêà-íèÿ, ìíîæåñòâàìè K(D, t) è ÿäðîì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ϕ. Ñóùåñòâîâàíèåíåòðèâèàëüíîãî τ -ñîâåðøåííîãî ìîð�èçìà ϕ : C → D ïîçâîëÿåò ðåäóöèðî-âàòü ïðè ïîìîùè �îðìóëû (24) îïèñàíèå îñòîâà ñèñòåìû C äëÿ ìîìåíòîââðåìåíè t > τ ê îïèñàíèþ îñòîâà ñèñòåìû D, ïîðÿäîê êîòîðîé ìåíüøå ïî-ðÿäêà ñèñòåìû C íà ðàçìåðíîñòü ÿäðà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà ϕ. ÎòìåòèìÑë åä ñ ò â è å 2. Åñëè ìîð�èçì ϕ τ−ñîâåðøåíåí, òî äëÿ ëþáîãî t > τ

d(C, t) = d(D, t) + dim Kerϕ. (25)Èç îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè âûòåêàåòïî-âèäèìîìó íåâîçìîæíîñòü �îðìóëèðîâêè îáùåãî ïðîñòîãî êðèòåðèÿ ïîë-íîé äîñòèæèìîñòè (óïðàâëÿåìîñòè) ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîñòî-ÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ïðîñòîé�åäóêöèîííûé êðèòåðèé ïîëíîé äîñòèæèìîñòè. Ñèñòåìà C ∈ C âïîëíåäîñòèæèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âïîëíå äîñòèæèìà �àêòîð-ñèñ-òåìà C/L′
(C), ãäå L′

(C) | ïåðâîå íåíóëåâîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè α-èíâàðèàíòíûõ ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (22).Åñëè lin Ω 6= {0}, òî ïî òåîðåìå 5 L0(C) = [lin Ω]α 6= {0} è îïèñàíèå ýâîëþ-öèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû C ïî òåîðåìå 7 ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû C′′
= (V ′′, α′′, Ω′′

) = C/[linΩ]α, óêîòîðîé lin Ω
′′

= {0}. Ââèäó ýòîãî çàìå÷àíèÿ âàæíî ñîñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå



76 Þ.Ì. ÑÅÌÅÍÎÂíà òîì ñëó÷àå, êîãäà lin Ω = {0}. Áóäåì äàëåå ýòî ïîñòîÿííî ïðåäïîëàãàòü.Ìîð�èçì �àêòîðèçàöèè ϕ1 : C → C1 = C/L1(C) t1-ñîâåðøåíåí. Ïîðÿäîê ñèñ-òåìû C1 ðàâåí ðàçíîñòè dimV − dimL1(C) < dimV . Èç òåîðåìû 7 ñëåäóåò,÷òî ìîìåíò ïåðâîãî ñêà÷êà ñèñòåìû C1 ñîâïàäàåò ñ ìîìåíòîì âòîðîãî ñêà÷êàñèñòåìû C. Òàêèì îáðàçîì, èíäóêòèâíî ñòðîÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìû
C1, . . ., Cr, ïåðâûå ñêà÷êè îñòîâîâ êîòîðûõ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî t2, . . ., tr+1,è ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà L1(C), . . ., Lr(C) ⊂ V . Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðî-öåññà â êîíöå êîíöîâ ìû ïðèäåì ê âû÷èñëåíèþ ìîìåíòà T (C) è îïèñàíèþïðîñòðàíñòâà Lr(C) ïîëíîé ëèíåéíîé ñòàáèëèçàöèè ñèñòåìû C. Â òåîðèè ÓÄâàæíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Ò å î ð åìà 8. Ïóñòü C = (V, α, Ω) ∈ C è lin Ω = {0}, òîãäà äëÿ âñåõ t ∈
∈ (0, t1)

conK(C, t) = K(conC, t). (25)Âêëþ÷åíèå K(conC, t)) ⊆ conK(C, t) äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòî è èçâåñòíî äà-âíî, íåòðèâèàëüíî îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Çíà÷åíèå òåîðåìû 8 çàêëþ÷àåòñÿ âòîì, ÷òî îíà ñâîäèò âû÷èñëåíèå ïåðâîãî ñêà÷êà ëèíåéíîãî îñòîâà ñèñòåìû Cê âû÷èñëåíèþ ïåðâîãî ñêà÷êà ëèíåéíîãî îñòîâà ñèñòåìû conC = (V, α, con Ω)ñ êîíè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè óïðàâëåíèé. Î÷åíü âàæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿñèñòåì ñ êîíè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà óïðàâëåíèÿ ïðè îïèñàíèè êîíóñîâäîñòèæèìîñòè ìîæíî îïåðàöèþ èíòåãðèðîâàíèÿ (�îðìóëó Êîøè) çàìåíèòüîïåðàöèåé ñóììèðîâàíèÿ è òåì ñàìûì ñâîäèòü çàäà÷è ÓÄ ê èññëåäîâàíèþïîâåäåíèÿ êîíóñîâ îãðàíè÷åíèé óïðàâëåíèé îòíîñèòåëüíî ýêñïîíåíöèàëüíûõïîòîêîâ.Ò å î ð åìà 9. Åñëè C = (V, α, Ω) ∈ C | ñèñòåìà ñ êîíè÷åñêèìè îãðàíè÷å-íèÿìè íà óïðàâëåíèÿ, òî
K(C, t) =

∑

0<s<t

eαsΩ. (26)Ñóììà êîíóñîâ â �îðìóëå (26) îïðåäåëÿåòñÿ êàê òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåí-íîå îáúåäèíåíèå êîíóñîâ
eαs1Ω + . . . + eαsmΩ,âçÿòîå ïî âñåâîçìîæíûì êîíå÷íûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ìîìåíòîâ âðåìåíè

s1, . . ., sm ∈ (0, t).Ç àì å ÷ àíè å 2. Èç òåîðåì 8 è 9 ñëåäóåò, ÷òî ìîìåíò ïåðâîãî ñêà÷êà t(C)ëèíåéíîãî îñòîâà ñèñòåìû C ñ lin Ω = {0} ñîâïàäàåò ñ íèæíåé ãðàíüþ çíà÷å-íèé t, äëÿ êîòîðûõ êîíóñ
∑

0<s<t

eαs conΩñîäåðæèò ïðÿìóþ.Çàìå ÷àíè å 3. Â èòîãå, òåîðåìû 5{9 âûäåëÿþò â êà÷åñòâå íàèáîëååâàæíîãî äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåéíîé óïðà-âëÿåìîé ñèñòåìû C = (V, α, Ω) ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ñëó÷àé èñ-ñëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè êîíóñîâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû con C = (V, α, con Ω) âïðîìåæóòêå (0, t(C)).



ÎÁ ÝÂÎËÞÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÄÎÑÒÈÆÈÌÎÑÒÈ È ÓÏ�ÀÂËßÅÌÎÑÒÈ 77Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ω, îãðàíè÷èâàþùåå óïðàâëåíèÿñèñòåìû C = (V, α, Ω), ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ñ lin Ω = {0}. Îïèñàíèå ýâîëþöèèêîíóñîâ äîñòèæèìîñòè ñèñòåìû C â èíòåðâàëå (0, t(C)) ñ òàêèìè îãðàíè÷åíè-ÿìè óïðàâëåíèé ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó îïèñàíèþ ýâîëþöèè êîíóñîâäîñòèæèìîñòè ñèñòåì Cκ
= C/V κ, íà÷èíàÿ ñ κ = ρ äî κ = 0 (ñâåðõó âíèç) èçáàøíè

C = C0 → C1 → . . . → Cρ−1 → Cρ
= 0,ïîëó÷åííîé ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíûõ �àêòîðèçàöèé ñèñòåìû C ïî α-èíâàðèàíòíûì ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì ïðîñòðàíñòâà V , ñîñòàâëÿþùèìíåóïëîòíÿåìóþ áàøíþ

{0} = V 0 ⊂ V 1 ⊂ . . . ⊂ V ρ−1 ⊂ V ρ
= V.Â òåîðåìàõ 5{9 ñîäåðæèòñÿ ïåðå÷åíü âñåõ îáùèõ ñâåäåíèé î ñòðîåíèèè ýâîëþöèè ìíîæåñòâ äîñòèæèìîñòè ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïî-ñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè. Äåòàëè èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè ìíîæåñòâ äî-ñòèæèìîñòè íåêîòîðûõ òèïîâ ñèñòåì êëàññà C îïèñàíû â ðàáîòàõ [32{35].Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè ÓÄ ê îöåíêàì ñíèçó âðåìåíè ðåãóëèðîâàíèÿñèñòåì àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ìîæíî íàéòè â [36{38].Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 79{94Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÇÀÄÀ×À ÒÅ�ÌÈÍÀËÜÍÎ�Î ÓÏ�ÀÂËÅÍÈßÄÂÈÆÅÍÈÅÌ ËÅÒÀÒÅËÜÍÎ�Î ÀÏÏÀ�ÀÒÀÀ.Í. Êàíàòíèêîâ, Å. À. ØìàãèíàÄëÿ çàäà÷è òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà îïèñàí ìåòîäïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ è ðàñ÷åòà ñîîòâåòñòâóþùèõ óïðàâëå-íèé. �åøåíèå çàäà÷è áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè øåñòèìåðíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,â êîòîðîé óïðàâëåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà ïåðåãðóçêè. Ïðåäëîæåííûé ìåòîäïðîäåìîíñòðèðîâàí íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.
1. ÂâåäåíèåÇàäà÷à àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ëåòàòåëüíûìè àïïàðàòàìè (ËÀ) èñ-ñëåäóåòñÿ óæå íåñêîëüêî äåñÿòêîâ ëåò, íî îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé è ïî ñåéäåíü. Ñóùåñòâåííûå òðóäíîñòè â ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ñâÿçàíû ñ áîëüøîéñëîæíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ è íàëè÷èåìîãðàíè÷åíèé, âûçâàííûõ, â ÷àñòíîñòè, ïîâûøåííûìè òðåáîâàíèÿìè ê ëåò-íûì õàðàêòåðèñòèêàì è áåçîïàñíîñòè ïîëåòà.Â çàäà÷àõ àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì íàèáîëüøåå ðàñïðî-ñòðàíåíèå ïîëó÷èëè àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà êîíöåïöèÿõ îáðàòíûõ çàäà÷äèíàìèêè [1,2]. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ êîíöåïöèé îáðàò-íûõ çàäà÷ äèíàìèêè, à òàêæå îáøèðíàÿ áèáëèîãðà�èÿ ïî ýòîìó âîïðîñóïðèâåäåíû â [1] è [2]. Ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ïîäõîäà â çàäà÷àõ óïðà-âëåíèÿ ËÀ ïðåäñòàâëåíû â [3] è [4].Ïðîñòðàíñòâåííîå äâèæåíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà åñòåñòâåííî ðàññìà-òðèâàòü êàê äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, ÷òî ïðèâîäèò ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ñèñòåìó èç äâåíàäöàòè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé. Èçâåñòíû ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ìîäåëè äëÿ ðàñ÷åòà óïðàâëå-íèé, îáåñïå÷èâàþùèõ äâèæåíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïî çàäàííîé òðàåê-òîðèè [3,4,6]. Îäíàêî ïðè ýòîì çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, êàêïðàâèëî, íå îáñóæäàåòñÿ.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîëîãèåé îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè [1, 2] òåðìè-íàëüíîå óïðàâëåíèå äâèæåíèåì ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà íóæíî ñòðîèòü âäâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ñòðîèòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ äâè-æåíèÿ öåíòðà ìàññ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà. Íà ýòîì ýòàïå ëåòàòåëüíûéàïïàðàò ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, ñ÷èòàÿ, ÷òî â êàæ-äûé ìîìåíò âðåìåíè îðèåíòàöèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ñ ó÷åòîì åãî àý-ðîäèíàìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü òðåáóåìóþ ñóììó ñèë,äåéñòâóþùèõ íà ëåòàòåëüíûé àïïàðàò. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó øåñòè äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà, â êîòîðîé â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé �èãóðèðóþòêîîðäèíàòû âåêòîðà ïåðåãðóçêè, äåéñòâóþùåé íà ëåòàòåëüíûé àïïàðàò. Íàâòîðîì ýòàïå ïðè èçâåñòíîé ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèè ïîëåòà è äåé-ñòâóþùèõ ïåðåãðóçêàõ ðàññ÷èòûâàþòñÿ îðèåíòàöèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà è
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80 À.Í. ÊÀÍÀÒÍÈÊÎÂ, Å.À. ØÌÀ�ÈÍÀóïðàâëåíèÿ. Íà ýòîì ýòàïå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü àýðîäèíàìè÷åñêèå îñîáåí-íîñòè ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, õàðàêòåðèñòèêè åãî äâèãàòåëüíîé óñòàíîâêè.Â äàííîé ñòàòüå îáñóæäàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà íà îñíîâå ïîëèíîìîâ îò âðåìåíè. Èñõîäíûìè äàí-íûìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ïîëîæåíèÿ, ñêîðîñòè è ïåðåãðóçîê â íà÷àëüíûé èêîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè. Äëÿ ïîñòðîåííîé ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòî-ðèè â ðàìêàõ øåñòèìåðíîé ìîäåëè âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óïðàâëå-íèÿ. Ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé �óíêöèè âðåìåíè, èõèñïîëüçîâàíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ëåòàòåëüíûé àïïàðàò òî÷íî ñëåäóåò ïî âû-áðàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèè. Óïðàâëåíèÿ â �îðìå îáðàòíîé ñâÿçèâû÷èñëÿþòñÿ íà îñíîâå ïðîãðàììíûõ ñ ó÷åòîì �àêòè÷åñêîãî ïîëîæåíèÿ ëå-òàòåëüíîãî àïïàðàòà. Ýòî ïîçâîëÿåò êîððåêòèðîâàòü âîçìîæíûå îòêëîíåíèÿîò çàäàííîé ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèè.�àáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâåí-íîé òðàåêòîðèè è ðàñ÷åòà ðåàëèçóþùèõ ýòó òðàåêòîðèþ óïðàâëåíèé ïðîâå-ðåíà ìîäåëèðîâàíèåì íåêîòîðûõ òèïîâûõ ìàíåâðîâ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà.
2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿöåíòðà ìàññ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòàÄëÿ çàïèñè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà áóäåì èñïîëüçî-âàòü ñëåäóþùèå ñèñòåìû êîîðäèíàò.Íà÷àëî O íîðìàëüíîé çåìíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz ðàñïîëîæåíî â íå-êîòîðîé òî÷êå çåìíîé ïîâåðõíîñòè, îñü Oy íàïðàâëåíà ïî ìåñòíîé âåðòèêàëèïðîòèâ âåêòîðà ñèëû òÿæåñòè, îñè Ox è Oz ðàñïîëîæåíû â ãîðèçîíòàëü-íîé ïëîñêîñòè è îáðàçóþò âìåñòå ñ îñüþ Oy ïðàâóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Âðàìêàõ ðåøàåìîé çàäà÷è ïðîñòðàíñòâåííàÿ îðèåíòàöèÿ íîðìàëüíîé çåìíîéñèñòåìû êîîðäèíàò îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Êðèâèçíîé çåìíîé ïîâåðõíîñòè èâðàùåíèåì Çåìëè ïðåíåáðåãàþò. Äëÿ íåáîëüøèõ èíòåðâàëîâ âðåìåíè íîð-ìàëüíóþ çåìíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ïðèíÿòî ñ÷èòàòü èíåðöèàëüíîé.Ïåðåìåñòèâ íà÷àëî íîðìàëüíîé çåìíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â öåíòð ìàññëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, ïîëó÷èì íîðìàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Otxyz. Ýòàñèñòåìà êîîðäèíàò èãðàåò âñïîìîãàòåëüíóþ ðîëü, åå îáû÷íî îáîçíà÷àþò òàêæå, êàê è íîðìàëüíóþ çåìíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.Íà÷àëî Ot òðàåêòîðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò OtXtYtZt ïîìåùàþò â öåíòðåìàññ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, åå îñü OtXt íàïðàâëÿþò ïî âåêòîðó (çåìíîé)ñêîðîñòè ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà. Îñü OtYt ïåðïåíäèêóëÿðíà îñè OtXt, ðàñ-ïîëîæåíà â ìåñòíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âåêòîð ñêîðîñòè,è íàïðàâëåíà ââåðõ (îòíîñèòåëüíî ìåñòíîé âåðòèêàëè). Îñü OtZt äîïîë-íÿåò ââåäåííûå îñè äî ïðàâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîëîæåíèå òðàåêòîðíîéñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò çàäàåòñÿäâóìÿ óãëàìè: óãëîì ïóòè ψ è óãëîì íàêëîíà òðàåêòîðèè θ (ðèñ. 1).Äâèæåíèå öåíòðà ìàññ ËÀ îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé óðàâíåíèé

[1, ñ. 130, 158]:
V̇ = (nx − sin θ)g, Ḣ = V sin θ,

θ̇ =
(ny cos γ − cos θ)g

V
, L̇ = V cos θ cosψ,

ψ̇ = −nyg sin γ

V cos θ
, Ż = −V cos θ sinψ,

(1)ãäå V | çåìíàÿ ñêîðîñòü ËÀ, ì/ñ;
θ | óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè, ðàä;
ψ | óãîë ïóòè, ðàä;
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�èñ. 1
H | âûñîòà ïîëåòà, ì;
L | äàëüíîñòü ïîëåòà, ì;
Z | áîêîâàÿ äàëüíîñòü ïîëåòà, ì;
nx, ny | áåçðàçìåðíûå ïåðåãðóçêè;
γ | óãîë ìåæäó ïðîåêöèåé âåêòîðà ïåðåãðóçêè íà ïëîñêîñòü OtYtZt èîñüþ OtYt, ðàä.Ïåðåãðóçêè nx, ny è óãîë γ â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê óïðà-âëåíèÿ.Ñèñòåìà (1) íå ÿâëÿåòñÿ à��èííîé, ò.å. ëèíåéíîé ïî óïðàâëåíèÿì, ÷òîçàòðóäíÿåò èñïîëüçîâàíèå êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè. Ïîýòîìóïåðåéäåì ê íîâûì âèðòóàëüíûì óïðàâëåíèÿì

v1 = nx, v2 = ny cos γ, v3 = ny sinγ. (2)Ïðè ââåäåíèè ýòèõ óïðàâëåíèé ñèñòåìà (1) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó
V̇ = −g sin θ + gv1, Ḣ = V sin θ,

θ̇ = −cos θ

V
g +

g

V
v2, L̇ = V cos θ cosψ,

ψ̇ = − g

V cos θ
v3, Ż = −V cos θ sinψ.

(3)Ñèñòåìó (3) íåòðóäíî çàïèñàòü â âèäå òðåõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà.Âûáðàâ â êà÷åñòâå íîâûõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèè y1 = H , y2 = L, y3 = Z èïîëîæèâ
y4 = ẏ1, y5 = ẏ2, y6 = ẏ3, (4)ïîëó÷èì øåñòü �óíêöèé, îïðåäåëÿþùèõ â îáëàñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâàñèñòåìû (3), çàäàííîé îãðàíè÷åíèÿìè

V > 0, |θ| < π

2
, −π < ψ < π,
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




V =

√
y2
4 + y2

5 + y2
6 ,

sin θ =
y4√

y2
4 + y2

5 + y2
6

, cos θ =

√
y2
5 + y2

6√
y2
4 + y2

5 + y2
6

,

sinψ = − y6√
y2
5 + y2

6

, cosψ =
y5√
y2
5 + y2

6

.

(5)Â ïåðåìåííûõ yi, i = 1, 6, ñèñòåìà (3) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:





ẏ1 = y4, ẏ4 = −g + v1g sin θ + v2g cos θ,

ẏ2 = y5, ẏ5 = v1g cos θ cosψ − v2g sin θ cosψ + v3g sinψ,

ẏ3 = y6, ẏ6 = −v1g cos θ sinψ + v2g sin θ cps+ v3g cosψ,

(6)ãäå âåëè÷èíû sin θ, cos θ, sinψ, cosψ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5). Ñèñ-òåìó (6) ñ ó÷åòîì (5) ìîæíî çàïèñàòü êàê ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé âòîðîãîïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé y1, y2, y3:





ÿ1 = −g + v1g sin θ + v2g cos θ,

ÿ2 = v1g cos θ cosψ − v2g sin θ cosψ + v3g sinψ,

ÿ3 = −v1g cos θ sinψ + v2g sin θ cosψ + v3g cosψ.

(7)

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó òåðìèíàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè t0 çàäàíû çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ ëåòàòåëüíîãî àï-ïàðàòà 




V
∣∣∣
t=t0

= V0, θ
∣∣∣
t=t0

= θ0, ψ
∣∣∣
t=t0

= ψ0,

H
∣∣∣
t=t0

= H0, L
∣∣∣
t=t0

= L0, Z
∣∣∣
t=t0

= Z0

(8)è çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé
nx

∣∣∣
t=t0

= nx0, ny

∣∣∣
t=t0

= ny0, γ
∣∣∣
t=t0

= γ0. (9)Òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ, êîòîðûé ê çàäàííîìó ìî-ìåíòó âðåìåíè t∗ îáåñïå÷èâàåò ïåðåâîä ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà â òåðìèíàëü-íîå ñîñòîÿíèå 




V
∣∣∣
t=t

∗

= V∗, θ
∣∣∣
t=t

∗

= θ∗, ψ
∣∣∣
t=t

∗

= ψ∗,

H
∣∣∣
t=t

∗

= H∗, L
∣∣∣
t=t

∗

= L∗, Z
∣∣∣
t=t

∗

= Z∗

(10)ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè óïðàâëåíèé:
nx

∣∣∣
t=t

∗

= nx∗, ny

∣∣∣
t=t

∗

= ny∗, γ
∣∣∣
t=t

∗

= γ∗. (11)�åøåíèå ýòîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
(3), çàïèñàííîé â �îðìå (7).
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4. Ïîñòðîåíèå ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèèè ðàñ÷åò ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé�åøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â ðàìêàõ êîíöåïöèè îáðàò-íûõ çàäà÷ äèíàìèêè. Ñíà÷àëà âûáèðàåì òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ, óäîâëåòâî-ðÿþùóþ çàäàííûì óñëîâèÿì â íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ìîìåíòû âðåìåíè, àçàòåì ðàññ÷èòûâàåì óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå äâèæåíèå ëåòàòåëüíîãîàïïàðàòà ïî çàäàííîé òðàåêòîðèè.Ïðè çàäàííîé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ èçâåñòíû �óíêöèè
y1(t) = H(t), y2(t) = L(t), y3(t) = Z(t).Çíà÷åíèÿ ýòèõ �óíêöèé ïðè t = t0 îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè (8):

y10 = H0, y20 = L0, y30 = Z0. (12)Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (3), íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ (8) ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿîïðåäåëÿþò è ïðîèçâîäíûå �óíêöèé y1(t), y2(t), y3(t) ïðè t = t0:
ẏ10 =V0 sinθ0, ẏ20 =V0 cosθ0 cosψ0, ẏ30 =−V0 cosθ0 sinψ0. (13)Ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì óïðàâëåíèé (9) è ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (8) íàõî-äèì è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ýòèõ �óíêöèé ïðè t = t0:





ÿ10 = −g + v10g sin θ0 + v20g cos θ0,

ÿ20 = v10g cos θ0 cosψ0 − v20g sin θ0 cosψ0 + v30g sinψ0,

ÿ30 = −v10g cos θ0 sinψ0 + v20g sin θ0 sinψ0 + v30g cosψ0.

(14)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ (10) èóïðàâëåíèé (11) îïðåäåëÿþò ïðè t = t∗ çíà÷åíèÿ �óíêöèé y1(t), y2(t), y3(t),èõ ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ:





y1∗ = H∗, y2∗ = L∗, y3∗ = Z∗;

ẏ1∗ =V∗ sinθ∗, ẏ2∗ =V∗ cosθ∗ cosψ∗, ẏ3∗ =−V∗ cosθ∗ sinψ∗;

ÿ1∗ = −g + v1∗g sin θ∗ + v2∗g cos θ∗,
ÿ2∗ = v1∗g cos θ∗ cosψ∗ − v2∗g sin θ∗ cosψ∗ + v3∗g sinψ∗,
ÿ3∗ = −v1∗g cos θ∗ sinψ∗ + v2∗g sin θ∗ sinψ∗ + v3∗g cosψ∗.

(15)Òàêèì îáðàçîì, òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, óäîâëå-òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (8){(11), íàêëàäûâàåò íà �óíêöèè y1(t), y2(t), y3(t),îïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [t0, t∗], ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12){(15). Ýòè �óíêöèèáóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìîâ. Òàê êàê íà êàæäóþ �óíêöèþ çàäàíû øåñòüóñëîâèé, ñòåïåíü ïîëèíîìà ñëåäóåò ïîëîæèòü ðàâíîé ïÿòè.�àññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà yi(t), i = 1, 3, ïÿòîé ñòåïåíè,óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì
yi(t0) = yi0, ẏi(t0) = ẏi0, ÿi(t0) = ÿi0,

yi(t∗) = yi∗, ẏi(t∗) = ẏi∗, ÿi(t∗) = ÿi∗.Çàäà÷ó óäîáíî ñâåñòè ê ñëó÷àþ îòðåçêà [0, 1].Ïîëîæèì ∆ = t∗ − t0, pi(τ) = yi(t0 + τ∆). Òîãäà ìíîãî÷ëåí pi(τ) óäîâëåòâî-ðÿåò óñëîâèÿì
{
pi(0) = yi0, p′i(0) = ẏi0∆, p′′i (0) = ÿi0∆

2,

pi(1) = yi∗, p′i(1) = ẏi∗∆, p′′i (1) = ÿi∗∆
2,

(16)ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîìó τ .
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5. Ñîãëàñíîñîîòíîøåíèÿì (16) ïðè τ = 0 èìååì

α0 = yi0, α1 = ẏi(0)∆, α2 =
1

2
ÿi(0)∆

2. (17)Çàïèñàâ ñîîòíîøåíèÿ (16) ïðè τ = 1, ïîëó÷èì äëÿ îñòàâøèõñÿ òðåõ êîý��è-öèåíòîâ ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè:





α3 + α4 + α5 = yi∗ − yi0 − ẏi0∆ − 1

2
ÿi0∆

2,

3α3 + 4α4 + 5α5 = ẏi∗∆ − ẏi0∆ − ÿi0∆
2,

6α3 + 12α4 + 20α5 = ÿi∗∆
2 − ÿi0∆

2.

(18)Îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ∣∣∣∣∣
1 1 1

3 4 5

6 12 20

∣∣∣∣∣ = 2 6= 0,òàê ÷òî ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå. �åøàÿ ñèñòåìó (18),ïîëó÷àåì





α3 = 10yi∗ − 10yi0 − 6ẏi0∆ − 3

2
ÿi0∆

2 − 4ẏi∗∆ +
1

2
ÿi∗∆

2,

α4 = −15yi∗ + 15yi0 + 8ẏi0∆ +
3

2
ÿi0∆

2
+ 7ẏi∗∆ − ÿi∗∆

2,

α5 = 6yi∗ − 6yi0 − 3ẏi0∆ − 1

2
ÿi0∆

2 − 3ẏi∗∆ +
1

2
ÿi∗∆

2.

(19)Âñå êîý��èöèåíòû íàéäåíû. Òåì ñàìûì ïîñòðîåíû �óíêöèè
yi(t) = pi

( t− t0

∆

)
, i = 1, 3. (20)Ïîñëå òîãî, êàê òðàåêòîðèÿ ïîñòðîåíà, ò.å. îïðåäåëåíû �óíêöèè (20), ïðî-ãðàììíûå óïðàâëåíèÿ v1, v2, v3 âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (7)îòíîñèòåëüíî ýòèõ óïðàâëåíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:






v1 = sin θ +
ÿ1 sin θ + ÿ2 cos θ cosψ − ÿ3 cos θ sinψ

g
,

v2 = cos θ +
ÿ1 cos θ − ÿ2 sin θ cosψ + ÿ3 sin θ sinψ

g
,

v3 =
ÿ3 cosψ + ÿ2 sinψ

g
,

(21)

ãäå cos θ, sin θ, cosψ, sinψ âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì (5) ñ ó÷åòîì (4), à yi, ẏi,
ÿi, i = 1, 3, âû÷èñëåíû äëÿ �óíêöèé (20).Ïî âèðòóàëüíûì óïðàâëåíèÿì v1, v2, v3 âû÷èñëÿåì ñîãëàñíî �îðìóëàì
(2) óïðàâëåíèÿ nx, ny, γ.
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5. Ïîñòðîåíèå óïðàâëåíèé â �îðìå îáðàòíûõ ñâÿçåéÇàïèøåì ñèñòåìó (7) â âåêòîðíîé �îðìå ÿ = A+B(y, ẏ)v, ãäå





y =




y1

y2

y3



 =




H

L

Z



, v =




v1

v2

v3



, A = −g




1

0

0



,

B(y, ẏ) = g




sin θ cos θ 0

cos θ cosψ − sin θ cosψ sinψ

− cos θ sinψ sin θ sinψ cosψ





(22)

è âåëè÷èíû sin θ, cos θ, sinψ, cosψ îïðåäåëåíû ÷åðåç ẏ1, ẏ2, ẏ3 ñîîòíîøåíè-ÿìè (4), (5).Îáîçíà÷èì ÷åðåç yp(t) è vp(t) çàäàííóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ ëåòàòåëü-íîãî àïïàðàòà è ðåàëèçóþùèå åå ïðîãðàììíûå óïðàâëåíèÿ. Ýòè âåêòîð-�óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ÿp(t) = A+B
(
yp(t), ẏp(t)

)
vp(t). Óïðàâëå-íèå v(y, ẏ) â �îðìå îáðàòíîé ñâÿçè áóäåì èñêàòü èç óñëîâèÿ, ÷òî êîîðäèíàòû

zi îòêëîíåíèÿ z = y − yp(t) òðàåêòîðèè y, ñîîòâåòñòâóþùåé óïðàâëåíèþ
v(y, ẏ), îò ïðîãðàììíîé òðàåêòîðèè yp(t) ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì

z̈i + ki1żi + ki2zi = 0, i = 1, 3, (23)â êîòîðûõ êîíñòàíòû ki1 è ki2 âûáðàíû òàê, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå êîðíèýòèõ óðàâíåíèé ðàñïîëîæåíû â ëåâîé ÷àñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ò.å. íóëå-âîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ äëÿ êàæäîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâûì ïðè t → +∞. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ïîëîæå-íèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ óðàâíåíèé (23) îçíà÷àåò, ÷òî y(t) → yp(t) è ẏ(t) → ẏp(t)ïðè t→ +∞.Çàïèøåì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (23) â âåêòîðíîé �îðìå
z̈ +K1ż +K2z = 0, (24)ãäå K1 è K2 | äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè ñîîò-âåòñòâåííî ki1 è ki2.Âûïîëíèì â ñèñòåìå (24) ïîäñòàíîâêó z = y − y0(t) è ó÷òåì, ÷òî

ÿp(t) = A+B
(
yp(t), ẏp(t)

)
vp(t), ÿ = A+B(y, ẏ)v(y, ẏ).Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:

(
A+B(y, ẏ)v(y, ẏ)

)
−
(
A+B(yp(t), ẏp(t))vp(t)

)
+

+K1(ẏ − ẏp(t)) +K2(y − yp(t)) = 0.Ñëåäîâàòåëüíî,
v(y, ẏ) = B−1

(y, ẏ)B(yp(t), ẏp(t))vp(t) −
−B−1

(y, ẏ)
(
K1(ẏ − ẏp(t)) +K2(y − yp(t))

)
.
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g
B(y, ẏ) ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé, òàê ÷òî
B−1

(y, ẏ) =
1

g2
B
ò
(y, ẏ).Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àåì èñêîìîå óïðàâëåíèå â âèäå

v(y, ẏ) =
1

g2
B
ò
(y, ẏ)B(yp(t), ẏp(t))vp(t) −

− 1

g2
B
ò
(y, ẏ)

(
K1(ẏ − ẏp(t)) +K2(y − yp(t))

)
. (25)Äëÿ ðàñ÷åòà óïðàâëåíèÿ (25) íåîáõîäèìî çíàòü âåêòîð (y, ẏ)

ò òåêóùåãîñîñòîÿíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, âåêòîð (yp, ẏp

)ò ñîñòîÿíèÿ íà ïðîãðàìì-íîé òðàåêòîðèè è ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ñîñòîÿíèþ âåêòîð vp óïðàâëåíèé.Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ â �îðìå îáðàòíîé ñâÿçè íå-îáõîäèìî âûïîëíÿòü â äâà ýòàïà.Íà ïåðâîì, ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå ïî çàäàííûì íà÷àëüíîìó è êîíå÷íîìóïîëîæåíèþ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïîëèíîìû pi(τ), i = 1, 3

(ñì. ï. 4). Ïîñòðîåíèå ýòèõ ïîëèíîìîâ, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (20), ðàâíî-ñèëüíî çàäàíèþ ïðîñòðàíñòâåííîé òðàåêòîðèè ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà.Íà âòîðîì ýòàïå â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t ïî ïîëèíîìàì pi(τ), i = 1, 3,íàõîäÿòñÿ âåêòîðû yp(t) è ẏp(t), îïðåäåëÿþùèå ñ ó÷åòîì (4), (5) ñîñòîÿíèåëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, â êîòîðîì îí äîëæåí íàõîäèòüñÿ â òåêóùèé ìîìåíòâðåìåíè, à òàêæå ïî �îðìóëàì (21) âåêòîð vp(t) ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé.Èñõîäÿ èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, îïðåäåëÿåìîãî âåëè-÷èíàìè H , L, Z, V , θ, ψ, ñ ó÷åòîì (3) íàõîäèì âåêòîðû
y =

(
H
L
Z

)
, ẏ =




Ḣ

L̇

Ż



 =

(
V sin θ

V cos θ cosψ
−V cos θ sinψ

)
. (26)Äàëåå ïî �îðìóëå (25) âû÷èñëÿåì óïðàâëåíèå â �îðìå îáðàòíîé ñâÿçè.

6. �åçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ�àáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèèäâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà è ðàñ÷åòà óïðàâëåíèé, ðåàëèçóþùèõ ýòóòðàåêòîðèþ, ïðîâåðåíà ïóòåì êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñðåäå Matlab.�àññìîòðåíî íåñêîëüêî òèïîâûõ ìàíåâðîâ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà.
6.1. Ìîäåëèðîâàíèå ðàçâîðîòà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà�àññìîòðèì ìàíåâð, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ðàçâîðîòå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòàíà 180

◦. Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ýòîãî ìàíåâðà ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.1. Äëÿïîñòðîåíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ è ðàñ÷åòà ðåàëèçóþùèõ åå óïðàâëåíèé âû-ïîëíÿåì ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ.Íà ïåðâîì, ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå ïî �îðìóëàì (2) âû÷èñëÿåì ãðàíè÷-íûå óñëîâèÿ äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ óïðàâëåíèé:
v10 = 0, v20 = 1, v30 = 0, v1∗ = 0, v2∗ = 1, v3∗ = 0.
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V, êì/÷ θ, ãðàä ψ, ãðàä H, ì L, ì Z, ì nx ny γ, ãðàä

t0=0ñ 180 0 0 1000 0 0 0 1 0

t
∗
=55ñ 180 0 180 1300 600 −500 0 1 0Çàòåì ïî �îðìóëàì (12){(14) äëÿ �óíêöèé yi(t), i = 1, 3, âû÷èñëÿåì íà÷àëü-íûå óñëîâèÿ (ïðè t = t0 = 0):

y10 = 1000, y20 = 0, y30 = 0;

ẏ10 = 0, ẏ20 = 50, ẏ30 = 0;

ÿ10 = 0, ÿ20 = 0, ÿ30 = 0.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïî �îðìóëàì (15) âû÷èñëÿåì êîíå÷íûå óñëîâèÿ (ïðè
t = t∗ = 55 ñ):

y1∗ = 1300, y2∗ = 600, y3∗ = −500;

ẏ1∗ = 0, ẏ2∗ = −50, ẏ3∗ = 0;

ÿ1∗ = 0, ÿ2∗ = 0, ÿ3∗ = 0.Ñ ó÷åòîì ∆ = 55 ñ ïîìîùüþ �îðìóë (17), (18) âû÷èñëÿåì êîý��èöèåíòûòðåõ ïîëèíîìîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì:
p1(τ) = 1000 + 3000τ3 − 4500τ4

+ 1800τ5,
p2(τ) = 2750τ − 21500τ3

+ 32250τ4 − 12900τ5,
p3(τ) = −5000τ3

+ 7500τ4 − 3000τ5.Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïîñòðîåíà. Ïî ïîëèíîìàì
pi(τ), i = 1, 3, â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå y(t)öåíòðà ìàññ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïî �îðìóëàì (20), êîîðäèíàòû ñêîðîñòèöåíòðà ìàññ ïî �îðìóëàì

Ḣ(t) = ẏ1(t) =
p′1(τ)

∆
, L̇(t) = ẏ2(t) =

p′2(τ)

∆
, Ż(t) = ẏ3(t) =

p′3(τ)

∆
,è âåëè÷èíû V , θ, ψ ïî �îðìóëàì (5), (6).Íà âòîðîì ýòàïå â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè ïî ïîëèíîìàì pi(τ), i = 1, 3,âû÷èñëåííûì äëÿ τ =

t − t0

∆

, íàõîäèì âåêòîðû yp(t) è ẏp(t), îïðåäåëÿþùèåòåêóùåå ñîñòîÿíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà, à òàêæå ïî �îðìóëàì (21) âåêòîð
vp(t) ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé. Èñõîäÿ èç òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ ëåòàòåëü-íîãî àïïàðàòà, îïðåäåëÿåìîãî âåëè÷èíàìè H , L, Z, V , θ, ψ, ñ ó÷åòîì (3) ïî�îðìóëàì (26) íàõîäèì âåêòîðû y è ẏ, à çàòåì ïî �îðìóëå (25) âû÷èñëÿåìóïðàâëåíèå â �îðìå îáðàòíîé ñâÿçè.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåòà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ñ ðàñ÷åòîì óï-ðàâëåíèÿ â �îðìå îáðàòíîé ñâÿçè ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.2. Òðàåêòîðèÿäâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïîêàçàíà íà ðèñ. 2. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíûãðà�èêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ, à íà ðèñ. 4 | ãðà-�èêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óïðàâëåíèé â òåõ æå åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ, ÷òîè â òàáë. 1.2. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âû-ïîëíÿëîñü ìåòîäîì Ýéëåðà ñ øàãîì 0,1 ñ. Ïðè ðàñ÷åòå óïðàâëåíèé áûëèâûáðàíû êîý��èöèåíòû ñòàáèëèçàöèè ki1 = 0,01, ki2 = 0,01, i = 1, 3.Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé äëÿ ðåàëèçàöèèðàññìàòðèâàåìîãî ìàíåâðà áåç çàìûêàíèÿ ñèñòåìû îáðàòíûìè ñâÿçÿìè ñî-ãëàñíî (23) ïðèâîäèò ê çàìåòíîìó ðàñõîæäåíèþ ïðîãðàììíîé è ðåàëèçîâàí-íîé òðàåêòîðèé (ðèñ. 5).
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�èñ. 2

�èñ. 3
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�èñ. 4

�èñ. 5
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t, ñ V, êì/÷ θ, ãðàä ψ, ãðàä H, ì L, ì Z, ì nx ny γ, ãðàä
0,0 180,00 0,0000 0,0000 1000,0 0,000 0,0000 0,0000 1,000 0,0000

0,1 180,00 0,0000 0,0000 1000,0 5,000 0,0000 0,0002 1,001 −0,1047

0,2 180,00 0,0012 0,0021 1000,0 10,000 0,0000 0,0004 1,002 −0,2081

0,3 180,00 0,0037 0,0061 1000,0 15,000 −0,0002 0,0006 1,003 −0,3101

0,4 180,00 0,0073 0,0122 1000,0 20,000 −0,0007 0,0008 1,004 −0,4107

0,5 180,01 0,0122 0,0203 1000,0 25,000 −0,0018 0,0010 1,005 −0,5100

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

54,8 180,13 0,0085 180,07 1300,0 609,75 −500,00 0,0056 0,998 −0,1691

54,9 180,15 0,0064 180,07 1300,0 604,75 −500,00 0,0013 0,999 −0,0619

55,0 180,16 0,0056 180,07 1300,0 599,74 −500,00 −0,0029 1,000 0,0463

6.2. Ìîäåëèðîâàíèå ñíèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòàÈñõîäíûå äàííûå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ìàíåâðà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòàïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.3.Ò à á ë è ö à 1.3. Èñõîäíûå äàííûå äëÿ ñíèæåíèÿ ËÀ
V, êì/÷ θ, ãðàä ψ, ãðàä H, ì L, ì Z, ì nx ny γ, ãðàä

t0=0ñ 90 −15 0 2000 0 0 0 1 0

t
∗
=50ñ 80 0 0 700 1300 200 0 1 0Íà ïåðâîì, ïðåäâàðèòåëüíîì ýòàïå âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ y1 = H ,

y2 = L, y3 = Z, à òàêæå èõ ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ â íà÷àëüíûé ìîìåíòâðåìåíè t = t0 = 0:
y10 = 2000, y20 = 0, y30 = 0;

ẏ10 = −6,470, ẏ20 = 24,148, ẏ30 = 0;

ÿ10 = −0,334, ÿ20 = 2,54, ÿ30 = 0.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû÷èñëÿåì èõ çíà÷åíèÿ â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè
t = t1 = 50 ñ:

y1∗ = 700, y2∗ = 1300, y3∗ = 220;

ẏ1∗ = 0, ẏ2∗ = 22,222, ẏ3∗ = 0;

ÿ1∗ = 0, ÿ2∗ = 0, ÿ3∗ = 0.Ñòðîèì ïîëèíîìû, îïèñûâàþùèå òðàåêòîðèþ ïîëåòà:
p1(τ) = 2000− 323,5τ − 417,4τ2 − 9806,6τ3

+ 15660τ4 − 6412τ5
;

p2(τ) = 1207,4τ + 3171τ2
+ 688,4τ3 − 8107τ4

+ 4340τ5
;

p3(τ) = 2000τ3 − 3000τ4
+ 1200τ5.Ýòè ïîëèíîìû îïðåäåëÿþò �óíêöèè

yi(t) = pi(τ), τ =
t− t0

∆
, ∆ = t∗ − t0.Íà âòîðîì ýòàïå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ òàê æå, êàê è â ï. 6.1.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåòà ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïðåäñòàâëåíûâ òàáë. 1.4. Òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ïîêàçàíà íà ðèñ. 6.
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t, ñ V, êì/÷ θ, ãðàä ψ, ãðàä H, ì L, ì Z, ì nx ny γ, ãðàä

0 90 −15,00 0 2000 0 0 0 1 0

0,1 90,91 −14,92 0 1999 2,42 0 −0,0012 0,994 0,0564

0,2 91,82 −14,86 −0,002 1999 4,86 0 −0,0026 0,989 0,1122

0,3 92,71 −14,81 −0,007 1998 7,32 0,00009 −0,0043 0,983 0,1675

0,4 93,60 −14,78 −0,013 1997 9,81 0,00038 −0,0062 0,978 0,2223

0,5 94,48 −14,75 −0,022 1997 12,33 0,00096 −0,0083 0,972 0,2766

0,6 95,35 −14,74 −0,032 1996 14,86 0,00192 −0,0106 0,967 0,3304

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

49,7 80,27 0,2001 0,0086 700,5 1293 199,9 0,0052 1,011 −0,1162

49,8 80,27 0,2272 0,0138 700,5 1296 199,9 0,0048 1,005 −0,0625

49,9 80,28 0,2406 0,0166 700,5 1298 199,9 0,0042 1,000 −0,0076

50 80,28 0,2402 0,0169 700,5 1300 199,9 0,0033 0,994 0,0487

�èñ. 6Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ,à íà ðèñ. 8 | ãðà�èêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óïðàâëåíèé â òåõ æå åäèíèöàõèçìåðåíèÿ, ÷òî è â òàáë. 1.4. Èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé âûïîëíÿëîñü ìåòîäîì Ýéëåðà ñ øàãîì 0,1 ñ. Ïðè ðàñ÷åòå óïðà-âëåíèé áûëè âûáðàíû êîý��èöèåíòû ñòàáèëèçàöèè ki1 = 0,01, ki2 = 0,01,
i = 1, 3.
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�èñ. 7

�èñ. 8
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T = t∗ − t0. Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ ïîëåòà ïðè T = 80 ñ, à íàðèñ. 10 | ïðè T = 30 ñ. �àçðàáîòêà ìåòîäà ðàñ÷åòà èíòåðâàëà âðåìåíè ïðèòåðìèíàëüíîì óïðàâëåíèè ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðàêòè÷åñêèâàæíîé çàäà÷è.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 06-07-89265, 09-07-00327).

�èñ. 9

�èñ. 10
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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 95{126Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛÕ È ÊÎÍÑÅ�ÂÀÒÈÂÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÍ.À. ÌàãíèöêèéÏðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê àíàëèçó ðåøåíèé ñëîæíûõ êîíñåðâàòèâíûõ è, â ÷àñòíî-ñòè, ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìèðóþùåé ðàñøèðåí-íîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ (àò-òðàêòîðû) êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñêîëü óãîäíî òî÷íûìè ïðèáëèæåíèÿìè ê ðåøåíèÿì èñõîäíîéêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû. Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ íåñêîëüêèõ ÷å-òûðåõìåðíûõ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì è ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ è òðåìÿ ñòåïåíÿìèñâîáîäû ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ ýòèõ ñèñòåìàõ ïåðåõîä ê õàîñó ïðîèñõîäèò íå ÷åðåç ðàç-ðóøåíèå äâóìåðíûõ èëè òðåõìåðíûõ òîðîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, à, íàîáîðîò, ÷åðåçðîæäåíèå ñëîæíûõ äâóìåðíûõ òîðîâ âîêðóã öèêëîâ ðàñøèðåííîé äèññèïàòèâíîé ñèñ-òåìû è ÷åðåç áåñêîíå÷íûé êàñêàä áè�óðêàöèé ðîæäåíèÿ íîâûõ öèêëîâ è ñèíãóëÿðíûõòðàåêòîðèé â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé Ôåéãåíáàóìà{Øàðêîâñêîãî{Ìàãíèöêîãî. Òåì ñà-ìûì çàëîæåí �óíäàìåíò ñîçäàíèÿ åäèíîé óíèâåðñàëüíîé òåîðèè äèíàìè÷åñêîãî õàîñà âíåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ âñåõ âèäîâ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.1. ÂâåäåíèåÑîâðåìåííàÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñâîäèò ïðîáëå-ìó àíàëèçà äèíàìèêè òàêèõ ñèñòåì ê ïðîáëåìå èõ èíòåãðèðóåìîñòè, ò. å. êïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâîäÿùåãî ñèñòåìó êïåðåìåííûì äåéñòâèå-óãîë, â êîòîðûõ, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, äâèæåíèå ïðî-èñõîäèò ïî ïîâåðõíîñòè n-ìåðíîãî òîðà è ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì èëè êâàçè-ïåðèîäè÷åñêèì. Ëþáàÿ íåèíòåãðèðóåìàÿ íåëèíåéíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìàðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âîçìóùåíèå èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìû, à àíàëèç åå äèíà-ìèêè ñâîäèòñÿ ê âûÿñíåíèþ âîïðîñà î ðàçðóøåíèè èëè íåðàçðóøåíèè òîðîâíåâîçìóùåííîé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ïðèëîæåííîãî âîçìóùå-íèÿ.Ïîñòàíîâêó ïîñëåäíåé çàäà÷è ïðèíÿòî íàçûâàòü, ñëåäóÿ À.Ïóàíêàðå [1℄,îñíîâíîé çàäà÷åé êëàññè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè, â ðåøåíèè êîòîðîéçà ïîñëåäíèå ñòî ëåò äîñòèãíóòû, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ñëåäóþùèå ñóùå-ñòâåííûå ðåçóëüòàòû [2{9℄:| óñòàíîâëåíî òåîðèåé Êîëìîãîðîâà{Àðíîëüäà{Ìîçåðà (òåîðèåé ÊÀÌ),÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ áîëüøèíñòâî íåðåçîíàíñíûõ òîðîâ íåâîçìóùåí-íîé ñèñòåìû íå ðàçðóøàåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ è ïðîäîë-æàåò ñóùåñòâîâàòü â âîçìóùåííîé ñèñòåìå;| â ñëó÷àå ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòüñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê ñòîõàñòè÷åñêèå ñëîè âîêðóã ðàçðóøåííûõ äâóìåðíûõòîðîâ îñòàþòñÿ çàæàòûìè â óçêèõ ùåëÿõ ìåæäó íåðàçðóøåííûìè èíâàðè-àíòíûìè òîðàìè;| â ñëó÷àå ñèñòåì ñ òðåìÿ è áîëåå ñòåïåíÿìè ñâîáîäû äàæå â ñëó÷àåìàëûõ âîçìóùåíèé òðàåêòîðèè ìîãóò äâèãàòüñÿ ïî âñåé äîñòóïíîé ýíåðãåòè-
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96 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉ÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçóÿ ñëîæíóþ õàîòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, íàçûâàåìóþïàóòèíîé Àðíîëüäà;| ðàçðóøåíèå ðåçîíàíñíûõ òîðîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðèâîäèò êïîÿâëåíèþ òàê íàçûâàåìûõ îñòðîâîâ â âîçìóùåííîé ñèñòåìå | ïîñëåäî-âàòåëüíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñîáûõ òî÷åê (òðàåêòîðèé), ñîåäèíåííûõ ñåïà-ðàòðèñàìè (ñåïàðàòðèñíûìè ïîâåðõíîñòÿìè), âíóòðè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíûýëëèïòè÷åñêèå îñîáûå òî÷êè (òðàåêòîðèè);| â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùèìè óòâåðæäåíèÿìè õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêàâ âîçìóùåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå îáúÿñíÿåòñÿ ý��åêòîì ðàñùåïëåíèÿñåïàðàòðèñû, ïðè êîòîðîì èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ îñîáîé ãèïåðáîëè-÷åñêîé òðàåêòîðèè âîçìóùåííîé ñèñòåìû íà÷èíàþò ïåðåñåêàòüñÿ, îáðàçóÿñëîæíóþ çàïóòàííóþ õàîòè÷åñêóþ ñåòü, íàçûâàåìóþ ãîìîêëèíè÷åñêèì èëèãåòåðîêëèíè÷åñêèì ñïëåòåíèåì.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåí ïîäðîáíûé ÷èñëåííûé àíàëèç íåñêîëüêèõòèïè÷íûõ âîçìóùåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ïîëóòîðà, äâóìÿ è òðåìÿñòåïåíÿìè ñâîáîäû, âêëþ÷àÿ íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû. Ïðèìåíÿå-ìûé àâòîðîì ìåòîä àíàëèçà ðåøåíèé ëþáîé ãàìèëüòîíîâîé (è ëþáîé êîí-ñåðâàòèâíîé) ñèñòåìû ñ çàäàííûì èíòåãðàëîì ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè àï-ïðîêñèìèðóþùåé åå ðàñøèðåííîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé äèññèïàòèâíîé ñèñ-òåìû óðàâíåíèé, óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ (àòòðàêòîðû) êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñêîëüóãîäíî òî÷íûìè ïðèáëèæåíèÿìè ê ðåøåíèÿì èñõîäíîé ãàìèëüòîíîâîé (êîí-ñåðâàòèâíîé) ñèñòåìû. Àòòðàêòîðû (óñòîé÷èâûå öèêëû) ðàñøèðåííîé äèññè-ïàòèâíîé ñèñòåìû èùóòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòà-òîâ óíèâåðñàëüíîé òåîðèè Ôåéãåíáàóìà{Øàðêîâñêîãî{Ìàãíèöêîãî (ÔØÌ-òåîðèè) [10{14℄, ðàçâèòîé èçíà÷àëüíî äëÿ íåëèíåéíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñ îáÿçàòåëüíîé îêîí÷àòåëüíîé ïðîâåðêîé ñó-ùåñòâîâàíèÿ áëèçêîãî ðåøåíèÿ (öèêëà) â èñõîäíîé ãàìèëüòîíîâîé èëè êîí-ñåðâàòèâíîé ñèñòåìå.Ïåðâûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû àâòîðîì â ðàáîòàõ [15{16℄. Íà ïðèìåðàõ òðåõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ ïîëóòîðà ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,ò. å. äâóìåðíûõ êîíñåðâàòèâíûõ íåàâòîíîìíûõ ñèñòåìàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìèêîý��èöèåíòàìè (êîíñåðâàòèâíîì îáîáùåííîì óðàâíåíèè Ìàòüå, êîíñåðâà-òèâíîì óðàâíåíèè Äþ��èíãà-Õîëìñà è ìîäè�èöèðîâàííîì êîíñåðâàòèâíîìóðàâíåíèè Êðîêåòà), äâóõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,âêëþ÷àÿ êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó Õåíîíà-Õåéëåñà, è îäíîé ïðîñòî êîíñåðâà-òèâíîé, íî íå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåõîä ê õàîñó âî âñåõýòèõ ñèñòåìàõ ïðîèñõîäèò íå ÷åðåç ðàçðóøåíèå íåêîòîðûõ òîðîâ íåâîçìóùåí-íîé ñèñòåìû, à â ñîîòâåòñòâèè ñ óíèâåðñàëüíîé ÔØÌ-òåîðèåé ÷åðåç êàñêàäûáè�óðêàöèé ðîæäåíèÿ öèêëîâ è ñèíãóëÿðíûõ òðàåêòîðèé â ðàñøèðåííûõ íå-ëèíåéíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà äèññèïàöèè êíóëþ.Ïîëó÷åííûå â [15{16℄ ðåçóëüòàòû, à òàêæå ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëü-òàòû íàñòîÿùåé ñòàòüè ïîçâîëèëè àâòîðó óòâåðæäàòü, ÷òî âñå ïåðå÷èñëåííûåâûøå ïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿðàññìîòðåííûõ òèïè÷íûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ÷òî ñóùåñòâóþùèå â ýòèõñèñòåìàõ òîðû íå ÿâëÿþòñÿ òîðàìè íåâîçìóùåííûõ ñèñòåì ïðè ëþáîé âåëè-÷èíå âîçìóùåíèÿ, à íàáëþäàåìûå ÷èñëåííî ý��åêòû èìåþò ñîâåðøåííî èíîåîáúÿñíåíèå. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü è íåîáõîäèìîñòü â �îð-ìóëèðîâêå ïîëîæåíèé íîâîé íåêëàññè÷åñêîé êîíöåïöèè äèíàìèêè íå òîëüêîãàìèëüòîíîâûõ, íî è ëþáûõ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì â öåëîì êàê ïðåäåëüíîãîñëó÷àÿ äèíàìèêè äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì. Â ðàìêàõ íîâîé êîíöåïöèè:| íóëåâîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû âîçìóùåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ áè-�óðêàöèîííûì çíà÷åíèåì, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîñòàâëåííàÿ Ïóàíêàðå çàäà÷àñòàíîâèòñÿ íå àäåêâàòíîé ðåàëüíîé ñèòóàöèè, à ïðèìåíåíèå ê òàêèì ñèñòå-ìàì ìåòîäîâ òåîðèè âîçìóùåíèé âîçìîæíî òîëüêî â íåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëü-



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 97íûõ ñëó÷àÿõ;| òàê íàçûâàåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ ïîëóòîðà ñòåïåíÿìè ñâîáîäû |ýòî íà ñàìîì äåëå ÷åòûðåõìåðíàÿ êîíñåðâàòèâíàÿ (íå ãàìèëüòîíîâà) âîçìó-ùåííàÿ àâòîíîìíàÿ ñèñòåìà, âñå îñíîâíûå äâóìåðíûå òîðû êîòîðîé ÿâëÿ-þòñÿ ëèáî òîðàìè âîêðóã íåñêîëüêèõ îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû, íå ÿâëÿþ-ùèõñÿ öèêëàìè íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, ëèáî òîðàìè âîêðóã öèêëîâ íåâîç-ìóùåííîé ñèñòåìû, ëèáî ïåðåõîäíûìè òîðàìè;| âñå îñíîâíûå äâóìåðíûå òîðû âîçìóùåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìûñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå òîðàìè âîêðóã íå-ñêîëüêèõ îñíîâíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ ñèñòåìû, íå ÿâëÿþùèõñÿ öèêëàìèíåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, ëèáî ïåðåõîäíûìè òîðàìè;| âñå îñíîâíûå äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå òîðû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìûñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû òàêæå ÿâëÿþòñÿ â îáùåì ñëó÷àå òîðàìè âîêðóãíåñêîëüêèõ îñíîâíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ ñèñòåìû ëèáî ïåðåõîäíûìè òî-ðàìè;| âñå ïåðå÷èñëåííûå âûøå äâóìåðíûå è òðåõìåðíûå òîðû âîêðóã îñíîâ-íûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ âîçìóùåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ è êîíñåðâàòèâíûõñèñòåì îáðàçîâàíû îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè áëèçêèõ öèêëîâ ñîîòâåòñòâóþ-ùèõ ðàñøèðåííûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà äèññè-ïàöèè ê íóëþ è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåþò ñîâåðøåííî èíóþ ïðèðîäó, ÷åì òîðûíåâîçìóùåííûõ ñèñòåì êëàññè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè, ÿâëÿþùèåñÿïî îïðåäåëåíèþ äåêàðòîâûìè ïðîèçâåäåíèÿìè íåñêîëüêèõ öèêëîâ, à íå òî-ðàìè âîêðóã öèêëîâ;| óñëîæíåíèå äèíàìèêè ïðè ðîñòå âåëè÷èíû âîçìóùåíèÿ íà÷èíàåò ïðî-èñõîäèòü â îêðåñòíîñòÿõ êàñàíèÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì òîðîâ ïî ñåïàðàòðèñíûìïîâåðõíîñòÿì ãèïåðáîëè÷åñêèõ òðàåêòîðèé (öèêëîâ), ïðè ýòîì ïðîèñõîäèòðîæäåíèå áîëåå ñëîæíûõ òîðîâ âîêðóã áîëåå ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâñèñòåìû, áëèçêèõ ê óñòîé÷èâûì öèêëàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñøèðåííûõ äèñ-ñèïàòèâíûõ ñèñòåì ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà äèññèïàöèè ê íóëþ;| ýòîò æå ý��åêò ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ ëåæèò â îñíîâå óñëîæ-íåíèÿ äèíàìèêè âîçìóùåííîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ïîëóòîðà ñòåïåíÿìèñâîáîäû (êîíñåðâàòèâíîé ÷åòûðåõìåðíîé àâòîíîìíîé ñèñòåìû) â îêðåñòíîñòèñåïàðàòðèñû ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òî÷êè íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, ÷òî íåèìååò íè÷åãî îáùåãî ñ ìåõàíèçìîì ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñû â êëàññè÷å-ñêîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå;| ýòîò æå ìåõàíèçì óñëîæíåíèÿ äèíàìèêè âîçìóùåííîé ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìû ñ äâóìÿ è áîëåå ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò ìåñòî è â îêðåñòíîñòè ñå-ïàðàòðèñíîé ïîâåðõíîñòè åå ãèïåðáîëè÷åñêîé îñîáîé òðàåêòîðèè, ÷òî îïÿòüæå íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ ìåõàíèçìîì ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñíîé ïî-âåðõíîñòè â êëàññè÷åñêîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå;| óñëîæíåíèå äèíàìèêè â âîçìóùåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ ñ äâóìÿñòåïåíÿìè ñâîáîäû ïðèâîäèò ê ãëîáàëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äàæåïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ, à â ñèñòåìàõ ñ òðåìÿ ñòåïå-íÿìè ñâîáîäû ìîæåò íàáëþäàòüñÿ êàê ãëîáàëüíàÿ, òàê è ëîêàëüíàÿ íåóñòîé-÷èâîñòü òðàåêòîðèé äàæå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âîç-ìóùåíèÿ;| îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõ öèêëîâ äèññèïàòèâíîé ðàñøèðåííîéñèñòåìû íå îáÿçàíû ïîðîæäàòü èñêëþ÷èòåëüíî òîðû âîçìóùåííîé ãàìèëüòî-íîâîé ñèñòåìû âîêðóã åå ñëîæíûõ öèêëîâ, ïîýòîìó äâèæåíèå â âîçìóùåííîéãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, íàïðèìåð, ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ìîæåò ïðî-èñõîäèòü íå òîëüêî ïî îáìîòêàì äâóìåðíûõ òîðîâ, íî òàêæå è ïî ëåíòàìÌ¸áèóñà è äðóãèì áîëåå ñëîæíûì äâóìåðíûì ìíîãîëèñòíûì ïîâåðõíîñòÿì;| ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ïåðåõîäê õàîñó âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ è êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõïðîèñõîäèò íå ÷åðåç ðàçðóøåíèå íåêîòîðûõ òîðîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû,



98 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉà â ñîîòâåòñòâèè ñ óíèâåðñàëüíîé ÔØÌ-òåîðèåé ÷åðåç êàñêàäû áè�óðêà-öèé ðîæäåíèÿ öèêëîâ è ñèíãóëÿðíûõ òðàåêòîðèé â ðàñøèðåííûõ íåëèíåéíûõäèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà äèññèïàöèè ê íóëþ.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìàÿ íîâàÿ íåêëàññè÷åñêàÿ êîíöåïöèÿ ðàçâèòèÿäèíàìè÷åñêîãî õàîñà â ãàìèëüòîíîâûõ è êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ, îïèðà-þùàÿñÿ íà ïðèâåäåííûé íèæå áîëüøîé �àêòè÷åñêèé ìàòåðèàë, îáúåäèíÿåòåäèíûì áè�óðêàöèîííûì ïîäõîäîì âñå âèäû íåëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àÿ àâòîíîìíûå è íåàâòîíîìíûå, ñîñðåäîòî÷åííûåè ðàñïðåäåëåííûå, äèññèïàòèâíûå è êîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû ïðè ëþáûõçíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû âîçìóùåíèÿ ïîñëåäíèõ.2. Íåêëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê àíàëèçó ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì�àññìîòðèì â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíóþ êîíñåðâàòèâíóþ ñèñòåìó îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
 ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòüþ
ẋ = f(x), x ∈ Rn, div f(x) = 0, (1)ïåðåìåííûå êîòîðîé ñâÿçàíû íåêîòîðûì óðàâíåíèåì

H(x1, . . ., xn) = ε. (2)Ëþáàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû (1){(2) ïðè÷åòíîì çíà÷åíèè âåëè÷èíû ðàçìåðíîñòè n è ïðè çàäàííîì èíòåãðàëå äâèæå-íèÿ (2), ïîðîæäàþùåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1).Äâèæåíèå â ñèñòåìå (1) ïðîèñõîäèò â (n−1)-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå, çà-äàâàåìîì óðàâíåíèåì (2). Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àïïðîêñèìè-ðóþùåé ðàñøèðåííîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíå-íèé, óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ (àòòðàêòîðû) êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñêîëü óãîäíî òî÷-íûìè ïðèáëèæåíèÿìè ê ðåøåíèÿì èñõîäíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (1){(2).Ò å î ð åìà 1. Ïóñòü äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẋ = g(x, ε, µ), x ∈ Rn, (3)îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:1) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1){(2) è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñ-òåìû (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè H(x10, . . ., xn0) = ε ïðè µ = 0;2) ïðè âñåõ µ > 0 ñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíîé íà ñâîèõ ðåøå-íèÿõ, ëåæàùèõ â îêðåñòíîñòÿõ ðåøåíèé ñèñòåìû (1){(2). Òîãäà àòòðàê-òîðû äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (3) ïðè ìàëûõ µ > 0 ÿâëÿþòñÿ ñêîëü óãîäíîòî÷íûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ðåøåíèé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (1){(2).Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü C | öèêë êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (1){(2)è Cµ | óñòîé÷èâûé öèêë (àòòðàêòîð) äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (3). Âîçüìåì

x0 ∈ C è ðåøåíèå x0(t) ñèñòåìû (1){(2) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0(0) = x0.Òðàåêòîðèÿ x0(t) ñîâïàäàåò ñ öèêëîì C. �àññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèå xµ(t)äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì xµ(0) = x0. Òàê êàê ïðèìàëûõ µ òî÷êà x0 ëåæèò â îáëàñòè äèññèïàòèâíîñòè ñèñòåìû (3), òî ðåøåíèå
xµ(t) ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì xµ(0) = x0 ñòðåìèòñÿ ê àòòðàêòîðó(óñòîé÷èâîìó öèêëó) Cµ ñèñòåìû (3). Ïðè ìàëûõ µ > 0 ðåøåíèÿ x0(t) è xµ(t)áëèçêè íà èíòåðâàëàõ âðåìåíè, ïðåâûøàþùèõ âåëè÷èíû ïåðèîäîâ öèêëîâ
C è Cµ ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé îò ïàðàìåòðîâ âïðàâîé ÷àñòè. Íà áîëüøèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè âïëîòü äî áåñêîíå÷íîñòè îíèîñòàþòñÿ áëèçêèìè, òàê êàê ðåøåíèå xµ(t) îñòàåòñÿ â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 99öèêëà Cµ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (3). Íî òàê êàê òðàåêòîðèåé ðåøåíèÿ x0(t)ñèñòåìû (1) ÿâëÿåòñÿ öèêë C, à ïðåäåëüíîé òðàåêòîðèåé ê ðåøåíèþ xµ(t)ñèñòåìû (3) ÿâëÿåòñÿ öèêë Cµ, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ > 0 óñòîé÷èâûéöèêë Cµ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (3) ÿâëÿåòñÿ ñêîëü óãîäíî òî÷íîé àïïðîêñè-ìàöèåé èñêîìîãî öèêëà C êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (1){(2). Àíàëîãè÷íî äî-êàçûâàåòñÿ, ÷òî óñòîé÷èâûå òîðû è ñèíãóëÿðíûå àòòðàêòîðû äèññèïàòèâíîéñèñòåìû (3) ïðè ìàëûõ µ > 0 ÿâëÿþòñÿ ñêîëü óãîäíî òî÷íûìè àïïðîêñèìà-öèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ òîðîâ è ñèíãóëÿðíûõ õàîòè÷åñêèõ òðàåêòîðèé êîí-ñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (1){(2). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ÔØÌ-òåîðèèäðóãèõ àòòðàêòîðîâ äèññèïàòèâíàÿ ñèñòåìà íå èìååò. Òåîðåìà äîêàçàíà.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñ�îðìóëèðîâàííîé òåîðåìîé ïðè ìàëûõ µ > 0 ðåøå-íèÿ ñèñòåìû (3) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè H(x10, . . ., xn0) = ε ÿâëÿþòñÿ ñêîëüóãîäíî áëèçêèìè ê ðåøåíèÿì êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (1){(2). Íî òàê êàêñèñòåìà (3) ÿâëÿåòñÿ äèññèïàòèâíîé íà ýòèõ ðåøåíèÿõ, òî ëèáî ñàìè ýòèðåøåíèÿ (â ñëó÷àå èõ óñòîé÷èâîñòè), ëèáî ïîðîæäàþùèå èõ êàñêàäû áè�óð-êàöèé óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ÔØÌ-ñöåíàðèåì ìîãóò áûòüîïðåäåëåíû ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïîñðåäñòâîì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿñèñòåìû (3) ïðè �èêñèðîâàííîì ε è ïðè ìàëûõ µ > 0. Åñëè ïðè ýòîì íå-êîòîðîå ðåøåíèå (íàïðèìåð, öèêë) ñèñòåìû (3) îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðèâñåõ µ > 0, òî åãî îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïîðîæäàåò ñåìåéñòâî ðåøåíèé (êàêïðàâèëî, ñåìåéñòâî òîðîâ âîêðóã ýòîãî öèêëà) ïðè µ = 0, ÷òî äàåò âîçìîæ-íîñòü íàéòè ëþáîé òîð â èñõîäíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå (1){(2). Êàñêàäûáè�óðêàöèé óñòîé÷èâûõ öèêëîâ, ïîðîæäàþùèå ìíîãîëèñòíûå ñåïàðàòðèñ-íûå ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûõ ëåæàò ñèíãóëÿðíûå àòòðàêòîðû äèññèïàòèâíîéñèñòåìû (3), äàþò âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü ñëîæíîå õàîòè÷åñêîå ìíîæåñòâîêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (1){(2), â êîòîðîå ïåðåõîäèò ìíîãîëèñòíàÿ ñåïàðà-òðèñíàÿ ïîâåðõíîñòü äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (3) ïðè µ = 0.Èòàê, äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ê àíàëèçó êîíñåðâàòèâíûõè, â ÷àñòíîñòè, ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì íàäî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü ðàñøèðåí-íóþ ñèñòåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñâîéñòâàì 1 è 2. Çàòåì äëÿ êàæäîãî ε > 0íàéòè ÷èñëåííî âñå óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ è êàñêàäû èõ áè�óðêàöèé â ñîîò-âåòñòâèè ñ ÔØÌ-ñöåíàðèåì â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (3) ïðè ñòðåìëåíèè
µ ê íóëþ, ñòàðòóÿ ñ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðà-âåíñòâó (2). Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè íàéäåííûõ ïðîñòûõ ðåãóëÿðíûõ ðåøåíèé(ïðîñòûõ öèêëîâ) ñ�îðìèðóþò ïðè µ = 0 âñå ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ (òîðû)èñõîäíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (1){(2), à îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõöèêëîâ è ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ | õàîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.3. Êîíñåðâàòèâíîå îáîáùåííîå óðàâíåíèå ÌàòüåÇäåñü ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå èçëîæåííîãî âûøå ïîäõîäà êàíàëèçó êîíñåðâàòèâíîãî îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ìàòüå

ẍ = −(δ + γ cos t)x − x3, (4)êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî íå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå, à àâòîíîìíîé êîíñåðâàòèâ-íîé ÷åòûðåõìåðíîé ñèñòåìå
ẋ = y, ẏ = −(δ + z)x − x3, ż = r, ṙ = −z (5)ñ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ

H(z, r) = (z2
+ r2

)/2 = ε, ε = (γ)
2/2 (6)



100 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè z0 = γ = (2ε)1/2, r0 = 0. �àñøèðåííàÿ äèññèïàòèâ-íàÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà â äàííîì ñëó÷àå ìîæåò èìåòü âèä
ẋ = y, ẏ = −(δ + z)x − x3 − µy, ż = r, ṙ = −z. (7)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (7) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 è 2 òåîðåìû,òàê êàê äèâåðãåíöèÿ åå ïðàâîé ÷àñòè íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (5) ðàâíà −µ è,ñëåäîâàòåëüíî, îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ µ > 0.Ïðîàíàëèçèðóåì ÷èñëåííî âëèÿíèå âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ ε è µ íà äèíà-ìèêó ñèñòåìû (7) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà δ = 1. Ïðè ýòîì,åñòåñòâåííî, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè

à á

â ã�èñ. 1. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (5) ïðè y0 = r0 = 0 è: ε = 0, 125, x0 = 1,
0, 82945, 0, 42, ±0, 4028, ±0, 36, ±0, 33, ±0, 3 (a, á); ε = 0, 3, x0 = 0, 85, 0, 55, 0, 5419, ±0, 45,
±0, 4 (â, ã)



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 101ðàáîò [14, 15℄, ïðåäñòàâëåííûìè â ïðîåêöèè ñå÷åíèÿ r = 0 íà ïëîñêîñòü (x, y).Ïðè ìàëûõ ε > 0 õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå (5) îòñóò-ñòâóåò, à òîïîëîãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè âîêðóã îñíîâ-íûõ öèêëîâ ñèñòåìû, â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäÿò öèêëû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìûè öèêëû C1 è C2, ðîäèâøèåñÿ èçíà÷àëüíî â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (7), èïåðåõîäíûìè òîðàìè T , îñóùåñòâëÿþùèìè ïåðåõîä îò òîðîâ âîêðóã öèêëîâíåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ê ïàðàì òîðîâ âîêðóã öèêëîâ C1 è C2 (ðèñ. 1 à, á äëÿ
ε = 0, 125).Çàìåòèì, ÷òî èç ïðîåêöèè ñå÷åíèÿ x = 0 íà ïëîñêîñòü (r, y) (ðèñ. 1 á) íà-ãëÿäíî âèäíî, ÷òî â âîçìóùåííîé ñèñòåìå ìîãóò ñîõðàíÿòüñÿ íå òîðû íåâîç-ìóùåííîé ñèñòåìû, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå âîîáùå îòñóòñòâóþò, à òîëüêîíåêîòîðûå òîðû âîêðóã öèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû äîñòàòî÷íî áîëüøîãîðàäèóñà. Îñòàëüíûå òîðû, ñóùåñòâóþùèå â ñèñòåìå (5) ïðè ε > 0, íå èìåþòíèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ðåøåíèÿì íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè ε = 0, êàêèìèáû íè áûëè ýòè ðåøåíèÿ, òàê êàê îíè èçîáðàæàëèñü áû ãîðèçîíòàëüíûìèîòðåçêàìè y = const .Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòîò îáùèé ïðèíöèï ñïðàâåäëèâ è äëÿ ãàìèëü-òîíîâûõ ñèñòåì, è, ñëåäîâàòåëüíî, óñëîæíåíèå äèíàìèêè â ýòèõ ñèñòåìàõíå ìîæåò îáúÿñíÿòüñÿ è îïðåäåëÿòüñÿ ðàçðóøåíèåì òîðîâ íåâîçìóùåííîéñèñòåìû, äàæå åñëè îíè è ñóùåñòâóþò. Çäåñü óìåñòíî ãîâîðèòü òîëüêî î ñî-õðàíåíèè ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ íåêîòîðûõ òîðîâ âîêðóã íåêîòîðûõ öèêëîâíåâîçìóùåííîé ñèñòåìû. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü â ðàññìàòðèâà-åìîé ñèñòåìå ïðè δ 6= 1, íî ýòîò âîïðîñ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî äåòàëüíîãîèññëåäîâàíèÿ.Ïðè çíà÷åíèè ε = 0, 3 ñèòóàöèÿ çàìåòíî óñëîæíÿåòñÿ. Òåïåðü òîïîëîãèÿñèñòåìû (5) îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè ñèñòåìû (ò. å. òîðàìè âîêðóãöèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû è ïàðàìè òîðîâ âîêðóã öèêëîâ C1 è C2), ïå-ðåõîäíûìè òîðàìè è íàáîðîì òîðîâ âîêðóã ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ,êàñàþùèõñÿ äðóã äðóãà ïî ãèïåðáîëè÷åñêèì öèêëàì. Ýòè öèêëû ðîæäàþòñÿïàðàìè (óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé) â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (7) â ðåçóëü-òàòå ñåäëî-óçëîâîé áè�óðêàöèè ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ äîíóëÿ. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â ñèñòåìå ïîêà îòñóòñòâóåò, õîòÿ äâèæåíèå ïîòîðàì âîêðóã ñëîæíûõ öèêëîâ ëåãêî ìîæåò áûòü ïðèíÿòî çà õàîòè÷åñêîå,åñëè, íàïðèìåð, íàáëþäàòü åãî â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå (ðèñ. 1 â, ã). Ïñåâäî-õàîñ, âîçíèêøèé â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû è îáúÿñíÿåìûé â êëàññè÷åñêîéãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå åå ðàñùåïëåíèåì, íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèì õà-îñîì, à âñåãî ëèøü ñëåäñòâèåì îøèáîê âû÷èñëåíèé èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè ðå-øàåìîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè öèêëà x = y = 0.Ý��åêò ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñû ñîçäàþò òî÷êè, ëåæàùèå â ñå÷åíèèÏóàíêàðå íà ïîâåðõíîñòÿõ òîðîâ, îáìîòêè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû, ïåðåïëå-òàÿñü, âîêðóã ðàçëè÷íûõ ñëîæíûõ öèêëîâ, îáðàçîâàâøèõñÿ ïàðàìè â äèñ-ñèïàòèâíîé ñèñòåìå (7) ïðè µ > 0. Íåêîòîðûå èç òàêèõ ñëîæíûõ öèêëîâ,îáíàðóæåííûå ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [14, 15℄ èíà ðèñ. 2 à, á, â. Íà ðèñ. 2 ã ïðåäñòàâëåíû ïðîåêöèè îñíîâíûõ öèêëîâ C1è C2 íà ïëîñêîñòü (x, y). Íàáëþäàåìûé â ñèñòåìå (5) ïðè ε = 0, 3 ý��åêòðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû ãèïåðáîëè÷åñêîéòðàåêòîðèè ïîäðîáíî îïèñàí àâòîðîì â ðàáîòå [17℄.Ïðè çíà÷åíèè ε = 0, 5 ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå ñëîæíîé è íå äîêîíöà ïîíÿòíîé. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, òîïîëîãèÿ ñèñòåìû (5) îïðåäå-ëÿåòñÿ òîðàìè âîêðóã öèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, ïàðàìè òîðîâ âîêðóãöèêëîâ C1 è C2, ïåðåõîäíûìè òîðàìè è íàáîðîì òîðîâ âîêðóã öèêëîâ, ðîäèâ-øèõñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (7) ïðè óìåíüøåíèèçíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ äî íóëÿ. Äâà èç ýòèõ öèêëîâ è íåêîòîðûå (âîçìîæíî,íå âñå) èç îêðóæàþùèõ èõ òîðîâ, îáíàðóæåííûå ïðåäëîæåííûì â ðàáîòåìåòîäîì, ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.
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â ã�èñ. 2. Ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x, y) öèêëîâ ñèñòåìû (5) ïðè ε = 0, 3, y0 = r0 = 0 è
x0 = 0, 54137 (à), x0 = −0, 01374 (á), x0 = ±0, 368 (ã), à òàêæå x0 = 0, y0 = 0, 0577 (â)Âìåñòå ñ òåì �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (5) ñîäåðæèò íà ïåðâûéâçãëÿä çíà÷èòåëüíóþ îáëàñòü õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Îäíàêî, åñòü âñåîñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî õàîñ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3 à, á, ÿâëÿåòñÿ ïñåâ-äîõàîñîì, òàê êàê îí íå ïîðîæäåí êàñêàäàìè áè�óðêàöèé óñòîé÷èâûõ öè-êëîâ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû, à ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå âñåãî ñëåäñòâèåì îøèáîêâû÷èñëåíèé òðàåêòîðèè íà ïîâåðõíîñòÿõ ñëîæíûõ ìíîãîîáîðîòíûõ ïåðåïëå-òàþùèõñÿ òîðîâ âîêðóã ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ òèïà èçîáðàæåííûõíà ðèñ. 2 à, á, â è ðèñ. 3 â, ã è ïîðîæäåííûõ ý��åêòîì ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâè òîðîâ. Õàîñ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3 à, á, ìîæåò áûòü òàêæå ïîðîæäåíîáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõ öèêëîâ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (7), íå ïå-ðåõîäÿùèõ â òîðû âîêðóã ýòèõ öèêëîâ ïðè µ = 0 (ïðîñòåéøèé ñëó÷àé |ëèñòû Ì¸áèóñà è ëåæàùèå íà íèõ öèêëû óäâîåííîãî ïåðèîäà èç êàñêàäàÔåéãåíáàóìà). Ýòîò âîïðîñ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è ñâÿ-çàí ñ äåòàëüíûì èçó÷åíèåì òîïîëîãèè îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ñèíãóëÿðíûõàòòðàêòîðîâ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.Çàìåòèì, ÷òî ïîä õàîñîì (èñòèííûì õàîñîì) â ñîîòâåòñòâèè ñ óíèâåðñàëü-íîé ÔØÌ-òåîðèåé ìû ïîíèìàåì ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, ïðè êîòîðîì îíà èìååòñèíãóëÿðíûå àòòðàêòîðû, ò. å. íåïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ïðåäåëüíûå êêàêîìó-ëèáî áåñêîíå÷íîìó êàñêàäó áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà óñòîé÷è-âûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Íàëè÷èå â ñèñòåìå ñëîæíûõ öèêëîâ ñ áîëüøèìè,íî êîíå÷íûìè ïåðèîäàìè, ìû õàðàêòåðèçóåì êàê ëîæíûé õàîñ èëè ïñåâäî-õàîñ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàçëè÷èòü ýòè âèäû õàîñà ÷èñëåííî ïðàêòè÷åñêèíåâîçìîæíî.Âîïðîñ î òîì, êàêèå èìåííî ñëîæíûå ýëëèïòè÷åñêèå öèêëû è äâóìåðíûåòîðû âîêðóã (îñòðîâà â ñå÷åíèÿõ Ïóàíêàðå) è â êàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
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à á
â ã�èñ. 3. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (5) ïðè ε = 0, 5, y0 = r0 = 0 è: x0 = 0, 88,

0, 67, ±0, 6274, ±0, 6145, ±0, 569, ±0, 5, ±0, 445 (a, á); ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x, y) öèêëîâñèñòåìû (5) ïðè ε = 0, 5, r0 = 0, x0 = 0, y0 = 0, 465 (â) è y0 = 0, x0 = 0, 6251 (ã)ïîðîæäàþòñÿ ý��åêòîì ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ, òàêæå îñòàåòñÿ ïîêàîòêðûòûì è òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.Ïðè çíà÷åíèè ε = 8 êîíñåðâàòèâíàÿ ñèñòåìà (5) íåñîìíåííî îáëàäàåòõàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé, òàê êàê ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ âäèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (7) öèêëû C1 è C2 ïðåòåðïåâàþò ñóáãàðìîíè÷åñêèéè ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàäû áè�óðêàöèé â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ÔØÌ-òåîðèåé, ðîæäàÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîââ çàìûêàíèè ñâîèõ ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòåé. Çàòåì ïðîèñõîäèò ñëèÿ-íèå äâóõ ëåíò (ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòåé) ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ, èïðè µ ≈ 0, 65 ðîæäàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé óñòîé÷èâûé öèêë, ñ êîòîðûì òàêæåïðîèñõîäèò âåñü ñóáãàðìîíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé. Çàòåì ïðîèñõîäèòíåñêîëüêî êàñêàäîâ ñàìîîðãàíèçàöèè óñòîé÷èâûõ öèêëîâ, êîãäà áîëåå ñëîæ-íûé öèêë ñíà÷àëà äâîèòñÿ, ïîòîì ñ êàæäûì èç ðîæäåííûõ öèêëîâ ïðîèñ-õîäèò ñâîé ñóáãàðìîíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé, çàòåì ñëèÿíèå äâóõ ëåíòîáðàçîâàâøèõñÿ ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ è ðîæäåíèå îäíîãî ñèììåòðè÷-íîãî áîëåå ïðîñòîãî óñòîé÷èâîãî öèêëà. Âñå öèêëû âñåõ êàñêàäîâ, ñòàíîâÿñüíåóñòîé÷èâûìè, íå èñ÷åçàþò, à ïåðåõîäÿò â ðåøåíèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñ-



104 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉòåìû (5) ïðè µ = 0.Ýòîò ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ äî ðîæäåíèÿ äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ïðîñòûõóñòîé÷èâûõ öèêëîâ E1 è E2 ïðè µ ≈ 0, 05. Öèêëû E1 è E2 îñòàþòñÿ óñòîé-÷èâûìè â ñèñòåìå (7) ïðè âñåõ µ > 0, à èõ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ñòàíîâÿòñÿòîðàìè êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (5) ïðè µ = 0 (ðèñ. 4 à, á, â). Ïðè µ ≈ 0, 025â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå ðîæäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíî óñòîé÷èâûå öèêëû D1 è
D2, êîòîðûå ñîñóùåñòâóþò âìåñòå ñ óñòîé÷èâûìè öèêëàìè E1 è E2, íî, â îò-ëè÷èå îò íèõ, íå ïîðîæäàþò òîðîâ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû, à ïðåòåðïåâàþòñóáãàðìîíè÷åñêèå êàñêàäû áè�óðêàöèé, ñîçäàâàÿ ñâîå áåñêîíå÷íîå ìíîæå-ñòâî íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ è ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü,÷òî áè�óðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà îñíîâíûõ öèêëîâ C1 è C2 ñ îáðàçîâàíèåìóñòîé÷èâûõ öèêëîâ E1 è E2 (ðèñ. 4 á, â) ïðîèñõîäèò çíà÷èòåëüíî ðàíüøå ïðè
ε = 1, 41, µ ≈ 0, 001. Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî îñòðîâà â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòå-ìàõ ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ â ðåçóëüòàòå îáû÷íûõ áè�óðêàöèé è, â ÷àñòíîñòè, âðåçóëüòàòå áè�óðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

à á

â ã�èñ. 4. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (5) ïðè ε = 8, y0 = r0 = 0, x0 = 2, 1,
±1, 77, ±1, 69, 1, 45 (à, á); ïðîåêöèÿ öèêëà E1 ñèñòåìû (5) ïðè x0 = −1, 65 (â); àòòðàêòîðÔåéãåíáàóìà íà îäíîì èç öèêëîâ, ïîðîæäàþùèõ õàîñ â ñèñòåìå (5) ïðè µ = 0, 073 (ã)



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 105Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (5) ïðè ε = 8 îïðå-äåëÿåòñÿ òîðàìè âîêðóã öèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, òîðàìè âîêðóã öè-êëîâ, ðîäèâøèõñÿ è îñòàâøèõñÿ óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (7)ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ > 0, è îáëàñòüþ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ñî-äåðæàùåé âñå öèêëû è íåïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ðîäèâøèåñÿ èçíà÷àëüíîóñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (7) ïðè µ > 0 è ïîòåðÿâøèå óñòîé-÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå êàêîãî-ëèáî ñóáãàðìîíè÷åñêîãî èëè ãîìîêëèíè÷åñêîãîêàñêàäà áè�óðêàöèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ÔØÌ-òåîðèåé. Óñòîé÷èâûå öèêëû C1è D2 óòðîåííîãî ïåðèîäà èç ñóáãàðìîíè÷åñêîãî êàñêàäà Øàðêîâñêîãî, ïîðî-æäàþùèå õàîòè÷åñêóþ äèíàìèêó êàê â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (7), òàê è âêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå (5) ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [14, 15℄.4. Êîíñåðâàòèâíîå óðàâíåíèå Äþ��èíãà{ÕîëìñàÇàïèøåì êîíñåðâàòèâíîå óðàâíåíèå Äþ��èíãà{Õîëìñà â âèäå íåàâòî-íîìíîé äâóìåðíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé
ẋ = y, ẏ = δx − x3

+ ε cosωt. (8)Íåâîçìóùåííàÿ ñèñòåìà (8) èìååò â ïëîñêîñòè (x, y) äâå ãîìîêëèíè÷åñêèåïåòëè ñåïàðàòðèñ ñåäëîâîé îñîáîé òî÷êè (0, 0). Ïîýòîìó, êàê ïðèíÿòî ñ÷è-òàòü, ñëåäóÿ À. Ïóàíêàðå, íàëè÷èå â ñèñòåìå (8) âîçìóùåíèÿ ε > 0 äîëæíîñîïðîâîæäàòüñÿ ý��åêòîì ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñû ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïå-ðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ñ îáðàçîâàíèåì ïåðåñåêàþùè-ìèñÿ ñåïàðàòðèñíûìè ïîâåðõíîñòÿìè ñëîæíîé çàïóòàííîé ãîìîêëèíè÷åñêîéñòðóêòóðû [1{2, 4{6, 9℄. Ïîêàæåì, ÷òî íè÷åãî ïîäîáíîãî â ñèñòåìå (8) íåïðîèñõîäèò íè ïðè ìàëûõ, íè ïðè áîëüøèõ âåëè÷èíàõ âîçìóùåíèÿ ε > 0, àèëëþçèÿ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñîçäàåòñÿ, êàê è â ñèñòåìå (5), ý��åêòîìðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî, êàê è ðàññìîòðåííàÿ âûøå êîíñåðâàòèâíàÿ îáîá-ùåííàÿ ñèñòåìà Ìàòüå, ñèñòåìà (8) ýêâèâàëåíòíà ÷åòûðåõìåðíîé êîíñåðâà-òèâíîé (íå ãàìèëüòîíîâîé) àâòîíîìíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé
ẋ = y, ẏ = δx − x3

+ εz, ż = ωr, ṙ = −ωz (9)ñ óñëîâèÿìè H = z2
+ r2

= 1, z0 = z(0) = 1.Åñëè ñëåäîâàòü äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î ðàñùåïëåíèè ñåïàðàòðèñû, òîïðè ìàëûõ ε > 0 â îêðåñòíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøå-íèÿ x = y = 0 íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (9) ñóùåñòâóåò 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêîåãèïåðáîëè÷åñêîå ðåøåíèå âîçìóùåííîé ñèñòåìû, ñåïàðàòðèñíûå ïîâåðõíî-ñòè êîòîðîãî è îáðàçóþò ãîìîêëèíè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Íî ÷åì áëèæå ê íà-÷àëó êîîðäèíàò â ïëîñêîñòè (x, y) íàõîäèòñÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïåðèîäè÷åñêîãîðåøåíèÿ ñèñòåìû (9), òåì ìåäëåííåå ïðîèñõîäèò äâèæåíèå âäîëü òðàåêòîðèè.Ïîýòîìó íà÷àëüíàÿ òî÷êà 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äîëæíà íàõîäèòüñÿäîñòàòî÷íî äàëåêî îò ñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû èáëèçêî ê òî÷êå 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêîãî ýëëèïòè÷åñêîãî öèêëà íåâîçìóùåííîéñèñòåìû. Â îêðåñòíîñòè æå ñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìûâ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x, y) ìîãóò ëåæàòü òîëüêî 2πk/ω-ïåðèîäè÷åñêèå ðå-øåíèÿ âîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè k > 1. Ïîýòîìó ñóùåñòâóþùåå â âîçìóùåí-íîé ñèñòåìå 2π/ω-ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íå îáÿçàíî áûòü ãèïåðáîëè÷åñêèì,à åãî ñåïàðàòðèñíûå ïîâåðõíîñòè íå äîëæíû îêàçûâàòü êàêîå-ëèáî âëèÿíèåíà äèíàìèêó âîçìóùåííîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðàíåâîçìóùåííîé ñèñòåìû. Ýòà äèíàìèêà äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ äâèæåíèåì ïîñëîæíûì òîðàì âîêðóã ñëîæíûõ 2πk/ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ



106 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉâîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè k > 1. Êàñàíèå ýòèõ òîðîâ ïðîèñõîäèò ïî ãèïåð-áîëè÷åñêèì 2πk/ω-öèêëàì. Êðîìå òîãî, òàê êàê â îêðåñòíîñòÿõ ãèïåðáîëè÷å-ñêèõ öèêëîâ äâèæåíèå òðàåêòîðèè çàìåäëÿåòñÿ, òî ýòî âåäåò ê îáðàçîâàíèþâ ýòèõ îêðåñòíîñòÿõ íîâûõ åùå áîëåå ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè-÷åñêèõ öèêëîâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì òîðîâ âîçìóùåííîé ñèñòåìû. Ñëåäî-âàòåëüíî, ðîñò îáëàñòè õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â âîçìóùåííîé ñèñòåìå (9)ïðè ðîñòå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ε îáúÿñíÿåòñÿ íå ý��åêòîì ðàñùåïëåíèÿ ñå-ïàðàòðèñû, à íåëîêàëüíûì ý��åêòîì ðàçìíîæåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ýë-ëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, à òàêæå òîðîâ âîêðóã ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ. Áîëååïðîñòûå öèêëû ðîæäàþòñÿ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíî-ñòåé ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, à áîëåå ñëîæíûå | âáëèçèýòèõ ïîâåðõíîñòåé (ïîäðîáíåå ñì. â [17℄).×òîáû ïîíÿòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðîèñõîäèò â ñèñòåìå (9) ïðè ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû ïðèëîæåííîãî âîçìóùåíèÿ, ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ íåéðàñøèðåííóþ äèññèïàòèâíóþ ñèñòåìó
ẋ = y, ẏ = δx − x3

+ εz − µy, ż = ωr, ṙ = −ωz (10)è ïðîàíàëèçèðóåì ÷èñëåííî ïåðåõîä îò ðåøåíèé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (10)ê ðåøåíèÿì êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (9) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïà-ðàìåòðîâ ε, δ = ω = 1 è ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà µ ê íóëþ.Ïðè ìàëûõ ε > 0 õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå (9)îòñóòñòâóåò, à òîïîëîãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè âîêðóãîñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû, â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäÿò âíóòðåííèå öèêëû íå-âîçìóùåííîé ñèñòåìû âîêðóã åå îñîáûõ òî÷åê O±
= (±1, 0), âíåøíèå öèêëûâîêðóã ñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðà è öèêëû C± âîçìóùåííîé ñèñòåìû (9) âî-êðóã åå îñîáûõ òî÷åê O±, à òàêæå áîëåå ñëîæíûìè òîðàìè âîêðóã áîëååñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðà, ðî-äèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (10) (ðèñ. 5 äëÿ

ε = 0, 00001).
à á

â ã�èñ. 5. Ïðîåêöèè ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ ñèñòåìû (9) â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñ-íîãî êîíòóðà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè ε = 0, 00001: îäíîãî èç âíåøíèõ öèêëîâ ïðè
y0 = 0, z0 = 1, x0 = 1, 41423264 (à, á) è îäíîãî èç âíóòðåííèõ öèêëîâ ïðè y0 = 0, z0 = −1,
x0 = 0, 01058 (â, ã)Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ε = 0, 01 ñèòóàöèÿ çàìåòíî óñëîæ-íÿåòñÿ. Òåïåðü òîïîëîãèÿ 
èñòåìû (9) îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè ñèñ-



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 107òåìû (ò. å. òîðàìè âîêðóã öèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû è ïàðàìè òîðîââîêðóã öèêëîâ C±), ïåðåõîäíûìè òîðàìè è íàáîðîì òîðîâ âîêðóã ñëîæíûõýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, ðîäèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâ-íîé ñèñòåìå (10) ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ äî íóëÿ. Äâèæåíèåòðàåêòîðèè ïî ïîâåðõíîñòÿì òàêèõ ñëîæíûõ ìíîãîîáîðîòíûõ òîðîâ, ðàñïî-ëîæåííûõ â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû â ïðîåêöèèíà ïëîñêîñòü (x, y), ñîçäàåò, êàê è â ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîé îáîáùåííîé ñèñ-òåìû óðàâíåíèé Ìàòüå, èëëþçèþ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, õîðîøî íàáëþäà-åìîãî â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ Ïóàíêàðå (ðèñ. 6 à, á). Òàê êàê â îêðåñòíîñòèñåïàðàòðèñû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ðàñïîëîæåíû, ïåðåïëåòàÿñü è, ïî âñåéâèäèìîñòè, êàñàÿñü äðóã äðóãà, ðàçëè÷íûå ñèñòåìû ìíîãîîáîðîòíûõ ñëîæ-íûõ òîðîâ (âíóòðåííèå ïî îòíîøåíèþ ê ñåïàðàòðèñíîìó êîíòóðó, âíåøíèå èñìåøàííûå), òî ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (9) ñîõðàíÿòüñÿíå ìîæåò. Íåêîòîðûå ñëîæíûå ýëëèïòè÷åñêèå öèêëû êîíñåðâàòèâíîé ñèñ-òåìû (9), ïîðîæäàþùèå ñëîæíûå òîðû è îáíàðóæåííûå ïðåäëîæåííûì ìå-òîäîì, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6 â, ã.
à á

â ã�èñ. 6. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (9) ïðè ε = 0, 01, y0 = r0 = 0 è x0 = 1, 9,
1, 795, 1, 77, 1, 73, 1, 5, 1, 432, ±1, 382 (z0 = ∓1), ±1, 363 (z0 = ∓1), ±1, 3 (z0 = ∓1), ±1, 2,
±1, 05, ±0, 992 (òîðû âîêðóã öèêëîâ C±) (à, á); ïðîåêöèè öèêëîâ ñèñòåìû (9) íà ïëîñêîñòü
(x, y) ïðè ε = 0, 01, y0 = r0 = 0 è x0 = 1, 71 (âíåøíèé öèêë), x0 = 1, 42805 (ñëîæíûéâíåøíèé öèêë), x0 = ±1, 371 (z0 = ∓1) (äâà âíóòðåííèõ öèêëà) (â); ïðîåêöèÿ âíåøíåãîñëîæíîãî öèêëà íà ïëîñêîñòü (x, r) (ã)Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ε = 1 ñèñòåìà (9) óæå îáëàäàåòõàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé â ñìûñëå òåîðèè ÔØÌ. Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,óñòðåìèâ ïàðàìåòð µ â äèññèïàòèâíîé ðàñøèðåííîé ñèñòåìå (10) ê íóëþ.Ïðè µ ≈ 1, 39, ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà êàæäîãî èç ñèí-ãóëÿðíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ C±, ÷òî äàåò íà÷àëî êàñêàäó Ôåéãåíáàóìàáè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Äàííûé êàñêàä áè�óðêàöèé çàâåðøàåòñÿðîæäåíèåì äâóõ ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ Ôåéãåíáàóìà, âèä êîòîðûõ ïî-



108 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉêàçàí â ðàáîòå [15℄. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µíà÷èíàåòñÿ êàñêàä áè�óðêàöèé ðîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ ñ ïåðèîäàìèñîãëàñíî ïîðÿäêó Øàðêîâñêîãî. Ïðè µ ≈ 1, 23 ïðîèñõîäèò îáúåäèíåíèå äâóõëåíò àòòðàêòîðîâ è îáðàçóþòñÿ íîâûå óñòîé÷èâûå öèêëû ãîìîêëèíè÷åñêîãîêàñêàäà àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â çíàìåíèòîé ñèñòåìå Ëî-ðåíöà [10℄. Òàê ïðè µ = 0, 98 íàáëþäàåòñÿ ñèììåòðè÷íûé öèêë C11, êîòî-ðûé ïîðîæäàåò áè�óðêàöèåé òèïà âèëêè äâà íåñèììåòðè÷íûõ öèêëà C±

11,êàæäûé èç êîòîðûõ íà÷èíàåò ñâîé êàñêàä áè�óðêàöèåé óäâîåíèÿ ïåðèîäà,çàêàí÷èâàþùèéñÿ îáðàçîâàíèåì ñâîåãî ñèíãóëÿðíîãî õàîòè÷åñêîãî àòòðàê-òîðà Ôåéãåíáàóìà. Çàòåì îïÿòü ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå äâóõ ëåíò ñèíãóëÿðíûõàòòðàêòîðîâ, è ïðè µ ≈ 0, 85 ðîæäàþòñÿ óñòîé÷èâûå öèêëû C±

1 (ñì. ðèñ.â [15℄), íà÷èíàþùèå ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé. Ïðè çíà÷åíèè
µ ≈ 0, 6 îáðàçóåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë E (ðèñ. 7 â), êîòîðûé îñòàåòñÿ óñòîé÷è-âûì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ > 0 è íå äàåò âîçìîæíîñòè ÷èñëåííîïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ öèêëîâ ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñêàäà ïðè ìåíüøèõ çíà-÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ. Ïðè µ ≈ 0, 05 â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (10) ðîæäàþòñÿåùå äâà óñòîé÷èâûõ öèêëà D±, ïîðîæäàþùèå ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ïà-ðàìåòðà µ ñâîè öèêëû óäâîåííîãî ïåðèîäà (ðèñ. 7 ã). Ïðè µ = 0, 001 â äèñ-ñèïàòèâíîé ñèñòåìå (10) â îêðåñòíîñòè öèêëà E ðîæäàåòñÿ áîëåå ñëîæíûéöèêë E1, êîòîðûé òàêæå îñòàåòñÿ óñòîé÷èâûì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
µ > 0. Ïðè µ = 0 ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ êîíñåðâàòèâíîé, à îáëàñòè óñòîé÷èâî-ñòè öèêëà E, öèêëîâ D± óäâîåííîãî ïåðèîäà è öèêëà E1 çàïîëíÿþòñÿ òîðàìèêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû âîêðóã ýòèõ öèêëîâ. Îñòàâøàÿñÿ îáëàñòü õàîòè÷å-ñêîãî äâèæåíèÿ çàïîëíÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâè èõ ïðåäåëüíûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíûõ òðàåêòîðèé, ïîðîæäåííûõöèêëàìè C± (ðèñ. 7 à, á).Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (9) ïðè ε = 1 îïðåäå-ëÿåòñÿ òîðàìè âîêðóã öèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-øèõ ïî ìîäóëþ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ |x0|, òîðàìè âîêðóã öèêëîâ E, öèêëîâ
D± óäâîåííîãî ïåðèîäà è öèêëà E1, ðîäèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî è îñòàâøèõñÿóñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (10) ïðè âñåõ µ > 0, è îáëàñòüþ õàîòè-÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ñîñòîÿùåé èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåóñòîé÷èâûõ öè-êëîâ è èõ ïðåäåëüíûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïîðîæäåííûõ öèêëàìè
C±.Êàê è â ñëó÷àå îáîáùåííîãî êîíñåðâàòèâíîãî óðàâíåíèÿ Ìàòüå, ìåõàíèçìîáðàçîâàíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â êîíñåðâàòèâíîì óðàâíåíèè Äþ��èí-ãà{Õîëìñà îáúÿñíÿåòñÿ íå òåîðèåé ÊÀÌ, à íåëîêàëüíûì ý��åêòîì ðîæäå-íèÿ öèêëîâ è òîðîâ è ÔØÌ-òåîðèåé, ïðè÷åì ïîñòóëèðóåìàÿ òåîðèåé ÊÀÌãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü â ñèñòåìå òàêæå îòñóòñòâóåò.5. Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð ìàÿòíèêà
 êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîäâåñà�àññìîòðèì ñòàíäàðòíûé ìîäåëüíûé ïðèìåð ìàÿòíèêà ñ âåðòèêàëüíî ïå-ðèîäè÷åñêè êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîäâåñà, òî åñòü ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H(x, y, t, ε) = y2/2 + (ω2
+ ε cos t) cos x. (11)Ýòîò ïðèìåð ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå ïî êëàññè÷åñêîéãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ý��åêòà ðàñùåï-ëåíèÿ ñåïàðàòðèñû [4{5℄. Îäíàêî, ïðîâåäåííûìè âûøå ðàññóæäåíèÿìè íå-òðóäíî äîêàçàòü, ÷òî íèêàêîãî ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñû â ñèñòåìå ñ ãà-ìèëüòîíèàíîì (11) íå ïðîèñõîäèò, à ñóùåñòâóþùàÿ â ñèñòåìå õàîòè÷åñêàÿäèíàìèêà ÿâëÿåòñÿ, êàê è â êîíñåðâàòèâíîé îáîáùåííîé ñèñòåìå óðàâíåíèé
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à á

â ã�èñ. 7. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (9) ïðè ε = 1, y0 = r0 = 0 è x0 = 2, 6, 2, 13,
2, 05, 1, 85 (îñòðîâà âîêðóã öèêëà E1), ±0, 84 (z0 = ±1) (òîðû âîêðóã öèêëîâ D± óäâîåííîãîïåðèîäà), (à, á); ïðîåêöèè öèêëîâ ñèñòåìû (9) íà ïëîñêîñòü (x, y) ïðè ε = 1, y0 = r0 = 0 è
x0 = 1, 975 (öèêë E) (â), x0 = 0, 76 (öèêë D+ óäâîåííîãî ïåðèîäà) (ã)Ìàòüå è â ñèñòåìå Äþ��èíãà{Õîëìñà, ñëåäñòâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ â îêðåñò-íîñòè ñåïàðàòðèñû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x, y)ñèñòåìû ñëîæíûõ ìíîãîîáîðîòíûõ ïåðåïëåòàþùèõñÿ òîðîâ.Çàïèøåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (11) â âèäå ÷åòûðåõìåð-íîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

ẋ = y, ẏ = (ω2
+ εz) sin x, ż = r, ṙ = −z (12)ñ óñëîâèÿìè H = z2

+ r2
= 1, z0 = z(0) = 1. ×òîáû ïîíÿòü, ÷òî íà ñàìîì äåëåïðîèñõîäèò â ñèñòåìå (12) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âåëè÷èíû ïðèëîæåííîãîâîçìóùåíèÿ ε > 0, ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ íåé ðàñøèðåííóþ äèññèïàòèâíóþñèñòåìó

ẋ = y, ẏ = (ω2
+ εz) sin x − µy, ż = r, ṙ = −z (13)è ïðîàíàëèçèðóåì ÷èñëåííî ïåðåõîä îò ðåøåíèé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (13)ê ðåøåíèÿì êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (12) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðîâ ε, ω = 1 è ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà µ ê íóëþ. �åøåíèÿñèñòåì (12) è (13) óäîáíî íàáëþäàòü â êîîðäèíàòàõ (sin x, y). Ïðè ýòîìâñå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå ñåïàðàòðèñíûå êîíòóðû, ñîåäèíÿþùèå îñîáûå òî÷êè
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2kπ, k = 0,±1,±2, . . . íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (12) â êîîðäèíàòàõ (x, y) èçî-áðàæàþòñÿ äâóìÿ ãîìîêëèíè÷åñêèìè ñåïàðàòðèñíûìè êîíòóðàìè òî÷êè (0, 0)â êîîðäèíàòàõ (sin x, y), ëåæàùèìè â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòÿõ. Ëþ-áàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, ëåæàùàÿ â ïëîñêî-ñòè (x, y) íàä (ïîä) ñåïàðàòðèñíûì êîíòóðîì âáëèçè íåãî ïåðåõîäèò â êîîð-äèíàòàõ (sin x, y) â öèêë, ëåæàùèé â âåðõíåé (íèæíåé) ïîëóïëîñêîñòè âíóòðèñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðà (âíóòðåííèé öèêë). È íàîáîðîò, ëþáîé öèêë íå-âîçìóùåííîé ñèñòåìû (12), ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó (x0, 0) ïðè 0 < x0 < π/2,èçîáðàæàåòñÿ öèêëîì âîêðóã ñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðà â êîîðäèíàòàõ (sin x, y)(âíåøíèé öèêë). Ïîýòîìó âñå òðàåêòîðèè âîçìóùåííîé ñèñòåìû (12), ëå-æàùèå â îêðåñòíîñòè ëþáîé èç ñåïàðàòðèñ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, ìîæíîíàáëþäàòü è àíàëèçèðîâàòü íà îäíîì ðèñóíêå â êîîðäèíàòàõ (sin x, y).Ïðè ìàëûõ ε = 0, 0001 òîïîëîãèÿ êîíñåðâàòèâíîé âîçìóùåííîé ñèñòåìû (12)îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû è áîëååñëîæíûìè òîðàìè âîêðóã ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ â îêðåñòíîñòèñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, ðîäèâøèõñÿ èçíà÷àëüíîóñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (13). Â ÷èñëî îñíîâíûõ öèêëîâ âõî-äÿò âíóòðåííèå è âíåøíèå öèêëû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, à òàêæå öèêëû
C± âîçìóùåííîé ñèñòåìû (12) âîêðóã öåíòðîâ ((2k + 1)π, 0) íåâîçìóùåííîéñèñòåìû. Ïðîåêöèè íåêîòîðûõ ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ ñè
òåìû (12),ëåæàùèå â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû,ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 8. Öèêëû C± ìîæíî íàáëþäàòü â êîîðäèíàòàõ (sin x, y)â îêðåñòíîñòè íóëåâîé îñîáîé òî÷êè. Ïñåâäîõàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â ñè-ñòåìå (12) íàáëþäàåòñÿ äàæå ïðè ìàëûõ ε = 0, 0001.

à á â ã�èñ. 8. Ïðîåêöèè ñëîæíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (12) â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñíîãî êîíòóðàíåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè ε = 0, 0001: îäíîãî èç âíåøíèõ öèêëîâ ïðè y0 = 0, z0 = −1,
x0 = 0, 01494 (à, á) è îäíîãî èç âíóòðåííèõ öèêëîâ ïðè y0 = 0, 015, z0 = 1, x0 = 0 (â, ã)Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ε = 0, 01 ñèòóàöèÿ çàìåòíî óñëîæ-íÿåòñÿ. Òåïåðü òîïîëîãèÿ 
èñòåìû (12) îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè ñèñ-òåìû (ò. å. òîðàìè âîêðóã âíåøíèõ è âíóòðåííèõ öèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñ-òåìû è ïàðàìè òîðîâ âîêðóã öèêëîâ C±), ïåðåõîäíûìè òîðàìè è íàáîðîìòîðîâ âîêðóã ñëîæíûõ öèêëîâ, ðîäèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèñ-ñèïàòèâíîé ñèñòåìå (13) ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ äî íóëÿ.Äâèæåíèå òðàåêòîðèè ïî ïîâåðõíîñòÿì òàêèõ ñëîæíûõ ìíîãîîáîðîòíûõ òî-ðîâ, ðàñïîëîæåííûõ â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû,ñîçäàåò, êàê è â ñëó÷àÿõ êîíñåðâàòèâíîé îáîáùåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèéÌàòüå è óðàâíåíèÿ Äþ��èíãà{Õîëìñà, èëëþçèþ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ,õîðîøî íàáëþäàåìîãî â ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ Ïóàíêàðå (ðèñ. 9 à, á).Òàê êàê â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ðàñïîëî-æåíû, ïåðåïëåòàÿñü è, ïî âñåé âèäèìîñòè, êàñàÿñü äðóã äðóãà, ðàçëè÷íûåñèñòåìû ìíîãîîáîðîòíûõ ñëîæíûõ òîðîâ (âíóòðåííèå ïî îòíîøåíèþ ê ñåïà-ðàòðèñíîìó êîíòóðó, âíåøíèå è ñìåøàííûå), òî ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü
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ã ä�èñ. 9. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (12) ïðè ε = 0, 01, r0 = 0 è y0 = 0, x0 = 0, 67,
0, 575, 0, 505, 0, 425, à òàêæå x0 = 0, y0 = ±0, 6, ±0, 499 (z0 = −1), ±0, 474 (z0 = −1) (à,á); ïðîåêöèè öèêëîâ ñèñòåìû (12) íà ïëîñêîñòü (sin x, y) ïðè ε = 0, 01, r0 = 0: y0 = 0,
x0 = 0, 352 è x0 = 0, y0 = ±0, 34 (z0 = −1) (â); y0 = 0, x0 = 0, 144 è x0 = 0, y0 = ±0, 489(z0 = −1) (ã); ïðîåêöèÿ ïîñëåäíåãî âíóòðåííåãî ñëîæíîãî öèêëà íà ïëîñêîñòü (sinx, r) (ä)ðåøåíèé ñèñòåìû (12) ñîõðàíÿòüñÿ íå ìîæåò. Íåêîòîðûå ñëîæíûå öèêëûêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (12), ïîðîæäàþùèå ñëîæíûå òîðû è îáíàðóæåííûåïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 9 â, ã, ä.Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ ε = 2 ñèñòåìà (12) óæå îáëàäàåòõàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé â ñìûñëå òåîðèè ÔØÌ. Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,óñòðåìèâ ïàðàìåòð µ â äèññèïàòèâíîé ðàñøèðåííîé ñèñòåìå (13) ê íóëþ.Ïðè µ ≈ 0, 38 ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà êàæäîãî èç ñèí-ãóëÿðíûõ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ C±, ÷òî äàåò íà÷àëî êàñêàäóÔåéãåíáàóìà áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Äàííûé êàñêàä áè�óðêàöèéçàâåðøàåòñÿ ðîæäåíèåì äâóõ ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ Ôåéãåíáàóìà ïðè
µ ≈ 0, 348. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ íà÷èíàåòñÿêàñêàä áè�óðêàöèé ðîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ öèêëîâ ñ ïåðèîäàìè ñîãëàñíî ïî-ðÿäêó Øàðêîâñêîãî. Öèêëû ïåðèîäà ïÿòü, íàïðèìåð, ìîæíî íàáëþäàòü ïðè
µ = 0, 3428. Ïðè µ ≈ 0, 34 íà÷èíàþòñÿ äâà ãîìîêëèíè÷åñêèõ êàñêàäà áè�óð-êàöèé, çàòåì, êàê è â äðóãèõ ñèñòåìàõ, ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå äâóõ ëåíò ñèí-ãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ, ïîñëå ÷åãî ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ íîâûõ óñòîé÷èâûõöèêëîâ ïðîäîëæàåòñÿ íà åäèíîé ìíîãîëèñòíîé ñåïàðàòðèñíîé ïîâåðõíîñòè.Ïðè çíà÷åíèè µ ≈ 0, 096 â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå ðîæäàþòñÿ äâà óñòîé÷è-âûõ öèêëà E± (ðèñ. 10 â), êîòîðûå îñòàþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõïàðàìåòðà µ > 0, ïîðîæäàÿ âîêðóã ñåáÿ òîðû êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (12)ïðè µ = 0, à òàêæå áîëåå ñëîæíûå öèêëû (ðèñ. 10 ã) è òîðû âîêðóã íèõ. Ïðè
µ = 0, 04 â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (13) ðîæäàþòñÿ åùå äâà óñòîé÷èâûõ öèêëà,êîòîðûå òàêæå îñòàþòñÿ óñòîé÷èâûìè ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ > 0,ïîðîæäàÿ âîêðóã ñåáÿ òîðû êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (12) ïðè µ = 0. Êðîìå



112 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉòîãî, ïðè ìàëûõ µ > 0 â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (13) ðîæäàþòñÿ è äðóãèåñëîæíûå óñòîé÷èâûå öèêëû, ïîðîæäàþùèå ñëîæíûå ìíîãîîáîðîòíûå òîðûêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (12) ïðè µ = 0. Òàê, íàïðèìåð, öèêëû êîíñåðâàòèâ-íîé ñèñòåìû (12), ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 10 ä, ðîæäàþòñÿ óñòîé÷èâûìè âäèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (13) ïðè µ ≈ 0, 000008.
à á â ã ä�èñ. 10. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (12) ïðè ε = 2, r0 = 0, z0 = −1 è x0 = 0,

y0=±3, 8, ±3, 55, ±3, 5, ±3, 11, 2, 425, ±2, 35, ±2, 21, ±0, 45 (à, á); ïðîåêöèè ñëîæíûõ öèêëîâñèñòåìû (12) íà ïëîñêîñòü (sin x, y) ïðè ε = 2, r0 = 0, z0 = −1, x0 = 0 è y0 = −2, 14 (â),
y0 = −1, 825 (ã), y0 = ±3, 0887 (ä)Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (12) ïðè ε = 2 îïðåäå-ëÿåòñÿ òîðàìè âîêðóã öèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-øèõ ïî ìîäóëþ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ |y0|, òîðàìè âîêðóã öèêëîâ E± è íåêî-òîðûõ äðóãèõ öèêëîâ, ðîäèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî è îñòàâøèõñÿ óñòîé÷èâûìè âäèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (13) ïðè âñåõ µ > 0, è îáëàñòüþ õàîòè÷åñêîãî äâèæå-íèÿ, ñîñòîÿùåé èç áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ è èõ ïðå-äåëüíûõ íåïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïîðîæäåííûõ êàñêàäàìè áè�óðêàöèéöèêëîâ C± è íåêîòîðûõ äðóãèõ öèêëîâ (ðèñ. 10 à, á).Êàê è â ñëó÷àå îáîáùåííîãî êîíñåðâàòèâíîãî óðàâíåíèÿ Ìàòüå è óðàâ-íåíèÿ Äþ��èíãà{Õîëìñà, ìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè âçàäà÷å äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà ñ êîëåáëþùåéñÿ òî÷êîé ïîäâåñà îáúÿñíÿåòñÿ íåòåîðèåé ÊÀÌ, à ý��åêòîì ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ è ÔØÌ-òåîðèåé,ïðè÷åì ïîñòóëèðóåìàÿ òåîðèåé ÊÀÌ ãëîáàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü â ñèñòåìåòàêæå îòñóòñòâóåò.6. �àìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäûÍåáîëüøèì èçìåíåíèåì êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (5), ýêâèâàëåíòíîé êîí-ñåðâàòèâíîìó îáîáùåííîìó óðàâíåíèþ Ìàòüå, ñâåäåì åå ê ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòîé ãàìèëüòîíî-âîé ñèñòåìû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âûøå äëÿêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (5).Äîáàâèì â ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (5) ñëàãàåìîå −x2/2 è ïîëó÷èìãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

ẋ = y, ẏ = −(δ + z)x − x3, ż = r, ṙ = −z − x2/2 (14)è ñ ãàìèëüòîíèàíîì
H(x, y, z, r) = (δx2

+ y2
+ z2

+ r2
)/2 + zx2/2 + x4/4 = ε. (15)�àñøèðåííàÿ äèññèïàòèâíàÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà â äàííîì ñëó÷àåìîæåò èìåòü âèä

ẋ = y, ẏ = −(δ+z)x−x3−µy, ż = r, ṙ = −z−x2/2+(ε−H(x, y, z, r))r. (16)



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 113Äèâåðãåíöèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (16) íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (14) ðàâíà
−µ − r2 è, ñëåäîâàòåëüíî, îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ µ > 0, à ðàñøèðåííàÿäèññèïàòèâíàÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (16) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì 1 è 2 òåîðåìû.Ïðîàíàëèçèðóåì ÷èñëåííî âëèÿíèå âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ ε è µ íà äèíà-ìèêó ñèñòåìû (16) ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà δ = 1. Ïðè ìà-ëûõ ε > 0 õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå (14) îòñóòñòâóåò, àòîïîëîãèÿ ñèñòåìû, êàê è â ñëó÷àå ñèñòåìû (5), îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òî-ðàìè ñèñòåìû, â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäÿò òîðû âîêðóã îñíîâíîãî öèêëà A è ïàðûòîðîâ âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ C1 è C2, ðîäèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìèâ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (16) ïðè µ > 0; è ïåðåõîäíûìè òîðàìè T , îñóùå-ñòâëÿþùèìè ïåðåõîä îò òîðîâ âîêðóã îñíîâíîãî öèêëà ñèñòåìû A ê ïàðàìòîðîâ âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ C1 è C2 (ðèñ. 11 à, á äëÿ ε = 0, 125). Âàæíî îò-ìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (5){(6) åå îñíîâíûìè öèêëàìèÿâëÿþòñÿ öèêëû C1, C2 è öèêëû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû (z = r = 0), ëåæà-ùèå â ïëîñêîñòè (x, y) ïðè ε = 0. Â ñëó÷àå æå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (14){(15) åå îñíîâíûìè öèêëàìè ÿâëÿþòñÿ öèêëû C1, C2 è öèêë A, ëåæàùèé íàýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â îêðåñòíîñòè ïëîñêîñòè (x, y) è íå ÿâëÿþùèéñÿîäíèì èç öèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, çà êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àå ïðè-íÿòî ñ÷èòàòü öèêëû ñèñòåìû, îòëè÷àþùåéñÿ îò ñèñòåìû (14) îòñóòñòâèåì âïðàâîé ÷àñòè êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ. Ïðè ε = 0, 125 îñíîâíîé öèêë A ñèñ-òåìû (14) ìîæåò áûòü íàéäåí ïðèáëèæåííî åå èíòåãðèðîâàíèåì ñ íà÷àëü-íûìè óñëîâèÿìè x0 = r0 = 0, y0 = 0, 4945, à ïðè ε = 0, 005 | ñ íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè x0 = r0 = 0, y0 = 0, 099945. Òîðû ñèñòåìû (14) âîêðóã îñíîâíûõ öè-êëîâ C1 è C2 è ïåðåõîäíûå òîðû êàñàþòñÿ ïî ñåïàðàòðèñíûì ïîâåðõíîñòÿìãèïåðáîëè÷åñêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ x = y = 0. Òàêèì îáðàçîì, êàê èâ ñëó÷àå êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (5), òîðû, ñóùåñòâóþùèå â ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìå (14) ïðè ëþáîì ε > 0, íå èìåþò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê êëàññè÷åñêèìòîðàì íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, êîòîðûå äîëæíû èçîáðàæàòüñÿ íà ðèñ. 11 áãîðèçîíòàëüíûìè îòðåçêàìè y = const . Ñëåäîâàòåëüíî, âîïðåêè óòâåðæäå-íèÿì òåîðèè ÊÀÌ, òîðû âîçìóùåííîé ñèñòåìû (14) íå ÿâëÿþòñÿ òîðàìè èç÷èñëà òîðîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû íè ïðè êàêîì ε > 0, à óñëîæíåíèå äè-íàìèêè âîçìóùåííîé ñèñòåìû (14) ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ε íåÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðàçðóøåíèÿ íåêîòîðûõ òîðîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû.Çàìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðè δ 6= 1 â ñèñòåìå (14) âîçìîæíî äâè-æåíèå ïî íåêîòîðûì òîðàì âîêðóã öèêëîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, íî ýòîòâîïðîñ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî ïîäðîáíîãî èññëåäîâàíèÿ.

à á â ã�èñ. 11. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (14) ïðè x0 = z0 = 0 è: ε = 0, 125, y0 = 0, 49,
0, 39, 0, 3813, 0, 381, ±0, 37, ±0, 3, ±0, 265 (a, á); ε = 0, 5, y0 = 0, 97, 0, 9, 0, 75, 0, 7301,
±0, 7197, ±0, 714, ±0, 702, ±0, 674, ±0, 59, ±0, 48 (â, ã)Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε ñèòóàöèÿ çàìåòíî óñëîæíÿåòñÿ. Òå-ïåðü òîïîëîãèÿ ñèñòåìû (14) îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè ñèñòåìû (ò. å.òîðàìè âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû), ïåðåõîäíûìè òîðàìè è íàáîðîìòîðîâ âîêðóã áîëåå ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, ïîÿâèâøèõñÿ â îêðåñò-



114 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉíîñòè ñåïàðàòðèñíîé ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
x = y = 0 è âíå ýòîé îêðåñòíîñòè â ðåçóëüòàòå íåëîêàëüíîãî ý��åêòà ðàç-ìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ. Âñå ñëîæíûå ýëëèïòè÷åñêèå öèêëû ðîæäàþòñÿèçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (16) ïðè óìåíüøåíèè çíà-÷åíèé ïàðàìåòðà µ äî íóëÿ. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â ñèñòåìå ïîêà îòñóò-ñòâóåò, õîòÿ äâèæåíèå ïî òîðàì âîêðóã ñëîæíûõ öèêëîâ ëåãêî ìîæåò áûòüïðèíÿòî çà õàîòè÷åñêîå, åñëè, íàïðèìåð, íàáëþäàòü åãî â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå(ðèñ. 11 â, ã ïðè ε = 0, 5). Ïñåâäîõàîñ, âîçíèêøèé â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñ-íîé ïîâåðõíîñòè öèêëà x = y = 0, íå ÿâëÿåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèì õàîñîì, àâñåãî ëèøü ñëåäñòâèåì îøèáîê âû÷èñëåíèé èç-çà íåóñòîé÷èâîñòè ðåøàåìîéçàäà÷è. Ý��åêò õàîòè÷íîñòè ñîçäàþò òî÷êè, ëåæàùèå â ñå÷åíèè Ïóàíêàðåíà ïîâåðõíîñòÿõ òîðîâ, îáìîòêè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû, ïåðåïëåòàÿñü, âîêðóãðàçëè÷íûõ ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, êîòîðûå èìåþò òîò æå âèä, ÷òî èñëîæíûå öèêëû ñèñòåìû (5) (ðèñ. 2, 3).Ïðè çíà÷åíèè ε = 1 ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå ñëîæíîé è îïÿòü æåíå äî êîíöà ïîíÿòíîé. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, òîïîëîãèÿ ñèñòåìû (14)îïðåäåëÿåòñÿ òîðàìè âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû, ïåðåõîäíûìè òîðàìèè íàáîðîì òîðîâ âîêðóã áîëåå ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, ðîäèâøèõñÿèçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (16) ïðè óìåíüøåíèè çíà-÷åíèé ïàðàìåòðà µ äî íóëÿ âñëåäñòâèå íåëîêàëüíîãî ý��åêòà ðàçìíîæå-íèÿ öèêëîâ è òîðîâ (ðèñ. 12 à, á). Âìåñòå ñ òåì �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñ-òåìû (14) ñîäåðæèò íà ïåðâûé âçãëÿä çíà÷èòåëüíóþ îáëàñòü õàîòè÷åñêîãîäâèæåíèÿ. Îäíàêî, åñòü âñå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî õàîñ, èçîáðàæåííûéíà ðèñ. 12 à, á ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîõàîñîì, òàê êàê îí íå ïîðîæäåí êàñêàäàìèáè�óðêàöèé óñòîé÷èâûõ öèêëîâ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû, à ÿâëÿåòñÿ ëèáîñëåäñòâèåì îøèáîê âû÷èñëåíèé òðàåêòîðèè íà ïîâåðõíîñòÿõ ñëîæíûõ ìíî-ãîîáîðîòíûõ ïåðåïëåòàþùèõñÿ òîðîâ, îáðàçîâàííûõ îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòèñëîæíûõ öèêëîâ (ðèñ. 12 â), ëèáî ïîðîæäåí ñàìèìè îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòèñëîæíûõ öèêëîâ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (16), íå ïåðåõîäÿùèìè â òîðû âî-êðóã ýòèõ öèêëîâ ïðè µ = 0. Êàê è â ñëó÷àå ñèñòåìû (5), ýòîò âîïðîñ òðåáóåòäîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è ñâÿçàí ñ äåòàëüíûì èçó÷åíèåì òîïîëîãèèîáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.

à á â�èñ. 12. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (14) ïðè ε = 1, x0 = z0 = 0 è y0 = 1, 41,
1, 24, 1, 21, ±1, 13, 1, 11, 1, 088, 1, 01, ±0, 875, ±0, 7, ±0, 52 (a, á); ïðîåêöèÿ ñëîæíîãî öèêëàñèñòåìû (14) ïðè ε = 1, x0 = z0 = 0, y0 = 0, 87 (â)Ïðè çíà÷åíèè ε = 4 ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (14) íåñîìíåííî îáëàäàåò õà-îòè÷åñêîé äèíàìèêîé, òàê êàê ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ âäèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (16) öèêëû C1 è C2 ïðåòåðïåâàþò ñóáãàðìîíè÷åñêèéè ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàäû áè�óðêàöèé â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèè ñ ÔØÌ-òåîðèåé, ðîæäàÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîââ çàìûêàíèÿõ ñâîèõ ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòåé. Çàòåì ïðîèñõîäèò ñëèÿíèåäâóõ ëåíò (ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòåé) ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ, è ðîæäà-



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 115þòñÿ íîâûå ñèììåòðè÷íûå óñòîé÷èâûå öèêëû, ñ êîòîðûìè òàêæå ïðîèñõîäÿòñóáãàðìîíè÷åñêèå êàñêàäû áè�óðêàöèé. Âñå öèêëû âñåõ êàñêàäîâ è ñèíãó-ëÿðíûå àòòðàêòîðû, ñòàíîâÿñü íåóñòîé÷èâûìè, íå èñ÷åçàþò, à ïåðåõîäÿò âðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè µ = 0. Ïðè µ ≈ 0, 05 ðîæäàåòñÿ ñèì-ìåòðè÷íûé óñòîé÷èâûé öèêë E, ïîðîæäàþùèé áè�óðêàöèåé òèïà âèëêè ïðè
µ ≈ 0, 03 äâà ñèììåòðè÷íûõ öèêëà E1 è E2, êîòîðûå îñòàþòñÿ óñòîé÷èâûìèâ ñèñòåìå (16) ïðè âñåõ ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ µ > 0 è ïîðîæäàþò âîêðóã ñåáÿòîðû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (14) ïðè µ = 0 (ðèñ. 13 à, á, â).

à á â ã�èñ. 13. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (14) ïðè ε = 4, x0 = z0 = 0 è y0 = 2, 8,
2, 545, 2, 54, ±1 (z0 = −1) (a, á); ïðîåêöèÿ öèêëà E1 ñèñòåìû (14) ïðè ε = 4(â); ïðîåêöèÿöèêëà ó÷åòâåðåííîãî ïåðèîäà èç êàñêàäà Ôåéãåíáàóìà ïðè µ = 0, 192 (ã)Òàêèì îáðàçîì, òî÷íî òàê æå, êàê è â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå (5), òî-ïîëîãèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (14) ïðè ε = 4 îïðåäåëÿåòñÿ òîðàìè âîêðóãîñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû, òîðàìè âîêðóã öèêëîâ, ðîäèâøèõñÿ è îñòàâøèõñÿóñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (16) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
µ > 0, è îáëàñòüþ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ñîäåðæàùåé âñå öèêëû è íå-ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ðîäèâøèåñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññè-ïàòèâíîé ñèñòåìå (16) ïðè µ > 0 è ïîòåðÿâøèå óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòåêàêîãî-ëèáî ñóáãàðìîíè÷åñêîãî èëè ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñêàäà áè�óðêàöèéâ ñîîòâåòñòâèè ñ ÔØÌ-òåîðèåé.7. Êëàññè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Õåíîíà{ÕåéëåñàÏðèìåíèì ðàçâèòûé âûøå ïîäõîä ê àíàëèçó ðåøåíèé êëàññè÷åñêîé ãà-ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Õåíîíà{Õåéëåñà, ÷àñòî èñïîëüçóåìîé â ñî-âðåìåííîé ëèòåðàòóðå ïî ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêå â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ïîä-òâåðæäàþùåãî ñïðàâåäëèâîñòü òåîðèè ÊÀÌ [7℄.Cèñòåìà óðàâíåíèé Õåíîíà{Õåéëåñà èìååò âèä

ẋ = y, ẏ = −x − 2xz, ż = r, ṙ = −z − x2
+ z2

(17)
 ãàìèëüòîíèàíîì
H(x, y, z, r) = (x2

+ y2
+ z2

+ r2
)/2 + x2z − z3/3 = ε. (18)�àìèëüòîíèàí (18) ïðèíÿòî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ñóììû íåâîçìóùåííîé ÷à-ñòè, ñîäåðæàùåé êâàäðàòè÷íûå ïî ïåðåìåííûì ñëàãàåìûå, è âîçìóùåíèÿ,ñîñòîÿùåãî èç ïîñëåäíèõ äâóõ ÷ëåíîâ. Ïðè ýòîì ïåðåõîä ê õàîòè÷åñêîé äè-íàìèêå â ñèñòåìå (17) ïðè ðîñòå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ε ïðèíÿòî îáúÿñíÿòü âñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé ÊÀÌ ðàçðóøåíèåì òîðîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû [7℄.×òîáû ïîíÿòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðîèñõîäèò â ñèñòåìå Õåíîíà{Õåéëåñàïðè ðîñòå çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ε, ïîñòðîèì äëÿ íåå ðàñøèðåííóþ äâóõïàðà-ìåòðè÷åñêóþ äèññèïàòèâíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

ẋ = y, ẏ = −(1+2z)x+(ε−H(x, y, z, r))y, ż = r, ṙ = −z−x2
+ z2−µr. (19)



116 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉÍåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñèñòåìà (19) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1) è 2) òåîðåìû,òàê êàê äèâåðãåíöèÿ åå ïðàâîé ÷àñòè íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (17) ðàâíà −µ−y2è, ñëåäîâàòåëüíî, îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ µ > 0.�àññìîòðèì ïåðåõîä îò ðåøåíèé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (19) ê ðåøåíèÿìãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (17) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε, èñ-ïîëüçóÿ íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèé äèññèïàòèâíîé 
èñòåìû (19) îòïàðàìåòðà µ ïðè ñòðåìëåíèè µ ê íóëþ. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ε, êàê è âêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, áóäåì áðàòü ðàâíûìè 1/24, 1/12, 1/8 è 1/6 [7℄.Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε = 1/24 è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïà-ðàìåòðà µ ≈ 0, 02 â ñèñòåìå (19) ñóùåñòâóþò äâå ïàðû ñèììåòðè÷íûõ äðóãäðóãó óñòîé÷èâûõ öèêëîâ B1, B2, è C1, C2, îñòàþùèõñÿ óñòîé÷èâûìè ïðè âñåõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ > 0. Ýòè öèêëû ïîðîæäàþò âîêðóã ñåáÿ òîðû ãàìèëü-òîíîâîé ñèñòåìû ïðè µ = 0. Ýòî ñîâñåì íå âèäíî â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü
(z, r) ñå÷åíèÿ x = 0 (ðèñ. 14 à), ïðåäñòàâëåííîé â ìíîãî÷èñëåííîé ñîâðåìåí-íîé ëèòåðàòóðå ïî ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì (ñì. [7℄, ñ. 67), íî çàòî îò÷åòëèâîâèäíî â ïðîåêöèè (x, r) ñå÷åíèÿ y = 0 (ðèñ. 14 á). Â ïðîåêöèè ïîñëåäíåãîñå÷åíèÿ çàìêíóòûå êðèâûå, ïðèíàäëåæàùèå îáìîòêàì òîðîâ âîêðóã öèêëîâ
C1 è C2, ëåæàò ïî äèàãîíàëÿì, à çàìêíóòûå êðèâûå, ïðèíàäëåæàùèå îáìîò-êàì òîðîâ âîêðóã öèêëîâ B1, B2, ïåðåñåêàþò îñü r = 0. Êðîìå òîãî, ïëîñêîñòü
x = y = 0 ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì íà÷àëà êîîðäèíàòâ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (19) ïðè âñåõ µ > 0, ÷òî ïîðîæäàåò â ýòîé ïëîñêî-ñòè âûðîæäåííûé öèêë ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (17) ïðè µ = 0. Ýòèì öèêëîìÿâëÿåòñÿ âíåøíÿÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ â êîîðäèíàòàõ (z, r) íà ðèñ. 14 à èëè âåð-òèêàëüíûé îòðåçîê â êîîðäèíàòàõ (x, r) íà ðèñ. 14 á. Äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîåìíîãîîáðàçèå íà÷àëà êîîðäèíàò â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (19) ïåðåõîäèò âíàáîð òîðîâ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (17) ïðè µ = 0, ïðèëåãàþùèõ ê âûðî-

à á
â ã�èñ. 14. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (17) ïðè x0 = 0, ε = 1/24 è: z0 = 0,

r0 = 0, 28867, 0, 288, ±0, 283061, ±0, 282, ±0, 25, ±0, 185, ±0, 155; r0 = 0, z0 = 0, 1, 0, 16 (a,á); x0 = 0, ε = 1/12 è: z0 = 0, r0 = 0, 408, 0, 4, 0, 3987, 0, 395 (çäåñü è äàëåå ±y0), 0, 36,
0, 273, 0, 25, 0, 22, 0, 21; r0 = 0, z0 = 0, 1, 0, 16, 0, 24 (â, ã)



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 117æäåííîìó öèêëó (x = y = 0) ñèñòåìû (ðèñ. 14 á), íî íå ÿâëÿþùèõñÿ òîðàìèâîêðóã ýòîãî öèêëà!Òàêèì îáðàçîì, õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå (17) ïðè
ε = 1/24 îòñóòñòâóåò, à òîïîëîãèÿ ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè,â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäÿò ïàðû òîðîâ âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû B1, B2è C1, C2, ðîäèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (19), è òîðàìè T ,ïðèëåãàþùèìè ê âûðîæäåííîìó öèêëó (x = y = 0) ñèñòåìû è îñóùåñòâëÿ-þùèìè ïåðåõîä îò ýòîãî öèêëà ê ïàðàì òîðîâ âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ B1,
B2 è C1, C2. Êàñàíèå âñåõ òîðîâ ñèñòåìû (17) ïðîèñõîäèò ïî ñåïàðàòðèñíûìïîâåðõíîñòÿì ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî èçïðîåêöèè ñå÷åíèÿ y = 0 íà ïëîñêîñòü (x, r) (ðèñ. 14 á) íàãëÿäíî âèäíî, ÷òîâñå òîðû, ñóùåñòâóþùèå â ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå Õåíîíà-Õåéëåñà (17) ïðè
ε > 0, êàê è âî âñåõ äðóãèõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ, íå èìåþò íèêàêîãîîòíîøåíèÿ ê ðåøåíèÿì íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, êîòîðûå â äàííîì ñëó÷àåäàæå òîðàìè íå ÿâëÿþòñÿ.Ïðè çíà÷åíèè ε = 1/12 ñèòóàöèÿ îïÿòü æå çàìåòíî óñëîæíÿåòñÿ. Òåïåðüòîïîëîãèÿ ñèñòåìû (17) îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè (ò. å. ïàðàìè òîðîââîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû B1, B2, è C1, C2), òîðàìè T , ïðèëåãàþùèìèê âûðîæäåííîìó öèêëó (x = y = 0) ñèñòåìû è íàáîðîì òîðîâ âîêðóã áîëååñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, ïîÿâèâøèõñÿ â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñíîéïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è âíå ýòîé îêðåñòíî-ñòè â ðåçóëüòàòå íåëîêàëüíîãî ý��åêòà ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ. Âñåñëîæíûå ýëëèïòè÷åñêèå öèêëû ðîæäàþòñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèñ-ñèïàòèâíîé ñèñòåìå (19) ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ äî íóëÿ.Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â ñèñòåìå ïîêà îòñóòñòâóåò, õîòÿ äâèæåíèå ïî òîðàìâîêðóã ñëîæíûõ öèêëîâ, îáðàçîâàâøèõñÿ â îêðåñòíîñòÿõ êàñàíèÿ îñíîâíûõòîðîâ, îïÿòü æå ëåãêî ìîæåò áûòü ïðèíÿòî çà õàîòè÷åñêîå, åñëè, íàïðèìåð,íàáëþäàòü åãî â ñå÷åíèÿõ Ïóàíêàðå, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 14 â, ã. Çà-

à á
â ã�èñ. 15. Ïðîåêöèè îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (17) ïðè ε = 1/12: B1, B2 ïðè x0 = z0 = 0,

r0 = 0, 204 (à); C1, C2 ïðè x0 = r0 = 0, z0 = 0, 255 (á); ïðîåêöèè îäíîãî èç ñëîæíûõ öèêëîâïðè x0 = r0 = 0, z0 = −0, 066 (â, ã)



118 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉìåòèì, ÷òî ðèñ. 14, â îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîãî ðèñóíêà, ïðèâåäåííîãî âðàáîòå [7℄, íàëè÷èåì îáíàðóæåííûõ ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ñëîæíûõ ýëëè-ïòè÷åñêèõ öèêëîâ è ëåæàùèõ âîêðóã íèõ òîðîâ íå òîëüêî â îêðåñòíîñòÿõ êàñà-íèÿ îñíîâíûõ òîðîâ. Ïðîåêöèè îñíîâíûõ öèêëîâ B1, B2, C1, C2 è íåñêîëüêèõñëîæíûõ öèêëîâ, ñóùåñòâóþùèõ â ñèñòåìå (17) ïðè ε = 1/12, ïðåäñòàâëåíûíà ðèñ. 15 è ðèñ. 16 à.
à á â ã�èñ. 16. Ïðîåêöèÿ ñëîæíîãî öèêëà ñèñòåìû (17) ïðè ε = 1/12, x0 = 0, z0=-0,0074, r0=0,1234(à); ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (17) ïðè ε = 1/8 è: r0 = 0, z0 = 0, 673648, 0, 665,

0, 608, 0, 591 (çäåñü è äàëåå ±y0), 0, 58, 0, 463, 0, 4, 0, 33, 0, 04903, −0, 4348, −0, 4342; z0 = 0,
r0 = 0, 26, 0, 28 è r0 = 0, 294, z0 = 0, 095, 0, 099, 0, 12 (á, â); ïðîåêöèÿ ñëîæíîãî öèêëàñèñòåìû (17) ïðè ε = 1/8, x0 = r0 = 0, z0 = −0, 0131 (ã)Ïðè çíà÷åíèè ε = 1/8 ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ åùå áîëåå ñëîæíîé è îïÿòü æåíå äî êîíöà ïîíÿòíîé. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, òîïîëîãèÿ ñèñòåìû (17)îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìè òîðîâ âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû B1, B2, è C1, C2,òîðàìè T , ïðèëåãàþùèìè ê âûðîæäåííîìó öèêëó (x = y = 0) ñèñòåìû è íà-áîðîì òîðîâ âîêðóã áîëåå ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, ðîäèâøèõñÿ èçíà-÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (19) ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèéïàðàìåòðà µ äî íóëÿ (ðèñ. 16 á, â). Íåêîòîðûå èç íàéäåííûõ â ãàìèëüòîíîâîéñèñòåìå ñëîæíûõ öèêëîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 16 ã è ðèñ. 17. Âìåñòå ñ òåì�àçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû (17) ñîäåðæèò íà ïåðâûé âçãëÿä çíà÷èòåëü-íóþ îáëàñòü õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Îäíàêî, åñòü âñå îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü,÷òî õàîñ, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 16 á, â, ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîõàîñîì, òàê êàê îííå ïîðîæäåí êàñêàäàìè áè�óðêàöèé óñòîé÷èâûõ öèêëîâ äèññèïàòèâíîé ñèñ-òåìû, à ÿâëÿåòñÿ, êàê è âî âñåõ ïðåäûäóùèõ ðàññìîòðåííûõ ñèñòåìàõ, ëèáîñëåäñòâèåì îøèáîê âû÷èñëåíèé òðàåêòîðèè íà ïîâåðõíîñòÿõ ñëîæíûõ ìíî-ãîîáîðîòíûõ ïåðåïëåòàþùèõñÿ òîðîâ, îáðàçîâàííûõ îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòèñëîæíûõ öèêëîâ, ëèáî ïîðîæäåí ñàìèìè îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõöèêëîâ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (19), íå ïåðåõîäÿùèìè â òîðû âîêðóã ýòèõöèêëîâ ïðè µ = 0. Êàê è â ñëó÷àÿõ ñ ïðåäûäóùèìè ðàññìîòðåííûìè ñèñòå-ìàìè ýòîò âîïðîñ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ è ñâÿçàí ñ äåòàëü-íûì èçó÷åíèåì òîïîëîãèè îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ

à á â ã�èñ. 17. Ïðîåêöèè ñëîæíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (17) ïðè ε = 1/8, x0 = 0 è r0 = 0, z0 =

−0, 42305 (y0 < 0) (à); r0 = 0, z0 = −0, 4338 (á); r0 = 0, 294, z0 = 0, 13 (â); r0 = 0,
z0 = 0, 0515 (ã)



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 119ðàññìàòðèâàåìûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì.Ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ε = 1/6 óäàëîñü îáíàðóæèòü åùåíåñêîëüêî áè�óðêàöèé, ïðèíèìàþùèõ ó÷àñòèå â óñëîæíåíèè äèíàìèêè ãà-ìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (17). Ýòî áè�óðêàöèè ðîæäåíèÿ öèêëîâ óäâîåííîãîïåðèîäà èç îñíîâíûõ öèêëîâ B1, B2 è C1, C2 ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ε îò
1/8 äî 1/6. Ïðè ýòîì öèêëû óäâîåííîãî ïåðèîäà îñíîâíûõ öèêëîâ C1 è C2îñòàþòñÿ óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (19) ïðè ε = 1/6 è µ > 0,ïîðîæäàÿ âîêðóã ñåáÿ òîðû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè µ = 0 (ðèñ. 18 à, á).

à á â ã�èñ. 18. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (17) ïðè ε = 1/6, x0 = r0 = 0, z0 = 0, 02,
0, 04, 0, 09 (±y0) (à,á); ïðîåêöèè ñëîæíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (17) ïðè ε = 1/6, x0 = r0 = 0 è
z0 = 0, 11 (â), z0 = 0, 021 (y0 < 0) (ã)Òàêèì îáðàçîì, ïðè ε = 1/6 òîïîëîãèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (17) îïðå-äåëÿåòñÿ ïàðàìè òîðîâ âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ C1 è C2 ñèñòåìû óäâîåííîãîïåðèîäà, íàáîðîì òîðîâ âîêðóã áîëåå ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, ðî-äèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (19) ïðè óìåíü-øåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ äî íóëÿ è îáëàñòüþ íåðåãóëÿðíîé äèíàìèêè(ðèñ. 18 à, á). Âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîñëåäíÿÿ îáëàñòü îáëàñòüþ õàî-òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû Õåíîíà{Õåéëåñà, îñòàåòñÿ îòêðûòûì, òàê êàêïîêà íå óäàëîñü îáíàðóæèòü áåñêîíå÷íûõ êàñêàäîâ áè�óðêàöèé êàêèõ-ëèáîöèêëîâ, âåäóùèõ ê âîçíèêíîâåíèþ ñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ.×èñëåííûå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà (ðèñ. 18 à, á), ÿâëÿþòñÿ, ñêîðååâñåãî, ñëåäñòâèåì îøèáîê âû÷èñëåíèé òðàåêòîðèè íà ïîâåðõíîñòÿõ ñëîæíûõìíîãîîáîðîòíûõ ïåðåïëåòàþùèõñÿ òîðîâ, îáðàçîâàííûõ îáëàñòÿìè óñòîé÷è-âîñòè ñëîæíûõ öèêëîâ è ðîäèâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå ý��åêòà ðàçìíîæåíèÿ öè-êëîâ è òîðîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü òàêæå ñå÷åíèÿ îáëàñòåéóñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõ öèêëîâ äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû (19), íå ïåðåõîäÿùèõ âòîðû âîêðóã ýòèõ öèêëîâ ïðè µ = 0. Îñòàåòñÿ òàêæå îòêðûòûì âîïðîñ î òîì,ÿâëÿþòñÿ ëè òîðû âîêðóã ñëîæíûõ öèêëîâ, èçîáðàæåííûå íà (ðèñ. 18 à, á)è äðóãèõ ðèñóíêàõ, âòîðè÷íûìè ðåçîíàíñàìè, êàê ïðèíÿòî ñ÷èòàòü â ñîâðå-ìåííîé ëèòåðàòóðå, òàê êàê îäíîçíà÷íî óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå òàêæåè äðóãîãî ìåõàíèçìà ðîæäåíèÿ ñëîæíûõ öèêëîâ è òîðîâ âîêðóã íèõ ÷åðåçêàñêàäû áè�óðêàöèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ÔØÌ-ñöåíàðèåì.8. �àìèëüòîíîâà ñèñòåìà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäûÍåáîëüøèì óñëîæíåíèåì ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (14) ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìèñâîáîäû ïðåîáðàçóåì åå ê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäûè ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìèâñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ãà-ìèëüòîíîâûõ è êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì.Äîáàâèì â ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (14) ñëàãàåìîå −u2/2 è åùå îäíóñòåïåíü ñâîáîäû â ïåðåìåííûõ (u, v), àíàëîãè÷íóþ îáîáùåííîìó êîíñåðâà-òèâíîìó óðàâíåíèþ Ìàòüå (5). Ïîëó÷èì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó ñ òðåìÿ ñòå-



120 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉïåíÿìè ñâîáîäû, èìåþùóþ âèä
ẋ = y, ẏ = −(δ + z)x − x3, ż = r, ṙ = −z − x2/2 − u2/2,

u̇ = v, v̇ = −(γ + z)u − u3 (20)è ãàìèëüòîíèàí
H(x, y, z, r, u, v) = (δx2

+ y2
+ z2

+ r2
+ γu2

+ v2
)/2+

+ z(x2
+ u2

)/2 + (x4
+ u4

)/4 = ε. (21)�àñøèðåííàÿ äèññèïàòèâíàÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà â äàííîì ñëó÷àåìîæåò èìåòü âèä
ẋ = y, ẏ = −(δ + z)x − x3 − µy, ż = r,

ṙ = −z − x2/2 − u2/2 + (ε − H)r, u̇ = v, v̇ = −(γ + z)u − u3 − µv.
(22)Äèâåðãåíöèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (22) íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (20) ðàâíà

−2µ − r2 è, ñëåäîâàòåëüíî, îòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ µ > 0, à ðàñøèðåííàÿäèññèïàòèâíàÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (22) óäîâëåòâîðÿåòóñëîâèÿì 1 è 2 òåîðåìû.Ïðîàíàëèçèðóåì ÷èñëåííî âëèÿíèå âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ ε è µ íà äèíà-ìèêó ñèñòåìû (22) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ δ = γ = 1.�àññìîòðèì ïîêà òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ε : ε = 1 è ε = 3. Íåòðóäíîâèäåòü, ÷òî ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (20) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
u0 = x0, v0 = y0 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ÷åòûðåõìåðíîé êîíñåðâàòèâíîé, íî íåãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

ẋ = y, ẏ = −(δ + z)x − x3, ż = r, ṙ = −z − x2. (23)Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåé ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïðè x2 â ïî-ñëåäíåì óðàâíåíèè ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ðàññìîòðåííîé âûøå ñèñ-òåìû (14). Ïîýòîìó ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε < 0, 5 õàîòè÷åñêàÿäèíàìèêà â ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå (20) íà ÷àñòè ðåøåíèé ñ íà÷àëüíûìèóñëîâèÿìè u0 = x0, v0 = y0 îòñóòñòâóåò, à òîïîëîãèÿ ñèñòåìû, êàê è â ñëó-÷àå ñèñòåìû (14), îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè ñèñòåìû, â ÷èñëî êîòîðûõâõîäÿò òîðû âîêðóã îñíîâíîãî öèêëà A è ïàðû òîðîâ âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ
C1 è C2, ðîäèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (22)ïðè µ > 0; è ïåðåõîäíûìè òîðàìè T , îñóùåñòâëÿþùèìè ïåðåõîä îò òîðîâ âî-êðóã îñíîâíîãî öèêëà ñèñòåìû A ê ïàðàì òîðîâ âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ C1è C2. Âñå îñíîâíûå öèêëû ñèñòåìû (20), êàê è îñíîâíûå öèêëû ñèñòåìû (14),íå ÿâëÿþòñÿ öèêëàìè íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, òî åñòü çäåñü, êàê è â ñè-ñòåìå (14), ïàðàìåòð ε ÿâëÿåòñÿ áè�óðêàöèîííûì.Ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ε = 1 ñèòóàöèÿ çàìåòíî óñëîæíÿåòñÿ. Òåïåðüòîïîëîãèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû (20) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u0 = x0, v0 = y0îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíûìè òîðàìè ñèñòåìû (ò. å. òîðàìè âîêðóã îñíîâíûõ öè-êëîâ ñèñòåìû), ïåðåõîäíûìè òîðàìè è íàáîðîì òîðîâ âîêðóã áîëåå ñëîæíûõýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, ïîÿâèâøèõñÿ â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñíîé ïîâåðõíî-ñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è âíå ýòîé îêðåñòíîñòè â ðå-çóëüòàòå íåëîêàëüíîãî ý��åêòà ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ. Âñå ñëîæíûåýëëèïòè÷åñêèå öèêëû ðîæäàþòñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîéñèñòåìå (22) ñ òåìè æå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïà-ðàìåòðà µ äî íóëÿ. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà â ñèñòåìå ïîêà îòñóòñòâóåò, õîòÿ



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 121äâèæåíèå ïî òîðàì âîêðóã ñëîæíûõ öèêëîâ ëåãêî ìîæåò áûòü ïðèíÿòî çàõàîòè÷åñêîå, åñëè, íàïðèìåð, íàáëþäàòü åãî â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå (ðèñ. 19 à, áïðè ε = 1). Ïñåâäîõàîñ, âîçíèêøèé â îêðåñòíîñòè öèêëà x = y = 0, íå ÿâëÿ-åòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèì õàîñîì, à âñåãî ëèøü ñëåäñòâèåì îøèáîê âû÷èñëåíèéèç-çà íåóñòîé÷èâîñòè ðåøàåìîé çàäà÷è. Ý��åêò õàîòè÷íîñòè ñîçäàþò òî÷êè,ëåæàùèå â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå íà ïîâåðõíîñòÿõ òîðîâ, îáìîòêè êîòîðûõ ðàñ-ïîëîæåíû, ïåðåïëåòàÿñü, âîêðóã ðàçëè÷íûõ ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ,îáðàçîâàâøèõñÿ âñëåäñòâèå ý��åêòà ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ è èìåþ-ùèõ òîò æå âèä, ÷òî è ñëîæíûå öèêëû ñèñòåì (5) è (14). Äâà òàêèõ öèêëàïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 19 â, ã.
à á
â ã�èñ. 19. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (20) ïðè ε = 1, u0 = x0, v0 = y0, z0 = x0 = 0è y0 = 0, 001, ±0, 07, ±0, 12, ±0, 2, ±0, 36, ±0, 62, 0, 93, 0, 98, y0 = ±0, 7 è x0 = ∓0, 15,

y0 = ±0, 64 è x0 = ∓0, 22 (a, á); ïðîåêöèè ñëîæíûõ öèêëîâ ñèñòåìû (20) ïðè ε = 1, u0 = x0,
v0 = y0 è y0 = 0, x0 = 0, 094, z0 = 0, 996 (â); y0 = 0, 91368, x0 = 0, z0 = −0, 1261 (ã)Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåí �àêò íàëè÷èÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïîäïðîñòðàí-ñòâà ïÿòèìåðíîé ýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (20), âêîòîðîì äàæå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ε õàîòè÷åñêàÿäèíàìèêà âîîáùå îòñóòñòâóåò, à ïðè ε = 1 íàáëþäàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ëî-êàëüíûé ïñåâäîõàîñ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ äðóãèõ ðåøåíèé ñèñòåìû (20), íå óäî-âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì u0 = x0, v0 = y0, äàæå ïðè ε = 0, 01 â ñèñòåìå (20) íà-áëþäàåòñÿ ñëîæíàÿ íåðåãóëÿðíàÿ (õàîòè÷åñêàÿ) äèíàìèêà. Ýòî, åñòåñòâåííî,ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòè òåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé u0 = x0, v0 = y0, ïðè êî-òîðûõ ðåøåíèÿ ëåæàò íà ïîâåðõíîñòÿõ êàñàþùèõñÿ äâóìåðíûõ òîðîâ ñèñ-òåìû (23) èëè áëèçêè ê íèì (îêðåñòíîñòü ñåïàðàòðèñû íà ðèñ. 19 à, á).�àññìîòðèì òåïåðü, ÷òî ïðîèñõîäèò âíå îêðåñòíîñòåé êàñàþùèõñÿ äâó-ìåðíûõ òîðîâ ñèñòåìû (23) ïðè ε = 1. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òîâíå ýòèõ îêðåñòíîñòåé òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (20) äâèãàþòñÿ ïî



122 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉïîâåðõíîñòÿì òðåõìåðíûõ òîðîâ âîêðóã äâóìåðíûõ òîðîâ ñèñòåìû (20). Íå-êîòîðûå èç òàêèõ òðåõìåðíûõ òîðîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 20 à, â è ðèñ. 21.Âèäíî, ÷òî òðåõìåðíûå òîðû àíàëîãè÷íî äâóõìåðíûì òîðàì ìîãóò îáðàçîâû-âàòü îñòðîâà (òîðû âòîðîãî ïîðÿäêà), íî, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ýòè îáðà-çîâàíèÿ, ñêîðåå âñåãî, ñâÿçàíû íå ñ ðåçîíàíñàìè íà òîðå, à ñ íåëîêàëüíûìý��åêòîì ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ ïðè íàëè÷èè â ñèñòåìå ñåïàðàòðèñãèïåðáîëè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Òèïè÷íûé ðåçîíàíñ íà òðåõìåðíîì òîðå ïðåä-ñòàâëåí íà ðèñ. 21 â. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòîò âîïðîñ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãîèññëåäîâàíèÿ.
à á â�èñ. 20. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå êîðàçìåðíîñòè 1 è 2 ñèñòåìû (20) ïðè ε = 1,

u0 = x0 − 0, 15, v0 = y0 + 0, 15, z0 = x0 = 0 è y0 = 0, 64 (à), 0, 67 (â); ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿÏóàíêàðå êîðàçìåðíîñòè 2 ñèñòåìû (20) ïðè ε = 1, u0 = x0 − 0, 15, v0 = y0 + 0, 15,
z0 = x0 = 0 è y0 = 0, 302, 0, 42, 0, 5503, 0, 64, 0, 67 (á)

à á â�èñ. 21. Ïðîåêöèè òðåõìåðíîãî òîðà ñèñòåìû (20)(à) è åãî ñå÷åíèé Ïóàíêàðå êîðàçìåð-íîñòè 1 è 2 ïðè ε = 1, u0 = x0 − 0, 15, v0 = y0 + 0, 15, z0 = x0 = 0 è y0 = 0, 42 (á);ïðîåêöèÿ ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå êîðàçìåðíîñòè 1 òðåõìåðíîãî òîðà ñèñòåìû (20) ïðè ε = 1,
u0 = x0 − 0, 15, v0 = y0 + 0, 15, z0 = x0 = 0 è y0 = 0, 5503 (ðåçîíàíñ)Èç ðèñ. 20 á âèäíî, ÷òî ïðè ε = 1 îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ òðåõìåðíûõòîðîâ îêðóæåíà îáëàñòüþ ãëîáàëüíîãî õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèéñèñòåìû (20). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê óñòàíîâëåíèþ ñëåäóþùåãîâàæíîãî �àêòà îäíîâðåìåííîãî ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå (20) ïðè ε = 1îáëàñòåé ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ ïî äâóìåðíûì òîðàì âîêðóã îñíîâíûõ öè-êëîâ ñèñòåìû, îáëàñòåé ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ ïî òðåõìåðíûì òîðàì âîêðóãóïîìÿíóòûõ âûøå äâóìåðíûõ òîðîâ, îáëàñòåé ëîêàëüíîãî õàîòè÷åñêîãî ïî-âåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû â ÷åòûðåõìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ïÿòèìåðíîéýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè è îáëàñòåé ãëîáàëüíîãî õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿòðàåêòîðèé ñèñòåìû â îñòàëüíîé ÷àñòè ýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè.Ïðè çíà÷åíèè ε = 3 ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà (20) íåñîìíåííî îáëàäàåò õàî-òè÷åñêîé äèíàìèêîé äàæå íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (23), òàê êàê ïðè óìåíüøå-íèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (22) öèêëû C1 è C2 ïðå-



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 123òåðïåâàþò ñóáãàðìîíè÷åñêèé è ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàäû áè�óðêàöèé â ïîë-íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ÔØÌ-òåîðèåé, ðîæäàÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåãóëÿðíûõ èñèíãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ â çàìûêàíèÿõ ñâîèõ ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòåé.Çàòåì ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå äâóõ ëåíò (ñåïàðàòðèñíûõ ïîâåðõíîñòåé) ñèíãó-ëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ, è ðîæäàþòñÿ íîâûå ñèììåòðè÷íûå óñòîé÷èâûå öèêëû,ñ êîòîðûìè òàêæå ïðîèñõîäÿò ñóáãàðìîíè÷åñêèå êàñêàäû áè�óðêàöèé. Âñåöèêëû âñåõ êàñêàäîâ è ñèíãóëÿðíûå àòòðàêòîðû, ñòàíîâÿñü íåóñòîé÷èâûìè,íå èñ÷åçàþò, à ïåðåõîäÿò â ðåøåíèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè µ = 0. Ïðè
µ ≈ 0, 04 ðîæäàþòñÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ óñòîé÷èâûõ öèêëà E1 è E2, êîòîðûåîñòàþòñÿ óñòîé÷èâûìè â ñèñòåìå (22) ïðè âñåõ ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìå-òðà µ > 0 è ïîðîæäàþò âîêðóã ñåáÿ òîðû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (20) ïðè
µ = 0, ëåæàùèå â ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû (23) (ðèñ. 22 à, á, â). Ïðè
µ ≈ 0, 0005 ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë F , êîòîðûé òàêæå îñòàåòñÿ óñòîé÷è-âûì â ñèñòåìå (22) ïðè âñåõ ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ > 0 è ïîðîæäàåòâîêðóã ñåáÿ òîð ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (20) ïðè µ = 0, ëåæàùèé â ïîäïðî-ñòðàíñòâå ðåøåíèé ñèñòåìû (23) (ðèñ. 22 ã). Çàìåòèì, ÷òî âñå îáíàðóæåííûåâ ñèñòåìå (20) ïðè ε = 3 äâóìåðíûå òîðû ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøåíèéêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (23), òðåõìåðíûõ òîðîâ â ñèñòåìå (20) ïðè ε = 3 ïîêàîáíàðóæèòü íå óäàëîñü. Â îñòàëüíîé îáëàñòè ýíåðãåòè÷åñêîé ïîâåðõíîñòèíàáëþäàåòñÿ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé, íî òåì íå ìåíåå è â äàííîìñëó÷àå ìîæíî ãîâîðèòü î ëîêàëüíîì è ãëîáàëüíîì õàîñå, òàê êàê òðàåêòî-ðèè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u0 = x0, v0 = y0 îñòàþòñÿ â ïîäïðîñòðàíñòâåðåøåíèé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû (23) è íå çàïîëíÿþò âñåé ýíåðãåòè÷åñêîé

à á
â ã�èñ. 22. Ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèñòåìû (20) ïðè ε = 3, u0 = x0, v0 = y0, z0 = x0 = 0è y0 = 0, 001, 1, 725, ±1, 715, y0 = 0 è x0 = ±1, 729, z0 = −3, 126 (a, á); ïðîåêöèè öèêëîâñèñòåìû (20) ïðè ε = 3, u0 = x0, v0 = y0 è y0 = 0, x0 = 1, 729, z0 = −3, 13475 (â);

y0 = 1, 7155, x0 = 0, z0 = 0, 06 (ã)



124 Í.À. ÌÀ�ÍÈÖÊÈÉïîâåðõíîñòè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (20).Òàêèì îáðàçîì, òîïîëîãèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû (20) ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìèñâîáîäû îïðåäåëÿåòñÿ äâóìåðíûìè òîðàìè âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû,òðåõìåðíûìè òîðàìè âîêðóã äâóìåðíûõ òîðîâ, à òàêæå äâóìåðíûìè è òðåõ-ìåðíûìè òîðàìè âîêðóã öèêëîâ, ðîäèâøèõñÿ è îñòàâøèõñÿ óñòîé÷èâûìè âäèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (22) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ > 0, è îáëàñòüþõàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, ñîäåðæàùåé âñå öèêëû è íåïåðèîäè÷åñêèå òðàåê-òîðèè, ðîäèâøèåñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå (22)ïðè µ > 0 è ïîòåðÿâøèå óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå ñóáãàðìîíè÷åñêîãî, ãî-ìîêëèíè÷åñêîãî èëè êàêîãî-ëèáî áîëåå ñëîæíîãî êàñêàäà áè�óðêàöèé â ñî-îòâåòñòâèè ñ ÔØÌ-òåîðèåé. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåõîä ê õàîñó â ñîîòâåòñòâèèñ ÔØÌ-òåîðèåé ìîæåò ïðîèñõîäèòü òàêæå êàñêàäàìè áè�óðêàöèé óñòîé÷è-âûõ äâóìåðíûõ òîðîâ, ÷òî, â ïðèíöèïå, âîçìîæíî â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõñ òðåìÿ è áîëåå ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íî â ðàññìîòðåííîé ñèñòåìå òàêèå êàñ-êàäû ïîêà îáíàðóæèòü íå óäàëîñü.Êàê óæå íåîäíîêðàòíî îòìå÷àëîñü ðàíåå, îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè öèêëîâäèññèïàòèâíîé ðàñøèðåííîé ñèñòåìû ìîãóò ïîðîæäàòü ïðè µ = 0 íå òîëüêîòîðû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû, íî òàêæå è áîëåå ñëîæíûå õàîòè÷åñêèå îáðà-çîâàíèÿ, ïðåäåëüíûå ê ìíîãîëèñòíûì äâóìåðíûì ïîâåðõíîñòÿì, íà êîòîðûõëåæàò ñëîæíûå ñèíãóëÿðíûå àòòðàêòîðû äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû â ñîîòâåò-ñòâèè ñ ÔØÌ-òåîðèåé. Íåñêîëüêî ñå÷åíèé òàêèõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ äèññèïà-òèâíîé ñèñòåìû (22) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ ïðåäñòàâëåíî íàðèñ. 23.
à á

â ã�èñ. 23. Ïðîåêöèè ñèíãóëÿðíîãî àòòðàêòîðà ñèñòåìû (22) è åãî ñå÷åíèÿ Ïóàíêàðå ïðè
ε = 3, u0 = x0, v0 = y0 è µ = 0, 125 (a, á); ïðîåêöèè ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ñèíãóëÿðíûõàòòðàêòîðîâ ñèñòåìû (22) ïðè ε = 3, u0 = x0, v0 = y0 è µ = 0, 095 (â), µ = 0, 06 (ã)9. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå çàëîæåíû îñíîâû ñîçäàíèÿ åäèíîé óíèâåðñàëüíîé òåîðèè äèíà-ìè÷åñêîãî õàîñà âî âñåõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéíà îñíîâå áè�óðêàöèîííîé òåîðèè Ôåéãåíáàóìà{Øàðêîâñêîãî{Ìàãíèöêîãî,âêëþ÷àÿ äèññèïàòèâíûå è êîíñåðâàòèâíûå, àâòîíîìíûå è íåàâòîíîìíûå ñèñ-òåìû, ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óðàâíåíèé ñ



ÍÅÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÀÍÀËÈÇÓ ÑÈÑÒÅÌ 125÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Ñ ýòîé öåëüþïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê àíàëèçó ðåøåíèé ñëîæíûõ êîíñåðâàòèâíûõ è, â÷àñòíîñòè, ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, çàêëþ÷àþùèéñÿ â ïîñòðîåíèè àïïðîêñè-ìèðóþùåé ðàñøèðåííîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû óðàâ-íåíèé, óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ (àòòðàêòîðû) êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñêîëü óãîäíî òî÷-íûìè ïðèáëèæåíèÿìè ê ðåøåíèÿì èñõîäíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû è ìîãóòáûòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî íàéäåíû ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè.Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ íåñêîëüêèõ ÷åòûðåõìåð-íûõ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì è ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñ äâóìÿ è òðåìÿ ñòåïå-íÿìè ñâîáîäû ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåõ ýòèõ ñèñòåìàõ:à) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ýíåðãèè õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà îò-ñóòñòâóåò, à äâèæåíèå èäåò ïî îñíîâíûì äâóìåðíûì èëè òðåõìåðíûì òîðàìâîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû è ïåðåõîäíûì òîðàì, ïðè÷åì â ñëó÷àå ãà-ìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ýòè òîðû íå ÿâëÿþòñÿ òîðàìè íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû;á) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ýíåðãèè íèêàêîãî ðàçðóøåíèÿ òîðîâíåâîçìóùåííîé ñèñòåìû è ðàñùåïëåíèÿ ñåïàðàòðèñû íå ïðîèñõîäèò; äâèæå-íèå èäåò ïî îñíîâíûì òîðàì âîêðóã îñíîâíûõ öèêëîâ ñèñòåìû, ïåðåõîäíûìòîðàì è íàáîðó ñëîæíûõ ìíîãîîáîðîòíûõ ïåðåïëåòàþùèõñÿ òîðîâ âîêðóã áî-ëåå ñëîæíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ öèêëîâ, ðîäèâøèõñÿ èçíà÷àëüíî óñòîé÷èâûìè âðàñøèðåííîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðàäèññèïàöèè äî íóëÿ âñëåäñòâèå íåëîêàëüíîãî ý��åêòà ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâè òîðîâ; âèäèìîñòü õàîòè÷íîñòè ñîçäàþò òî÷êè, ëåæàùèå â ñå÷åíèè Ïóàí-êàðå íà ïîâåðõíîñòÿõ ñëîæíûõ òîðîâ èëè äðóãèõ áîëåå ñëîæíûõ ïîâåðõíî-ñòÿõ, îáðàçîâàííûõ îáëàñòÿìè óñòîé÷èâîñòè ñëîæíûõ öèêëîâ äèññèïàòèâíîéñèñòåìû;â) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ýíåðãèè õàîòè÷åñêàÿ äè-íàìèêà â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò, íî ïåðåõîä ê õàîñó ïðîèñõîäèò íå ÷åðåçðàçðóøåíèå äâóìåðíûõ èëè ìíîãîìåðíûõ òîðîâ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, à,íàîáîðîò, ÷åðåç ðîæäåíèå ñëîæíûõ äâóìåðíûõ òîðîâ èç îáëàñòåé óñòîé÷è-âîñòè âîêðóã ñëîæíûõ öèêëîâ ðàñøèðåííîé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû è ÷åðåçáåñêîíå÷íûé êàñêàä áè�óðêàöèé ðîæäåíèÿ íîâûõ ñëîæíûõ öèêëîâ è ñèíãó-ëÿðíûõ òðàåêòîðèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ÔØÌ-òåîðèåé;ã) îñòðîâà âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñèñòåìàõ ÿâëÿþòñÿ, ñêîðåå âñåãî, ñëåä-ñòâèåì íåëîêàëüíîãî ý��åêòà ðàçìíîæåíèÿ öèêëîâ è òîðîâ ïðè íàëè÷èè âñèñòåìàõ ñåïàðàòðèñ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òðàåêòîðèé; îäíàêî, ýòîò âîïðîñ òðå-áóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.Îñòàåòñÿ òàêæå ïîêà îòêðûòûì âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ïðèìåíèìîñòè òåîðèèâîçìóùåíèé äëÿ àíàëèçà ãàìèëüòîíîâûõ è êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì. Ñòàëîÿñíî, ÷òî ïîñòàâëåííàÿ À.Ïóàíêàðå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ äàëåêî íå îñíîâíîéïðîáëåìîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè è, òåì áîëåå, ìåõàíèêè êîíñåðâàòèâíûõñèñòåì, à òåîðèÿ âîçìóùåíèé â ýòèõ ñèñòåìàõ, êàê ïðàâèëî, íå ðàáîòàåò. Èåñëè óæ ïðèìåíÿòü ê òàêèì ñèñòåìàì òåîðèþ âîçìóùåíèé, òî èñêàòü íóæíîíå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êëàññè÷åñêèå òîðû íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ñîõðà-íÿþòñÿ â âîçìóùåííîé ñèñòåìå, ÷òî, êàê âèäíî èç ðàññìîòðåííûõ ïðèìå-ðîâ, ÿâëÿåòñÿ íå ñîâñåì êîððåêòíûì, à óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òîðîâ âîêðóãíåêîòîðûõ öèêëîâ îäíîãî èç íåâîçìóùåííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ ïîäâîçäåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ â âèäå äðóãèõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ îñ-öèëëÿòîðîâ. Ëèáî äîëæíî áûòü ïåðåñìîòðåíî ñàìî ïîíÿòèå íåâîçìóùåííîéñèñòåìû è, ñîîòâåòñòâåííî, ïîíÿòèå òîðà íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû.�àáîòà ïîääåðæàíà �îññèéñêèì �îíäîì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-íèé (ãðàíòû ¹ 08-07-00074à, 06-07-89047à) è ïðîãðàììîé ÎÍÈÒ �ÀÍ (ïðî-åêò ¹ 1.12).
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i. and Numer. Simul.|2008.|V. 13.|P. 416{433.13. Ìà ã íèöêèé Í.À. Õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà íåëèíåéíûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.|Ì.: ÌAÊÑ Ï�ÅÑÑ, 2006.14. Ìà ã íèöêèé Í.À. Óíèâåðñàëüíàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêîãî è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåí-íîãî õàîñà â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ //Äèíàìèêà ñëîæíûõ ñèñòåì.|2007.|Ò. 1, ¹ 1.|Ñ. 18{39.15. Ìà ã íèöêèé Í.À., Ñèäîð î â Ñ.Â. Ïðèìåíåíèå òåîðèè Ôåéãåíáàóìà{Øàðêîâñêî-ãî{Ìàãíèöêîãî ê àíàëèçó ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|2007.|Ò. 43, ¹ 11.|Ñ. 1474{1479.16. Ìà ã íèöêèé Í.À. Íîâûé ïîäõîä ê àíàëèçó ãàìèëüòîíîâûõ è êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì//Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|2008.|Ò. 44, ¹ 12.|Ñ. 1618-1627.17. Ìà ã íèöêèé Í.À. Î ïðèðîäå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû êîí-ñåðâàòèâíîé ñèñòåìû //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|2009.|Ò. 45, ¹ 5.|Ñ 647{654.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 127{132Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010 ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÅ ÔÎ�ÌÛÈ ÂÛÏÓÊËÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÌÀÒ�ÈÖ,ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ ÏÎ ÂÀÆÅÂÑÊÎÌÓÂ.Â. Äèêóñàð, �.À. Çåëåíêîâ, Í.Â. Çóáîâ, Â.È. ÊîñþãÈññëåäîâàíèå ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ â òåðìèíàõ ìà-òðè÷íûõ êîý��èöèåíòîâ ýòèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæíîé çàäà÷åé êàê ñ òåîðåòè÷å-ñêîé, òàê è ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îöåíêåñïåêòðà âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ �îðì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòàîöåíêà ïîëó÷åíà ðàíåå äðóãèìè ñïîñîáàìè [3{6], ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòüâûïóêëûå ìíîæåñòâà óñòîé÷èâûõ ìàòðèö è â íåêîòîðîì ïëàíå îöåíèâàòü âåùåñòâåííûéðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè.Ïóñòü P | ïîñòîÿííàÿ, âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (n × n). �àññìî-òðèì åå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ñóììû ñèììåòðè÷åñêîé è êîñîñèììåòðè÷åñêîéìàòðèöû
P =

P + P⊤

2
+

P − P⊤

2
= H + L, H⊤

= H, L⊤
= −L, (1)ãäå H =

P + P⊤

2
| ñèììåòðè÷åñêàÿ, à L =

P − P⊤

2
| êîñîñèììåòðè÷åñêàÿìàòðèöà.Èçâåñòíî [1℄, ÷òî ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà H ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ Q1 (ñòîëáöàìè ìàòðèöû Q1 ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûåñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû H) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê äèàãîíàëüíîìóâèäó:

H = Q1ΛQ⊤

1 , Q⊤

1 HQ1 = Λ, Λ = diag (λ1, . . ., λn), Q⊤

1 Q1 = E, (2)ãäå λi | âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû ñ ó÷åòîì èõ êðàò-íîñòåé. Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
X⊤HX = Y ⊤Q⊤

1 HQ1Y = Y ⊤
ΛY =

n∑

i=1

λiy
2
i ,

Y = Q⊤
1 X, X 6= 0, ‖X‖2

= ‖Y ‖2,

(3)ãäå ||X || | åâêëèäîâà íîðìà âåùåñòâåííîãî âåêòîðà X .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà X è ëþáîé êîñî-ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû L èìååì:
X⊤LX = X⊤L⊤X = X⊤

(−L)X ⇒ X⊤LX = 0.

c© Â.Â. Äèêóñàð, �.À. Çåëåíêîâ, Í.Â. Çóáîâ, Â.È. Êîñþã, 2010



128 Â.Â. ÄÈÊÓÑÀ�, �. À. ÇÅËÅÍÊÎÂ, Í.Â. ÇÓÁÎÂ, Â.È. ÊÎÑÞ�Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî âåêòîðà X ñïðàâåäëèâîðàâåíñòâî
X⊤PX = X⊤

(H + L)X = X⊤HX. (4)Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà L ìîæåò èìåòüòîëüêî ÷èñòî ìíèìûå ±iµj è íóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà [2℄.Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöà L2 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, à åå ñîáñòâåííûå÷èñëà èìåþò âèä −µ2
j . Äåéñòâèòåëüíî,

(L2
)
⊤

= (LL)
⊤

= L⊤L⊤
= (−L)(−L) = LL = L2,

LX = ±iµjX ⇒ L2X = L(±iµjX) = −µ2
JX.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöó L2 òàêæå ìîæíî ñ ïîìîùüþ îðòîãîíàëüíîãî ïðå-îáðàçîâàíèÿ ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó

L2
= Q2MQ⊤

2 , M = Q⊤

2 L2Q2, M = diag (−µ2
1, . . .,−µ2

n).Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà [7℄.Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü âåëè÷èíà a + ib ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìà-òðèöû P, òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
min

16i6n
λi 6 a 6 max

16i6n
λi, |b| 6 max

16i6n
µi, (5)ãäå λi è −µ2

i | ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö H è L2 ñîîòâåòñòâåííî.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âåëè÷èíà a+ib ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîììàòðèöû P , à X + iY | ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ýòîé ìàòðèöû, ñîîòâåòñòâóþ-ùèì ýòîìó ñîáñòâåííîìó ÷èñëó. Îòäåëèì â óðàâíåíèè
P (X + iY ) = (a + ib)(X + iY ), X = (x1, . . ., xn)

⊤, Y = (y1, . . ., yn)
⊤ (6)âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè. Ïîëó÷èì äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé

PX = aX − bY, PY = bX + aY. (7)Óìíîæàÿ ýòè óðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñëåâà íà X⊤ è Y ⊤, ïîëó÷èì ðàâåí-ñòâà
X⊤PX = a‖X‖2 − b(X, Y ), Y ⊤PY = a‖Y ‖2

+ b(X, Y ).Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà è ó÷èòûâàÿ ïåðâûå ñîîòíîøåíèÿ (3) è ñîîòíî-øåíèÿ (4), ïîëó÷èì òîæäåñòâî
X⊤PX + Y ⊤PY = X⊤HX + Y ⊤HY = Z⊤

1 ΛZ1 + Z⊤

2 ΛZ2 = a(‖X‖2
+ ‖Y ‖2

),ãäå Z1 = Q⊤
1 X , Z2 = Q⊤

1 Y , ‖X‖2
= ‖Z1‖2, ‖Y ‖2

= ‖Z2‖2. Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòüâ âèäå
n∑

i=1

λi(z
2
1i + z2

2i) = a

n∑

i=1

(x2
i + y2

i ) = a

n∑

i=1

(z2
1i + z2

2i),

Z1 = (z11, . . ., z1n)
⊤, Z2 = (z21, . . ., z2n)

⊤.

(8)
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min

16i6n
λi 6 a 6 max

16i6n
λi. (9)Óìíîæàÿ òåïåðü óðàâíåíèÿ (7) íà ìàòðèöó P ñëåâà, ïîëó÷èì äâå ñèñòåìûëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

P 2X = (a2 − b2
)X − 2abY, P 2Y = (a2 − b2

)Y + 2abX. (10)Òàê êàê ìàòðèöà P 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó äâóõ ñèììåòðè÷åñêèõ è îäíîéêîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû
P 2

= (H + L)
2

= H2
+ L2

+ (HL + LH),òî, óìíîæàÿ ïåðâîå èç óðàâíåíèé (7) ñëåâà íà 2aX⊤, à ïåðâîå èç óðàâíå-íèé (10) ñëåâà íà X⊤ è ó÷èòûâàÿ ïîñëåäíåå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷èì
2aX⊤PX = 2a2X2 − 2ab(X, Y ) = 2aX⊤HX,

X⊤P 2X = (a2 − b2
)X2 − 2ab(X, Y ) = X⊤

(H2
+ L2

)X.Âû÷èòàÿ èç âòîðîãî ðàâåíñòâà ïåðâîå, ïîëó÷èì:
−(a2

+ b2
)X2

= X⊤
(H2

+ L2
)X − 2aX⊤HX.Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ X1 = Q⊤

1 X , X2 = Q⊤
2 X , çàìåòèì, ÷òî Q⊤

1 H2Q1 = Λ
2,

‖X‖2
= ‖X1‖2

= ‖X2‖2. Òîãäà ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå
n∑

i=1

(λ2
i x

2
1i − 2aλix

2
1i) +

n∑

i=1

a2x2
i =

n∑

i=1

(λi − a)
2x2

1i =

=

n∑

i=1

µ2
i x

2
2i−

n∑

i=1

b2x2
i =

n∑

i=1

(µ2
i − b2

)x2
2i. (11)Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíà, òî ñïðàâåäëèâî íå-ðàâåíñòâî

b2 6 max
16i6n

µ2
i ⇒ |b| 6 max

16i6n
µi.Òåîðåìà äîêàçàíà.Èç òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöà P áóäåò óñòîé÷èâîé, åñëè ñèììå-òðè÷åñêàÿ ìàòðèöà H =

P + P⊤

2
áóäåò óñòîé÷èâîé, ò. å. âñå åå ñîáñòâåííûå÷èñëà áóäóò îòðèöàòåëüíû.Îïð åä å ë å íè å 1. Áóäåì íàçûâàòü ìàòðèöó P óñòîé÷èâîé ïî Âàæåâ-ñêîìó, åñëè ìàòðèöà H =

P + P⊤

2
ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.Ââåäåíèå ïîäîáíîãî îïðåäåëåíèÿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî Âàæåâñêèé, èñïîëü-çóÿ ñâîéñòâà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîêàçàë, ÷òî íåñòàöèîíàðíàÿ



130 Â.Â. ÄÈÊÓÑÀ�, �. À. ÇÅËÅÍÊÎÂ, Í.Â. ÇÓÁÎÂ, Â.È. ÊÎÑÞ�ñèñòåìà ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ Ẋ = P (t)X áóäåò óñòîé÷èâà, åñëè âñå ñîá-ñòâåííûå ÷èñëà λi(t) ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû H(t) =
P (t) + P (t)⊤

2
óäîâëå-òâîðÿþò óñëîâèþ ∀ t, λi(t) 6 λ < 0.Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìàòðèöà P óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, òî îíà óñòîé-÷èâà. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî.Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü âåùåñòâåííûå ìàòðèöû P1, P2, . . ., Pm ðàçìåðà

(n × n) óñòîé÷èâû ïî Âàæåâñêîìó, òîãäà èõ ëþáàÿ âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿêîìáèíàöèÿ
P =

m∑

i=1

αiPi, αi > 0,

m∑

i=1

αi = 1òàêæå óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìàòðèöû P1, P2, . . ., Pm óñòîé÷èâû ïî Âàæåâ-ñêîìó, òîãäà ∀X , X 6= 0, X⊤PiX < 0, i = 1, m. Ñóììèðóÿ, ïîëó÷èì:
X⊤PX = X⊤

(
m∑

i=1

αiPi

)
X =

m∑

i=1

αiX
⊤PiX < 0, αi > 0,

m∑

i=1

αi = 1.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà P óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó. Êðîìå òîãî, óñëîâèåíîðìèðîâêè m∑
i=1

αi = 1 ÿâëÿåòñÿ èçëèøíèì. Ìîæíî çàìåíèòü â ýòîì ðàâåíñòâååäèíèöó íà ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ç àì å ÷ àíè å 1. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ íåñòàöèîíàð-íûõ ìàòðèö Pj(t), j = 1, m, äëÿ êîòîðûõ ñîáñòâåííûå ÷èñëà λji(t) ñèììåòðè-÷åñêèõ ìàòðèö Hj(t) =
Pj(t) + Pj(t)

⊤

2
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ∀ t, λji(t) 6

6 λj < 0, j = 1, m, i = 1, n.Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ âåùåñòâåííîãî ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ âåñüìàñëîæíîé è ñîâñåì íåäàâíî ðåøåíà òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ìàòðèö, ïðè-÷åì ïîëó÷åííûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ âåñüìà òðóäíî ïðîâåðÿåìûìè [8℄. Âîïðîñçàêëþ÷àåòñÿ â èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ìàòðèöû P + ∆, ãäå ìàòðèöà P| óñòîé÷èâà, à âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ∆ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ‖∆‖ < γ.Íàèáîëüøåå èç ÷èñåë γ, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà P +∆ óñòîé÷èâà, è íàçûâàåòñÿâåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷èâîñòè.Îïð å ä å ë å íè å 2. Áóäåì íàçûâàòü âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷èâî-ñòè ïî Âàæåâñêîìó ìàòðèöû P íàèáîëüøåå èç ÷èñåë γ, ïðè êîòîðîì ìàòðèöà
P + ∆ óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, ãäå ìàòðèöà ∆ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
‖∆‖ < γ. Çäåñü ‖∆‖ | ñïåêòðàëüíàÿ íîðìà.Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.Ò å î ð å ì à 3. Åñëè ìàòðèöà P óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, òî âåùå-ñòâåííûé ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè ïî Âàæåâñêîìó ìîæíî îïðåäåëèòü ïî �îð-ìóëå

γ = min
i=1,n

|λi|,ãäå λi, i = 1, n | ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû H =
P + P⊤

2
.



ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÛÅ ÔÎ�ÌÛ È ÂÛÏÓÊËÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ ÌÀÒ�ÈÖ 131Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìàòðèöà P óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó. Äëÿòîãî, ÷òîáû ìàòðèöà P+∆ áûëà òàêæå óñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó, íåîáõîäèìîè äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî íåðàâåíñòâà:
∀X 6= 0, X⊤

(
P⊤

+ P

2
+

∆
⊤

+ ∆

2

)
X < 0. (12)Çàìåòèì, ÷òî èìåþò ìåñòî äâà î÷åâèäíûõ íåðàâåíñòâà:

X⊤

(
∆

⊤
+ ∆

2

)
X 6 ‖∆‖ · ‖X‖2, ‖X‖2

min
i=1,n

λi 6 X⊤HX 6 max
i=1,n

λi‖X‖2.Èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà max
i=1,n

λi +

+ ‖∆‖ < 0 âûïîëíÿåòñÿ è íåðàâåíñòâî (12). Òàê êàê ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
− max

i=1,n
λi = min

i=1,n
|λi|,òî îäíà èç íèæíèõ îöåíîê âåëè÷èíû γ ïîëó÷åíà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óáåäèòüñÿâ òîì, ÷òî íàéäåííîå ÷èñëî γ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì, äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòüìàòðèöó ∆ òàê, ÷òîáû

‖∆‖ = min
i=1,n

|λi|,íî ïðè ýòîì ìàòðèöà P + ∆ áûëà íåóñòîé÷èâà ïî Âàæåâñêîìó.Èñïîëüçóåì äëÿ ìàòðèöû P îáîçíà÷åíèÿ èç �îðìóëû (2) H = Q1ΛQ⊤
1 .Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû Λ ðàñïî-ëîæåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Âîçüìåì ìàòðèöó ∆ = Q1Λ1Q

⊤
1 , ãäå Λ1 { äèà-ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ äèàãîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè min

i=1,n
|λi|. Òîãäàñ îäíîé ñòîðîíû ‖∆‖ = min

i=1,n
|λi|, ò. ê. ‖∆‖ = ‖Λ1‖, à ñ äðóãîé, åñëè â êà÷åñòâåâåêòîðà X âûáðàòü ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû Q1, òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

X⊤

(
P⊤

+ P

2
+

∆
⊤

+ ∆

2

)
X = 0.Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî âåëè÷èíà

γ = min
i=1,n

|λi|ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ðàäèóñîì óñòîé÷èâîñòè ïî Âàæåâñêîìó äëÿ ìàòðè-öû P .Òåîðåìà äîêàçàíà. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. � àí òìà õ å ð Ô.Ä. Òåîðèÿ ìàòðèö.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.2. Äèê ó ñ àð Â.Â., Ç å ë å íê î â �.À., Ç ó áî â Í.Â. Îïðåäåëåíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ñîá-ñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ �îðì //Â ñá.: Íàó÷íûå òðóäû ÈÑÀ�ÀÍ. Äèíàìèêà íåëèíåéíûõ ñèñòåì.|Ò. 17, ¹ 1.|Ì.: ÈÑÀ �ÀÍ, 2005.|Ñ. 108{111.



132 Â.Â. ÄÈÊÓÑÀ�, �. À. ÇÅËÅÍÊÎÂ, Í.Â. ÇÓÁÎÂ, Â.È. ÊÎÑÞ�3. Ëàíêàñ ò å ð Ï. Òåîðèÿ ìàòðèö.|Ì.: Íàóêà, 1978.4. Ìàðêóñ Ì., Ìèíê Õ. Îáçîð ïî òåîðèè ìàòðèö è ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.|Ì.: Íà-óêà, 1972.5. B e nd i x s o n J. Sur les ra
ines d'une equation fondamentale //A
ta Math.|1902.|V. 25.|P. 359{365.6. F an Ky On a theorem of Weyl 
on
erning the eigenvalues of linear transformation//Pro
. Nat. A
ad. S
i.|1949.|V. 35, ¹ 1.|Ñ. 652{655.7. Äèê ó ñ àð Â.Â., Ç å ë å í êî â �.À., Çó áî â Í.Â. Ìåòîäû àíàëèçà ðîáàñòíîé óñòîé-÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè.|Ì.: ÂÖ �ÀÍ, 2007.8. Ï îë ÿê �.À., Ùåðáàê îâ Ï.Ñ. �îáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü è óïðàâëåíèå.|Ì.: Íàóêà,2002.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 133{136Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÂÛÏÓÊËÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂÂ.Â. Äèêóñàð, �.À. Çåëåíêîâ, Í.Â. Çóáîâ, Â.È. ÊîñþãÂ äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ íåóñ-òîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó îïðåäåëåííîìó êëàññó íåóñòîé÷èâîñòè.Ýòè êðèòåðèè ïîçâîëÿþò ïóòåì ïðîâåðêè êîíå÷íîãî ÷èñëà óñëîâèé, íàëàãàåìûõ íà ïîëè-íîìû, îáðàçóþùèå ýòî ñåìåéñòâî, óñòàíîâèòü ñâîéñòâà âñåãî ýòîãî ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ.Â òåîðèè ðîáàñòíîé óñòîé÷èâîñòè âàæíîå ìåñòî çàíèìàåò ðàçðàáîòêà êðè-òåðèåâ ñóùåñòâîâàíèÿ è ïîèñê ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ êî-ý��èöèåíòîâ óñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ [1, 2℄. Íå ìåíåå âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿ-åòñÿ ðåøåíèå ýòîé æå çàäà÷è è äëÿ íåóñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ.Îïð å ä å ë å íè å 1 ([4℄). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîëèíîìû ñòåïåíè n ñ âåùå-ñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè
f(z) = a0 + a1z + . . . + anznïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k){ýêâèâàëåíòíîñòè, åñëè îíè íå èìåþò íóëåâûõè ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé, à ÷èñëî êîðíåé, ëåæàùèõ â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè,ó÷èòûâàÿ èõ êðàòíîñòè, ó âñåõ ïîëèíîìîâ îäèíàêîâî è ðàâíî k (0 6 k 6 n).Î÷åâèäíî, èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî a0 6= 0, an 6= 0.Ñïðàâåäëèâû òåîðåìû.Ò å î ð å ì à 1. Ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ

p∑

m=1

αmfm(z),

p∑

m=1

αm = 1, αm > 0 (1)ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåíòíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàýòîìó êëàññó ïðèíàäëåæàò âñå ïîëèíîìû âèäà
αfl(z) + (1 − α)fj(z), α ∈ [0, 1], l, j = 1, 2, . . ., p. (2)Äî êà çà ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âñå ïîëèíîìû ñåìåéñòâà(1) ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåíòíîñòè. Òîãäà, ïîëàãàÿ â �îðìóëå(1) αl = α, αj = 1 − α, α ∈ [0, 1], ïîëó÷èì, ÷òî ëþáîé ïîëèíîì ñåìåé-ñòâà (2) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñåìåéñòâà (1), ò. å. ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåíòíîñòè.Äîñòàòî÷íîñòü. Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ðàäèóñ-âåêòîðû, ñîîòâåò-ñòâóþùèå òî÷êàì

fm(iω) = gm(ω) + ihm(ω), m = 1, p

c© Â.Â. Äèêóñàð, �.À. Çåëåíêîâ, Í.Â. Çóáîâ, Â.È. Êîñþã, 2010



134 Â.Â. ÄÈÊÓÑÀ�, �. À. ÇÅËÅÍÊÎÂ, Í.Â. ÇÓÁÎÂ, Â.È. ÊÎÑÞ�êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííûìè ïîëèíîìàìè fm(z) ïðè ïîäñòàíîâêåâ íèõ z = iω, ò. å. êîíöû ýòèõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞îáðàçóþò ãîäîãðà�û Ìèõàéëîâà [3℄ ýòèõ ïîëèíîìîâ.Ïóñòü âñå ïîëèíîìû ñåìåéñòâà (2) ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåí-òíîñòè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ l, j = 1, p ðàäèóñ-âåêòîðû fl(iω) è fj(iω)ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ íå ìîãóò áûòü ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà ω0 ∈ [0, +∞) ýòîò �àêò èìååòìåñòî, òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî α ∈ [0, 1] è ïàðà ðàäèóñ-âåêòîðîâ ñ íîìåðàìè l, jòàêèõ, ÷òî
αfl(iω0) + (1 − α)fj(iω0) = 0,à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëèíîì αfl(z) + (1 − α)fj(z) èìååò ìíèìûé êîðåíü iω0,÷òî ïðîòèâîðå÷èò åãî ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåíòíîñòè.Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðàìè fl(iω) è fj(iω) ïðèèçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ âñåãäà îñòàåòñÿ ìåíüøå π. Çàìåòèì òàêæå, ÷òîýòè ðàäèóñ-âåêòîðû íå ÿâëÿþòñÿ íóëåâûìè, ò. ê. ïîðîæäåíû ïîëèíîìàìè,íå èìåþùèìè ìíèìûõ êîðíåé. Îòñþäà è èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé(ïðàâèëà ïàðàëåëëîãðàììà) âûòåêàåò, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîð

p∑

m=1

αmfm(iω)ïðè
p∑

m=1

αm = 1, αm > 0íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ω ∈ [0, +∞). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òîñóììèðîâàíèå íåíóëåâûõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ fm(iω) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý�-�èöèåíòàìè αm, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ìåíüøå π, è, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèíèç ýòèõ êîý��èöèåíòîâ áîëüøå íóëÿ, äàåò â ðåçóëüòàòå íåíóëåâîé âåêòîð.Òàê êàê ðàäèóñ-âåêòîðû fm(iω) îáðàçîâàíû ïîëèíîìàìè fm(z), ïðèíàä-ëåæàùèìè êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåíòíîñòè, òî, ñîãëàñíî ïðèíöèïó àðãóìåíòà,âñå îíè ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðè èçìåíåíèè ω îò 0äî +∞ íà óãîë π

2
(n − 2k), ò. å. âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

Arg fm(iω) → π

2
(n − 2k) ïðè ω → +∞, m = 1, p.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå ðàäèóñ-âåêòîðû p∑

m=1
αmfm(iω) ïðè

p∑

m=1

αm = 1, αm > 0,íå îáðàùàÿñü â íîëü, òàêæå ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè,ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ íà óãîë π

2
(n − 2k). Òàê êàê êîíöû ýòèõ ðàäèóñ-âåêòîðîâ ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞ îáðàçóþò ãîäîãðà�û Ìèõàéëîâà ýòèõïîëèíîìîâ, òî èç ïðèíöèïà àðãóìåíòà âûòåêàåò, ÷òî ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ (2)ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåíòíîñòè. Òåîðåìà äîêàçàíà.



ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÂÛÏÓÊËÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÕ ÏÎËÈÍÎÌÎÂ 135Ò å î ð å ì à 2. Ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ (1) (2) ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåíòíîñòè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëèíîìû fm(z), m =

1, p ïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåíòíîñòè è äëÿ âñåõ âåùåñòâåííûõêîðíåé óðàâíåíèÿ
hj(w)gl(w) − hl(w)gj(w) = 0, l 6= j, j = 1, p, l = 1, p (3)ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
gl(w)gj(w) + hl(w)hj(w) > 0, l 6= j, j = 1, p, l = 1, p, (4)ãäå gm(w) è hm(w) ñîîòâåòñòâåííî âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòü ãîäî-ãðà�à Ìèõàéëîâà ïîëèíîìà fm(z), m = 1, 2, . . ., p.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîëèíîìû fm(z), m = 1, pïðèíàäëåæàò êëàññó (n, k){ýêâèâàëåíòíîñòè, è äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ óñëî-âèÿ (3) è (4). Òîãäà ðàäèóñ-âåêòîðû fl(iω) è fj(iω), îòâå÷àþùèå ýòèì ïî-ëèíîìàì, íå îáðàùàþòñÿ â íóëü ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî +∞, è, ñîãëàñíîïðèíöèïó àðãóìåíòà, ïîâîðà÷èâàþòñÿ ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë

π

2
(n − 2k).Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèé (3) îçíà÷àåò êîëëèíåàðíîñòü ýòèõ ðà-äèóñ-âåêòîðîâ, à âûïîëíåíèå óñëîâèé (4) îçíà÷àåò, ÷òî óãîë ìåæäó ýòèìèâåêòîðàìè íàõîäèòñÿ â ïðîìåæóòêå

(
−π

2
, +

π

2

)
,ò. ê. èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðèîäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè óñëîâèé (3) è (4) ýòè ðàäèóñ-âåêòîðû íå ìîãóòáûòü ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû ïðè ëþáîì ω ∈ [0, +∞). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîðàäèóñ-âåêòîðû

αfl(iω) + (1 − α)fj(iω)ïðè α ∈ [0, 1] íå ïðèíèìàþò íóëåâûõ çíà÷åíèé ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî
+∞ è, ñîãëàñíî ïðèíöèïó àðãóìåíòà, êàê ðàäèóñ-âåêòîðû, ëåæàùèå ìåæäóðàäèóñ-âåêòîðàìè fl(iω) è fj(iω), ïîâîðà÷èâàþòñÿ âìåñòå ñ íèìè ïðîòèâ õîäà÷àñîâîé ñòðåëêè íà óãîë π

2
(n− 2k). Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìû fm(z), m = 1, pïðèíàäëåæàò ñåìåéñòâó (2), à ïî òåîðåìå 1 è ñåìåéñòâó (1).Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîëèíîìû fm(z), m = 1, p ïðèíàäëåæàò ñåìåé-ñòâó (2). Òîãäà, êàê áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå äîñòàòî÷íîñòè âòåîðåìå 1, óãîë ìåæäó ðàäèóñ-âåêòîðàìè fl(iω) è fj(iω) ïðè èçìåíåíèè ω îò

0 äî +∞ âñåãäà îñòàåòñÿ ìåíüøå π, ò. å. îíè íå ìîãóò áûòü ïðîòèâîïîëîæíîíàïðàâëåíû, à ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðè èõ êîëëèíåàðíîñòè (âûïîëíåíèè óñëî-âèé (3)) èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæåò áûòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíî (âû-ïîëíåíèå óñëîâèé (4)). Òåîðåìà äîêàçàíà.Ç àì å ÷ àíè å 1. Òåîðåìà 2 äàåò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî,÷òî ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëîå ìíîæåñòâî îäíî-ðîäíûõ íåóñòîé÷èâûõ ïîëèíîìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó (n, k)-ýêâèâàëåíò-íîñòè, ïðè÷åì ïîëèíîìû fm(z), ÿâëÿþòñÿ óãëîâûìè òî÷êàìè ýòîãî ìíîæå-ñòâà.Ç àì å ÷ àíè å 2. Òðåáîâàíèå íîðìèðîâêè p∑
m=1

αm = 1 â òåîðåìàõ 1, 2 ÿâëÿ-åòñÿ èçëèøíèì è åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü, ò. ê. ïðè óìíîæåíèè ïîëèíîìà íàëþáîå ÷èñëî åãî êîðíè íå ìåíÿþòñÿ.
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k (k > 1) îáîçíà÷àòü äåéñòâèòåëüíîå k-ìåðíîå åâ-êëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. Ýëåìåíòàìè R

k ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå íàáîðûèç k ÷èñåë, çàïèñûâàåìûõ â âèäå ñòîëáöîâ, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈x, y〉è äëèíà |x| âåêòîðà x ∈ R
k îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Â äàëüíåé-øåì âàæíóþ ðîëü áóäóò èìåòü íåêîòîðûå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè X , Yèç R

k.Ïðîèçâåäåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà α íà ìíîæåñòâî X èç R
k îïðåäåëèì�îðìóëîé

αX =

⋃

x∈X

αx.Åñëè �èêñèðîâàíû äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà A ðàçìåðíîñòè (α× k) è ìíîæå-
c© Ì.Ñ. Íèêîëüñêèé, 2010
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k, òî ìíîæåñòâî AX îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

AX =

⋃

x∈X

Ax.Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà X + Y ìíîæåñòâ X , Y îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
X + Y =

⋃

x∈X,y∈Y

(x + y).�åîìåòðè÷åñêàÿ ðàçíîñòü X ∗

− Y ìíîæåñòâ X , Y îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
X

∗

− Y =

⋂

y∈Y

(X − y).Ñâîéñòâà ïðèâåäåííûõ îïåðàöèé, ïîìèìî Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà, ðàññìàòðè-âàëèñü ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè (ñì., íàïðèìåð, [7, 8℄).Åñëè ïðè t ∈ E, ãäå E | íåïóñòîå ìíîæåñòâî íà R
1, îïðåäåëåí íåïóñòîéêîìïàêò Ω(t) èç R

k, òî áóäåì íàçûâàòü Ω(t) ìíîãîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì(êîðîòêî, ì. î.), îïðåäåëåííûì íà E. Èñïîëüçóÿ ìåòðèêó Õàóñäîð�à h(· , ·),ââîäÿò [6℄ ïîíÿòèÿ íåïðåðûâíîñòè ì. î. Ω(t) â òî÷êå èç E è íà âñåì E.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ì. î. Ω(t) óäîâëåòâîðÿåò íà îòðåçêå [a, b] óñëîâèþËèïøèöà, åñëè äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû l > 0 ïðè ïðîèçâîëüíûõ t′, t′′ èç
[a, b] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(h(Ω(t′),Ω(t′′))) 6 l|t′ − t′′|.Êîíñòàíòó l íàçûâàþò êîíñòàíòîé Ëèïøèöà.�àññìîòðèì ëèíåéíûé êîí�ëèêòíî-óïðàâëÿåìûé îáúåêò
ż = Az −Bu + Cv,

z(0) = z0,
(1)ãäå z ∈ R

n, u ∈ P ⊂ R
p, v ∈ Q ⊂ R

q, ïðè÷åì P | âûïóêëûé êîìïàêò, Q |êîìïàêò, ïîñòîÿííûå ìàòðèöû A, B, C èìåþò ñîîòâåòñòâóþùóþ ðàçìåðíîñòü,
z0 | íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà. Âûáîðîì âåêòîðà u ∈ Pðàñïîðÿæàåòñÿ äîãîíÿþùèé èãðîê (pursuer), à âûáîðîì âåêòîðà v ∈ Q |óáåãàþùèé èãðîê (evader).Ç àì å ÷ àíè å 1. Åñëè �èêñèðîâàòü â (1) ïðè t > 0 èçìåðèìûå �óíêöèè
u(t) ∈ P , v(t) ∈ Q, òî çàäà÷à Êîøè (1) èìååò ïðè t > 0 ëîêàëüíî-ëèïøèöåâîðåøåíèå z(t), êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé Êîøè

z(t) = etAz0 −
t∫

0

e(t−s)A
(Bu(s) − Cv(s)) ds, (2)ãäå etA îçíà÷àåò ýêñïîíåíöèàë ìàòðèöû tA. Ôîðìóëà (2) ñóùåñòâåííî èñ-ïîëüçóåòñÿ â ïîíòðÿãèíñêèõ ïðÿìûõ ìåòîäàõ.
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n âûäåëåíî íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M ,íàçûâàåìîå òåðìèíàëüíûì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî M 6= R

n è äîïóñêàåò ïðåä-ñòàâëåíèå âèäà
M = M + L, (3)ãäå M | êîìïàêò â R

n, L | ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî èç R
n, îïðåäåëÿåìîåëèíåéíûì óðàâíåíèåì Nz = 0, ãäå N | ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (γ×n), ïðè÷åì

γ > 1 è ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû N , \+" îçíà÷àåò àëãåáðàè÷åñêîå ñëîæåíèåìíîæåñòâ. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî M ìîæåò äîïóñêàòü ìíîãî ðåàëèçàöèéâèäà (3). Â äàëüíåéøåì ñ÷èòàåòñÿ �èêñèðîâàííîé îäíà èç òàêèõ ðåàëèçàöèé.Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð z ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäà Nz ∈ NM.Âàæíûì è íåïðîñòûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá èí�îðìèðîâàííîñòè èãðîêîâè êëàññàõ äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé äëÿ íèõ (ñì., íàïðèìåð, [1{3℄, [9{11℄). Ìûáóäåì ðàññìàòðèâàòü êîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ (1) ñ z(0) = z0 è òåð-ìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì M ñ òî÷êè çðåíèÿ äîãîíÿþùåãî. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî îí çíàåò ìàòðèöû A, B, C (ñì. (1)), z0, M , à òàêæå èçìåðèìîå óïðàâëå-íèå v = v(t) ∈ Q â êàæäûé ìîìåíò t > 0. Öåëüþ äîãîíÿþùåãî ÿâëÿåòñÿ ïîâîçìîæíîñòè ñêîðåéøåå ïðèâåäåíèå òî÷êè z(t) íà M , ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïðè-âåäåíèþ òî÷êè Nz(t) íà NM. Îòíîñèòåëüíî èí�îðìèðîâàííîñòè óáåãàþùåãîè åãî öåëåé ìû íå áóäåì äåëàòü êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé, à â êà÷åñòâååãî ñòðàòåãèé �èêñèðóåì êëàññ V èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó �óíêöèé v(t) ∈ Q,
t > 0, ò. å. êëàññ ïðîãðàììíûõ ñòðàòåãèé. Â ñèëó ñâîåé èí�îðìèðîâàííî-ñòè äîãîíÿþùèé èãðîê, çíàÿ v(t) ∈ Q â êàæäûé ìîìåíò t > 0, íè÷åãî íå çíàåòî v(s) ∈ Q ïðè s > t. Òàêèì îáðàçîì, äîãîíÿþùèé èãðîê íå ìîæåò ðàññìàòðè-âàòü óáåãàþùåãî, êàê ñîþçíèêà, ñêîðåå, åìó åãî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàêðàâíîäóøíóþ Ïðèðîäó, öåëè êîòîðîé íå ÿñíû è íåïðåäñêàçóåìû â áóäóùåì.Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé äîãîíÿþùåãî ìû �èêñèðóåì êëàññ U�óíêöèé ũ(t, v), îïðåäåëåííûõ ïðè t > 0, v ∈ Q è îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè:ïðè ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè v(·) ∈ V �óíêöèÿ ũ(t, v(t)) èçìåðèìà ïî Ëåáåãóïðè t > 0 è ũ(t, v(t)) ∈ P ïðè t > 0. Ôóíêöèè ũ(·) ∈ U ìû áóäåì íàçûâàòü ñó-ïåðïîçèöèîííî èçìåðèìûìè. Èõ ïî ïðåäëîæåíèþ O. Hajek íàçûâàþò òàêæåñòðîáîñêîïè÷åñêèìè ñòðàòåãèÿìè. Äèíàìèêà êîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìîãîïðîöåññà (1), òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî (3), êëàññû äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé U ,
V è �èêñàöèÿ öåëåé èãðîêîâ â ñîâîêóïíîñòè äàþò îïèñàíèå äè��åðåíöè-àëüíîé èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ{óáåãàíèÿ. Åñëè �èêñèðîâàòü ïàðó ñòðàòåãèé
ũ(·) ∈ U , v(·) ∈ V , òî ïðè t > 0 óðàâíåíèå (ñì. (1))

ż = Az −Bũ(t, v(t)) + Cv(t)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(0) = z0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z(t) â êëàññåëîêàëüíî-ëèïøèöåâûõ �óíêöèé, è îíî îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé Êîøè (2). Âîç-ìîæíû äâà èñõîäà:1) z(t) /∈M ïðè âñåõ t > 0;2) ñóùåñòâóåò òàêîå t1 > 0, ÷òî z(t1) ∈M .Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëàãàåì θ(z0, ũ(·), v(·)) = +∞, à âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëà-ãàåì θ(z0, ũ(·), v(·)) ðàâíûì íàèìåíüøåìó t1 > 0, äëÿ êîòîðîãî z(t1) ∈M . Ïåð-âûé ïðÿìîé ìåòîä Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà äàåò ý��åêòèâíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,ïðè êîòîðûõ äëÿ äàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè z0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
inf

ũ(·)∈U
sup

v(·)∈V

θ(z0, ũ(·), v(·)) < +∞,ò. å. äëÿ òî÷êè z0 ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ ũ0(·) ∈ U òàêàÿ, ÷òî
sup

v(·)∈V

θ(z0, ũ0(·), v(·)) < +∞.
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NerABP, NerACQ, ŵ(r) = NerABP

∗

− NerACQ.Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàöèè ∗

− è âûïóêëîñòè êîìïàêòà P âû-òåêàåò, ÷òî ŵ(r) | âûïóêëûé êîìïàêò. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ŵ(r) = ∅ ïðèíåêîòîðûõ èëè äàæå âñåõ r > 0. Ñäåëàåì ñëåäóþùåå âàæíîå ïðåäïîëîæåíèå,�èêñèðóþùåå íåêîòîðóþ �îðìó ïðåâîñõîäñòâà äîãîíÿþùåãî íàä óáåãàþùèì.Ïð åäïî ë îæåíè å 1. Ñóùåñòâóåò òàêîå T > 0, ÷òî ïðè r ∈ [0, T ]

ŵ(r) 6= ∅.Îòìåòèì, ÷òî ì. î. NerABP , NerACQ íåïðåðûâíû íà [0, T ]. Ïðèìåðûïîêàçûâàþò [12℄, ÷òî ì. î. ŵ(r) ìîæåò áûòü ðàçðûâíûì íà [0, T ] è áûòü íåèí-òåãðèðóåìûì â ñìûñëå �èìàíà (îïðåäåëåíèå ðèìàíîâñêîãî èíòåãðàëà îò ì. î.ñì., íàïðèìåð, â [3℄). Îäíàêî ìîæíî îáîñíîâàòü ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñâåðõó
ŵ(r) íà [0, T ], ò. å., åñëè {ri}∞1 , {ωi}∞1 | ïðîèçâîëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè÷èñåë ri ∈ [0, T ] è âåêòîðîâ ωi ∈ ŵ(ri) òàêèõ, ÷òî ïðè i → ∞ ri → r∗ ∈ [0, T ]è ωi → ω∗, òî ω∗ ∈ ŵ(r∗). Ýòî ñâîéñòâî âàæíî äëÿ îáîñíîâàíèÿ \õîðîøèõ"ñâîéñòâ àóìàíîâñêîãî èíòåãðàëà τ∫

0

ŵ(r) dr ïðè τ ∈ (0, T ] (ñì. íèæå).Ç àì å ÷ àíè å 2. Îòìåòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ(ñì., íàïðèìåð, [3℄) âñå æå ìîæíî ãàðàíòèðîâàòü íåïðåðûâíîñòü ì. î. ŵ(r) íà
[0, T ].Äàëåå ðàññìîòðèì äëÿ �èêñèðîâàííîãî τ ∈ [0, T ] èíòåãðàë (â ñìûñëå Àó-ìàíà) τ∫

0

ŵ(r) dr, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî
Π1(τ) =

{ τ∫

0

ω(r) dr

}
,ãäå ω(r) | ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ω(r) ∈ ŵ(r), r ∈ [0, T ], à èíòåãðàë áåðåòñÿ â ñìûñëå Ëåáåãà. Îòìåòèì, ÷òî
Π1(0) = {0}. Îáîñíîâûâàåòñÿ, ÷òî Π1(τ) | íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò â R

γè åãî îïîðíàÿ �óíêöèÿ W (Π1(τ), ψ) ïðè êàæäîì ψ ∈ R
γ îïèñûâàåòñÿ �îðìó-ëîé

W (Π1(τ), ψ) =

τ∫

0

W (ŵ(r), ψ) dr.Çàìå ÷àíè å 3. Åñëè X | íåïóñòîé êîìïàêò â R
k, òî åãî îïîðíàÿ �óíê-öèÿ W (X,ψ) ïðè ïðîèçâîëüíîì âåêòîðå ψ ∈ R

k îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
W (X,ψ) = max

ξ∈X
〈ξ, ψ〉.



×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ Ï�ßÌÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ Ë.Ñ. ÏÎÍÒ�ß�ÈÍÀ 141Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü äëÿ äàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè z0 è íåêîòîðîãî t1 ∈
∈ [0, T ] âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå

Net1Az0 ∈ NM + Π1(t1). (4)Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ũ0(·) ∈ U, ÷òî
sup

v(·)∈V

θ(z0, ũ0(·), v(·)) 6 t1.Ò å î ð å ì à 2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò íàèìåíüøåå t1 ∈ [0, T ],äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå (4).2. �åãóëÿðèçàöèÿ ïåðâîãî ïðÿìîãî ìåòîäà Ë.Ñ. ÏîíòðÿãèíàÂ ñâÿçè ñ èçëîæåííûì â ïåðâîì ïàðàãðà�å, â ÷àñòíîñòè, àêòóàëüíîé çà-äà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà τ∫

0

ŵ(r) dr ïðè äàííîì
τ ∈ (0, T ]. Îñíîâíîå ñîîáðàæåíèå, êîòîðîå ìû çäåñü áóäåì èñïîëüçîâàòü,ñîñòîèò â çàìåíå ì. î. ŵ(r) íà ïîäõîäÿùåå ì. î. Ωε(r), óäîâëåòâîðÿþùååóñëîâèþ Ëèïøèöà íà [0, τ ]. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ì. î. Ωε(r) ðàññìîòðèì íîâûéêîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìûé îáúåêò (ñð. ñ (1))

ż = Az −Bu− εω + Cv,

z(0) = z0,
(5)ãäå z ∈ R

n, u ∈ P , v ∈ Q, ε > 0, ω ∈ S1(0) | øàðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñàèç R
n ñ öåíòðîì â O. Óðàâíåíèå (5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèåóðàâíåíèÿ (1).Îáîçíà÷èì

Bε = (B, εE), (6)
u =

(
u
ω

)
, (7)

P1 = {u : u ∈ P, ω ∈ S1(0)}, (8)ãäå E | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Òîãäà óðàâíåíèå (5) ìîæíî ïåðåïè-ñàòü â âèäå
ż = Az −Bεu+ Cv, (9)ãäå z ∈ R

n, ε > 0, u ∈ P1, v ∈ Q. �àññìîòðèì ïðè r ∈ [0, T ] ì. î.
Ωε(r) = NerABεP1

∗

− NerACQ. (10)Â ñèëó (6){(8) ïðè r ∈ [0, T ]

NerABεP1 = NerABP + εNerAS1(0). (11)Èç ñâîéñòâ îïåðàöèè ∗

− è �îðìóë (10), (11) ïðè r ∈ [0, T ] ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå
ŵ(r) + εNerAS1(0) ⊂ Ωε(r). (12)



142 Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉÒàê êàê P1 | âûïóêëûé êîìïàêò, òî èç (10), (12) è ñâîéñòâ îïåðàöèè ∗

−âûòåêàåò, ÷òî Ωε(r) | íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò ïðè r ∈ [0, T ]. Ìîæíîïîêàçàòü äàëåå, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíñòàíòå β > 0 ïðè r ∈ [0, T ]âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå
S̃β(0) ⊂ NerAS1(0), (13)ãäå S̃β(0) îáîçíà÷àåò øàð èç R

γ ñ öåíòðîì â íóëå è ðàäèóñà β. Èç (12), (13)âûòåêàåò ïðè r ∈ [0, T ] âêëþ÷åíèå
ŵ(r) + εS̃β(0) ⊂ Ωε(r).Îòñþäà âûòåêàåò ëåììà.Ëåììà 1. Ïðè r ∈ [0, T ] âûïóêëûé êîìïàêò Ωε(r) ñîäåðæèò øàð ðàäè-óñà εβ ñ öåíòðîì â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå ìíîæåñòâà ŵ(r).Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áóäåò ïîëåçíî äëÿ äàëüíåéøåãî.Ë åììà 2. Ñóùåñòâóåò ñòîëü áîëüøàÿ êîíñòàíòà l > 0, ÷òî ïðè

ε ∈ (0, 1] è ïðè ïðîèçâîëüíûõ r′, r′′ ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
h(Ωε(r

′
),Ωε(r

′′
)) 6

l

ε
|r′ − r′′|, (14)ò. å. ì. î. Ωε(r) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà [0, T ] ñ êîíñòàíòîé

l/ε.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ε ∈ (0, 1] ì. î. NerABεP1, NerACQóäîâëåòâîðÿþò íà [0, T ] óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè l1, l2,íå çàâèñÿùèìè îò ε. Ñïðàâåäëèâî òàêæå ïðè ε ∈ (0, 1], r ∈ [0, T ] íåðàâåíñòâî
|NerABεP1| 6 c1,ãäå ñèìâîë |X | äëÿ íåïóñòîãî êîìïàêòà X ⊂ R

γ îáîçíà÷àåò âåëè÷èíó max
x∈X

|x|,
c1 > 0 | äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ êîíñòàíòà.Îòñþäà è èç ëåììû 1 ñ ïîìîùüþ ðåçóëüòàòîâ ïàðàãðà�à 3 [3℄ ìîæíî ïî-ëó÷èòü èñêîìîå íåðàâåíñòâî (14) ïðè r′, r′′ ∈ [0, T ] è |r′ − r′′| 6 µ, ãäå µ > 0 |äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî, íå çàâèñÿùåå îò ε ∈ (0, 1]. Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-ñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè Õàóñäîð�à, ìîæíî ïåðåéòè ê îáùåìó ñëó÷àþðàñïîëîæåíèÿ r′, r′′ íà [0, T ] ñ òîé æå êîíñòàíòîé Ëèïøèöà l/ε. Îòìåòèì,÷òî êîíñòàíòà l áëàãîäàðÿ ý��åêòèâíîñòè âû÷èñëåíèé ïàðàãðà�à 3 [3℄ ìîæåòáûòü âû÷èñëåíà êîíñòðóêòèâíî. Ôèêñèðóåì τ ∈ (0, T ]. Äëÿ ïðèáëèæåííîãîâû÷èñëåíèÿ τ∫

0

Ωε(r) dr ïðè h ∈ (0, τ ] ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
D(ε, h) =

ν(h)∑

i=0

∆riΩε(ri), (15)ãäå ν(h) îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà τ/h, ∆ri = h ïðè i = 0, . . ., ν(h) − 1è ∆ri = τ − ν(h) · h ïðè i = ν(h), ñóììèðîâàíèå ìíîæåñòâ ∆riΩε(ri) ïîíèìà-åòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå, ri = ih, ãäå i = 0, . . ., ν(h). Ìíîæåñòâî D(ε, h)ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì êîìïàêòîì. Åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëü-íóþ ñóììó äëÿ èíòåãðàëà �èìàíà (ñì., íàïðèìåð, [3℄) îò ì. î. Ωε(r) íà [0, τ ].



×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ Ï�ßÌÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ Ë.Ñ. ÏÎÍÒ�ß�ÈÍÀ 143Ýòîò ðèìàíîâ èíòåãðàë ìû îáîçíà÷èì R(ε). Ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëà R(ε)ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ì. î. Ωε(r) íà [0, τ ] ïðè ε ∈ (0, 1] [3℄. Áîëåå òîãî,
R(ε) | íåïóñòîé âûïóêëûé êîìïàêò è [3℄

R(ε) =

τ∫

0

Ωε(r) dr, (16)çäåñü èíòåãðàë ñïðàâà ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå Àóìàíà. Èç (15), (16) è ëåììû 2ïðè ε ∈ (0, 1], h ∈ (0, τ ] âûòåêàåò ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå:
D(ε, h) ⊂ R(ε) +

h

ε
lτS̃1(0). (17)Â ñèëó ðàâåíñòâà (16) ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî D(ε, h) (ñì. (15))êàê íåêîòîðóþ àïïðîêñèìàöèþ ìíîæåñòâà τ∫

0

Ωε(r) dr.Èçó÷èì âîïðîñ î ïîñëåäñòâèÿõ çàìåíû ìíîæåñòâà Π1(τ) ìíîæåñòâîì
D(ε, h). Äîïóñòèì, ÷òî ïðè äàííûõ τ ∈ (0, T ], ε ∈ (0, 1], h ∈ (0, τ ] âûïîëíÿåòñÿâêëþ÷åíèå

NeτAz0 ∈ NM +D(ε, h).Îòñþäà ñ ïîìîùüþ (16), (17) ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå
NeτAz0 ∈

(
NM +

h

ε
lτS̃1(0)

)
+

τ∫

0

Ωε(r) dr. (18)Íàïîìíèì, ÷òî ïî èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ðàíã (γ×n)-ìàòðèöû ìàòðèöû
N ðàâåí γ > 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L⊥ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ëèíåé-íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L â R

n è ÷åðåç N+ ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó äëÿ ìà-òðèöû N [13℄. Îòìåòèì, ÷òî îíà îñóùåñòâëÿåò âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðà-æåíèå ïðîñòðàíñòâà R
γ íà L⊥. Îáîçíà÷èì äàëåå (ñì. (3), (18))
M(ε, h) = M(ε, h) + L, (19)
M(ε, h) = M +

h

ε
lτN+S̃1(0). (20)Òîãäà âêëþ÷åíèå (18) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

NeτAz0 ∈ NM(ε, h) +

τ∫

0

Ωε(r) dr.Òåïåðü ê êîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìîìó îáúåêòó (5) (ñì. òàêæå (9)) ñ íà÷àëüíûìñîñòîÿíèåì z(0) = z0, òåðìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì M(ε, h) è ì. î. Ωε(r), îïðå-äåëÿåìûì �îðìóëîé (10), ìîæíî ïðèìåíèòü àíàëîã òåîðåìû 1 è îáîñíîâàòüñóùåñòâîâàíèå òàêîé ñóïåðïîçèöèîííî èçìåðèìîé �óíêöèè
uε,h(t, v) =

(
ũε,h(t, v)
ωε,h(t, v)

)
(21)



144 Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉïðè t > 0, v ∈ Q, ÷òî òàì âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ
ũε,h(t, v) ∈ P, ωε,h(t, v) ∈ S1(0) (22)è

sup

v(·)∈V

θ(z0, uε,h(·), v(·)) 6 τ.Çäåñü ñèìâîë θ(z0, uε,h(·), v(·)) îáîçíà÷àåò ìîìåíò ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ ðåøåíèÿ
zε,h(t) óðàâíåíèÿ (9) (ñì. òàêæå (5){(8)) ïðè z(0) = z0, u = uε,h(t, v(t)), v = v(t),ãäå v(t) ∈ Q, t > 0 | ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ, íà òåðìèíàëüíîåìíîæåñòâî M(ε, h) (ñì. (19), (20)). Ïîäñòàâèì òàêæå u = ũε,h(t, v(t)) (ñì.(21)), v = v(t), ãäå v(t) ∈ Q, t > 0 | ïðîèçâîëüíàÿ èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ,â óðàâíåíèå (1) è ðåøèì åãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(0) = z0. Ïîëó÷èìðåøåíèå zε,h(t). Èñïîëüçóÿ �îðìóëó Êîøè (ñì. (1)), ïðè t > 0 ïîëó÷àåì (ñì.(1), (5), (21)) ñîîòíîøåíèå

zε,h(t) = zε,h(t) − ε

t∫

0

e(t−s)Aωε,h(s, v(s)) ds. (23)Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (22) ïðè s > 0

|ωε,h(s, v(s))| 6 1. (24)Èç (23), (24) âûòåêàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ý��åêòèâíî âû÷èñëèìîéêîíñòàíòå c2 > 0 ïðè t ∈ [0, τ ] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
|zε,h(t) − zε,h(t)| 6 c2ε.Èòàê, èñïîëüçóÿ ñòðàòåãèþ ũε,h(t, v), äîãîíÿþùèé äëÿ êîí�ëèêòíî óïðà-âëÿåìîãî ïðîöåññà (1) ãàðàíòèðóåò îêîí÷àíèå ïðåñëåäîâàíèÿ íà òåðìèíàëü-íîì ìíîæåñòâå (ñì. (19))

M1(ε, h) = M(ε, h) + c2εS1(0) (25)íå ïîçæå ìîìåíòà τ ïðè ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé �óíêöèè v(t) ∈ Q, t > 0.Îáîçíà÷èì
c3 = lτ‖N+‖, (26)ãäå íîðìà ‖F‖ äëÿ (γ × n)-ìàòðèöû F îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå

‖F‖ = max
|y|61

|Fy|.Èç (3), (19), (20), (25), (26) ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå
M1(ε, h) ∈M +

(
h

ε
c3 + c2ε

)
S1(0).Ôóíêöèÿ

f(h, ε) = c3
h

ε
+ c2εõàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü ïðèâåäåíèÿ zε,h(t) íà èñõîäíîå òåðìèíàëüíîå ìíîæå-ñòâî M çà âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå τ . Äëÿ ïðèëîæåíèé îáû÷íî äîñòàòî÷íî



×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ Ï�ßÌÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ Ë.Ñ. ÏÎÍÒ�ß�ÈÍÀ 145ãàðàíòèðîâàòü ïðèâåäåíèå òî÷êè z(t) (ñì. (1)) íà çàìêíóòóþ δ-îêðåñòíîñòüòåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà M (ñì. (3)), ãäå δ > 0 | ìàëîå ÷èñëî. Ïîëàãàÿ
h = ε2, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

f(ε2, ε) = (c3 + c2)ε 6 δ.Èòàê, ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé ε ∈ (0, 1], (c3 + c2)ε 6 δ, ε2 6 τ ñòðà-òåãèÿ ũε,ε2(·) ãàðàíòèðóåò îêîí÷àíèå ïðåñëåäîâàíèÿ äëÿ êîí�ëèêòíî óïðà-âëÿåìîãî ïðîöåññà ñ z(0) = z0 ïðè ïðîèçâîëüíîé v(·) ∈ V íà òåðìèíàëüíîììíîæåñòâå M + δS1(0) íà îòðåçêå âðåìåíè [0, τ ].3. Î âòîðîì ïðÿìîì ìåòîäå Ë.Ñ. ÏîíòðÿãèíàÂ ýòîì ïàðàãðà�å ñíîâà ðàññìàòðèâàåòñÿ êîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìûé ïðî-öåññ (1) ñ òåìè æå ïðåäïîëîæåíèÿìè îòíîñèòåëüíî êîìïàêòîâ P ⊂ R
p, Q ⊂ R

q,÷òî è â ïàðàãðà�å 1. Çàäàíî òàêæå íà÷àëüíîå óñëîâèå z(0) = z0. Â êà÷åñòâåòåðìèíàëüíîãî ìíîæåñòâà M �èêñèðóåòñÿ íåêîòîðîå íåïóñòîå çàìêíóòîå âû-ïóêëîå ìíîæåñòâî èç R
n, ïðè÷åìM 6= R

n. (Ìû íå áóäåì ïðåäïîëàãàòü â ýòîìïàðàãðà�å, ÷òî M èìååò ñïåöèàëüíóþ ñòðóêòóðó (3).)Âûáîðîì âåêòîðà u ∈ P ðàñïîðÿæàåòñÿ äîãîíÿþùèé èãðîê (pursuer),à âûáîðîì âåêòîðà v ∈ Q | óáåãàþùèé èãðîê (evader). Öåëüþ äîãîíÿþ-ùåãî ÿâëÿåòñÿ ïî âîçìîæíîñòè ñêîðåéøåå ïðèâåäåíèå òî÷êè z(t) íà M . Ìûáóäåì ðàññìàòðèâàòü êîí�ëèêòíî óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ (1) ñ z(0) = z0 è òåð-ìèíàëüíûì ìíîæåñòâîì M ñ òî÷êè çðåíèÿ äîãîíÿþùåãî èãðîêà. Â êà÷åñòâåìíîæåñòâà W ñòðàòåãèé óáåãàþùåãî ìû ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå ïàðûâèäà w = (ε, v(·)), ãäå ÷èñëî ε > 0, à èçìåðèìîå óïðàâëåíèå v(t) ∈ Q ïðè
t > 0. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîãîíÿþùèé èãðîê çíàåò ìàòðèöû A, B, C (ñì.(1)), òåðìèíàëüíîå ìíîæåñòâî M , íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå z0, à òàêæå âåëè÷èíó
ε > 0 äî íà÷àëà èãðîâîãî ïðîöåññà, à ïðè t > 0 ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå çíàíèå\÷àñòè" óïðàâëåíèÿ óáåãàþùåãî v(s) âèäà

vt+ε(·) = {v(s), s ∈ [0, t+ ε]}.Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ïàðàãðà�å èí�îðìèðîâàííîñòü äîãîíÿþùåãî îá óïðà-âëåíèè v(s) ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì â ïàðàãðà�å 1. Îäíàêî îòìåòèì, ÷òîâåëè÷èíà ε > 0 âûáèðàåòñÿ óáåãàþùèì èãðîêîì, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñó-ùåñòâåííî. Â êà÷åñòâå ñòðàòåãèé äîãîíÿþùåãî U �èêñèðóåòñÿ ìíîæåñòâî�óíêöèé ũ(t, ε, vt+ε(·)), êîòîðûå ïðè �èêñèðîâàííîì ε > 0 è ïðîèçâîëüíîé�óíêöèè v(·) ∈ V îáëàäàþò ñâîéñòâàìè: �óíêöèÿ u(t) = ũ(t, ε, vt+ε(·)) ∈ P ïðè
t > 0 è ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïðè t > 0. Ïî àíàëîãèè ñ ïàðàãðà�îì 1 ÷å-òâåðêå ũ(·) ∈ U, w ∈ W , z0, M ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåëè÷èíà θ(z0, ũ(·), w). Âòîðîéïðÿìîé ìåòîä Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà äàåò ý��åêòèâíûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðèêîòîðûõ äëÿ äàííîé íà÷àëüíîé òî÷êè z0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

inf
ũ(·)∈U

sup
w∈W

θ(z0, ũ(·), w) < +∞,ò. å. äëÿ òî÷êè z0 ñóùåñòâóåò ñòðàòåãèÿ ũ0(·) ∈ U òàêàÿ, ÷òî
sup

w∈W

θ(z0, ũ0(·), w) < +∞.Âòîðîé ïðÿìîé ìåòîä èñïîëüçóåò ïîíÿòèå àëüòåðíèðîâàííîãî èíòåãðàëà.Íàïîìíèì åãî. Ôèêñèðóåì îòðåçîê [0, τ ], ãäå τ > 0, è ðàññìîòðèì íà íåì ì. î.
U(r) = erABP, V (r) = erACQ.



146 Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉ�àññìîòðèì äàëåå ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå ω = {ri}k
0 îòðåçêà [0, τ ], ãäå k > 1è

r0 = 0 < r1 < . . . < rk = τ, (27)à òàêæå ðèìàíîâñêèå èíòåãðàëû
Ui =

ri∫

ri−1

U(r) dr, Vi =

ri∫

ri−1

V (r) dr.Îáîçíà÷èì
Π0 = M, Πi = (Πi−1 + Ui)

∗

− Vi,ãäå i = 1, . . ., k. Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ ìíîæåñòâî
Πk , êîòîðîå îáîçíà÷èì Πω è íàçîâåì àëüòåðíèðîâàííîé ñóììîé. Âîîáùåãîâîðÿ, ìíîæåñòâî Πω ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì. Àëüòåðíèðîâàííûé èíòåãðàëÏîíòðÿãèíà Π2(τ) îïðåäåëèì �îðìóëîé

Π2(τ) =

⋂

ω

Πω , (28)ãäå ïåðåñå÷åíèå áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì äîïóñòèìûì ðàçáèåíèÿì ω âè-äà (27).Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ìíîæåñòâî Π2(τ) ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì. Íåïóñòîòàìíîæåñòâà Π2(τ) îçíà÷àåò íåêîòîðóþ �îðìó ïðåâîñõîäñòâà äîãîíÿþùåãî íàäóáåãàþùèì. Îòìåòèì, ÷òî åñòåñòâåííî ïîëîæèòü Π2(0) = M .Àíàëîãîì òåîðåìû 1 èç ïàðàãðà�à 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü ïðè äàííîì τ > 0 ìíîæåñòâî Π2(τ) 6= ∅ è äëÿ äàí-íîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z0 âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå
eτAz0 ∈ Π2(τ).Òîãäà äëÿ z0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ ũ0(·) ∈ U, ÷òî äëÿ íåå èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî

sup
w∈W

θ(z0, ũ0(·), w) 6 τ.Àíàëîã òåîðåìû 2 çäåñü òàêæå èìååò ìåñòî.Âû÷èñëåíèå Π2(τ) ïî �îðìóëå (28) ïðåäñòàâëÿåò áîëüøèå ñëîæíîñòè.Âìåñòî ïðîèçâîëüíûõ ðàçáèåíèé ω ìîæíî áðàòü áîëåå ñïåöèàëüíûå ðàç-áèåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [3℄), íî ýòèì òðóäíîñòè âû÷èñëåíèÿ íå ñíèìàþòñÿ.Ìû çàéìåìñÿ âîïðîñîì î âîçìîæíîñòè çàìåíû àëüòåðíèðîâàííîãî èíòå-ãðàëà Π2(τ) àëüòåðíèðîâàííîé ñóììîé Πω. Ôèêñèðóåì τ > 0, h ∈ (0, τ ] è ðàñ-ñìîòðèì ðàçáèåíèå ω(h) îòðåçêà [0, τ ] ñïåöèàëüíîãî âèäà. Äëÿ íåãî ÷èñëà k,
ri îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:| åñëè τ

h
| öåëîå ÷èñëî, òî ïîëàãàåì k =

τ

h
è ri = ih ïðè i = 0, . . . , k;| åñëè τ

h
| äðîáíîå ÷èñëî, òî ïîëàãàåì k =

τ

h
+ 1 è ri = ih ïðè i = 0, . . .

. . . ,
τ

h
, à rk = τ .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àëüòåðíèðîâàííàÿ ñóììà Πω(h) 6= ∅ è âûïîëíåíî âêëþ-÷åíèå

eτAz0 ∈ Πω(h).



×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ Ï�ßÌÛÕ ÌÅÒÎÄÎÂ Ë.Ñ. ÏÎÍÒ�ß�ÈÍÀ 147Èñïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ ðàáîòû [3℄ è �îðìóëó Êîøè (2), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òîñóùåñòâóåò òàêàÿ �óíêöèÿ ũ0(t, h, vt+h(·)), ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé�óíêöèè v(t) ∈ Q, t > 0 �óíêöèÿ
ũ(t) = ũ0(t, h, vt+h(·)) (29)èçìåðèìà ïðè t > 0 è ũ(t) ∈ P òàì, ïðè÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå

z̃(t, ũ(·), v(·)) óðàâíåíèÿ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(0) = z0 óäîâëåòâîðÿåòñîîòíîøåíèþ
z̃(τ, ũ(·), v(·)) ∈M. (30)Ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé �óêíöèè v(t) ∈ Q, t > 0 ñîïîñòàâèì äðóãóþ èçìå-ðèìóþ �óíêöèþ

v̂(t) =

{
v0 ïðè t ∈ [0, h),

v(t− h) ïðè t > h,
(31)ãäå v0 | �èêñèðîâàííûé âåêòîð èç Q. Ïîäñòàâëÿÿ â (29), (30) âìåñòî �óíê-öèè v(·) �óíêöèþ v̂(·), ïîëó÷èì, ÷òî

z(τ, û(·), v̂(·)) ∈M, (32)ãäå (ñì. (29))
û(t) = ũ0(t, h, v̂t+h(·)), t > 0. (33)Çíàíèå �óíêöèè v̂(s) ïðè s ∈ [0, t+h] ïðè êàæäîì t > 0 ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëååðåàëèñòè÷íûì, íåæåëè çíàíèå �óíêöèè v(s) ïðè s ∈ [0, t + h] ïðè êàæäîì

t > 0 (âåêòîð v0 âûáèðàåòñÿ äîãîíÿþùèì). Òåïåðü ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå (1)ïðîèçâîëüíóþ èçìåðèìóþ �óíêöèþ v(t) ∈ Q, t > 0 è û(t) (ñì. (31), (33))è ðåøèì åãî ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì z(0) = z0. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèåîáîçíà÷èì ẑ(t). Òîãäà ñ ïîìîùüþ �îðìóëû Êîøè (2) è ñîîòíîøåíèé (31),(32) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
ẑ(τ) ∈M +

τ∫

0

e(τ−s)AC(v(s) − v̂(s)) ds. (34)Íåòðóäíî ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (31) îáîñíîâàòü íåðàâåíñòâî
∣∣∣∣

τ∫

0

e(τ−s)AC(v̂(s) − v(s)) ds

∣∣∣∣ 6 c3h, (35)ãäå c3 > 0 äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ý��åêòèâíî âû÷èñëèìàÿ êîíñòàíòà, íå çàâè-ñÿùàÿ îò èçìåðèìîé �óíêöèè v(t) ∈ Q, t > 0 è âåëè÷èíû h ∈ (0, τ ]. Èç (34),(35) ïîëó÷àåì âêëþ÷åíèå
ẑ(τ) ∈M + c3hS1(0). (36)Âåëè÷èíó c3h ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîñâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó îòêëîíå-íèÿ ìíîæåñòâà Πω(h) îò Π2(τ) â ñëó÷àå íåïóñòîòû îáîèõ ìíîæåñòâ. Îòìåòèì,÷òî â ïðåæíèõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ âòîðîìó ìåòîäó Ïîíòðÿãèíà (ñì., íà-ïðèìåð, [14℄), íåïîñðåäñòâåííî îöåíèâàåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëüòåðíèðî-âàííûõ ñóìì ê àëüòåðíèðîâàííîìó èíòåãðàëó. Íî ýòî óäàåòñÿ ñäåëàòü ëèøüïðè ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ýòîãî ìíîæåñòâà. Íàøà æåêîñâåííàÿ îöåíêà (36) áûëà ïîëó÷åíà â îáùåì ñëó÷àå.



148 Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉ�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò ¹ 06-01-00359-à). Áëàãîäàðþ Í.Ë. �ðèãîðåíêî è äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà êà�å-äðû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ �àêóëüòåòà ÂÌÊ Ì�Ó çà ïîëåçíûå äëÿ ìåíÿçàìå÷àíèÿ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ïîí ò ð ÿ ãè í Ë.Ñ. Î ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èãðàõ. 1 //Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�.|1967.|Ò. 174, ¹ 6.|Ñ. 1278{1280.2. Ï îí ò ð ÿ ãè í Ë.Ñ. Î ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èãðàõ. 2 //Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�.|1967.|Ò. 175, ¹ 4.|Ñ. 764{766.3. Ï îí ò ð ÿ ãè í Ë.Ñ. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå èãðû ïðåñëåäîâàíèÿ //Ìàòåì. ñá.Íîâ. ñåð.|1980.|Ò. 112, âûï. 3.|Ñ. 307{330.4. Íèê î ëü ñ ê èé Ì.Ñ. Ïåðâûé ïðÿìîé ìåòîä Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà â äè��åðåíöèàëüíûõèãðàõ.| Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 1984.5. È î��å À.Ä., Ò è õ îìèð î â Â.Ì. Òåîðèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.|Ì.: Íàóêà, 1974.6. Áëà ã î äàò ñ êè õ Â.È. Ââåäåíèå â îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.| Ì.: Âûñøàÿ øêîëà,2001.7. Õàäâ è ã å ð �. Ëåêöèè îá îáúåìå, ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè è èçîïåðèìåòðèè.| Ì.: Íà-óêà, 1966.8. Ï îë îâ èíêèí Å.Ñ., È âàí îâ �.Å., Áàëàøî â Ì.Â., Ê î íñ ò à íò è íî â �.Â., Õî-ð å â À.Â. Îá îäíîì àëãîðèòìå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ èãð//Ìàòåì. ñá. Íîâ. ñåð.|2001.|Ò. 192, ¹ 10.|Ñ. 95{122.9. Êðàñ î â ñ ê èé Í.Í., Ñóááî ò èí À.È. Ïîçèöèîííûå äè��åðåíöèàëüíûå èãðû.| Ì.:Íàóêà, 1974.10. Ïøåíè÷ íûé Á.Í., Î ñ ò àï å í êî Â.Â. Äè��åðåíöèàëüíûå èãðû.| Êèåâ: Íàóêîâàäóìêà, 1992.11. Ï å ò ð î ñ ÿí Ë.À., Ç å í ê å â è÷ Í.À., Ñ åìèíà Å.À. Òåîðèÿ èãð.| Ì.: Âûñøàÿ øêî-ëà, 1998.12. Ñèëèí Ä.Á. �åãóëÿðíîñòü ýêñòðåìàëåé â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ: Àâòî-ðå�. ... äèñ. äîêò. �èç.-ìàò. íàóê.|Ì., 1991.|183 ñ.13. � àí òìà õ å ð Ô.�. Òåîðèÿ ìàòðèö.| Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.14. Ï îí îìàð å â À.Ï. Îöåíêà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ àëüòåðíèðî-âàííîãî èíòåãðàëà Ïîíòðÿãèíà //Âåñòí. Ìîñê. óí-òà. Ñåð. 15, Âû÷èñë. ìàòåì. èêèáåðí.|1978.|¹ 4.|Ñ. 37{43.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 149{166Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010 Î �ÅÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈÍÅÈÇÂÅÑÒÍÛÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÂ ÎÄÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÅ Ò�ÅÒÜÅ�Î ÏÎ�ßÄÊÀÊ. Êåñìàí, Â.È. Ìàêñèìîâ�àññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé èäåíòè�èêàöèè íåèçâåñòíûõ õàðàêòåðèñòèê âñèñòåìå òðåòüåãî ïîðÿäêà. Óêàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé íà ðàáîòó â ðåàëüíîì âðåìåíèàëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Àëãîðèòì îïèðàåòñÿ íà êîíñòðóêöèè òåîðèè óñòîé÷èâîãîäèíàìè÷åñêîãî îáðàùåíèÿ. Ïîñëåäíÿÿ îñíîâàíà íà ñîåäèíåíèè ìåòîäîâ òåîðèè íåêîððåêò-íûõ çàäà÷ è òåîðèè ïîçèöèîííîãî óïðàâëåíèÿ. Ñóòü ìåòîäèêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî àëãîðèòìâîññòàíîâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ íåêîòîðîé èñêóññòâåííîéäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé | ìîäåëüþ. Óïðàâëåíèå â ìîäåëè àäàïòèðóåòñÿ ê ðåçóëüòàòàìòåêóùèõ íàáëþäåíèé òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî ðåàëèçàöèÿ âî âðåìåíè \àïïðîêñèìèðóåò"íåèçâåñòíûé âõîä.
1. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íåèçâåñòíûõ õàðàêòå-ðèñòèê â ñèñòåìå íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òðåòüåãî ïî-ðÿäêà, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû â áèîðåàêòîðå ñ ïîäïèòêîé. Óêàçûâàåòñÿîðèåíòèðîâàííûé íà êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çà-äà÷è.Îáñóæäàåìàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè óïðà-âëÿåìûõ ñèñòåì è â áîëåå îáùåì êîíòåêñòå âêëàäûâàåòñÿ â ïðîáëåìàòèêó òå-îðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ [1, 2]. Â àïîñòåðèîðíîé ïîñòàíîâêå | â îòñóòñòâèåòðåáîâàíèÿ äèíàìè÷íîñòè àëãîðèòìà âîññòàíîâëåíèÿ | òåîðèÿ ïîäîáíîãîòèïà çàäà÷ ðàçâèòà äîñòàòî÷íî ãëóáîêî [3]. Tðåáîâàíèå äèíàìè÷íîñòè |îñîáåííîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêè | ïðîÿâëÿåòñÿ â ñèòóàöèÿõ, êî-ãäà òåêóùèå çíà÷åíèÿ âõîäà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïî õîäóïðîöåññà.Ïðåäñòàâëÿåìàÿ â äàííîé ðàáîòå ìåòîäèêà èäåéíî ñëåäóåò òåîðèè óñòîé-÷èâîãî äèíàìè÷åñêîãî îáðàùåíèÿ, ðàçâèòîé â [4{7]. Ïîñëåäíÿÿ îñíîâàíàíà ñîåäèíåíèè ìåòîäîâ òåîðèè íåêîððåêòíûõ çàäà÷ [1, 2] è òåîðèè ïîçèöè-îííîãî óïðàâëåíèÿ [8]. Ñóòü ýòîé òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî àëãîðèòì âîñ-ñòàíîâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå àëãîðèòìà óïðàâëåíèÿ íåêîòîðîé âñïî-ìîãàòåëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé | ìîäåëüþ; òàêîé àëãîðèòì, âûõîäîìêîòîðîãî ñëóæèò â ÷àñòíîñòè ðåàëèçàöèÿ óïðàâëåíèÿ â ìîäåëè, ïî ñâîåìóîïðåäåëåíèþ, ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêèì. Óïðàâëåíèå â ìîäåëè àäàïòèðóåòñÿê ðåçóëüòàòàì òåêóùèõ íàáëþäåíèé òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî ðåàëèçàöèÿ âîâðåìåíè ïîäïàäàåò ïîä óñëîâèÿ êàêîãî-ëèáî ïðèíöèïà ðåãóëÿðèçàöèè; òåìñàìûì îáåñïå÷èâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü àëãîðèòìà. Ïðåäëàãàåìûé íèæå àëãî-ðèòì óïðàâëåíèÿ ìîäåëüþ îñíîâàí íà ìîäè�èöèðîâàííîì ïðèíöèïå ñãëà-æèâàþùåãî �óíêöèîíàëà, òðàêòóåìîãî êàê ïîäõîäÿùèé �óíêöèîíàë òèïàËÿïóíîâà. Óïðàâëåíèå â ìîäåëè ñòðîèòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòüìàëóþ ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ ýòîãî �óíêöèîíàëà.

c© Ê. Êåñìàí, Â.È. Ìàêñèìîâ, 2010
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2. Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü áèîðåàêòîðà ñ ïîäïèòêîéÑîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð, êîòîðûé èññëåäóåòñÿ â äàííîé ðàáîòå, ñâÿçàíñ ðàáîòàìè [9, 10], êîòîðûå �îêóñèðóþòñÿ íà çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ïëàíè-ðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïðè ìîäåëèðîâàíèè áèîðåàêòîðà. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîäîëæåíèå óêàçàííûõ ðàáîò.Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî êè-ñëîðîäà â ïîäïèòêå ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ íàñûùåíèÿ, ò. å. îíà íå ïîäâåð-ãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ áàêòåðèé, êîòîðûå, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, îòñóòñòâóþò âïîäïèòêå. Ïîòðåáëåíèå ñóáñòðàòà áàêòåðèÿìè â ðåàêòîðå ÿâëÿåòñÿ àýðîá-íûì è íåïîñðåäñòâåííî âëèÿåò íà êîíöåíòðàöèþ ðàñòâîðåííîãî êèñëîðîäà âðåàêòîðå. Ñëåäóþùàÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò áèîõè-ìè÷åñêèå ïðîöåññû â ðåàêòîðå [9{11]:
dCDO(t)

dt
= kLa(C

en
sat − CDO(t)) −OUR(t) +

Fin(t)

V (t)
(Csat − CDO(t)),

dCX(t)

dt
= µ(CS(t))CX(t) − Fin(t)

V (t)
CX(t), (1)

dCS(t)

dt
= −µ(CS(t))

Y
CX(t) +

Fin(t)

V (t)
(CS,in(t) − CS(t)),ãäå

V (t) =

t∫

0

Fin(τ) dτ + V (t0),

OUR(t) =
(1 − Y )

Y
µ(CS(t))CX(t),

µ(CS(t)) = µmax(t)
CS(t)

KS + CS(t)
, t ∈ T = [t0, ϑ].Çäåñü è íèæå kLa | êîý��èöèåíò àýðèðîâàíèÿ, V (t) | îáúåì ðåàêòîðà,

Cen
sat | êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî êèñëîðîäà íà óðîâíå íàñûùåíèÿ, âêëþ-÷àÿ ìàëóþ (ïîñòîÿííóþ) êîððåêöèþ äëÿ ýíäîãåííîãî äûõàíèÿ áèîìàññû,

Csat | (íîðìàëüíàÿ) êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî êèñëîðîäà íà óðîâíå íà-ñûùåíèÿ â ïîäïèòêå, µmax(t) | êîý��èöèåíò ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ðîñòà,
KS | ïîñòîÿííàÿ ïîëóíàñûùåíèÿ, Y | êîý��èöèåíò òåêó÷åñòè áèîìàññûíà ñóáñòðàòå, OUR(t) | ñêîðîñòü ïîãëîùåíèÿ êèñëîðîäà áèîìàññîé â ðåàê-òîðå, CDO(t) | êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî êèñëîðîäà â ðåàêòîðå, CX(t) |êîíöåíòðàöèÿ áèîìàññû, CS(t) | ñêîðîñòü ðîñòà áèîìàññû. Çàìåòèì, ÷òî â
(1) âåëè÷èíà µmax(t) ÿâëÿåòñÿ ìåíÿþùèìñÿ âî âðåìåíè ïàðàìåòðîì. ×àùåâñåãî ýòîò ïàðàìåòð ìåíÿåòñÿ âñëåäñòâèå àäàïòàöèè îðãàíèçìîâ, äîïîëíè-òåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ñóáñòðàò èëè, â îáùåì, âñëåäñòâèå ïîãðåøíîñòåéêèíåòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå â (1) îïèñûâàåò êîíöåíòðàöèþ ðàñòâî-ðåííîãî êèñëîðîäà â ðåàêòîðå, ïðè÷åì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòèïðåäñòàâëÿåò åñòåñòâåííîå àýðèðîâàíèå, âòîðîå | ïîãëîùåíèå êèñëîðîäààýðîáíîé áèîìàññîé è ïîñëåäíåå | ïîäïèòêó è ðàçáàâëåíèå ðàñòâîðåííîãîêèñëîðîäà. Âòîðîå óðàâíåíèå â (1) îïèñûâàåò äèíàìèêó áèîìàññû; çäåñüïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ðîñò áèîìàññû, à ïîñëåäíåå |ðàçáàâëåíèå. Ýòî, ïåðâîå ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå çà ðîñò, ñ íåêîòîðûì êî-ý��èöèåíòîì òåêó÷åñòè (Y ) òàêæå ïðèñóòñòâóåò â òðåòüåì óðàâíåíèè â (1),



Î �ÅÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈ ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÛÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊ 151íî â êà÷åñòâå ñëàãàåìîãî, õàðàêòåðèçóþùåãî ýëåìåíò ïîãëîùåíèÿ â áàëàíñåñóáñòðàòà.Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî èìåþòñÿ äàííûå òîëüêî ïî ðàñòâîðåííîìó êèñëî-ðîäó è íåò íèêàêîé èí�îðìàöèè íè ïî áèîìàññå, íè ïî ñóáñòðàòó. Ýòèîãðàíè÷åííûå èí�îðìàòèâíûå âîçìîæíîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé íåêîððåêò-íîñòè çàäà÷è ðåêîíñòðóêöèè µmax(t) è ñîñòîÿíèé CX(t), CS(t). Â äàëüíåéøåìîñíîâíîå âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî îäíîâðåìåííîìó îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðà
µmax(t), êîíöåíòðàöèè áèîìàññû CX(t) è ñêîðîñòè ðîñòà áèîìàññû CS(t) íàîñíîâå íåòî÷íûõ èçìåðåíèé êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåííîãî êèñëîðîäà CDO(t).Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû V (t0), Y , KS , CX(t0), CS(t0), Cen

sat,
Csat, kLa è �óíêöèè Fin(t), CS,in(t) ëèáî óæå îöåíåíû àïðèîðè, ëèáî âçÿòû èçëèòåðàòóðû, èìåþùåéñÿ â äîñòàòî÷íîì êîëè÷åñòâå.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ�àññìàòðèâàåìàÿ â äàííîé ðàáîòå çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íåèç-âåñòíàÿ �óíêöèÿ (êîý��èöèåíò) µmax(t) äåéñòâóåò íà ñèñòåìó (1), ïîðîæäàÿýòèì íåêîòîðîå (íåèçâåñòíîå) ðåøåíèå
C(t) = C(t;C0, µmax) = (CDO(t), CX(t), CS(t)),ãäå

C0 = (CDO(t0), CX(t0), CS(t0))| íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, êîòîðîå ìû ñ÷èòàåì èçâåñòíûì. Ïðîìåæó-òîê âðåìåíè T ðàçáèò íà ïîäèíòåðâàëû [τi, τi+1), τi+1 = τi+δ, δ > 0, i ∈ [0 : m],
τ0 = t0, τm = ϑ. Â äèñêðåòíûå (äîñòàòî÷íî ÷àñòûå) ìîìåíòû âðåìåíè τi êî-îðäèíàòà CDO(τi) èçìåðÿåòñÿ ñ îøèáêîé, ò. å., íàõîäÿòñÿ ÷èñëà ξhi = ξ(τi) ∈ Ròàêèå, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|CDO(τi) − ξhi | 6 h (2)äëÿ âñåõ i = 1, . . .,m. Çäåñü è âñþäó íèæå ñèìâîë |x| îçíà÷àåò àáñîëþòíóþ âå-ëè÷èíó ÷èñëà a. Òðåáóåòñÿ ñêîíñòðóèðîâàòü àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ �óíêöèé
v(t) = vh(t) è wh(t) = {wh1 (t), wh2 (t)}, àïïðîêñèìèðóþùèõ µmax(t) è CX(t), CS(t)ñîîòâåòñòâåííî.Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì èçâåñòíûì ÷èñëî K ∈ (0,+∞) òàêîå, ÷òî íåèç-âåñòíûå �óíêöèè µmax(t) è OUR(t) ñòåñíåíû ñëåäóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè:

OUR(t), µmax(t) ∈ L∞(T ; R), |OUR(t)| 6 K ïðè ï. â. t ∈ T. (3)Áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå óñëîâèå.Óñ ëî â è å 1. b0 6 Fin(t) 6 b1 ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ T, 0 6 b0 6 b1,

Y ∈ (0, 1), V (t) > V0 > 0,

CS,in(t) ∈ C1
(T ; R), Fin(t) ∈ L∞(T ; R),

CX(t) > CX > 0, CS(t) > CS > 0.Çäåñü R îçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë; C1
(T ; R) | ïðî-ñòðàíñòâî íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûõ �óíêöèé x(t) : T → R ñ íîðìîé

‖x(t)‖C1 = max{max
t∈T

|x(t)|,max
t∈T

|ẋ(t)|};
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L∞(T ; R) | ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó �óíêöèé x(t) : T → R ñíîðìîé ‖x(t)‖L∞ = vrai sup

t∈T

|x(t)|. Â äàëüíåéøåì ïîëàãàåì �óíêöèþ V (t) èç-âåñòíîé.Äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðèìåíèì ìåòîä âñïîìîãàòåëüíûõïîçèöèîííî-óïðàâëÿåìûõ ìîäåëåé, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ [4{7]. Ñëåäóÿ ýòîìóìåòîäó, ñíà÷àëà âûáåðåì è çà�èêñèðóåì ñåìåéñòâî
∆h = {τh,i}mh

i=0, τh,0 = t0, τh,mh
= ϑ,

τh,i+1 = τh,i + δ(h), mh = (ϑ− t0)δ
−1

(h)
(4)ðàçáèåíèé ïðîìåæóòêà âðåìåíè T ñ äèàìåòðàìè

δ(h) = δ(∆h), δ(h) → 0 ïðè h→ 0.Çäåñü h îçíà÷àåò âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ. Çàòåì ââåäåì âñïîìîãà-òåëüíóþ ñèñòåìó M , �óíêöèîíèðóþùóþ ñèíõðîííî ñ ðåàëüíîé ñèñòåìîé (1).Çàìåòèì, ÷òî
(i) Fin(t)

V (t)
=
V̇ (t)

V (t)
≈

ln

(
V (τi+1)
V (τi)

)

δ
;

(ii) Fin(τi) ≈
Vi − Vi−1

δ
.Ïîýòîìó â êà÷åñòâå M âîçüìåì äèñêðåòíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó âèäà

wh0 (τi+1) = wh0 (τi) + δ{kLa(Cen
sat − ξhi ) − ϕhi } + ln(V (τi+1)V

−1
(τi))(Csat − ξhi ),

wh1 (τi+1) = W (τi+1)CX(t0) + V −1
(τi+1)δ

i∑

j=0

V (τj)ψ
h
j ,

wh2 (τi+1) = W (τi+1)CS(t0) + CS,in(τi+1) −W (τi+1)CS,in(t0) − (5)

−V −1
(τi+1)

[ i∑

j=0

(CS,in(τj+1) − CS,in(τj))V (τj) + δY −1
i∑

j=0

V (τj)ψ
h
j

]
,ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

wh0 (t0) = ξh0 , wh1 (t0) = CX(t0), wh2 (t0) = CS(t0).Çäåñü
ψhi =

Y ϕhi
(1 − Y )

, ϕhi = ϕh(τi), W (τj) = V −1
(τj)V (t0).Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü M èìååò â êà÷åñòâå âõîäà óïðàâëåíèå ϕh(·), à âêà÷åñòâå âûõîäà | òðàåêòîðèþ wh(·)

ϕh(t) = ϕhi , wh(t) = {wh0 (t), wh1 (t), wh2 (t)} = wh(τi), t ∈ [τi, τi+1),ãäå âåêòîðà wh(τi) íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (5), à çàêîí îïðåäåëåíèÿ ϕhi óêà-çàí íèæå.Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà. Äî ìîìåíòà t0 �èêñèðóþòñÿ âåëè÷èíà
h ∈ (0, 1), �óíêöèÿ

α = α(h) : (0, 1) → R
+

= {r ∈ R : r > 0},



Î �ÅÊÎÍÑÒ�ÓÊÖÈÈ ÍÅÈÇÂÅÑÒÍÛÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊ 153ðàçáèåíèå ∆ = ∆h (4) ñ äèàìåòðîì δ = δ(∆h) è ìîäåëü (5). Çàòåì îðãàíèçó-åòñÿ ïðîöåññ óïðàâëåíèÿ ïî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè ìîäåëüþ M ñèíõðîííîñ ðàçâèòèåì ïðîöåññà �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1). �àáîòà àëãîðèòìà íà-÷èíàåòñÿ â ìîìåíò t0 è ðàçáèâàåòñÿ íà mh − 1 èäåíòè÷íûõ øàãîâ. Âî âðåìÿ
i-ãî øàãà, îñóùåñòâëÿåìîãî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè δi = [τi, τi+1), îñóùå-ñòâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè. Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ óïðàâëåíèå â ìîäåëè

ϕh(t) = ϕhi , t ∈ δi, (6)ñîãëàñíî ïðèíöèïó îáðàòíîé ñâÿçè (α(h) è K | âñïîìîãàòåëüíûå ïàðàìå-òðû)

ϕhi = ϕhi (ξ
h
i , w

h
0 (τi)) =

{
−siα−1

(h), åñëè |si| 6 α(h)K

−K sign si â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
si = ξhi − wh0 (τi). Çàòåì íàõîäèòñÿ �àçîâîå ñîñòîÿíèå wh(τi+1) ìîäåëè â ìî-ìåíò τi+1 ñîãëàñíî (5). Ïîñëå ýòîãî �óíêöèÿ vh(·) | ïðèáëèæåíèå �óíêöèè
µmax(·) | íàõîäèòñÿ ïî ïðàâèëó

vh(t) = vhi , t ∈ [τi, τi+1),ãäå
vhi = vhi (ξhi , ϕ

h
i , w

h
(τi)) =

Y (KS + wh2 (τi))ϕ
h
i

(1 − Y )wh1 (τi)w
h
2 (τi)

.Àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ðàáîòó â ìîìåíò ϑ.Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà óñòàíàâëèâàåòñÿ â òåîðåìå 1 (ñì. íèæå). Ââåäåìñëåäóþùåå óñëîâèå.Óñ ëî â è å 2. Íàéäóòñÿ ÷èñëà w1 > 0 è w2 > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ âñåõ
h ∈ (0, 1) è t ∈ T âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

wh1 (t) > w1, wh2 (t) > w2.Èòàê, èìååò ìåñòî òåîðåìà.Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, à òàêæå ñëåäóþùèå óñëî-âèÿ ñîãëàñîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà:

α(h) → 0, (h+ δ(h))α−1
(h) → 0 ïðè h→ 0. (7)Òîãäà èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñòè

sup
t∈T

|wh1 (t) − CX(t)| → 0, sup
t∈T

|wh2 (t) − CS(t)| → 0,

ϑ∫

t0

|vh(τ) − µmax(τ)|2 dτ → 0 ïðè h→ 0.Êàê âèäíî èç ýòîé òåîðåìû, �óíêöèÿ
vh(t) = vh(ξ(t), ϕh(t), wh(t))ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå \ïðèáëèæåíèÿ" íåèçâåñòíîãî ïåðåìåí-íîãî êîý��èöèåíòà µmax(t) ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè h, à �óíêöèè

wh1 (t), wh2 (t) | ïðèáëèæåíèÿìè CX(t) è CS(t) ñîîòâåòñòâåííî.
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4. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè àëãîðèòìàÏðåæäå, ÷åì ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, ïðèâåäåì âñïîìîãà-òåëüíûå îöåíêè.Ïóñòü

c(0) = 2Fmax(CS,in(t0) + Cmax(ϑ− t0))è
i(t) = κ((t− t0)/δ),ãäå κ(a) îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà a. Ââåäåì âåëè÷èíó
a(t) =

d(lnV (t))

dt
.Ëåììà 1. Ïóñòü

|ĊS,in(t)| 6 Cmax è 0 < Fin(t) 6 Fmaxïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ T . Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
∣∣∣

t∫

t0

V (τ)a(τ)CS,in(τ) dτ −
[
CS,in(τi(t))V (τi(t)) − CS,in(t0)V (t0)−

−
i(t)−1∑

i=0

(CS,in(τi+1) − CS,in(τi))V (τi)
]∣∣∣ 6 c(0)δ ïðè âñåõ t ∈ T.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Èç íåðàâåíñòâà

|V (t) − V (t+ δ)| 6

t+δ∫

t

|Fin(τ)| dτ 6 Fmaxδ, t, t+ δ ∈ T,ñëåäóåò îöåíêà
∣∣∣

t∫

t0

ĊS,in(τ)(V (τ) − Vδ(τ)) dτ
∣∣∣ 6 Fmax(t− t0)Cmaxδ, (8)ãäå Vδ(t) = V (τi) ïðè t ∈ [τi, τi+1). Çàìåòèì, ÷òî

t+δ∫

t

|V (τ)a(τ)CS,in(τ)| dτ 6 Fmax(CS,in(t0) + Cmax(ϑ− t0))δ.Ïîýòîìó ïðè t ∈ [τi, τi+1) èìååì
∣∣∣
τi∫

t0

V (τ)a(τ)CS,in(τ) dτ −
t∫

t0

V (τ)a(τ)CS,in(τ) dτ
∣∣∣ 6 (9)
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6 Fmax(CS,in(t0) + Cmax(ϑ− t0))δ.Â òàêîì ñëó÷àå ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì
τi∫

t0

V (τ)a(τ)CS,in(τ) dτ = V (τi)CS,in(τi) − V (t0)CS,in(t0) −
τi∫

t0

V (τ)ĊS,in(τ) dτ.Íóæíîå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç (8), (9) è ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà. Ëåììàäîêàçàíà.Ë åììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, V (t) > V0 > 0 è
b̃(τ) = b̃j ïðè τ ∈ [τj , τj+1), |b̃j | 6 d ïðè j ∈ [0 : mh − 1].Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∣∣∣V −1
(t)

t∫

t0

V (τ)b̃(τ) dτ − V −1
(τi(t))δ

i(t)∑

j=0

V (τj)b̃j

∣∣∣ 6 c1δ ïðè t ∈ T.Ëåììà 2 äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè.Ââåäåì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-ðÿäêà
Ċxψ(t) = ψ(t) − a(t)Cxψ(t), t ∈ T,

ĊSψ(t) = −ψ(t)

Y
+ a(t)CS,in(t) − a(t)CSψ(t)

(10)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
Cxψ(t0) = CX(t0), CSψ(t0) = CS(t0)è �óíêöèåé ψ(·) âèäà

ψ(t) = ψhj = Y ϕhj /(1 − Y ) ïðè t ∈ [τj , τj+1).Îïðåäåëèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå �óíêöèè
wh1 (t) = wh1 (τi), wh2 (t) = wh2 (τi) ïðè t ∈ [τi, τi+1) ∩ T.Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåìì 1 è 2. Òîãäà âåðíû íåðàâåí-ñòâà

|Cxψ(t) − wh1 (t)| 6 c2δ, |CSψ(t) − wh2 (t)| 6 c3δ ïðè t ∈ T.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå
ẋ(t) = f(t) − a(t)x(t), x(t0) = x0, f(·) ∈ L2(T ; R),èìååò ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü íàéäåíî ïî �îðìóëå Êîøè

x(t) = V −1
(t)V (t0)x0 + V −1

(t)

t∫

t0

V (τ)f(τ) dτ.
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Cxψ(t) = V −1

(t)V (t0)CX(t0) +

t∫

t0

V −1
(t)V (τ)ψ(τ) dτ,

CSψ(t) = V −1
(t)V (t0)CS(t0) +

t∫

t0

V −1
(t)V (τ)(a(τ)CS,in(τ) − ψ(τ)Y −1

) dτ.Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû âûòåêàåò èç ýòèõ ðàâåíñòâ è ëåìì 1 è 2.Ë åììà 4. Ïóñòü Y ∈ (0, 1) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3. Òîãäà ñïðà-âåäëèâû íåðàâåíñòâà
|CX(t) − wh1 (t)| 6 c4

(
δ +

t∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)| dτ
)
,

|CS(t) − wh2 (t)| 6 c5

(
δ +

t∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)| dτ
) ïðè t ∈ T.

(11)Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü
µ1(t) = Cxψ(t) − CX(t), µ2(t) = CSψ(t) − CS(t).Âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå
dCX(t)

dt
=

Y

1 − Y
OUR(t) − a(t)CX(t),

dCS(t)

dt
= − 1

1 − Y
OUR(t) + a(t)(CS,in(t) − CS(t)).Â òàêîì ñëó÷àå, �óíêöèè µ1(t) è µ2(t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé

µ̇1(t) =
Y

1 − Y
(ϕh(t) −OUR(t)) − a(t)µ1(t),

µ̇2(t) = − 1

1 − Y
(ϕh(t) −OUR(t)) − a(t)µ2(t),ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

µ1(t0) = µ2(t0) = 0.Ñëåäîâàòåëüíî,
µ1(t) =

Y

1 − Y

t∫

t0

Φ(t, τ)(ϕh(τ) −OUR(τ))dτ,

µ2(t) = − 1

1 − Y

t∫

t0

Φ(t, τ)(ϕh(τ) −OUR(τ))dτ,
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Φ(t, τ) = V −1

(t)V (τ).Â òàêîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà
|µ1(t)| 6 c1

t∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)| dτ, (12)

|µ2(t)| 6 c2

t∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)|dτ, t ∈ T. (13)Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû âûòåêàåò èç (12), (13) è ëåììû 3.Ë åììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4 è
CX(t) > CX > 0, CS(t) > CS > 0.Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2, ìîæíî óêàçàòü òàêîå h∗ > 0, ÷òî ïðèâñåõ h ∈ (0, h∗) è âñåõ t ∈ [τi, τi+1), i ∈ [0 : mh − 1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|vhi − µmax(t)| 6 c6(δ + |ϕhi −OUR(t)| +
t∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)| dτ). (14)Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 3 è óñëîâèåì 2, ìîæíîóêàçàòü òàêèå h1 è δ1, ÷òî äëÿ âñåõ h ∈ (0, h1) è δ = δ(h) ∈ (0, δ1) âûïîëíåíûíåðàâåíñòâà
Cxψ(t) > c

(1)
ψ > 0, CSψ(t) > c

(2)
ψ > 0 ïðè t ∈ T. (15)Ââåäåì âåëè÷èíó

∆
h
i,t ≡

∣∣∣∣∣
Y (KS + wh2 (τi))ϕ

h
i

(1 − Y )wh1 (τi)w
h
2 (τi)

− Y (KS + CSψ(t))OUR(t)

(1 − Y )Cxψ(t)CSψ(t)

∣∣∣∣∣. (16)Â ñèëó óñëîâèÿ 2, íåðàâåíñòâ (15) è ëåììû 3 èìååì îöåíêè
∆
h
i,t 6 c3(δ + |ϕhi −OUR(t)|), t ∈ [τi, τi+1), (17)ðàâíîìåðíûå ïî âñåì i ∈ [0 : mh − 1] è h ∈ (0, h1). Êðîìå òîãî, â ñèëó (12),

(13) âåðíû íåðàâåíñòâà
∣∣∣∣

1

CX(t)CS(t)
− 1

Cxψ(t)CSψ(t)

∣∣∣∣ 6 c4(|µ1(t)| + |µ2(t)|) 6

6 c5

t∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)| dτ, (18)
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∣∣∣

1

CX(t)
− 1

Cxψ(t)

∣∣∣ 6 c6

t∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)| dτ, (19)Èç (18), (19) ñëåäóåò
∆t ≡

∣∣∣∣∣
KS + CSψ(t)

Cxψ(t)CSψ(t)
− KS + CS(t)

CX(t)CS(t)

∣∣∣∣∣ 6 c7

t∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)| dτ. (20)Êðîìå òîãî,
µmax(t) =

µ(CS(t))(KS + CS(t))

CS(t)
,

µ(CS(t)) =
Y ·OUR(t)

(1 − Y )CX(t)
.Â òàêîì ñëó÷àå

µmax(t) =
Y (KS + CS(t))OUR(t)

(1 − Y )CX(t)CS(t)
,è

|vhi − µmax(t)| =

∣∣∣∣∣
Y (KS + wh2 (τi))ϕ

h
i

(1 − Y )wh1 (τi)w
h
2 (τi)

− Y (KS + CS(t))OUR(t)

(1 − Y )CX(t)CS(t)

∣∣∣∣∣.Êîìáèíèðóÿ (17), (20) è âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì
|vhi − µmax(t)| 6 ∆

h
i,t +

Y

1 − Y
|OUR(t)|∆t, t ∈ [τi, τi+1), i ∈ [0 : mh − 1],ïîëó÷èì (14). Ëåììà äîêàçàíà.Ë åììà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è 2 è ïóñòü â ñèñòåìå (5) âåëè-÷èíû ϕhj íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëàì (6). Òîãäà ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|wh0 (τi) − CDO(τi)|2 6 C(0)
(h+ δ + α), (21)

ϑ∫

t0

|ϕh(τ)|2 dτ 6

ϑ∫

t0

|OUR(τ)|2 dτ + C(1)
(h+ δ)α−1. (22)Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îöåíèì èçìåíåíèå âå-ëè÷èíû

ε(t) = |w̃h0 (t) − CDO(t)|2 + α(h)

t∫

t0

{|ϕh(τ)|2 − |OUR(τ)|2} dτ, t ∈ T.Çäåñü �óíêöèÿ w̃h0 (t), t ∈ [τi, τi+1), i ∈ [0 : mh − 1], îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó
˙̃wh0 (t) = kLa(C

en
sat − ξhi ) − ϕhi + a(t)(Csat − ξhi ), t ∈ [τi, τi+1),

˙̃wh0 (τi) = wh0 (τi).
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lim

t→τi+1−0
w̃h0 (t) = wh0 (τi+1).Ïóñòü

µi = 2(w̃h0 (τi) − CDO(τi))

τi+1∫

τi

( ˙̃wh0 (t) − ĊDO(t)) dt.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåðíî íåðàâåíñòâî
ε(τi+1) 6 ε(τi) + δ(h)

τi+1∫

τi

| ˙̃wh0 (τ) − ĊDO(τ)|2 dτ + µi+

+ α(h)

τi+1∫

τi

{|ϕhi |2 − |OUR(τ)|2} dτ. (23)�àññìîòðèì âåëè÷èíó µi â ïðàâîé ÷àñòè (23). Èìååì
µi = −2s∗i

τi+1∫

τi

{
kLa(CDO(τ) − ξhi ) + a(τ)(CDO(τ) − ξhi )+

+OUR(τ) − ϕhi
}
dτ =

3∑

j=1

λji, (24)ãäå
λ1i = 2kLas

∗

i

τi+1∫

τi

(ξhi − CDO(τ)) dτ, λ2i = 2s∗i

τi+1∫

τi

a(τ)(ξhi − CDO(τ)) dτ,

λ3i = 2s∗i

τi+1∫

τi

(ϕhi −OUR(τ)) dτ, s∗i = CDO(τi) − wh0 (τi).Ïîýòîìó, èç (23), (24) ïîëó÷àåì
ε(τi+1) 6 ε(τi) +

3∑

j=1

λji + α(h)

τi+1∫

τi

{|ϕhi |2 − |OUR(τ)|2} dτ + δLhi , (25)ãäå
Lhi =

τi+1∫

τi

∣∣kLa(ξhi − CDO(τ)) + a(τ)(ξhi − CDO(τ)) + ϕhi −OUR(τ)
∣∣2 dτ.
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max

{
sup

t06t6ϑ

|CDO(t)|, sup
t06t6ϑ

|CX(t)|, sup
t06t6ϑ

|CS(t)|
}

6 d0 < +∞.Â òàêîì ñëó÷àå èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà |ξhi −CDO(τi)| 6 h âûâîäèì
λ1i 6 d1(h+ δ)δ, (26)

λ2i 6 d2(h+ δ)δ, (27)

λ3i 6 2si

τi+1∫

τi

(ϕhi −OUR(τ)) dτ + d3hδ, si = ξhi − wh0 (τi), (28)

mh−1∑

i=0

Lhi 6 d4. (29)Çäåñü dj , j ∈ [0 : 4] | ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîìâèäå. Çàìåòèì, ÷òî
ϕhi = argmin{2siu+ α(h)u2

: −K 6 u 6 K}.Òîãäà â ñèëó (3), (6) è (28) ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ
λ3i + α(h)

τi+1∫

τi

{|ϕhi |2 − |OUR(τ)|2} dτ 6

τi+1∫

τi

{[
2siϕ

h
i + α(h)|ϕhi |2

]
−

−
[
2siOUR(τ) + α(h)|OUR(τ)|2

]}
dτ + d3hδ 6 d3hδ. (30)Âîñïîëüçîâàâøèñü (25){(28), ïîëó÷èì (äëÿ âñåõ i ∈ [1 : mh]) ñëåäóþùóþîöåíêó:

ε(τi) 6 d5(h+ δ). (31)Íåðàâåíñòâà (21), (22) ñëåäóþò èç (31). Ëåììà äîêàçàíà.Ìîíîãðà�èÿ [5] ñîäåðæèò òåîðåìó 1.2.1, êîòîðàÿ ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåìóñëó÷àþ ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, à òàêæå íåðàâåíñòâà
sup

i∈[0:mh]

|wh0 (τi) − CDO(τi)| 6 ν(h),

ϑ∫

t0

|ϕh(τ)|2 dτ 6

ϑ∫

t0

|OUR(τ)|2 dτ + ν1(h),ãäå ν(h) → 0, ν1(h) → 0+ ïðè h→ 0+. Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü
ϕh(t) → OUR(t) â L2(T ; R) ïðè h→ 0,
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ϑ∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)|2 dτ → 0 ïðè h→ 0.Èç ëåìì 4{6, à òàêæå òåîðåìû 2 âûòåêàåò òåîðåìà 1. Òàêèì îáðàçîì, ñõî-äèìîñòü àëãîðèòìà óñòàíîâëåíà.
4. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìàÏðèâåäåì îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.Ò å î ð å ì à 3. Ïóñòü �óíêöèÿ µmax(t) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îãðàíè÷åííîéâàðèàöèè.Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà:

ϑ∫

t0

|vh(τ) − µmax(τ)|2 dτ 6 C1λ(h, δ, α),

sup
t∈T

|wh1 (t) − CX(t)| 6 C2λ
1/2

(h, δ, α),

sup
t∈T

|wh2 (t) − CS(t)| 6 C3λ
1/2

(h, δ, α).Çäåñü
λ(h, δ, α) = h+ δ + α+ (h+ δ)α−1, Cj (j = 1, 2, 3)| íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, êîòîðûå ìîãóò áûòü âûïèñàíû â ÿâíîì âèäå.Äî êà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ âñåõ t ∈ δi = [τi, τi+1) âåðíûîöåíêè

|ξhi − CDO(t)| 6 c1(h+ δ), (32)

|CDO(t0) − wh0 (t0)| 6 h, (33)

|b(t) − b(τi)| 6 c2δ, |CDO(t) − CDO(τi)| 6 c3δ, (34)ãäå b(t) = lnV (t). Êðîìå òîãî
∣∣∣

t∫

τi

a(τ)CDO(τ)dτ − (b(τi+1) − b(τi))ξ
h
i

∣∣∣ 6

6
∣∣∣

t∫

τi

a(τ)CDO(τi)dτ − (b(τi+1) − b(τi))ξ
h
i

∣∣∣ +

∣∣∣
t∫

τi

a(τ)(CDO(τ) − CDO(τi))dτ
∣∣∣ 6

6 c4δ
2

+

∣∣∣(b(t) − b(τi))CDO(τi) − (b(τi+1) − b(τi))ξ
h
i

∣∣∣ 6

6 c4δ
2

+ c5h+ |b(t)(CDO(τi) − ξhi )| + |b(τi+1) − b(t)||ξhi | 6 c6(h+ δ). (35)
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|w̃h0 (t) − CDO(t)| 6 c7(h+ δ + α), t ∈ T. (36)Â ñâîþ î÷åðåäü, èç (32){(36) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

sup
t∈T

∣∣∣
t∫

t0

(ϕh(τ) −OUR(τ))dτ
∣∣∣ 6 c8(h+ δ + α). (37)Âîñïîëüçîâàâøèñü (22), ïîëó÷èì

ϑ∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)|2 dτ =

=

ϑ∫

t0

|ϕh(τ)|2 dτ − 2

ϑ∫

t0

ϕh(τ)OUR(τ) dτ +

ϑ∫

t0

|OUR(τ)|2 dτ 6

6 2

ϑ∫

t0

(OUR(τ) − ϕh(τ))OUR(τ) dτ + c9(h+ δ)α−1. (38)Ïî óñëîâèþ òåîðåìû µmax(·) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè.Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ è �óíêöèÿ OUR(t).Â òàêîì ñëó÷àå èç (37), (38) è ëåììû 1.3.3 [13] ïîëó÷àåì
ϑ∫

t0

|ϕh(τ) −OUR(τ)|2 dτ 6 c10λ(h, δ, α). (39)Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç (39) è ëåìì 4, 5.Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåòÑë å ä ñ ò â è å 1. Ïóñòü δ(h) = h, α(h) = h1/2 è �óíêöèÿ µmax(t) ÿâëÿåòñÿ�óíêöèåé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå îöåíêèñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà
ϑ∫

t0

|vh(τ) − µmax(τ)|2 dτ 6 c1h
1/4,

sup
t∈T

|wh1 (t) − CX(t)| 6 c2h
1/8,

sup
t∈T

|wh2 (t) − CS(t)| 6 c3h
1/8.Åùå îäíî ñëåäñòâèå âåðíî äëÿ ñëó÷àÿ Fin(t) ≡ 0. Ïóñòü âìåñòî óñëîâèÿ 1âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå.
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F(t) = 0, Y ∈ (0, 1),

CX(t) > CX > 0, CS(t) > CS > 0.Òîãäà âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) ïðèíèìàþò âèä
dCX(t)

dt
=

Y

1 − Y
OUR(t),

dCS(t)

dt
= − 1

1 − Y
OUR(t).Ïîýòîìó ñèñòåìà M ìîæåò áûòü âçÿòà â ñëåäóþùåé �îðìå:

wh0 (τi+1) = wh0 (τi) + δ{kLa(Cen
sat − ξhi ) − ϕhi },

wh1 (τi+1) = wh1 (τi) + δ
Y

1 − Y
ϕhi , (40)

wh2 (τi+1) = wh2 (τi) − δ
1

1 − Y
ϕhi .Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ âûøå.Ñë å ä ñ ò â è å 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 2, 3, ñèñòåìàM èìååò âèä (40),à �óíêöèÿ ϕh(t) | âèä (6). Òîãäà ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ òåîðåì 1{3, àòàêæå ñëåäñòâèÿ 1.

5. �åçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿÎïèñàííûé âûøå àëãîðèòì áûë ïðîòåñòèðîâàí íà ìîäåëüíîì ïðèìåðå.Ñèñòåìà (1) ðàññìàòðèâàëàñü íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, 3]. Êîý��èöèåíò
µmax(t) ðàâíÿëñÿ sin(t). Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìû íå çíàåì µmax(t) è õîòèìåãî âîññòàíîâèòü. Ìû òàêæå ðàññ÷èòûâàåì âîññòàíîâèòü ñîñòîÿíèÿ CX(t) è
CS(t) ïî êîíå÷íîìó ÷èñëó èçìåðåíèé ýâîëþöèè êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåííîãîêèñëîðîäà â ðåàêòîðå CDO(t).Íà ðèñ. 1{3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðåä-ïîëàãàëîñü (ñì. (1)):

KS = 0.1, Y = 0.5,

CS,in = 0.2, V (t0) = 1.5,

Fin(t) = sin(t), Cen
sat = Csat = 0.5.Ïàðàìåòðû àëãîðèòìà áûëè âçÿòû ñëåäóþùèå: α = 0.001, K = 2. Íà÷àëüíîåñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïîëàãàëîñü ðàâíûì åäèíèöå, ò. å.

CD0(t0) = CX(t0) = CS(t0) = 1.Ñèñòåìà (1) ðåøàëàñü ìåòîäîì Ýéëåðà ñ øàãîì δ. �åçóëüòàòû âû÷è-ñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàþò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
vh(t) ê µmax(t) è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü wh1 (t) ê CX(t) è wh2 (t) ê CS(t) ïðèñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ α, h è δ.
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�èñ. 2
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�èñ. 3�èñ. 1 îòâå÷àåò ñëó÷àþ, êîãäà h = 10
−3

cos(50t), δ = 10
−3, ðèñ. 2 | ñëó÷àþ

h = 10
−4

cos(50t), δ = 10
−3, ðèñ. 3 | ñëó÷àþ h = 0, δ = 10

−4. Íà ðèñóíêàõ 1{3ñïëîøíàÿ ëèíèÿ èçîáðàæàåò êîý��èöèåíò µmax(t) è ñîñòîÿíèÿ CX(t), CS(t),ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ â ìîäåëè vh(t) è êîîðäèíàòàìâñïîìîãàòåëüíîé ñèñòåìû wh1 (t) è wh2 (t).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìåæäóíàðîäíîãî èíñòèòóòà ïðèêëàä-íîãî ñèñòåìíîãî àíàëèçà (IIASA). Äëÿ âòîðîãî àâòîðà òàêæå ïðè ïîääåðæêå�îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò ¹ 06-01-00359),Ïðîãðàììû ïîääåðæêè �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà �ÀÍ\Ïðîöåññû óïðàâëåíèÿ", Ïðîãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë�îññèè (ïðîåêò ¹ ÍØ-7581.2006.1).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 167{190Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß ÑËÎÆÍÛÕ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕÑÈÑÒÅÌÈ.Ì. Ìàêàðîâ, À.À. Àõðåì, Â. Ç. �àõìàíêóëîâÂ ñòàòüå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè (ðîáàñòíîñòè) ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìàòåìà-òè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîåêòèðîâàíèÿ ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ ëèíåéíûõ äèíàìè-÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîåêòèðîâàíèÿ ïðèâîäÿòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå êðèòåðèèãðóáîé óñòîé÷èâîñòè ñïåêòðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà òàêèõ ñèñòåì, à òàêæå èõ ãðóáîéàñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿïóíîâó, ãðóáîé íåóñòîé÷èâîñòè, ñâåðõóñòîé÷èâîñòè.1. ÂâåäåíèåÏðîåêòèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êàê è ëþáûõ ñëîæíûõ òåõíè÷å-ñêèõ ñèñòåì, îñóùåñòâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, â íåñêîëüêî ýòàïîâ. Íà ýòàïåñèñòåìíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðà ñèñòåìû è âûáèðàþòñÿàëãîðèòìû óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå çàäàííûå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà.Íà ýòàïå �óíêöèîíàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñïîñîá ðåàëèçà-öèè àëãîðèòìîâ è �óíêöèé óçëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó. Íàêîíåö, íà ýòàïåòåõíè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ðåøàþòñÿ âîïðîñû ñõåìíîãî è êîíñòðóêòèâíîãîèñïîëíåíèÿ óçëîâ è ñâÿçåé ìåæäó íèìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî ïðîåê-òèðîâàíèå âåäåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ, à ýòî îçíà÷àåò ïðèâíåñåíèå â ïðîöåññïðîåêòèðîâàíèÿ êà÷åñòâåííî íîâûõ ñâîéñòâ. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, ïðèìåíåíèåÝÂÌ, âûïîëíÿþùåé îñíîâíûå òðóäîåìêèå ðàáîòû, ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòüáîëüøîå ÷èñëî âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèîáðåòàåò âàæ-íîå çíà÷åíèå ãåíåðàöèÿ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ. Â ïðàê-òèêå ïðîåêòèðîâàíèÿ íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èë ìåòîä ãåíåðàöèèáàçîâûõ ðåøåíèé ïî ïðîòîòèïó (ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñðàâíåíèÿ). Ñóòüýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïðîåêòèðóåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íàîñíîâàíèè çàäàíèÿ íà ïðîåêòèðîâàíèå ïîäáèðàåòñÿ íàèáîëåå áëèçêèé â íåêî-òîðîì ñìûñëå ïðîòîòèï, äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî ðåøåíèå çàäà÷è ïðîåêòèðîâà-íèÿ. �åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ïðîòîòèïà, ïåðåíîñÿòñÿ íà ïðîåêòèðóåìóþñèñòåìó è çàòåì êîððåêòèðóþòñÿ â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðà-çîì, ïðîòîòèïû ñëóæàò èñòî÷íèêîì âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ ïðîåêòèðóåìîéñèñòåìû. Â íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèåáîëåå ïðîñòîé çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé çàäà÷åé. Êàêïðàâèëî, â ñèñòåìå ñðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ áîëåå ïðîñòàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿìîäåëü ïðîåêòèðóåìîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðèåìëåìîåêîíñòðóêòèâíîå ðåøåíèå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â óñëîâèÿõ àâòîìàòèçèðîâàí-íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìåòîä ïðîòîòèïîâ ïðèîáðåòàåò îñîáîå çíà÷åíèå, ò. ê.îí ñëóæèò îñíîâíûì èñòî÷íèêîì áàçîâûõ âàðèàíòîâ ïîñòðîåíèÿ ïðîåêòèðó-åìîé ñèñòåìû. Äëÿ øèðîêîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èññëåäîâàíèÿ ïîðàçðàáîòêå ïðîòîòèïîâ âåäóòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà óñðåäíåíèÿ Êðûëîâà{
c© È.Ì. Ìàêàðîâ, À.À. Àõðåì, Â.Ç. �àõìàíêóëîâ, 2010



168 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÁîãîëþáîâà äëÿ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1{7℄ è òåîðåìîá óñðåäíåíèè â ñòîõàñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ [8{10℄. Ïî-ñòðîåíèå óïðîùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ýòèõìåòîäàõ îñíîâûâàåòñÿ íà ðàçäåëåíèè áûñòðûõ è ìåäëåííûõ äâèæåíèé â ñè-ñòåìå è óñðåäíåíèè áûñòðîé ñîñòàâëÿþùåé. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèèäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñðàâíåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ íå îáû÷íûå ìåòîäûïðèáëèæåíèÿ, à äðóãèå óñëîâèÿ, çàâèñÿùèå îò õàðàêòåðà ðåøàåìîé çàäà÷è.Òàê, íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ âèäîâ óñòîé÷èâîñòè òðåáóþò,÷òîáû èç óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè ñðàâíåíèÿ âûòåêàëà è óñòîé÷èâîñòü ïðîåêòè-ðóåìîé ñèñòåìû [11{19℄. Èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ,íàïðèìåð, [20{23℄: ïðîöåññ x̄ = x̄(t, t0, x0) â ñèñòåìå ñðàâíåíèÿ
˙̄x = g(x̄, t) (x̄ ∈ R

n, t > 0, x̄(t0) = x0),äëÿ êîòîðîé èìååòñÿ ý��åêòèâíûé àâòîìàòèçèðîâàííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ,äîëæåí ìàæîðèðîâàòü ïðîöåññ x = x(t, t0, x0) â ïðîåêòèðóåìîé äèíàìè÷åñêîéñèñòåìå
ẋ = f(x, t) (x ∈ R

n, t > 0, x(t0) = x0),òî åñòü
‖x̄(t, t0, x0)‖ > ‖x(t, t0, x0)‖, (∗)ãäå ‖·‖| íåêîòîðàÿ �èêñèðîâàííàÿ íîðìà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R

n. Åñëèýòî åâêëèäîâà íîðìà R
n, òî óñëîâèå (∗) ãàðàíòèðóåò, ÷òî ïðîöåññ â ïðîåêòè-ðóåìîé ñèñòåìå áóäåò íå õóæå ïðîöåññà â ñèñòåìå ñðàâíåíèÿ â òîì ñìûñëå,÷òî ñâîáîäíîå äâèæåíèå ñèñòåìû ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ x = 0 áóäåò ïðîòå-êàòü íå ìåäëåííåå, ÷åì çàòóõàíèå ïðîöåññà â ñèñòåìå ñðàâíåíèÿ. Îòìåòèìòàêæå, ÷òî åùå îäíèì âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì âèðòóàëüíîãî êîìïüþòåðíîãîñïîñîáà ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîåêòèðîâàíèÿ è óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè äèíàìè÷å-ñêèìè îáúåêòàìè ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå íèçêàÿ ñòîèìîñòü â öåëîì êîì-ïüþòåðíûõ âû÷èñëåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ çàòðàòàìè íà ðåàëèçàöèþ ðåàëüíûõ�èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàçðàáîòêè ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Îäíàêîâîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåèìóùåñòâàìè ýëåêòðîííîé �îðìû èìèòàöèè �èçè÷åñêèõïðîöåññîâ ìîæíî ëèøü ïðè óñëîâèè àäåêâàòíîãî îòîáðàæåíèÿ �èçè÷åñêîéðåàëüíîñòè â ìàòåìàòè÷åñêèõ è êîìïüþòåðíûõ ìîäåëÿõ. Ïîä àäåêâàòíîñòüþòàêèõ ìîäåëåé ìû, ñëåäóÿ [24{30℄, ïîíèìàåì ïðåæäå âñåãî:à) ïðàâèëüíîå êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå ðàññìàòðèâàåìûõ ñâîéñòâ îáúåêòàâ ìîäåëè; íàïðèìåð, âîçìîæíîñòü íà îñíîâàíèè èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè ñäå-ëàòü ïðàâèëüíûé âûâîä î íàïðàâëåíèè èçìåíåíèÿ êàêèõ-ëèáî êîëè÷åñòâåí-íûõ õàðàêòåðèñòèê ýòèõ ñâîéñòâ, îá èõ âçàèìîñâÿçè, î õàðàêòåðå êîëåáàíèéîáúåêòà, îá óñòîé÷èâîñòè åãî ñîñòîÿíèÿ èëè ýâîëþöèè è ò. ï.;á) ïðàâèëüíîå êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå ýòèõ ñâîéñòâ ñ íåêîòîðîé ðàçóì-íîé òî÷íîñòüþ.Çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòÿõ, åùå íå ïîäãîòîâëåííûõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ ðàçâè-òûõ êîëè÷åñòâåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ëèáî â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå êî-ëè÷åñòâåííûå çàêîíîìåðíîñòè ïðîÿâëÿþòñÿ íå âïîëíå ÷åòêî (íàïðèìåð, âíåêîòîðûõ ñîöèàëüíûõ èëè áèîëîãè÷åñêèõ íàóêàõ), ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëèÿâëÿþòñÿ, êàê ïðàâèëî, ïî íåîáõîäèìîñòè ëèøü êà÷åñòâåííûìè. Äàæå âòåõíè÷åñêèõ íàóêàõ, ãäå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî õîðîøî çàðåêîìåíäî-âàâøèõ ñåáÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ ïðîåêòèðîâàíèÿ,ìîäåëü ìîæåò îêàçàòüñÿ ëèøü êà÷åñòâåííîé èç-çà ñëîæíîñòè èçó÷àåìîãî îáú-åêòà. Îäíàêî è òîãäà âûÿâëåíèå íà êà÷åñòâåííîé ìîäåëè ñóùåñòâåííûõõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýòîãî îáúåêòà ïîìîãàåò ïðàâèëüíî îðèåíòèðî-âàòüñÿ ïðîåêòèðîâùèêàì. Îòìåòèì, ÷òî îäíîé èç âàæíûõ ñîñòàâëÿþùèõàäåêâàòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñëîæíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿ-åòñÿ òðåáîâàíèå åå ðîáàñòíîñòè, ò. å. óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíî ïîãðåøíî-ñòåé â èñõîäíûõ äàííûõ. Âñåãäà íàäî èìåòü ââèäó, ÷òî ýòè äàííûå, êàê



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 169ïðàâèëî, èçâåñòíû ïðîåêòèðîâùèêàì ëèøü ñ áîëüøåé èëè ìåíüøåé òî÷íî-ñòüþ è òàêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü íå äîëæíà ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ðåçóëüòàòïðîåêòèðîâàíèÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷ íåöå-ëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîñêîëüêó âîçíèêàþùèå â ðàñ÷å-òàõ ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ áóäóò ñèëüíî âîçðàñòàòü â õîäå âû÷èñëåíèé, ÷òîïðèâåäåò ê çíà÷èòåëüíîìó èñêàæåíèþ ðåçóëüòàòîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìûèçó÷èì âîïðîñû ðîáàñòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèñòåì ñðàâíåíèÿ èç êëàññà LSëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Äàííûå ñèñòåìû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ïðè èññëåäîâà-íèè ðàçëè÷íûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êâàçèëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõìîäåëåé ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè òåõíè÷åñêèìè îáúåêòàìè, à òàêæåëèíåàðèçàöèè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [13{17, 19{23℄. Ïîä ðîáàñò-íîñòüþ ìîäåëåé ñðàâíåíèÿ èç êëàññà LS ìû áóäåì ïîíèìàòü ñîõðàíåíèåñâîéñòâ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èëè ñâåðõóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòèõìîäåëåé ïðè ìàëûõ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèÿõ êîý��èöèåíòîâ(ïàðàìåòðîâ) ìîäåëåé.2. Êðèòåðèè ðîáàñòíîñòè ëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé ñðàâíåíèÿ èç êëàññà LSÓêàæåì ðÿä íåîáõîäèìûõ äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïîíÿòèé è �àêòîâîáùåé òåîðèè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðåøåíèé ëèíåéíûõäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [11{14, 31, 32℄.Îïð å ä å ë å íè å 1. ×èñëî (èëè ñèìâîë −∞ èëè +∞), îïðåäåëÿåìîå �îð-ìóëîé
λ(f) ≡ lim

t→+∞

1

t
ln |f(t)|,íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà âåùåñòâåííîé�óíêöèè f(t), îïðåäåëåííîé è íåïðåðûâíîé íà ïîëóîñè âðåìåíè (0,+∞).Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü λ ðàâåí âçÿòîìó ñ îáðàò-íûì çíàêîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÷èñëó �óíêöèè f(t), ââåäåííîìó À.Ì. Ëÿ-ïóíîâûì [33℄.Ïðèâåäåì ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïó-íîâà äëÿ ðÿäà ñïåöèàëüíûõ �óíêöèé.Ïðèìåð 1. Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé �óíêöèè f(t), îïðåäåëåííîé è íå-ïðåðûâíîé íà ïîëóîñè (0,+∞)

λ(f(t)) = λ(|f(t)|).Ïðèìåð 2. Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé êîíñòàíòû c 6= 0

λ(cf(t)) = λ(f(t)).Ïðèìåð 3. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α ∈ (−∞; +∞)

λ(eat
) = α.Ïðèìåð 4. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m

λ(tm) = 0.



170 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÏðèìåð 5. Äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà P (t) ≡ ant
n

+ . . .+ a0

λ(P (t)) = 0.Ïðèìåð 6. λ(et2
) = +∞.Ïðèìåð 7. λ(et sin t

) = 1.Óêàæåì òåïåðü îäíî âàæíîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîêàçàòåëÿËÿïóíîâà λ(f(t)) �óíêöèè f(t).Ó ò â å ðæä åíè å 1 ([11{14℄). Åñëè λ(f(t)) = α 6= ±∞, òîà) äëÿ ëþáîãî ε > 0 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
lim

t→+∞
|f(t)|e−(α+ε)t

= 0; (1)á) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞ òàêàÿ, ÷òî
lim

k→+∞

|f(tk)|e−(α−ε)tk = +∞. (2)Îáðàòíî, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî α ïðè ëþáîì ε > 0 âûïîëíåíû ñîîòíîøå-íèÿ (1) è (2), òî
λ(f(t)) = α.Óòâåðæäåíèå 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè λ(f(t)) = α, òî ïðè tk → +∞ ìîäóëü�óíêöèè y = |f(t)| ðàñòåò ìåäëåííåå, ÷åì ëþáàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ
y1 = e(α+ε)t,ãäå ε > 0, è ïî íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk → +∞ áûñòðåå, ÷åì �óíêöèÿ

y2 = e(α−ε)t (ñì. ñîîòíîøåíèÿ (1), (2)).�àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþ äè��åðåíöèàëü-íóþ ìîäåëü ñðàâíåíèÿ èç ìíîæåñòâà LS:
ẋ = A(t)x (x ∈ R

n
; t > 0), (3)ãäå x ∈ R

n, A(t) : R
n → R

n | íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îïåðàòîðíàÿ �óíê-öèÿ; ‖A(t)‖ ≡ sup

|x|=1

|Ax| < a, ãäå a | íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà;
|Ax| ≡

√
(Ax,Ax) | äëèíà âåêòîðà Ax âåùåñòâåííîãî n-ìåðíîãî åâêëèäîâàïðîñòðàíñòâà R

n.Íàäåëèì ìíîæåñòâî LS äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñðàâíåíèÿ âèäà (3)ñòðóêòóðîé ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà çàäàíèåì ðàññòîÿíèÿ d ïî �îðìóëå
d(A1(t), A2(t)) ≡ sup

t>0
‖A1(t) −A2(t)‖(âìåñòî ẋ = Ai(t)x ïèøåì êîðîòêî Ai(t), i = 1, 2).Îïð å ä å ë å íè å 2. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ðåøå-íèÿ x(t) 6= 0 ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû èç ïðîñòðàíñòâà LS íà-çûâàåòñÿ ÷èñëî λ ≡ λ(x(t)), âû÷èñëÿåìîå ïî �îðìóëå

λ ≡ lim
t→+∞

ln |x(t)|
t

.



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 171Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü λ îöåíèâàåò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò (óáûâà-íèå) ðåøåíèÿ x(t) ëèíåéíîé îäíîðîäíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû òèïà (3).Îòìåòèì, ÷òî:à) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ðåøåíèé ëèíåéíîé ñòàöèî-íàðíîé ñèñòåìû âèäà (3) ðàâíû âåùåñòâåííûì ÷àñòÿì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèéîïåðàòîð-�óíêöèè A(t) ≡ A ýòîé ñèñòåìû;á) õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ðåøåíèé ω-ïåðèîäè÷åñêîéëèíåéíîé ñèñòåìû âèäà (3)
A(t+ ω) ≡ A(t) (ω > 0; t > 0)âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì (ñì., íàïðèìåð, [11{14℄):
λi ≡

1

ω
ln |mi|, i = 1, . . ., n,ãäå m1, . . .,mn | ñîáñòâåííûå ÷èñëà îïåðàòîðà ìîíîäðîìèè M ω-ïåðèîäè÷å-ñêîé ñèñòåìû (3) (íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîðîì ìîíîäðîìèè M ω-ïåðèîäè÷åñ-êîé ñèñòåìû (3) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð M : R

n → R
n, ïåðåâîäÿùèéíà÷àëüíîå óñëîâèå ïðè t = 0 â çíà÷åíèå y(t) ñèñòåìû (3) ñ ýòèì íà÷àëüíûìóñëîâèåì ïðè t = ω).Ïóñòü X = {x1(t), . . ., xn(t)} | íåêîòîðûé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé

S(A) ñèñòåìû (3). Äîïóñòèì, êðîìå òîãî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëèËÿïóíîâà ðåøåíèé èç áàçèñà S(A) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
λ(x1(t)) > . . . > λn(xn(t)). (4)Ïîëîæèì
∑

(X) ≡
n∑

i=1

λ(xi(t)).Îïðåä å ë å íè å 3. Áàçèñ X0 íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì áàçèñîì ñèñòåìûâèäà (3), åñëè äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
∑

(X0) ≡ inf
X∈S(A)

∑
(X).Ïîêàçàòåëè (4) èç íîðìàëüíîãî áàçèñà ðåøåíèé áóäåì íàçûâàòü ïîêàçà-òåëÿìè Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (3) è îáîçíà÷àòü

λ1(A) > . . . > λn(A).Ïîêàçàòåëü λi(A) (i = 2, . . ., n) íàçîâåì i-ì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà ñèñòå-ìû (3), à ïîêàçàòåëü λ1 ≡ λ1(A) | ñòàðøèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà äè��å-ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (3).Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ 3 âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé, óñòà-íîâëåííûõ À.Ì. Ëÿïóíîâûì [33℄: äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû âèäà (3) íîðìàëüíûåáàçèñû ñóùåñòâóþò è ïîêàçàòåëè (4) ðåøåíèé èç íîðìàëüíîãî áàçèñà íå çà-âèñÿò îò âûáîðà ïîñëåäíåãî.Â äàëüíåéøåì ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà λ1(A) > . . . > λn(A) ìû áóäåì ðàñ-ñìàòðèâàòü êàê �óíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
LS:

λi(·) : LS → R (i = 1, . . .n).



172 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÍåìåöêèé ìàòåìàòèê Î. Ïåððîí äîêàçàë â 1930 ã. [34℄, ÷òî �óíêöèîíàëû
λi(A) (i = 1, . . ., n) íå ÿâëÿþòñÿ âñþäó íåïðåðûâíûìè íà ìåòðè÷åñêîì ïðî-ñòðàíñòâå LS. Çàìåòèì, ÷òî âîïðîñ î òîì, êàêèå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìèíåïðåðûâíîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà èíòåðåñåí, ïîòîìó, ÷òî îòâåò íà íåãîäàåò âîçìîæíîñòü óçíàòü, äëÿ êàêèõ ëèíåéíûõ ñèñòåì âèäà (3) àñèìïòîòè-÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëûõ (ðàâíîìåðíîíà ïîëóïðÿìîé t > 0) âîçìóùåíèÿõ îïåðàòîðíîé �óíêöèè äè��åðåíöèàëüíîéñèñòåìû è, òåì ñàìûì, óñòàíîâèòü ðîáàñòíîñòü ìîäåëåé ñðàâíåíèÿ ìåòðè÷å-ñêîãî ïðîñòðàíñòâà LS. Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíûå ìîäåëè ñðàâíåíèÿ ñ ïîñòî-ÿííûìè è ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè íåïðåðûâíî-ñòè ïîêàçàòåëåé | �óíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà λ1, . . ., λn. Èìåþò ìåñòî òàêæåñëåäóþùèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ñïåêòðà λ1(A), . . ., λn(A)ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåéíîé ìîäåëè ñðàâíåíèÿ âèäà (3).Ò å î ð å ì à 1 ([31, 35{38℄). 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëÿïóíîâà íå ìåíÿåòñâîéñòâ óñòîé÷èâîñòè, àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, íåóñòîé÷èâîñòè
(äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñèñòåìà (11) óñòîé÷èâà (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-÷èâà, íåóñòîé÷èâà), òî ïðè ëþáîì ëÿïóíîâñêîì ïðåîáðàçîâàíèè M(t) òà-êèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ïðåîáðàçîâàííàÿ ñèñòåìà (12)).2. Åñëè ñèñòåìà (3) èìååò ðàçëè÷íûå ïîêàçàòåëè, òî äëÿ èõ óñòîé÷è-âîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà �óíäàìåíòàëüíàÿñèñòåìà ðåøåíèé (áàçèñ) x1(t), . . ., xn(t), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå èí-òåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè

|xi(t)|
|xi(τ)|

:
|xi+1(t)|
|xi+1(τ)|

> deb(t−τ)
(5)äëÿ íåêîòîðûõ d > 0, b > 0 è âñåõ ÷èñåë t > τ > 0; i = 1, . . ., n− 1.3. Ïóñòü �èêñèðîâàí íåêîòîðûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . ., enåâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R

n è ïóñòü
ẋ = AM (t)x (t > 0) (6)| âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ �îðìà çàïèñè ñèñòåìû (3) â áàçèñå e1, . . ., en :

x = col (x1, . . ., xn) | n-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö; AM (t) | (n × n)-ìàòðèöàîïåðàòîðà A(t) â áàçèñå e1, . . ., en. Òîãäà, åñëè ñèñòåìà (3), (6) èìååò ðàçëè÷-íûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, òî äëÿ èõ óñòîé÷èâîñòèíåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ëÿïóíîâñêîå ïðåîáðàçîâà-íèå
y = L(t)x(L(t), L̇(t) îãðàíè÷åíû íà ïîëóîñè t > 0; | det L(t)| > m, ãäå m | íåêîòî-ðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, det L(t) | îïðåäåëèòåëü (n× n)-ìàòðèöû

L(t)), ïðèâîäÿùåå ýòó ñèñòåìó ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ñ èíòåãðàëüíî ðàçäå-ëåííûìè êîý��èöèåíòàìè
ẏi = bi(t)yi (i = 1, . . ., n);

t∫

τ

(bi(s) − bi−1(s)) ds > c(t− τ) − τ, c > 0; r > 0; (i = 1, . . ., n− 1).4. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñèñ-òåìû (6) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ëÿïóíîâñêîå ïðå-îáðàçîâàíèå
z = F (t)x,
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ż = diag (P1(t), . . ., Ps(t)) z, (7)ãäå P1(t), . . ., Ps(t) | âåðõíå-òðåóãîëüíûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ
n1, . . ., ns,

s∑

i=1

ni = n;äëÿ ñèñòåì-áëîêîâ (7) êîòîðîé âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:à) äèàãîíàëüíûå êîý��èöèåíòû pi(t), i ∈ nk, k-ãî áëîêà è pj(t), j ∈ nk+1,
(k + 1)-ãî áëîêà èíòåãðàëüíî ðàçäåëåíû;á) äëÿ êàæäîãî áëîêà âåðõíèé Ωk è íèæíèé ωk öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëèñîâïàäàþò (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

ẋ = D(t)x (x ∈ R
n, t > 0) (8)öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè Ω è ω çàäàþòñÿ �îðìóëàìè

Ω ≡ inf
T>0

lim
g→∞

1

qT

q∑

s=1

ln ‖X(sT, (s− 1)T )‖;

ω ≡ sup
T>0

lim
g→∞

1

qT

q∑

s=1

ln ‖X((s− 1)T, sT )‖−1,ãäå X(t, τ) | îïåðàòîð Êîøè ñèñòåìû (8), ò.å. ëèíåéíûé îïåðàòîð, êîòî-ðûé äåéñòâóåò èç R
n â R

n è äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x óðàâíåíèÿ (8) óäîâëå-òâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

X(t, τ)x(τ) ≡ x(t)).5. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà äâóìåðíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû òèïà (3), (6) ñîòäåëåííûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè âåêòîðàìè ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ,ñîîòâåòñòâóþùèìè åå îòäåëåííûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëàì, óñòîé-÷èâû (íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðû v(t) è w(t) íàçûâàþòñÿ îòäåëåííûìè, åñëèñóùåñòâóåò äâà çàìêíóòûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ëèøü â íà÷àëå êîîðäèíàòäâóõñòîðîííèõ ñåêòîðà, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî ëèøü ìíîæåñòâàçíà÷åíèé ýòèõ âåêòîðîâ ïðè âñåõ t > 0).Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð å ì à 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàðøèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêà-çàòåëü Ëÿïóíîâà λ1(A) ñèñòåìû (3) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì:

λ1(A) < 0.Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ñèñòåìà (3) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé óò-âåðæäåíèé 1{4 òåîðåìû 1. Òîãäà ñèñòåìà ñðàâíåíèÿ (3) ìåòðè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà LS ÿâëÿåòñÿ ãðóáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, ò.å. ñîõðà-íÿåò ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõîïåðàòîðíîé �óíêöèè ýòîé ñèñòåìû.



174 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÎòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 óñòàíàâëèâàåò àëãåáðàè÷åñêèå íåîáõîäèìûå èäîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðîáàñòíîñòè ìîäåëåé ñðàâíåíèÿ èç ìåòðè÷åñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà LS.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ILS ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ìå-òðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà LS, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (5) èíòåãðàëüíîé ðàç-äåëåííîñòè ðåøåíèé. Ââèäó óòâåðæäåíèé 1, 2 òåîðåìû 1 ëèíåéíûå äè�-�åðåíöèàëüíûå ñèñòåìû ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìèíåïðåðûâíîñòè �óíêöèîíàëîâ | ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà λ1, . . ., λn. Äè��å-ðåíöèàëüíûå ñèñòåìû èç ìíîæåñòâà ILS ⊂ LS îáëàäàþò òàêæå ñëåäóþùèìèâàæíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.Ò å î ð å ì à 3 ([36, 37℄). Ìíîæåñòâî ILS ñîâïàäàåò ñ îòêðûòûì ÿäðîììíîæåñòâà ëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéâèäà (3), (6) ñ óñòîé÷èâûì ñïåêòðîì λ1, . . ., λn õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêà-çàòåëåé Ëÿïóíîâà.Ñëåä ñ ò â è å 1 (ê òåîðåìå 3). Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (3), (6) ñ èíòåãðàëüíîéðàçäåëåííîñòüþ îáëàäàåò ãðóáî óñòîé÷èâûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçà-òåëÿìè Ëÿïóíîâà.Ò å î ð å ì à 4 ([36, 37℄). Ìíîæåñòâî ILS ñîâïàäàåò ñ îòêðûòûì ÿäðîììíîæåñòâà ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì, ïðèâîäÿùèõñÿ ëÿïóíîâ-ñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.Ñëåä ñ ò â è å 1 (ê òåîðåìå 4). Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ãðóáîäèàãîíàëèçèðóåìîé.Ò å î ð å ì à 5 ([37℄). Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ILSñâÿçíî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå LS.Ò å î ð å ì à 6 ([39℄). Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ILS ëèíåéíûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì (5) èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòèðåøåíèé, ñîâïàäàåò ñî âñåì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì LS:
ILS = LS. (9)Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (9) òåîðåìû 6 ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíåéíûå ñèñ-òåìû ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìèëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì (ìîäåëåé) ñðàâíåíèÿ èç ìåòðè÷åñêîãîïðîñòðàíñòâà LS. Â ðàáîòàõ [40, 41℄ óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå âàæíîå ãåîìå-òðè÷åñêîå ñâîéñòâî ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì èç ìíîæåñòâà ILS.Ò å î ð å ì à 7. Óñëîâèå èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ðåøåíèé (5) ýêâè-âàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ãåîìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè ëèíåéíîéäè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû âèäà (3), (6): äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå

σ > 0, ÷òî åñëè
d(A(t), B(t)) < σ,òî äëÿ âñÿêîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ z(t) äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

ż = B(t)z (z ∈ R
n, t > 0)íàéäåòñÿ íåíóëåâîå ðåøåíèå x(t) ñèñòåìû (3), äëÿ êîòîðîãî

sup
t>0

∡(x(t), z(t)) < ε,ãäå ∡(x, z) | óãîë ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè x, z âåùåñòâåííîãî n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R
n.



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 175Îòìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå n = 2 â ðàáîòàõ àâòîðîâ [42, 43℄ ãåîìåòðè-÷åñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè áûëè ñóùåñòâåííîîñëàáëåíû, à èìåííî, áûëî óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð å ì à 8. Äâóìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé
u̇ = C(t)u (u ∈ R

2, t > 0)ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ òîãäà è òîëüêî òî-ãäà, êîãäà îíà èìååò íîðìàëüíûé áàçèñ ðåøåíèé u1(t), u2(t), îáëàäàþùèéñëåäóþùèì ñâîéñòâîì ñëàáîé ãåîìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè: äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V ⊂ LS òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî M(t) ∈ Vëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà

ṙ = M(t)r (r ∈ R
2, t > 0)èìååò íåíóëåâûå ðåøåíèÿ r1(t), r2(t), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì

sup
t>0

∡(ui(t), ri(t)) < ε, (i = 1, 2).Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåì 7, 8 íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå ãåîìåòðè÷åñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðóáîéàñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ìåòðè-÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà LS.Ò å î ð å ì à 9. 1. Ïóñòü äëÿ ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû
q̇ = V (t)q (q ∈ R

n
; n > 2; t > 0), (10)ïðèíàäëåæàùåé ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó LS, âûïîëíåíû ñëåäóþùèåóñëîâèÿ:à1) ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà λ1(V (t)) ñèñòåìû (10) ìåíüøå íóëÿ

λ1(V (t)) < 0;á1) ñèñòåìà (10) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãåîìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè èçòåîðåìû 7.Òîãäà ñèñòåìà (10) ÿâëÿåòñÿ ãðóáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.2. Ïóñòü äëÿ äâóìåðíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû
ṗ = W (t)p (p ∈ R

2
; t > 0) (11)ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:à2) ñòàðøèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà λ1(W (t)) äâó-ìåðíîé ñèñòåìû (11) ìåíüøå íóëÿ

λ1(W (t)) < 0;á2) ñèñòåìà (11) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé ãåîìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿð-íîñòè èç òåîðåìû 8.Òîãäà ëèíåéíàÿ äâóìåðíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (11) ÿâëÿåòñÿãðóáî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.



176 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÎòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ 1, 2 òåîðåìû 9 óñòàíàâëèâàþò ãåîìåòðè÷å-ñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðîáàñòíîñòè ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-âîñòè ñîîòâåòñòâåííî îáùèõ íåñòàöèîíàðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ëèíåéíûõìîäåëåé ñðàâíåíèÿ è äâóìåðíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäå-ëåé ñðàâíåíèÿ âèäà (3) èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà LS. Èç òåîðåì 7,8 âûòåêàþò òàêæå ñëåäóþùèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðóáîé íåóñòîé÷èâîñòèñèñòåì òèïîâ (10), (11).Ò å î ð å ì à 10. 1. Ïóñòü äëÿ ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû âèäà(10) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:à1) ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà λ1(V (t)) ñèñòåìû (10) áîëüøå íóëÿ
λ1(V (t)) > 0;á1) ñèñòåìà (10) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ãåîìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿðíîñòè èçòåîðåìû 7.Òîãäà ñèñòåìà (10) ÿâëÿåòñÿ ãðóáî íåóñòîé÷èâîé.2. Ïóñòü äâóìåðíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà âèäà (11) óäîâëåòâî-ðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:à2) ñòàðøèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìû (11)áîëüøå íóëÿ
λ1(W (t)) > 0;á2) ñèñòåìà (11) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñëàáîé ãåîìåòðè÷åñêîé ðåãóëÿð-íîñòè èç òåîðåìû 8.Òîãäà ëèíåéíàÿ äâóìåðíàÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà (11) ÿâëÿåòñÿãðóáî íåóñòîé÷èâîé.Ïðèâåäåì òåïåðü îöåíêè ãðàíèö èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçà-òåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû òèïà (3) ïðè ìàëûõâîçìóùåíèÿõ êîý��èöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû.Ò å î ð å ì à 11. 1. Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå σ > 0, ÷òî õàðàê-òåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ëþáîé âîçìóùåííîé ñèñòåìû

ẏ = A(t)y + f(t, y), ‖f(t, y)‖ 6 σ‖y‖,ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [ω− ε,Ω + ε], ãäå Ω, ω | ñîîòâåòñòâåííî, âåðõíèé èíèæíèé öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü ñèñòåìû âèäà (3) [44℄.2. Öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè ëèíåéíîé ñèñòåìû òèïà (3) äîñòèæèìû,ò. å. äëÿ âñÿêîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ìàòðè÷íûå �óíê-öèè Bε(t), Cε(t), ‖Bε(t)‖ 6 ε, ‖Cε(t)‖ 6 ε, òàêèå, ÷òî ñòàðøèé ïîêàçàòåëüËÿïóíîâà ñèñòåìû
ż = (A(t) +Bε(t))zíå ìåíåå Ω − ε, à ìëàäøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìû
ẇ = (A(t) + Cε(t))wíå áîëåå ω + ε [45].3. Öåíòðàëüíûå ïîêàçàòåëè ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (3)îäíîâðåìåííî äîñòèæèìû, ò.å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà

u̇ = (A(t) + Pε(t))u, ‖Pε(t)‖ 6 ε,èìåþùàÿ ðåøåíèå u1(t) 
 õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà áîëü-øèì Ω − ε, ðåøåíèå u2(t) ñ ïîêàçàòåëåì ìåíüøèì ω + ε [32, 46, 47].4. Öåíòðàëüíûé ïîêàçàòåëü Ω ïîëóóñòîé÷èâ ââåðõ, à öåíòðàëüíûéïîêàçàòåëü ω ïîëóóñòîé÷èâ âíèç [32].



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 177Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèÿ 1{3 òåîðåìû 11 óñòàíàâëèâàþò òî÷íûå ãðà-íèöû èçìåíåíèÿ ñïåêòðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåé-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì òèïà (3) ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êîý��èöè-åíòîâ òàêèõ ñèñòåì.Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ñâîéñòâ èí-òåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ðåøåíèé äëÿ ìíîæåñòâ ëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíî-âåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñòàöèîíàðíûìè, ïåðèîäè÷åñêèìè,ïðèâîäèìûìè è ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè.Ò å î ð å ì à 12 ([41{43℄). 1. Ñèñòåìû ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþíå îáðàçóþò ïëîòíîãî ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûõ äè��åðåíöè-àëüíûõ ñèñòåì ñî ñòàöèîíàðíûìè êîý��èöèåíòàìè.2. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ èíòåãðàëüíîé ðàç-äåëåííîñòüþ íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷å-ñêèìè êîý��èöèåíòàìè.3. Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ íå îáðàçóþòâñþäó ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðèâîäèìûìè ïî Ëÿïóíîâó êîý��èöèåíòàìè.Ò å î ð å ì à 13 ([48, 49℄). Ñâîéñòâî èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ðåøå-íèé íå òèïè÷íî â êëàññå ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõñèñòåì, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå óðàâíåíèå
ṗ = Aqp(t)p (p ∈ R

n
; t > 0)ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ, ÷òî ëþáîå óðàâíåíèå

ṙ = Bqp(t)p (t ∈ R
n
; t > 0)ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé Bqp(t), äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê Aqp(t) â ñìû-ñëå ìåòðèêè

d(Aqp, Bqp) ≡ sup
t>0

‖Aqp(t) −Bqp(t)‖,íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè ðåøåíèé.Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû òåîðåì 12, 13 êîíòðàñòèðóþò ñ ðåçóëüòàòîìÂ.Ì. Ìèëëèîíùèêîâà î òîì, ÷òî ñâîéñòâî èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè òè-ïè÷íî â êëàññå âñåõ ëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðà-âíåíèé âèäà (3) ñ îãðàíè÷åííûìè íåïðåðûâíûìè êîý��èöèåíòàìè (ñì. [39℄,à òàêæå òåîðåìó 6 íàñòîÿùåé ðàáîòû).3. Î íåêîòîðûõ ðîáàñòíûõ ñâîéñòâàõïðàâèëüíûõ è ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõäè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé èç êëàññà LSÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíóþ îäíîðîäíóþäè��åðåíöèàëüíóþ ìîäåëü ñðàâíåíèÿ âèäà
ż = A(t)z (z ∈ R

n
; t > 0), (12)ãäå A(t) : R

n → R
n | íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ;

‖A(t)‖ ≡ sup

|z|=1

|A(t)z| < a (t > 0),ãäå a | íåêîòîðàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà; |Az| ≡
√

(Az,Az) | äëèíàâåêòîðà Az âåùåñòâåííîãî n-ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R
n.



178 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÎïðåä å ë å íè å 4 ([11{14℄). Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà âèäà (12) íàçûâàåòñÿïðàâèëüíîé ïî Ëÿïóíîâó, åñëè ñóììà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ååñîâïàäàåò ñ íèæíèì ïðåäåëîì ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëåäà ìàòðèöû êîý��èöè-åíòîâ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (12), ò. å. èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
∑

(A) ≡
n∑

i=1

λi(A) = lim
t→+∞

1

t

t∫

t0

Sp A(t1) dt1. (13)Ïðàâèëüíûå ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå ñèñòåìû âèäà (12), (13) îáëàäàþòñëåäóþùèìè âàæíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè (ñì., íàïðèìåð, [11{14, 31, 32℄).1. Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (12) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,êîãäàà) ñóùåñòâóåò ïðåäåë ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñëåäà ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ
A(t) ñèñòåìû (12)

E = lim
t→+∞

1

t

t∫

t0

Sp A(t1) dt1;á) âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
E =

∑
(A).2. Ëèíåéíûå äè��åðåíöèàëüíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè è ïåðèîäè÷å-ñêèìè êîý��èöèåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëüíûìè.3. Òðåóãîëüíàÿ îäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà òèïà (12) ÿâëÿåòñÿ ïðà-âèëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå äèàãîíàëüíûå êîý��èöèåíòû akk(t)

(k = 1, . . ., n) èìåþò êîíå÷íûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
λk = lim

t→+∞

1

t

t∫

t0

akk(t1) dt1. (14)4. Äëÿ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ñèñòåìû òèïà (12) ñðåäíèå çíà÷åíèÿ
λ1, . . ., λn åå äèàãîíàëüíûõ êîý��èöèåíòîâakk(t), çàäàâàåìûå �îðìóëàìè(14),äàþò ïîëíûé ñïåêòð {λ1, . . ., λn} åå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïó-íîâà.�àññìîòðèì òåïåðü íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (12) âîçìóùåííóþ ñèñòåìó

u̇ = [A(t) +M(t)]u, (u ∈ R
n, t > 0), (15)ãäå M(t) | íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ; ‖M(t)‖ 6 σ (ãäå

σ | äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî).Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Ò å î ð å ì à 14 ([50℄). Ïóñòü n = 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ðå-øåíèÿ z(t), u(t) ñîîòâåòñòâåííî äâóìåðíûõ ñèñòåì (12), (15) òàêèå, ÷òîâûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:à) sin
2 ∡(z(t), u(t)) 6 C2σ2

(t ∈ [0,+∞));



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 179á) sin
2 ∡(z(t), u(t)) > 1 − C2σ2

(t ∈ [0,+∞)); ãäå C | íåêîòîðàÿ ïîëîæè-òåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñèñòåì (12), (15) îòëè÷àþòñÿíå áîëåå ÷åì íà âåëè÷èíó 3Kσ, ãäå
K ≡ 1 + 4aC + 2Cσ + 8aC2σ2

+ 2C2σ2. (16)Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 14 äàåò ãåîìåòðè÷åñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé-÷èâîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé äâóìåðíûõ ïðàâèëüíûõ äè��åðåí-öèàëüíûõ ñèñòåì òèïà (12). Âåëè÷èíà 3Kσ èç óñëîâèÿ òåîðåìû 12 (ãäå Kâû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå (16)) ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöåé èçìåíå-íèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðàâèëüíîé äâóìåðíîé ñèñ-òåìû (12) ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû.Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 14 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð å ì à 15. Ïóñòü äâóìåðíàÿ ïðàâèëüíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (12) óäîâëåòâîðÿåò îäíîìó èç óñëîâèé à), á)òåîðåìû 14. Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ñòàðøèé õàðàêòåðèñòè-÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà λ1(A) ñèñòåìû ìåíüøå íóëÿ:
λ1(A) < 0.Òîãäà ïðàâèëüíàÿ ñèñòåìà (12) ÿâëÿåòñÿ ãðóáî (ðîáàñòíî) àñèìïòîòè-÷åñêè óñòîé÷èâîé.Òåîðåìà 15 äàåò ãåîìåòðè÷åñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ñâîé-ñòâà àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äâóìåðíûõ ïðàâèëüíûõ ñèñòåì äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà (12) ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ìàòðèö êîý��è-öèåíòîâ ïðàâûõ ÷àñòåé ýòèõ ñèñòåì.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà A(t) ëèíåéíîé îäíîðîäíîé äè��åðåí-öèàëüíîé ñèñòåìû (12) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé (ò. å. òàêîé ìàòðè-öåé A(t), ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {A(t + τi)}, τi ∈ (−∞; +∞) ìîæíîâûáðàòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ íà âñåé ÷èñëîâîéïðÿìîé [51, 52℄). Íàïîìíèì òàêæå (ñì., íàïðèìåð, [31, 32℄), ÷òî ëèíåéíàÿñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12) íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïðèâîäèìîé êñèñòåìå

u̇ = R(t)u, (u ∈ R
n
), (17)åñëè äëÿ ëþáîãî σ > 0 ñóùåñòâóåò ëÿïóíîâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå

u = Sσ(t)x,ïåðåâîäÿùåå åå â ñèñòåìó
ν̇ = (R(t) + Pσ(t))ν, (ν ∈ R

n
) (18)ñ âûïîëíåííûì íåðàâåíñòâîì

‖Pσ(t)‖ 6 σ,è ïðîñòî ïî÷òè ïðèâîäèìîé, åñëè ïðè ýòîì ìàòðèöà R(t) îêàçûâàåòñÿ ïîñòî-ÿííîé
R(t) = R0 (t ∈ (−∞; +∞)). (19)Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè èìåþò ìåñòîñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.



180 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÒ å î ð å ì à 16 ([53, 54℄). Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé ïî÷òè-ïåðèî-äè÷åñêîé ñèñòåìû òèïà (12) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýòà ñèñòåìàáûëà ïî÷òè ïðèâîäèìîé.Ò å î ð å ì à 17 ([55℄). Äëÿ óñòîé÷èâîñòè âåðõíåãî (íèæíåãî) öåíòðàëü-íîãî ïîêàçàòåëÿ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé ëèíåéíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé òèïà (12) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûë óñòîé÷èâíàèáîëüøèé (ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøèé) õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçà-òåëü Ëÿïóíîâà ýòîé ñèñòåìû.Ò å î ð å ì à 18 ([56{59℄). Â ïðîñòðàíñòâå Spq ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ëè-íåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì âñþäó ïëîòíî ìíîæåñòâî ïî÷òè-ïðèâî-äèìûõ ñèñòåì.Èç òåîðåì 16, 18 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ñë å ä ñ ò â è å 1 (ê òåîðåìàì16, 18). Â ïðîñòðàíñòâå Spq âñþäó ïëîòíî ìíî-æåñòâî ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ óñòîé÷èâûìè õàðàêòåðèñòè÷å-ñêèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà.Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 16 äàåò êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè ñïåêòðà õàðàêòå-ðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé ëèíåéíîé äè��å-ðåíöèàëüíîé ñèñòåìû òèïà (12). Òåîðåìà 17 óñòàíàâëèâàåò êðèòåðèé óñòîé-÷èâîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû âèäà (12).Òåîðåìà 18 è ñëåäñòâèå 1 òåîðåì 16, 18 äàþò îïèñàíèå òèïè÷íîãî ìíîæåñòâàýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��å-ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà (12).4. �îáàñòíîñòü ñâåðõóñòîé÷èâûõëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåìÓñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ñâîéñòâîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ðÿäå ñëó÷àåâ íàíà÷àëüíîì ó÷àñòêå òðàåêòîðèé ðåøåíèé ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ý��åêò ðåçêîãîðîñòà òðàåêòîðèé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîãî íåðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ òðà-åêòîðèé ðåøåíèé ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñòàöèîíàðíóþ äè��åðåíöèàëüíóþñèñòåìó:
ẋ = Ax, (x ∈ R

3, t > 0), (20)ãäå
x ≡

(
x1
x2
x3

)
≡ col (x1, x2, x3)| òðåõìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R

3;
A ≡




− 1

6 1 0

0 − 1
6 1

0 0 − 1
6



| âåùåñòâåííàÿ æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà (3 × 3) ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì(çíà÷åíèåì) − 1
6 .Ïóñòü x(t) | ðåøåíèå ñèñòåìû (20) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x(0), ðàâíûì

x(0) = col (1, 1, 1). (21)



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 181Èñïîëüçóÿ (20), íàõîäèì, ÷òî
x(t) = e−

1
6

t




1 t t2

2

0 1 t

0 0 1



 col (1, 1, 1) (t > 0). (22)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (21), ïîëó÷àåì, ÷òî
x(1) = e−

1
6 col

(
5

2
, 2, 1

)
; x(2) = e−

1
3 col (5, 3, 1). (23)Äëÿ ëþáîãî x ∈ R

n, n > 2, ïîëîæèì
‖x‖ ≡ max

16i6n
|xi| (24)(â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 3 ìû èìååì ‖x‖ ≡ max

16i63
|xi| (x ∈ R

n
)).Ó÷èòûâàÿ (22), (23), ïîëó÷àåì

‖x(1)‖ =
5

2
e−

1
6 ; ‖x(2)‖ = 5e−

1
3 . (25)Èñïîëüçóÿ (20), (24), îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì

‖x(1)‖
‖x(0)‖ =

5

2
e−

1
6 > 2, (26)

‖x(2)‖
‖x(0)‖ = 5e−

1
3 >

5

2
. (27)(Â ñàìîì äåëå, òàê êàê

5
6 > 3 · 46 > e46 e

1
3 < 3

1
3 < 2,òî (

5

2

)6

> e26
; e−

1
3 < 2

−1,îòêóäà
5

2
e−

1
6 > 2; 5e−

1
3 >

5

2
,÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü).Íåðàâåíñòâà (25), (26) ïîêàçûâàþò, ÷òî ‖x(1)‖ âîçðàñòàåò áîëåå ÷åì âäâîåïî ñðàâíåíèþ ñ ‖x(0)‖ = 1, à íîðìà ‖x(2)‖ | áîëåå ÷åì â äâà ñ ïîëîâèíîéðàçà.Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü íåæåëàòåëüíîãî ý��åêòà âñïëåñêà íà íà÷àëü-íîì ó÷àñòêå òðàåêòîðèé ðåøåíèé, â ðàáîòàõ [60{62℄ âûäåëåí ñïåöèàëüíûéêëàññ ñâåðõóñòîé÷èâûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ íîðìà ðåøåíèé ìîíîòîííî óáû-âàåò ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà âðåìåíè t.Íàïîìíèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà A ≡ ((aij)), i, j {1, . . ., n} íàçûâàåòñÿñâåðõóñòîé÷èâîé, åñëè ó íåå íà äèàãîíàëè ñòîÿò îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è îíèïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïðåâîñõîäÿò ñóììó ìîäóëåé íåäèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâïî ñòðîêå

min
i

(
−aij −

∑

i6=j

|aij |
)

= σ(A) = σ > 0.



182 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÊàê ïîêàçàíî â [60{62℄, ñâåðõóñòîé÷èâûå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè-÷åñêè óñòîé÷èâûìè, íî íå íàîáîðîò.Äëÿ ñâåðõóñòîé÷èâûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð å ì à 19 ([60℄). Ïóñòü ñèñòåìà
ẏ = Ay (t > 0, y ∈ R

n, A ≡ const ) (28)ÿâëÿåòñÿ ñâåðõóñòîé÷èâîé. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ y(t) ñèñ-òåìû (28) èìååò ìåñòî îöåíêà
‖y(t)‖ 6 ‖y(0)‖e−σt. (29)Íåðàâåíñòâî (29) ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåøåíèå y(t) ñâåðõóñòîé÷èâîé ñòàöèî-íàðíîé ñèñòåìû (28) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t→ +∞.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â îòëè÷èå îò óñòîé÷èâîñòè (àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé-÷èâîñòè) ñâåðõóñòîé÷èâîñòü ñîõðàíÿåòñÿ è â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå, à òàêæåïðè íàëè÷èè íåñòàöèîíàðíûõ è íåëèíåéíûõ âîçìóùåíèé.Ò å î ð å ì à 20 ([60℄). Ïóñòü äëÿ âñåõ ÷èñåë t > 0 íåñòàöèîíàðíàÿ ëèíåé-íàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ż = A(t)z (z ∈ R

n
) (30)óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ñâåðõóñòîé÷èâîñòè:

σ(A(t)) > σ > 0. (31)Ïóñòü, êðîìå òîãî, âîçìóùåíèÿ f(t, u) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
‖f(t, u)‖ 6 β‖u‖; 0 6 β < σ; u ∈ R

n
; t > 0. (32)Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u(t) âîçìóùåííîé ñèñòåìû

u̇ = A(t)u + f(t, u) (t > 0, u ∈ R
n
) (33)èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

‖u(t)‖ 6 e−(σ−β)t‖u‖. (34)Óñëîâèÿ (31){(34) ïîêàçûâàþò, ÷òî ñâîéñòâî ñâåðõóñòîé÷èâîñòè ëèíåéíûõíåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì òèïà (30) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì (ðîáàñò-íûì) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìûèç êëàññà LS. Îòìåòèì, ÷òî ââèäó (30){(33) âåëè÷èíà σ ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðà-íèöåé âåëè÷èíû íîðìû äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé ñèñòåìû (30), ñîõðàíÿþùèõñâîéñòâî ñâåðõóñòîé÷èâîñòè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî, åñëè â íåñòàöèîíàðíîéñèñòåìå (30) ìàòðèöà A(t) ñâåðõóñòîé÷èâà ïðè ëþáîì �èêñèðîâàííîì çíà-÷åíèè ïàðàìåòðà âðåìåíè t, òî ñèñòåìà (29) ÿâëÿåòñÿ ñâåðõóñòîé÷èâîé (ñì.îöåíêó (34) ïðè β ≡ 0). Ýòîò âûâîä ñòàíîâèòñÿ íåâåðíûì ïðèìåíèòåëüíî êàñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì.Â ñàìîì äåëå, ñëåäóÿ [32, ñ. 123{126℄, ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ñèñòåìóîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
u̇ = A′

(t)u (z ∈ R
2, t > 0) (35)



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 183ñ ìàòðèöåé êîý��èöèåíòîâ
A′

(t) ≡
(−1 − 2 cos 4t −2 + 2 sin 4t

2 + 2 sin 4t −1 + 2 cos 4t

)
. (36)Ïðè ëþáîì t > 0 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû (35) λ′1(t), λ′2(t) ðàâíû

λ′1(t) = λ′2(t) ≡ −1.Â òî æå âðåìÿ ñèñòåìà (35){(36) äîïóñêàåò ðåøåíèå u(t)

u(t) ≡ (et
sin 2t; et

cos 2t)ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà λ(u(t)), ðàâíûì
λ(u(t)) = 1.5. �îáàñòíîñòü íåêîòîðûõ ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ëèíåéíûõíåñòàöèîíàðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñòåìÂ ýòîì ïàðàãðà�å èçó÷àþòñÿ âîïðîñû ãðóáîñòè (ðîáàñòíîñòè) íåêîòîðûõìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ è îöåíêè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñïåöèàëüíûõ êëàññîâëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû ñî ñòàöèîíàðíûìè êîý��èöèåíòàìè

ẋ = A′x (x ∈ R
n, t > 0) (37)ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷å-íèé (÷èñåë) µk (k = 1, . . ., n) ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ A′ ñèñòåìû (37).Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû

ẏ = A′
(t)y (y ∈ R

n, t > 0), (38)âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñóùåñòâóåò ñòîëü ïðÿìîé ñâÿçè ìåæäó ñîáñòâåííûìè çíà-÷åíèÿìè µk(t) ìàòðèöû A′
(t) è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâàñèñòåìû (37). Â ñàìîì äåëå, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�åäëÿ ëèíåéíîé äâóìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (35)

ż = A0(t)z (z ∈ R
2, t > 0),

A0(t) ≡
(
a11(t) a12(t)

a21(t) a22(t)

)
,

a11(t) ≡ −1 − 2 cos 4t; a12(t) ≡ −2 + 2 sin 4t;

a21(t) ≡ 2 + 2 sin 4t; a22(t) ≡ −1 + 2 cos 4t.Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A0(t)µ1(t), µ2(t) îòðèöàòåëüíû
µ1(t) = µ2(t) = −1,à ñèñòåìà (35) èìååò ðåøåíèå z(t) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì Ëÿïó-íîâà λ(z(t)), ðàâíûì 1

λ(z(t)) = 1.



184 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÏðèâåäåì òåïåðü íåêîòîðûé îáùèé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ïðèìåðîâ, ïîäîá-íûõ (35). �àññìîòðèì, ñëåäóÿ [32℄, ñëåäóþùóþ äâóìåðíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìóîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
u̇ = A(t)u (u ∈ R

2, t > 0), (38)
A(t) ≡ U−1BU(t) − U−1

(t)U̇ (t),

U(t) ≡
(
c −s
s c

)
; c ≡ cosω(t), s ≡ sinω(t), ω > 0;

U(t) | óíèòàðíàÿ, äâóìåðíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ ñ îãðàíè÷åí-íîé ïðîèçâîäíîé
U̇(t) =

(−ωs −ωc
ωc −ωs

)
;

B ≡
(
b11 b12
b21 b22

) | äâóìåðíàÿ êâàäðàòíàÿ ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðîé
∆ ≡ det B < 0; S ≡ SpB ≡ b11 + b22 < 0. (39)Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (38) ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàöèîíàðíîé äâóìåðíîé ñèñ-òåìû

ν̇ ≡ Bν (ν ∈ R
2, t > 0) (40)ñ ïîìîùüþ äâóìåðíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (ìîð�èçìà)

u = U−1
(t)ν. (41)Â ñèëó (39) ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, λ2 ìàòðèöû B, ÿâëÿþùèåñÿ îäíîâðåìåííîõàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìè Ëÿïóíîâà ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñèñ-òåìû (40), èìåþò ðàçíûå çíàêè

λ1 > 0, λ2 < 0. (42)Ââèäó òîãî, ÷òî ëÿïóíîâñêèé ìîð�èçì (41) ñîõðàíÿåò ñïåêòð ïîêàçàòåëåéËÿïóíîâà, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè λ1(A), λ2(A) äâóìåðíîé ïåðèîäè-÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (38) óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
λ1(A) = λ1 > 0, λ2(A) = λ2 < 0. (43)Ñëåäóÿ [32℄, ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà µ1(t), µ2(t) ïåðèîäè÷åñêîéìàòðèöû A(t) âñåãäà ïîñòîÿííû è íàäëåæàùèì âûáîðîì ïàðàìåòðà ω ìîãóòáûòü ñäåëàíû ëèáî îòðèöàòåëüíûìè, ëèáî êîìïëåêñíûìè ñ îòðèöàòåëüíûìèâåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè.Ïîëîæèì

A(U) ≡ U−1BU. (44)Äëÿ ìàòðèöû A(U) âûïîëíåíî
SpA(U) = SpB = S; det (A(U)) = det B = ∆. (45)Òàê êàê Sp U−1U̇ = 0

(
U−1U̇ = U⊤U̇ =

(
c s

−s c

) (−ωs −ωc
ωc ωs

)
=

(
0 −ω
ω 0

))
,



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 185òî, èñïîëüçóÿ (39), (45), ïîëó÷àåì, ÷òî
Sp A(t) = Sp (A(U) − U−1U̇) = Sp A(U) = S < 0;

det A(t) = det (A(U) − U−1U̇) = det A(U)+

+(a12(U) − a21(U))ω + ω2
= ∆ + (a12(U) − a21(U))ω + ω2.

(46)Èñïîëüçóÿ (38), (44), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
a12(U) − a21(U) = b12 − b21 = const. (47)Èç (47), (48) ñëåäóåò, ÷òî det A(t) íå çàâèñèò îò âðåìåíè t.�àññìîòðèì òåïåðü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì P (A(t)) ìàòðèöû A(t)

P (A(t)) = µ2 − Sµ+ ∆ + (b12 − b21)ω + ω2
= 0. (48)Åãî êîðíè (ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A(t)) µ1(t), µ2(t) çàäàþòñÿ �îðìóëàìè

µ1(t) =
S

2
+

√
S2

4
− ∆(ω); µ2(t) =

S

2
−
√
S2

4
− ∆(ω), (49)ãäå ∆(ω) ≡ ∆ + (b12 − b21)ω + ω2.Òàê êàê S < 0, òî çà ñ÷åò íàäëåæàùåãî âûáîðà âåëè÷èíû ω > 0 ñîáñòâåí-íûå ÷èñëà µ1(t), µ2(t) ìîãóò áûòü ñäåëàíû êàê îòðèöàòåëüíûìè, òàê è êîì-ïëåêñíûìè (êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè) ñ îòðèöàòåëüíûìè âåùåñòâåííûìè÷àñòÿìè.Ïðèâåäåííûé ðàíåå ïðèìåð äâóìåðíîé ïåðèîäè÷åñêîé äè��åðåíöèàëü-íîé ñèñòåìû (35) ïîëó÷àåòñÿ ýòèì ìåòîäîì â ñëó÷àå, êîãäà B ≡ diag (−3; 1) |äèàãîíàëüíàÿ (2 × 2)-ìàòðèöà; ω = 2.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîý��èöèåíòû b11, b12, b21, b22 äâóìåðíîé êâà-äðàòíîé ìàòðèöû B ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

∆ ≡ det B = b11b22 − b12b21 > 0;

S ≡ Sp B = b11 + b22 < 0;

S2

4
− ∆ > 0.Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, λ2 ïîñòîÿííîé ìàòðèöû Â ÿâëÿþòñÿâåùåñòâåííûìè è îòðèöàòåëüíûìè
λ1 < 0, λ2 < 0. (50)Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé λ1(A), λ2(A) ïåðèîäè÷åñêîé äè��åðåí-öèàëüíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (38) ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

λ1(A) = λ1 < 0, λ2(A) = λ2 < 0. (51)Âûáåðåì òåïåðü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ω òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðà-âåíñòâà
S2 − 4∆(ω) ≡ S2 − 4∆ − 4(b12 − b21)ω − 4ω2 > 0, (52)

∆(ω) ≡ ∆ + (b12 − b21)ω + ω2 > 0. (53)



186 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂÈñïîëüçóÿ (50){(53), ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ µ1(t), µ2(t) ìà-òðèöû A(t) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì
µ1(t) =

S

2
+

√
S2

4
− ∆(ω) < 0;

µ2(t) =
S

2
−
√
S2

4
− ∆(ω) < 0.

(54)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êàê ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ µ1(t), µ2(t), òàê è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà λ1(A), λ2(A)ëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (38) ÿâëÿþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè:
µ1(t) < 0, µ2(t) < 0;

λ1(A) < 0, λ2(A) < 0.�àññìîòðèì, íàêîíåö, ñëó÷àé, êîãäà äëÿ ïîñòîÿííîé êâàäðàòíîé ìàòðèöûâûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ
∆ ≡ det B > 0;

S ≡ Sp B > 0;

S2 − 4∆ > 0.

(55)Â ýòîì ñëó÷àå ââèäó (55) ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 ïîñòîÿííîé äâóìåðíîéìàòðèöû âåùåñòâåííû è ïîëîæèòåëüíû
λ1 > 0, λ2 > 0. (56)Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà λ1(A), λ2(A) ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (38) óäîâëåòâî-ðÿþò â ñèëó (55), (56) íåðàâåíñòâàì

λ1(A) = λ1 > 0, λ2(A) = λ2 > 0. (57)Âûáåðåì òåïåðü ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî ω òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþ-ùèå ñîîòíîøåíèÿ:
S2 − 4∆(ω) > 0,

∆(ω) ≡ ∆ + (b12 − b21)ω + ω2 > 0.
(58)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (57), (58), íàõîäèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà µ1(t),

µ2(t) ìàòðèöû A(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
µ1(t) =

S

2
+

√
S2

4
− ∆(ω) > 0;

µ2(t) =
S

2
−
√
S2

4
− ∆(ω) > 0.

(59)Èç (59) âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå ñîáñòâåííûå ÷èñëà
µ1(t), µ2(t) è ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà λ1(A), λ2(A) ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (38)ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè

µ1(t) > 0, µ2(t) > 0;

λ1(A) > 0, λ2(A) > 0.Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ìàòðèöó êîý��èöèåí-òîâ A′
(t) íåñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìû (38) ìîæíîóñòàíîâèòü íåêîòîðóþ ñâÿçü ìåæäó ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè (çíà÷åíèÿìè) ìà-òðèöû êîý��èöèåíòîâ ñèñòåìû A′

(t) è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ïîêàçàòåëÿìèËÿïóíîâà ýòîé ñèñòåìû, à èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 187Ò å î ð å ì à 21 (ìåòîä çàìîðîæåííûõ êîý��èöèåíòîâ [32, 63℄ ). Ïðåäïî-ëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (38) âûïîëíåíû óñëîâèÿ:à) ìàòðèöà A′
(t) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé

‖A′
(t)‖ 6 K;á) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

M(t) 6 ρ,ãäå
M(t) ≡ max

16i6n
Re µi(t),

ρ = const > 0, µ1(t), . . ., µn(t) | ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (n× n)-ìàòðèöû A′
(t)

(n > 2);â) ‖A′
(t) − A′

(τ)‖ 6 σ|t − τ |, ‖Ȧ′
(t)‖ 6 σ, Ȧ′

(t) ≡ dA′(t)
dt

| ïðîèçâîäíàÿ ìà-òðèöû A′
(t) ïî ïàðàìåòðó âðåìåíè t. Òîãäà ñòàðøèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèéïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ñèñòåìû òèïà (38) äîïóñêàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó:

λmax(A
′
) 6 ρ+ ψ−1,ãäå ψ | ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

n∑

k=1

σk(2K)
k−1ψk+1

= 1.Â ÷àñòíîñòè, âñåãäà
λmax(A

′
) 6 ρ+ 2K n+1

√
σ(n2 + n)(8K2)−1. (60)Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (62) óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 21 ïîêàçûâàåò,÷òî îòêëîíåíèå âåëè÷èíû λmax(A

′
) îò âåðõíåé ãðàíè çíà÷åíèé âåëè÷èíû

M(t) ≡ max
16i6n

Re µi(t),ãäå µi(t) | i-å ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A′
(t), âûçâàííîå íåñòàöèîíàð-íîñòüþ A′

(t), èìååò ïîðÿäîê íå âûøå n+1
√
σ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ σ.Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ìåòîä íàõîæäåíèÿ õàðàê-òåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ñòàöèîíàðíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ ñèñ-òåì ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí íà ìíîæåñòâî íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì, óäî-âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ â) òåîðåìû 21, ñ ïîãðåøíîñòüþ íå âûøå n+1

√
σ , ò. å.ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì äëÿ ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷å-ñêèõ ñèñòåì, óäîâëåòâîðÿþùèõ îäíîìó èç ñîîòíîøåíèé

‖A′
(t) −A′

(τ)‖ 6 σ|t− τ |;
‖Ȧ′

(t)‖ 6 σïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà σ > 0.



188 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ6. Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè (ðîáàñòíîñòè)ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé ïðîåêòèðîâà-íèÿ ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ñèñòåì. Äëÿ ëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõìîäåëåé ïðîåêòèðîâàíèÿ äàþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå êðèòåðèèãðóáîé óñòîé÷èâîñòè ñïåêòðà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ðå-øåíèé ýòèõ ìîäåëåé, à òàêæå èõ ãðóáîé àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî Ëÿ-ïóíîâó, ãðóáîé íåóñòîé÷èâîñòè è ñâåðõóñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûìëèíåéíûì è íåëèíåéíûì âîçìóùåíèÿì èõ ìàòðèö êîý��èöèåíòîâ. Èññëå-äóþòñÿ òàêæå âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ïðàâèëüíûõ èïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ (êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ) ëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà�ÀÍ ¹ 14 \Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû èí�îðìàòèêè è èí�îðìàöèîííûõòåõíîëîãèé" (ïðîåêò ¹ 2.44) è �ÔÔÈ (ïðîåêò ¹ 07-01-00572).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Áî ã î ëþá îâ Í.Í. Î íåêîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäàõ â ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêå.|Êèåâ: Èçä-âî ÀÍ ÓÑÑ�, 1965.2. Áî ã î ëþá îâ Í.Í. Ìè òð îïî ëü ñ ê èé Þ.À. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû â òåîðèè íå-ëèíåéíûõ êîëåáàíèé.|Ì.: Ôèçìàòãèç, 1963.3. Ìè òð îïî ëü ñ ê èé Þ.À. Ìåòîäû óñðåäíåíèÿ â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå.|Êèåâ: Íàóê.äóìêà, 1971.4. Â îë î ñ î â Â.Ì. Óñðåäíåíèå â ñèñòåìàõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé//Óñïåõè ìàòåì. íàóê.|1962.|¹ 6.|Ñ. 3{126.5. Àðí îë üä Â.È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.|Ì.: Íàóêà, 1974.6. � ð å á å íùèê îâ Å.À. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ.|Ì.: Íàóêà, 1986.7. � ð å á å íùèê îâ Å.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ ðåçîíàíñíûõ ñèñòåì.|Ì.: Ì�Ó, 1987.8. Õà ñ üìèí ñ ê èé �. Ç. Î ñëó÷àéíûõ ïðîöåññàõ, îïðåäåëÿåìûõ äè��åðåíöèàëüíûìèóðàâíåíèÿìè ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì //Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèìåíåíèÿ.|1966.|¹ 2.|Ñ. 240{259.9. Â å í ò ö å ë ü À.Ä., Ôð å éäëèí Ì.È. Ôëóêòóàöèè â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïîä äåé-ñòâèåì ìàëûõ ñëó÷àéíûõ âîçìóùåíèé.|Ì.: Íàóêà, 1979.10. � è õìàí È.È., Ñ ê îð î õ î ä À.Â. Ñòîõàñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.|Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1968.11. Ìàëêèí È.�. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ.|Ì.: Íàóêà, 1966.12. Ä åìèäî â è ÷ Á.Ï. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè.|Ì.: Íàóêà,1967.13. Â îð î íî â À.À. Ââåäåíèå â äèíàìèêó ñëîæíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.|Ì.: Íàóêà,1977.14. � î ç å íâ à ñ ñ å ð Å.Í. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà â òåîðèè ëèíåéíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.|Ì.: Íàóêà, 1977.15. Áó ò å í èí Í.Â., Í å éìàðê Þ.È., Ôó�àå â Í.À. Ââåäåíèå â òåîðèþ íåëèíåéíûõêîëåáàíèé.|Ì.: Íàóêà, 1987.16. Áå ë ëìàí �. Òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.|Ì.: Ýäè-òîðèàë Ó�ÑÑ, 2003.17. Ìà òð î ñ î â Â.Ì., Àíàï îë ü ñ êèé Ë.Þ., Âàñ èë ü å â Ñ.Í. Ìåòîä ñðàâíåíèÿ âìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèñòåì.|Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1980.18. Âàí ã Ê., Ìèøåë ü À.Í., Ïàñ ñ è íî Ê.Ì. Îá îòîáðàæåíèÿõ, ñîõðàíÿþùèõ óñòîé-÷èâîñòü äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì //Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà.|1994.|¹ 10.|Ñ. 3{10.19. Õàïàå â Ì.Ì. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû è óñòîé÷èâîñòü â òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáà-íèé.|Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1988.20. Â îð î íî â À.À. Óñòîé÷èâîñòü. Óïðàâëÿåìîñòü. Íàáëþäàåìîñòü.|Ì.: Íàóêà, 1979.21. Ìåòîä âåêòîðíûõ �óíêöèé Ëÿïóíîâà â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè / Ïîä ðåä. À.À. Âîðîíîâà,Â.Ì. Ìàòðîñîâà.|Ì.: Íàóêà, 1977.



�ÎÁÀÑÒÍÎÑÒÜ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÇÀÄÀ× Ï�ÎÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß 18922. Ç óá îâ Â.È. Ëåêöèè ïî òåîðèè óïðàâëåíèÿ.|Ì.: Íàóêà, 1975.23. À�àíà ñ ü å â Â.Í., Ê îëìàíî â ñ ê èé Â.Á., Í î ñ î â Â.�. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿñèñòåì óïðàâëåíèÿ.|Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1988.24. Â îð î íî â À.À. Î íåêîòîðûõ íîâûõ íàïðàâëåíèÿõ â ìîäåëèðîâàíèè.|Â êí.: Äèàëåê-òèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç.|Ì.: Íàóêà, 1986.|Ñ. 81{92.25. Øðåéäå ð Þ.À., Øàðî â À.À. Ñèñòåìû è ìîäåëè.|Ì.: �àäèî è ñâÿçü, 1982.26. Ìîèñ å å â Í.Í. Ìàòåìàòèêà ñòàâèò ýêñïåðèìåíò.|Ì.: Íàóêà, 1979.27. Ìîð î ç î â Ê.Å. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â íàó÷íîì ïîçíàíèè.|Ì.: Ìûñëü,1969.28. Êðàñ í îùåê î â Ï.Ñ., Ï å ò ð î â À.À. Ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé.|Ì.: Ì�Ó,1983.29. Ñàìàð ñ ê èé À.À., Ìèõàéëî â À.Ï. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.|Ì.: Íàóêà,1997.30. Òåõíîëîãèÿ ñèñòåìíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ / Ïîä ðåä. Ñ.Â. Åìåëüÿíîâà, Â.Â. Êàëàøíèêî-âà.|Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1988.31. È çî áî â Í.À. Ëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé //Èòî-ãè íàóêè è òåõíèêè. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.|Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1974.|Ò. 12.|Ñ. 71{147.32. Áûëî â Á.Ô., Âèí î ã ð àä �.Ý., � ð î áìàí Ä.Ì., Í åìûöêèé Â.Â. Òåîðèÿ ïîêà-çàòåëåé Ëÿïóíîâà.|Ì.: Íàóêà, 1966.33. Ëÿïóíî â À.Ì. Îáùàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ.|Ì.: �îñòåõèçäàò, 1950.34. P e r r on O. Die Ordnungszahlen der Differentialgei
hungen //Math.Z.|1930.|B. 32.|S. 703{728.35. Áûëî â Á.Ô., È çî áî â Í.À. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|1969.|Ò. 5,¹10.|Ñ. 1785{1793.36. Áûëî â Á.Ô., È çî áî â Í.À. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè õà-ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|1969.|Ò. 5,¹10.|Ñ. 1794{1803.37. Ìèëëè îíùèê îâ Â.Ì. �ðóáûå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|1969.|Ò. 5, ¹ 10.|Ñ. 1775{1784.38. È çî áî â Í.À. Êîý��èöèåíòíûé ïðèçíàê óñòîé÷èâîñòè ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äâó-ìåðíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû //Óêðàèíñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë.|1972.|Ò. 24, ¹3.|Ñ. 306{315.39. Ìèëëè îíùèê îâ Â.Ì. Ñèñòåìû ñ èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòüþ â
þäó ïëîòíûå âìíîæåñòâå âñåõ ëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé //Äè��åðåíö. óðàâ-íåíèÿ.|1969.|Ò. 5, ¹ 7.|Ñ. 1167{1170.40. Ìèëëè îíùèê îâ Â.Ì. Êðèòåðèé ìàëîãî èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèé ðåøåíèé ëèíåé-íîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ êîý��èöèåíòîâñèñòåìû //Ìàòåì. çàìåòêè.|1968.|Ò. 4, ¹ 2.|Ñ. 173{180.41. Àõ ð åì À.À. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñïåöèàëüíîãî êëàññà ëèíåéíûõ ñèñòåì äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé.|Äåï. â ÂÈÍÈÒÈ 04.02.83, ¹ 5294-83.|105 ñ.42. Àõ ð åì À.À. �åîìåòðè÷åñêèé êðèòåðèé èíòåãðàëüíîé ðàçäåëåííîñòè äëÿ ëèíåéíûõñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé //Óñïåõè ìàòåì. íàóê.|1985.|Ò. 40, ¹ 5.|Ñ. 228{229.43. Ìàêàð î â È.Ì., Àõ ð åì À.À., � à õìàíê óëî â Â. Ç. Î íåêîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõçàäà÷àõ îáùåé òåîðèè ïðîåêòèðîâàíèÿ ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì.|Â ñá.: Óïðàâëå-íèå èí�îðìàöèîííûìè ïîòîêàìè.|Ì.: Ýäèòîðèàë Ó�ÑÑ, ÈÑÀ �ÀÍ, 2002.|Ñ. 235{245.44. Âèíî ã ð àä �.Ý. Î öåíòðàëüíîì õàðàêòåðèñòè÷åñêîì ïîêàçàòåëå ñèñòåìû äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé //Ìàòåì. ñá.|1957.|Ò. 42, ¹ 2.|Ñ. 207{222.45. Ìèëëè îíùèê îâ Â.Ì. Äîêàçàòåëüñòâî äîñòèæèìîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ëè-íåéíûõ ñèñòåì //Ñèáèðñêèé ìàòåìàòè÷åñêèé æóðíàë.|1969.|Ò. 10, ¹ 1.|Ñ. 99{104.46. Íóæäî â à Ò.Å. Îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé äâóìåðíûõëèíåéíûõ ñèñòåì //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|1972.|Ò. 8, ¹ 8.|Ñ. 1416{1422.47. Äèá Ê.À. Îäíîâðåìåííàÿ äîñòèæèìîñòü öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé //Äè��åðåíö.óðà-âíåíèÿ.|1974.|Ò. 10, ¹ 12.|Ñ. 2125{2136.48. Áð î íøò å éí È.Ó. × åðíûé Â.Ô. Ëèíåéíûå ðàñøèðåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-âèþ Ïåððîíà //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|1980.|Ò. 16, ¹ 2.|Ñ. 201{207.



190 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ49. Áûëî â Á.Ô., Âèí î ãð àä �.Ý., Ëèí Â.ß., Ë î ê óöè å â ñ ê èé Î.Â. Î òîïîëîãè-÷åñêèõ ïðåïÿòñòâèÿõ ê áëî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè íåêîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñùåï-ëåííûõ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì.|Ïðåïðèíò ¹ 69.|Ì.: Èçä-âî ÈÏÌ ÀÍ ÑÑÑ�,1977.|25 ñ.50. Àäðèàí îâ à Ë.ß. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ ïðàâèëüíûõ ñèñòåì // Âåñòíèê Ë�Ó.|1977.|¹ 19.|Ñ. 5{8.51. Ë å â è ò àí Á.Ì. Ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè.|Ì.: �îñòåõèçäàò, 1953.52. Ë å â è ò àí Á.Ì., Æèê î â Â.Â. Ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè è äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ.|Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 1978.53. Ìèëëè îíùèê îâ Â.Ì. Î ñâÿçè ìåæäó óñòîé÷èâîñòüþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçà-òåëåé è ïî÷òè-ïðèâîäèìîñòüþ ñèñòåì ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè //Äè�-�åðåíö. óðàâíåíèÿ.|1967.|Ò. 3, ¹ 12.|Ñ. 2127{2134.54. Ìèëëè îíùèê îâ Â.Ì. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè âåðîÿòíîãî ñïåêòðà ëèíåéíûõ ñèñòåìäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðåêóððåíòíûìè êîý��èöèåíòàìè è êðèòåðèé ïî÷òè-ïðèâîäèìîñòè ñèñòåì ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè //Ìàòåì. ñá.|1969.|Ò. 78, ¹ 2.|Ñ. 179{201.55. Í î â èê î â Â.Ë. Êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè öåíòðàëüíûõ ïîêàçàòåëåé ñèñòåìû ëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè //Òðóäû ñå-ìèíàðà èì. È. �. Ïåòðîâñêîãî (âûï. 2), Ìîñêâà (1976).|Ì.: Èçä-âî Ì�Ó, 1976.|Ñ.151{188.56. Í î â èê î â Â.Ë. Î ïî÷òè-ïðèâîäèìûõ ñèñòåìàõ ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåí-òàìè //Ìàòåì. çàìåòêè.|1974.|Ò. 16, ¹ 5.|Ñ. 789{799.57. Ôàëü ê î Í.Ñ. Î ïî÷òè-ïðèâîäèìûõ ñèñòåìàõ ñ êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåí-òàìè //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|1978.|Ò. 14, ¹ 3.|Ñ. 467{473.58. Ôàëü ê î Í.Ñ. Äâóìåðíûå ïî÷òè-ïðèâîäèìûå ñèñòåìû ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý�-�èöèåíòàìè //Òðóäû ñåìèíàðà èì. È. �. Ïåòðîâñêîãî (âûï. 7), Ìîñêâà (1981).|Ì.:Èçä-âî Ì�Ó, 1981.|Ñ. 199{227.59. Ìèëëè îíùèê îâ Â.Ì. Î òèïè÷íîñòè ïî÷òè-ïðèâîäèìûõ ñèñòåì ñ ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñ-êèìè êîý��èöèåíòàìè //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|1978.|Ò. 14, ¹ 4.|Ñ. 634{636.60. Öûïêèí ß.Ç., Ï îë ÿê Á.Ò. �îáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü ëèíåéíûõ ñèñòåì //Èòîãè íàóêèè òåõíèêè. Òåõíè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà.|Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1991.|Ò. 32.|Ñ. 3{31.61. Ï îë ÿê Á.Ò., Ùåðáàê îâ Ï.Ñ. Ñâåðõóñòîé÷èâûå ëèíåéíûå ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ//Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà.|2002.|¹ 8.|Ñ. 37{53.62. Ïîë ÿê Á.Ò., Ùåðáàê îâ Ï.Ñ. �îáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü è óïðàâëåíèå.|Ì.: Íàóêà,2002.63. Àë å ê ñ å å â Â.Ì. Îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ñëàáî-íåëèíåéíûõ ñèñ-òåì îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé //Äîêë. ÀÍ ÑÑÑ�.|1960.|Ò. 134,¹ 2.|Ñ. 247{250.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 191{200Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010��ÓÁÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ ÌÎÄÅËÅÉÑËÎÆÍÛÕ ÒÅÕÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌÀ.À. ÀõðåìÂ ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðÿä àëãåáðàè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäåëåé ñëîæ-íûõ ñèñòåì èç êëàññà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàí-ñòâàõ. Äàíû êðèòåðèè ãðóáîé (ðîáàñòíîé) îãðàíè÷åííîñòè è îáðàòèìîñòè ëèíåéíûõ îïå-ðàòîðîâ òàêèõ ìîäåëåé. Ïîëó÷åíû òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðîáàñòíîñòè îïåðàòîðîâìîíîäðîìèè ëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.1. ÂâåäåíèåÂî ìíîãèõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, ìàòåìàòè÷å-ñêîé ýêîíîìèêè è äð. âàæíóþ ðîëü èãðàåò ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû ëè-íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:
Ax = y. (1)Åñëè îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìûì (íàïîìíèì (ñì. íàïðèìåð,[1{5℄), ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A: X → Y , ãäå X , Y | ëèíåéíûå íîðìèðî-âàííûå ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìûì, åñëè îáëàñòü åãîçíà÷åíèé R(A) = Y , îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì è îáðàòíûé îïåðàòîð

A−1 ïðèíàäëåæèò íîðìèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó L(Y, X) ëèíåéíûõ íåïðå-ðûâíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç âñåãî Y â X), òî óðàâíåíèå (1) èìååòåäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = A−1y äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y. Åñëè ïðè ýòîì
x′ | ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ y′, òî

‖x − x′‖ 6 ‖A−1‖ · ‖y − y′‖. (2)Íåðàâåíñòâî (2) îçíà÷àåò, ÷òî ìàëîå èçìåíåíèå ïðàâîé ÷àñòè y âëå÷åò ìàëîåèçìåíåíèå ðåøåíèÿ, ò. å. ëèíåéíàÿ çàäà÷à (2) ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî ðàçðåøè-ìîé [4, 5℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèâåäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íå-ïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ.Áóäåò óñòàíîâëåíà ãðóáîñòü ñâîéñòâà íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè òàêèõ îïå-ðàòîðîâ. Áóäóò òàêæå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðóáîñòè (ðîáàñòíî-ñòè) îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè ëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåéñëîæíûõ ñèñòåì.2. �îáàñòíîñòü ñâîéñòâà íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòèëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâA. Ïóñòü çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð A: X → Y , ãäå X , Y | ëèíåéíûå ïðî-ñòðàíñòâà, ïðè÷åì åãî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(A) ⊆ X , à îáëàñòü çíà÷åíèé
c© À.À. Àõðåì, 2010
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R(A) ⊆ Y . Ïîëîæèì

N(A) = {x ∈ D(A) : Ax = 0},
N(A) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì íóëåé îïåðàòîðà A. Îòìåòèì, ÷òî N(A) íå ÿâëÿ-åòñÿ ïóñòûì ìíîæåñòâîì, òàê êàê 0 ∈ N(A).Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [1{3℄.Ó ò â å ðæä åíè å 1. Îïåðàòîð A ïåðåâîäèò âçàèìíî îäíîçíà÷íî D(A) â
R(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N(A) = {0}.Ïóñòü òåïåðü ëèíåéíûé îïåðàòîð A îòîáðàæàåò D(A) íà R(A) âçàèìíîîäíîçíà÷íî. Òîãäà ñóùåñòâóåò îáðàòíûé îïåðàòîð A−1, îòîáðàæàþùèé R(A)âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà D(A). Äëÿ ýòîãî îïåðàòîðà èìååò ìåñòî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå [1{3℄.Ó ò â å ðæä åíè å 2. 1.Îïåðàòîð A−1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì.2. Ïóñòü X, Y | íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà îïåðàòîð A−1ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí íà R(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ íåêî-òîðîé ïîñòîÿííîé m > 0 è ëþáîãî x ∈ D(A) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

‖Ax‖ > m‖x‖. (3)Êàê óæå ãîâîðèëîñü âî ââåäåíèè äàííîé ñòàòüè, ëèíåéíûé îïåðàòîð A:

X → Y íåïðåðûâíî îáðàòèì, åñëè R(A) = Y, îïåðàòîð A îáðàòèì è A−1 ∈
L(Y, X), ãäå L(Y, X) | íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõîïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç âñåãî Y â X .Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèÿ 2 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùååÓò â å ðæä åíè å 3 ([1{3℄). Îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà R(A) = Y è äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé m > 0 äëÿâñåõ x ∈ D(A) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (3).Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå âñþäó îïðåäåëåííîãî è îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà
A ∈ (X, Y ) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå[1{3℄.Ò å î ð åìà 1. Ïóñòü A | îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, îòîáðà-æàþùèé âçàèìíî îäíîçíà÷íî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X íà áàíàõîâî ïðî-ñòðàíñòâî Y . Òîãäà îïåðàòîð A−1 îãðàíè÷åí.Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè A ∈ L(X, Y ), ãäå X, Y | áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà,
R(A) = Y è A îáðàòèì, òî A | íåïðåðûâíî îáðàòèì.B. Ïóñòü X ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç L(X)ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ, îãðàíè÷åííûõ, âñþäó çàäàííûõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü
E | åäèíè÷íûé îïåðàòîð èç L(X):

Ex = x (x ∈ X).Ïóñòü S1(E) | åäèíè÷íûé øàð â L(X):
S1(E) ≡ {A ∈ L(X) : ‖A − E‖ < 1}.Äëÿ îïåðàòîðîâ A èç ìíîæåñòâà S1(E) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå[1{3℄.



��ÓÁÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÎÄÅËÅÉ ÑËÎÆÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 193Ò å îð åìà 2. Ïóñòü A ∈ S1(E), B ≡ E − A. Òîãäà îïåðàòîð A íåïðå-ðûâíî îáðàòèì. Ïðè ýòîì äëÿ îïåðàòîðîâ A, B ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèåñîîòíîøåíèÿ:
‖A−1‖ 6

1

1 − ‖B‖ =
1

1 − ‖E − A‖ ,

‖E − A−1‖ 6
‖B‖

1 − ‖B‖ =
‖E − A‖

1 − ‖E − A‖ .

(4)Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.Ñë å ä ñ ò â è å (òåîðåìû 2). Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè ÿâëÿåòñÿãðóáûì (ðîáàñòíûì) äëÿ îïåðàòîðîâ èç ìíîæåñòâà S1(E).Ïóñòü òåïåðü ëèíåéíûé îïåðàòîð A ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L(X, Y ) èÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì. �àññìîòðèì òàêîé îïåðàòîð C ∈ L(X, Y ), ÷òî
‖(C − A)A−1‖ < 1. (5)Äëÿ îïåðàòîðîâ A, C èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [1{3℄.Ò å î ð åìà 3. 1. Ïóñòü A, C ∈ L(X, Y ) è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ

(5). Òîãäà îïåðàòîð C ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìûì è ñïðàâåäëèâûîöåíêè
‖C−1‖ 6

‖A−1‖
1 − ‖(C − A)A−1‖ ,

‖C−1 − A−1‖ 6
‖A−1‖ · ‖(C − A)A−1‖

1 − ‖(C − A)A−1‖ .

(6)2. Ïóñòü îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì è ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
‖C − A‖ < ‖A−1‖−1.Òîãäà îïåðàòîð C òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìûì è äëÿ íåãîâûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

‖C−1‖ 6
‖A−1‖

1 − ‖(C − A)‖ · ‖A−1‖ ,

‖C−1 − A−1‖ 6
‖A−1‖2 · ‖(C − A)‖

1 − ‖(C − A)‖ · ‖A−1‖ .

(7)Èç òåîðåìû 3 âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.Ñë å ä ñ ò â è å (òåîðåìû 3). Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè ÿâëÿåòñÿðîáàñòíûì äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç ïðîñòðàíñòâà L(X, Y ).Ñîîòíîøåíèÿ (4), (6), (7) äàþò âåðõíþþ îöåíêó âåëè÷èíû ðàçáðîñà íîðìåäèíè÷íîãî è îáùåãî îáðàòèìîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íîðìèðîâàííîãî ïðî-ñòðàíñòâà ïðè èõ ëèíåéíûõ âîçìóùåíèÿõ (�ëóêòóàöèÿõ).Îòìåòèì, ÷òî îöåíêè íîðì îïåðàòîðîâ (4), (6), (7) èñïîëüçóþòñÿ, â ÷àñòíî-ñòè, ïðè èññëåäîâàíèè �óíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâ ïðåîáðàçîâàíèéâåêòîðíûõ ðàññëîåíèé [6, 7℄, ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [8{10℄.



194 À.À. ÀÕ�ÅÌ3. �îáàñòíîñòü îïåðàòîðîâ ìîíîäðîìèè ïåðèîäè÷åñêèõäèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìÂ íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàäàíû:a) ω | ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî;b) A(·): [0, ω] → Hom(R
n, Rn

) | ïðîèçâîëüíàÿ îãðàíè÷åííàÿ îïåðàòîð-�óíêöèÿ, íåïðåðûâíî çàâèñÿùàÿ îò t, 0 6 t 6 ω.Ïîëîæèì:a1) a ≡ max
06t6ω

‖A(t)‖ + 1;b1) b ≡ max (ω, ω−1
);
1) E ∈ Hom(R

n, Rn
) | òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå âåùåñòâåííîãî åâêëè-äîâà ïðîñòðàíñòâà R

n (n > 2):
Ex = x äëÿ ëþáîãî x ∈ R

n.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿÒ å îð åìà 4. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà σ ∈ [0; 1/2] è ëþáîãî îïåðàòîðà U ∈
∈ Hom(R

n, Rn
) òàêîãî, ÷òî

‖U − E‖ 6 σ(80a2b)−1,ìîæíî óêàçàòü òàêóþ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìóþ ïðè 0 6 t 6 ω îïå-ðàòîðíóþ �óíêöèþ V (t) (V (·): [0, ω] → Hom(R
n, Rn

)), ÷òî:1) V (0) = E; V̇ (0) = 0 (ãäå 0 | íóëåâîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà R
n
:

0x = 0 äëÿ ëþáîãî x ∈ R
n
); V (ω) = U ;2) ‖V̇ (t)V −1

(t) + V (t)A(t)V −1
(t) − A(t)‖ 6 σ (t ∈ [0, ω]);3) V̇ (ω)V −1

(ω) + V (ω)A(ω)V −1
(ω) = A(ω).Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì

A1 ≡ U − E, A2 ≡ A(ω)U − UA(ω), σ1 ≡ σ(80a2b)−1.Ïîêàæåì, ÷òî íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìàÿ ïðè 0 6 t 6 ω îïåðàòîðíàÿ�óíêöèÿ
V (t) ≡ E + P1(t)A1 + P2(t)A2,

P1(t) ≡ 3ω−1t2 − 2ω−3t3, P2(t) ≡ ω−2t3 − ω−1t2,îáëàäàåò ñâîéñòâàìè 1){3), óêàçàííûìè â óñëîâèè òåîðåìû 4.



��ÓÁÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÎÄÅËÅÉ ÑËÎÆÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 195Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê P1(0) = P2(0) = Ṗ1(0) = Ṗ2(0), òîa1) V (0) = E + P1(0)A1 + P2(0)A2 = E; (8)b1) V̇ (0) = Ṗ1(0)A1 + Ṗ2(0)A2 = 0. (9)Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
‖A1‖ 6 σ1,

‖A2‖ = ‖A(ω)U − UA(ω)‖ = ‖A(ω)A1 − A1A(ω)‖ 6 2‖A(ω)‖,
‖A1‖ 6 2aσ1,èìååì ïðè 0 6 t 6 ω

‖V (t) − E‖ = ‖P1(t)A1 + P2(t)A2‖ 6 ‖P1(t)A1‖ + ‖P2(t)A2‖ 6

6 max
06t6ω

∣∣P1(t)
∣∣‖A1‖ + max

06t6ω

∣∣P2(t)
∣∣‖A2‖ 6 5σ1 + 4abσ1. (10)Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê a > 1, 0 6 σ 6 1/2, b > 1, òî

5σ1 + 4abσ1 6 9a2bσ1 =
9

80
σ <

1

16
. (11)Èìååì äàëåå

‖V̇ (t)‖ = ‖Ṗ1(t)A1 + Ṗ2(t)A2‖ 6 max
06t6ω

∣∣Ṗ1(t)
∣∣‖A1‖ + max

06t6ω

∣∣Ṗ2(t)
∣∣‖A2‖ 6

6 12bσ1 + 10aσ1. (12)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (10), (11), ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè 0 6 t 6 ω îïåðàòîð V (t)èìååò íåïðåðûâíûé îáðàòíûé V −1
(t), êîòîðûé ïðåäñòàâèì â ñëåäóþùåì âèäå[1{3℄:

V −1
(t) = [E + (E − V (t))]−1

=

∞∑

k=0

(E − V (t))k. (13)Èç (13) (ñ ó÷åòîì (10), (11)) íàõîäèì, ÷òî
‖V −1

(t) − E‖ 6

∞∑

k=1

‖E − V (t)‖k 6

6 2(5σ1 + 4abσ1) = 10σ1 + 8abσ1 < 2 · 1

16
=

1

8
< 1. (14)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ïðè t ∈ [0, ω]

‖V̇ (t)‖ 6 12bσ1 + 10aσ1,

‖V (t) − E‖ 6 5σ1 + 4abσ1,

‖V −1
(t) − E‖ 6 10σ1 + 8abσ1,ïîëó÷àåì, ÷òî

max
06t6ω

‖V̇ (t)V −1
(t) + V (t)A(t)V −1

(t) − A(t)‖ 6 σ (15)
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‖V̇ V −1

+ V AV −1 − A‖ 6 ‖V̇ V −1‖ + ‖V AV −1 − A‖ 6

6 ‖V̇ ‖ · ‖E + (V −1
(t) − E)‖ + ‖(E + (V − E))A(E + (V −1 − E)) − A‖ 6

6‖V̇ ‖+‖V̇ ‖ ·‖V −1−E‖+‖A‖(‖V −E‖+‖V −1−E‖)+‖A‖ ·‖V −E‖ ·‖V −1−E‖6

6 12bσ1 + 10aσ1 + (12bσ1 + 10aσ1)(10σ1 + 8abσ1) + (4ab + 5)aσ1+

+ (8ab + 10)aσ1 + a(8ab + 10)a(4ab + 5)σ2
1 6 80a2bσ1 = σ,÷òî è òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.)Òàê êàê P1(ω) = Ṗ2(ω) = 1, Ṗ1(ω) = P2(ω) = 0, òîa2) V (ω) = E + P1(ω)A1 + P2(ω)A2 = E + A1 = U ; (16)b2) V̇ (ω) = Ṗ1(ω)A1 + Ṗ2(ω)A2 = A2 = A(ω)U − UA(ω). (17)Ó÷èòûâàÿ (16), (17), ïîëó÷àåì, ÷òî

V̇ (ω)V −1
(ω) + V (ω)A(ω)V −1

(ω) =

= (A(ω)U − UA(ω))U−1
+ UA(ω)U−1

= A(ω). (18)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè (ñì. (8), (9), (15), (16), (18)), ÷òî îïåðàòîð-íàÿ �óíêöèÿ V (t) = E + P1(t)(U − E) + P2(t)(A(ω)U − UA(ω)) îáëàäàåò ñâîé-ñòâàìè 1){3), óêàçàííûìè â óòâåðæäåíèè òåîðåìû 4.Òåîðåìà 4 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Ñë å ä ñ ò â è å (òåîðåìû 4). Ïóñòü T > 1 | ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, A(·): R
+ →

Hom(R
n, Rn

) | îãðàíè÷åííîå, íåïðåðûâíîå íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè R
+ ≡

[0, +∞) îòîáðàæåíèå; a ≡ sup
t>0

‖A(t)‖ + 1, σ | ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç îòðåçêà
[0; 1/2], U ∈ Hom(R

n, Rn
) | �èêñèðîâàííîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùååíåðàâåíñòâó

‖U − E‖ 6 σ(80a2
)
−1.Òîãäà íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìàÿ ïðè T − 1 6 t 6 T îïåðàòîðíàÿ �óíê-öèÿ

V (t) = E + P ′

1(t)(U − E) + P ′

2(t)(A(T )U − UA(T )),ãäå P ′
1(t) = 3(t−T +1)

2−2(t−T +1)
3, P ′

2(t) = (t−T +1)
3− (t−T +1)

2, îáëàäàåòñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:a) V (T − 1) = E, V̇ (T − 1) = 0, V (T ) = U ;b) max
T−16t6T

‖V̇ (t)V −1
(t) + V (t)A(t)V −1

(t) − A(t)‖ 6 σ;
) V̇ (T )V −1
(T ) + V (T )A(T )V −1

(T ) = A(T ).Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð-�óíêöèè òèïà V (t) èç óòâåðæäåíèé òåîðåìû 4è åå ñëåäñòâèÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâåííîé òåîðèè ìíîãîìåðíûõîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõõàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ èõ ðåøåíèé (ñì., íàïðèìåð, [11{21℄).�àññìîòðèì òåïåðü ñëåäóþùóþ ëèíåéíóþ ïåðèîäè÷åñêóþ ñèñòåìó îáûê-íîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
ż = A0(t)z (z ∈ R

n, t > 0), (19)
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A0(t) | íåïðåðûâíîå ω-ïåðèîäè÷åñêîå îòîáðàæåíèå:

A0(t + ω) = A0(t) (t ∈ R
+

).Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [22{24℄), ÷òî îïåðàòîðîì ìîíîäðîìèè M : R
n → R

níàçûâàåòñÿ ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðè t = 0 âçíà÷åíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (19) ñ ýòèì íà÷àëüíûì óñëîâèåì ïðè t = ω.Çà�èêñèðóåì â åâêëèäîâîì âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå R
n íåêîòîðûé îð-òîíîðìèðîâàííûé áàçèñ e1, . . ., en è ïóñòü

u̇ = A′

0(t) · u (20)| âåêòîðíî-ìàòðè÷íàÿ �îðìà çàïèñè ñèñòåìû (20) â áàçèñå e1, . . ., en:
u ≡ col.(u(1), . . ., u(n)

) =




u(1)

. . .

u(n)



 ;

A′
0(t) ≡




a11(t) . . . a1n(t)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1(t) . . . ann(t)



| ìàòðèöà îïåðàòîðà A′
0(t) â áàçèñå e1, . . ., en.Äëÿ ëèíåéíîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (20) èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåð-æäåíèå.Ò å î ð åìà 5 ([22{24℄). 1. Äëÿ ëèíåéíîé ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (20) íî-ðìèðîâàííàÿ ïðè t = 0 �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé èìååò âèä

X(t) = K(t) · eLt,ãäå K(t) | êëàññà C1 ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ íåîñîáåííàÿ ìàòðèöà, K(0) = E
(E | åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà), L | ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà.2. Âñÿêîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå (20) ñ ω-ïåðèîäè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìèïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè ω-ïåðèîäè÷åñêîéëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé.3. Âñÿêîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ω-ïåðèîäè÷åñêîå óðàâíåíèå òèïà (20)ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííûìè âåùåñòâåííûìè êîý��èöèåíòàìè
2ω-ïåðèîäè÷åñêîé âåùåñòâåííîé ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ.Ñëåä ñ ò â è å (òåîðåìû 5). Ëèíåéíàÿ ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ äè��åðåíöèàëü-íàÿ ñèñòåìà âèäà (20) ïðèíàäëåæèò êëàññó ïðèâîäèìûõ ïî Ëïóíîâó ëèíåé-íûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äè��åðíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [17, 22{24℄), ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ mj îïå-ðàòîðà ìîíîäðîìèè M (ìàòðèöû X(ω), X(0) = E) íàçûâàþòñÿ ìóëüòèïëèêà-òîðàìè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû (19), (20).Îòìåòèì, ÷òî îïåðàòîð M (ìàòðèöà X(ω)) è ìóëüòèïëèêàòîðû m1, . . ., mnèãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè �óíäàìåíòàëüíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèéëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì òèïà (19), (20).Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòðèöû X(ω) è ìóëüòèïëèêàòîðîâ m1, . . ., mn ñïðàâåä-ëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ [22{24℄:1) n∑

i=1

mi = Sp X(ω), ãäå SpX(ω) | ñëåä ìàòðèöû X(ω);
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i=1

mi = det X(ω) = exp

ω∫

0

Sp A(t) dt (∏ | çíàê ïðîèçâåäåíèÿ);3) äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (19), (20) èìåëî íåíóëåâîå ðåøåíèå x(t), óäî-âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
x(t + ω) = mx(t) (t ∈ R

+
),íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷èñëî m áûëî ìóëüòèïëèêàòîðîì óðàâíåíèÿ(19), (20);4) ëèíåéíàÿ ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà (19), (20) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðå-øåíèå ïåðèîäà ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí èç ååìóëüòèïëèêàòîðîâ m ðàâåí åäèíèöå;5) ëèíåéíàÿ ω-ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà âèäà (19), (20) óñòîé÷èâà ïî Ëÿ-ïóíîâó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åå ìóëüòèïëèêàòîðû m1, . . ., mnðàñïîëîæåíû âíóòðè çàìêíóòîãî åäèíè÷íîãî êðóãà |m| 6 1, ïðè÷åì ìóëüòè-ïëèêàòîðû, ëåæàùèå íà îêðóæíîñòè |m| = 1, èìåþò ïðîñòûå ýëåìåíòàðíûåäåëèòåëè, åñëè èõ ðàññìàòðèâàòü êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-ùåé ìàòðèöû ìîíîäðîìèè;6) äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ω-ïåðèîäè÷åñêîé äè��åðåíöèàëü-íîé ñèñòåìû (19), (20) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå åå ìóëüòèïëèêà-òîðû m1, . . ., mn íàõîäèëèñü âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà |m| < 1.Ïîëîæèì:a) a ≡ 1 + max

06t6ω
‖A0(t)‖;b) b ≡ max {ω, ω−1};
) d ≡ max {1, ‖M−1‖}, ãäå M | îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ñèñòåìû (19);d) σ | ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî èç îòðåçêà [0;1/2℄.Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿÒ å îð åìà 6. Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà U ∈ Hom(R

n, Rn
) òàêîãî, ÷òî

‖M − U‖ 6 σ(80a2bd)
−1,ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ω-ïåðèîäè÷åñêóþ íåïðåðûâíóþ îïåðàòîðíóþ �óíê-öèþ Bσ(t) (Bσ(·): R

+ → Hom(R
n, Rn

)), ÷òî:a1) sup

t∈R+

‖A0(t) − Bσ(t)‖ 6 σ;b1) îïåðàòîð U ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ìîíîäðîìèè ω-ïåðèîäè÷åñêîé ñèñ-òåìû
ẇ = Bσ(t)w. (21)Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì V ≡ E + (U −M)M−1. Òàê êàê ‖V −E‖ =

‖(U − M)M−1‖ 6 σ(80a2b)−1, òî ââèäó òåîðåìû 4 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìàÿ ïðè 0 6 t 6 ω îïåðàòîð-�óíêöèÿ V (t) (V (·): [0, ω] →
Hom(R

n, Rn
)) òàêàÿ, ÷òî:1) V (0) = E, V̇ (0) = 0, V (ω) = V = E + (U − M)M−1; (22)2) ‖V̇ (t)V −1

(t) + V (t)A0(t)V
−1

(t) − A0(t)‖ 6 σ (t ∈ [0, ω]);3) V̇ (ω)V −1
(ω) + V (ω)A0(ω)V −1

(ω) = A0(ω).Ïîëîæèì
Bσ ≡ V̇ (t)V −1

(t) + V (t)A0(t)V
−1

(t) (t ∈ [0, ω]).



��ÓÁÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÎÄÅËÅÉ ÑËÎÆÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 199Çà ïðåäåëû ïðîìåæóòêà 0 6 t 6 ω ïðîäîëæèì Bσ(t) ïî ïåðèîäè÷íîñòè. �àñ-ñìîòðèì ëèíåéíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó
v̇ = Bσ(t)v (v ∈ R

n
). (23)Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà 1){3) îïåðàòîð-�óíêöèè V (t) ïîëó÷àåì, ÷òî:

1
′) îïåðàòîð-�óíêöèÿ Bσ(t) íåïðåðûâíà è ω-ïåðèîäè÷íà ïî t;

2
′) sup

t∈R+

‖Bσ(t) − A0(t)‖ ≡ max
06t6ω

‖Bσ(t) − A0(t)‖ 6 σ;
3
′) îïåðàòîð U ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ìîíîäðîìèè ñèñòåìû (23):

U = Mσ,ãäå Mσ | îïåðàòîð ìîíîäðîìèè ñèñòåìû (21){(23).(Â ñàìîì äåëå, Mσ = V (ω)M = (E + (U −M)M−1
)M = M + U −M = U , ÷òîè òðåáîâàëîñü óñòàíîâèòü.)Òåîðåìà 6 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 6 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùååÓò â å ðæä åíè å 4. Ñâîéñòâî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà èç ïðîñòðàíñòâà

Hom(R
n, Rn

)áûòü îïåðàòîðîì ìîíîäðîìèè äëÿ ëèíåéíîé äè��åðåíöèàëüíîé ñèñòåìûèç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ω-ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì Sper ñ ìåòðèêîé
[21, 25]:

d(A0, B0) ≡ max
06t6ω

‖A0(t) − B0(t)‖

(ãäå ñèñòåìû ż = A0z, ẏ = B0y ïðèíàäëåæàò Sper) ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíûì
(ãðóáûì). 4. Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå äàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãðó-áîé îãðàíè÷åííîñòè è îáðàòèìîñòè ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ëèíåéíûõ îïåðàòî-ðîâ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëó÷åíû òàêæå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿãðóáîñòè îïåðàòîðîâ (ìàòðèö) ìîíîäðîìèè ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà�ÀÍ ¹ 14Ï \Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû èí�îðìàòèêè è èí�îðìàöèîííûõòåõíîëîãèé" (ïðîåêò ¹ 2.44).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ëþñ ò å ð íèê Ë.À., Ñî áî ë å â Â.È. Ýëåìåíòû �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.|Ì.: Íà-óêà, 1965.2. Êàð ò àí À. Äè��åðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Äè��åðåíöèàëüíûå �îðìû.|Ì.: Ìèð,1971.3. Ò ð å íî ã èí Â.À. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç.|Ì.: Íàóêà, 1980.4. Ò è õ î íî â À.Í., Àð ñ å íèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷.|Ì.: Íàóêà,1979.5. Ìîð î ç î â Â.À. �åãóëÿðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷.|Ì.:Íàóêà, 1987.
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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 201{210Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÓÑËÎÆÍÅÍÍÛÅ �ÀÂÍÎÂÅÑÈß ÄËß ÊÎÍÔËÈÊÒÍÛÕÇÀÄÀ×Ý.�. ÑìîëüÿêîâÏðåäëàãàåòñÿ íîâîå ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíî ñëîæíîãî êîí�ëèêòíîãî ðàâíîâåñèÿ, äîïîë-íÿþùåå óæå èçâåñòíóþ áàçîâóþ ñèñòåìó êîí�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé è ñóùåñòâåííî ïîâû-øàþùåå âîçìîæíîñòü íàõîæäåíèÿ â ëþáîé èãðîâîé çàäà÷å åäèíñòâåííîãî íàèñèëüíåéøåãîðàâíîâåñèÿ (ðåøåíèÿ). Íà ïðèìåðàõ èãðîâûõ çàäà÷ ñ äâóìÿ è òðåìÿ ó÷àñòíèêàìè äåìîí-ñòðèðóåòñÿ ý��åêòèâíîñòü ýòîãî ðàâíîâåñèÿ.1. ÂâåäåíèåÊ íàñòîÿùåìó âðåìåíè óæå èçâåñòíà äîñòàòî÷íî áîãàòàÿ ñèñòåìà êîí-�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé [1{5℄, ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ðåøåíèÿ â ëþáûõ èãðî-âûõ çàäà÷àõ. Îäíàêî, ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà íå ãàðàíòèðóåò åäèíñòâåííîñòèðåøåíèÿ ëþáûõ èãðîâûõ çàäà÷, òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ðàñøèðåíèå åå çàñ÷åò êàêèõ-ëèáî íîâûõ, åùå íå îòêðûòûõ ïîíÿòèé êîí�ëèêòíîãî ðàâíîâåñèÿ,ïîçâîëèò ðåøèòü ïðîáëåìó åäèíñòâåííîñòè â ãîðàçäî áîëåå óäîâëåòâîðèòåëü-íîì âèäå, ÷åì îíà ðåøàåòñÿ ñåãîäíÿ. Êîíå÷íî, äîñòè÷ü åäèíñòâåííîñòè ðå-øåíèÿ ëþáûõ èãðîâûõ çàäà÷ íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó ëþáûå ýëåìåíòû ñèì-ìåòðèè â çàäà÷å åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàþò íååäèíñòâåííîñòü ðåøå-íèÿ. Íî âïîëíå åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ÿâíî àñèììåòðè÷íûå çàäà÷è âñå æåäîëæíû èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè èñïîëüçóåìàÿ ñèñòåìà êîí�ëèêò-íûõ ðàâíîâåñèé â äîñòàòî÷íîé ìåðå ïîëíà.Êàê ïîêàçàëà èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè èãð, íàõîæäåíèå ëþáûõ íîâûõïîíÿòèé êîí�ëèêòíîãî ðàâíîâåñèÿ âñåãäà îêàçûâàëîñü íàèáîëåå ñëîæíîéïðîáëåìîé. Äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà òî, ÷òî çà ïåðèîä ñ 1928 ïî 1980 ãã.áûëî íàéäåíî âñå òðè òèïà êîí�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé, íå ñîäåðæàùèõ â ñâîåìîïðåäåëåíèè êàêèõ-ëèáî èñêóññòâåííûõ íîðì ïîâåäåíèÿ, à èìåííî: ïîíÿòèåïðîñòîãî ìàêñìèíà [6℄, ðàâíîâåñèå ïî �îóñó{Íýøó [7, 8℄ è ðàâíîâåñèå ïîÂàéñáîðäó [9℄. Ê ñîæàëåíèþ, ýòè êëàññè÷åñêèå ðàâíîâåñèÿ ïîçâîëÿþò íàõî-äèòü íåêîòîðûå èíòóèòèâíî ïðèåìëåìûå ðåøåíèÿ òîëüêî â íåêîòîðûõ êëàññàõèãðîâûõ çàäà÷. Êðàéíÿÿ îãðàíè÷åííîñòü ýòèõ êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèé ðàâíî-âåñèÿ íå ïîçâîëèëà òàêæå ñîçäàòü õîòü ñêîëüêî-íèáóäü óäîâëåòâîðèòåëüíîéòåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð, äëÿ ñîçäàíèÿ êîòîðîé, êàê ïîêàçàíî â [1{5℄, íå-îáõîäèìî ðàñïîëàãàòü áîãàòîé ñèñòåìîé êîí�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé.Òîëüêî òåîðèÿ [1{5℄ îáåñïå÷èëà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â ëþáûõ èãðî-âûõ çàäà÷àõ è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå çàäà÷.Îäíàêî ïîëíîñòüþ ðåøèòü ïðîáëåìó åäèíñòâåííîñòè ïîêà åù¸ íå óäàëîñü.Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóþò ñîâåðøåííî åñòåñòâåí-íûå óñëîæíåííûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå äàþò íàäåæäó íà òî, ÷òîïîñòàâëåííàÿ ïðîáëåìà åäèíñòâåííîñòè áóäåò â óäîâëåòâîðèòåëüíîé ñòåïåíèâñ¸ æå ðåøåíà. Íà ïðèìåðàõ èãðîâûõ çàäà÷ ñ äâóìÿ è òðåìÿ ó÷àñòíèêàìè
c© Ý.�. Ñìîëüÿêîâ, 2010



202 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂäåìîíñòðèðóåòñÿ, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî íîâîãî óñëîæíåííîãî ðàâ-íîâåñèÿ óäàåòñÿ íàõîäèòü åäèíñòâåííîå íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå â èãðàõ,â êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ ýòîãî ñäåëàòü íå ïðåä-ñòàâëÿëîñü âîçìîæíûì.2. �àñøèðåííàÿ áàçîâàÿ ñèñòåìà ñèììåòðè÷íûõ ðàâíîâåñèé×òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå èçëèøíèìè \òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿ-ìè", âñå ðàâíîâåñèÿ (êàê íåêîòîðûå èç áàçîâûõ, óæå èçâåñòíûõ [1{5℄, òàêè ïðåäëàãàåìîå íîâîå ðàâíîâåñèå) ïðèâîäÿòñÿ ïðè íèæåñëåäóþùèõ äîñòà-òî÷íî æåñòêèõ äîïóùåíèÿõ, õîòÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè âñå ðåçóëüòàòû ëåãêîðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà çàäà÷è, äîïóñêàþùèå ëþáûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûåíà ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.Ä îïóùå íè å 1. Ïóñòü Qi, i = 1, N | ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, à
G | êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â èõ ïðîèçâåäåíèè Q1 × . . . × QN , è ïóñòü íàìíîæåñòâå G îïðåäåëåíû íåïðåðûâíûå �óíêöèè (�óíêöèîíàëû) Ji(q),
i = 1, N , q = q1 . . . qN ∈ G.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî i-é èãðîê, âûáèðàÿ ñòðàòåãèþ (ñîñòîÿíèå) qi èç ïðî-åêöèè PrQi

G ìíîæåñòâà G íà ïðîñòðàíñòâî Qi èëè èç äîñòóïíîãî åìó ñå÷åíèÿ
G(qi

), ãäå qi
= q1 . . . qi−1qi+1 . . . qN , ñòðåìèòñÿ îáåñïå÷èòü ìàêñèìóì ñâîåé ïëà-òåæíîé �óíêöèè Ji(q), i = 1, N . Ïîëîæèì J i = ∑

k 6=i

Jk.Çàìåòèì, ÷òî ñàìîå \ñëàáîå" ðàâíîâåñèå, íàçâàííîå A-ðàâíîâåñèåì [1℄,ñóùåñòâóåò â ε-àïïðîêñèìàöèè â ëþáûõ êîí�ëèêòíûõ çàäà÷àõ. Ýòî ðàâíî-âåñèå ÿâëÿåòñÿ \ãëàâíûì" áàçîâûì ðàâíîâåñèåì, ñîäåðæàùèì â ñåáå ëþáûåáîëåå \ñèëüíûå" ðàâíîâåñèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò ñìûñëàèñêàòü áîëåå ñëàáîå ðàâíîâåñèå. Ïðàâäà, â [1℄ ââîäèòñÿ åù¸ è áîëåå ñëàáîå
An-ðàâíîâåñèå, �îðìèðóþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåñèììåòðè÷íûõ ðàâíîâå-ñèé. Îäíàêî äëÿ ëþáûõ ïðèëîæåíèé íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò âñ¸æå ñèììåòðè÷íûå ðàâíîâåñèÿ, îñíîâíûå èç êîòîðûõ ïðèâåäåíû íèæå.Îïð å ä å ë å íè å 1. Òî÷êó (ñèòóàöèþ) q∗ ∈ G íàçîâåì Ai-ýêñòðåìàëüíîé,åñëè ïðè çàäàííîé ñòðàòåãèè qi∗ äîïóñòèìîé îêàçûâàåòñÿ òîëüêî îäíà ñòðà-òåãèÿ q∗i = G(qi∗

) èëè åñëè ëþáîé ñòðàòåãèè qi ∈ G(qi∗
) \ q∗i i-ãî èãðîêà ìîæíîïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíó äîïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ

q̂i △
= q̂i < qi >∈ G(qi)îñòàëüíûõ èãðîêîâ òàê, ÷òîáû èìåëî ìåñòî îòíîøåíèå

Ji(q̂
i < qi >, qi) 6 Ji(q

∗
). (1)Ñèòóàöèþ q∗ íàçîâåì ñèòóàöèåé A-ðàâíîâåñèÿ, åñëè íåðàâåíñòâà âèäà (1)óäîâëåòâîðÿþòñÿ â òî÷êå q∗ ∈ G äëÿ âñåõ i = 1, N , ò. å. åñëè q∗ ∈

N⋂
i=1

Ai
△
= A.Ìíîæåñòâî A-ðàâíîâåñèé çàìå÷àòåëüíî òåì, ÷òî âûäåëÿåò íà èãðîâîììíîæåñòâå G ïîäìíîæåñòâî ñèòóàöèé, íè îäíó ñèòóàöèþ èç êîòîðîãî íè îäèíèç ó÷àñòíèêîâ íå ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî óëó÷øèòü äëÿ ñåáÿ. À îñòàâøååñÿìíîæåñòâî G \ A õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî, êàêîâà áû íè áûëà ñèòóàöèÿèç íåãî, âñåãäà íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäèí èãðîê, êîòîðûé èìååò âîçìîæíîñòüïåðåéòè èç ýòîé ñèòóàöèè â äðóãóþ, óâåëè÷èâ çíà÷åíèå ñâîåé ïëàòåæíîé�óíêöèè, è îñòàëüíûå íå â ñîñòîÿíèè ïîìåøàòü åìó ýòî ñäåëàòü.
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A-ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε â ëþáûõ èãðî-âûõ çàäà÷àõ ñ ïðîèçâîëüíûìè îãðàíè÷åííûìè �óíêöèîíàëàìè Ji íà ïðî-èçâîëüíîì ìíîæåñòâå G, â ñâÿçè ñ ÷åì îíî ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé äëÿïîñòðîåíèÿ áîëåå ñèëüíûõ ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ. À âîò ñëåäóþùåå îïðåäå-ëåíèå \ïîëíîãî" ðàâíîâåñèÿ A′ ÿâëÿåòñÿ âñåãî ëèøü îäíèì èç âîçìîæíûõóñèëåíèé A-ðàâíîâåñèÿ äëÿ çàäà÷ ñ ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ áîëüøå äâóõ è ñîâïà-äàåò ñ A-ðàâíîâåñèåì â çàäà÷àõ ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè, ïðè÷åì ñóùåñòâóåòîíî â âåñüìà óçêîì êëàññå èãðîâûõ çàäà÷. Êàêîâ ýòîò êëàññ, îäíàêî, íåèìååò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ, ïîñêîëüêó íà ðîëü ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò ïðåòåí-äîâàòü òîëüêî íàèñèëüíåéøåå èç ñóùåñòâóþùèõ. Åñëè æå ó÷åñòü íåïóñòîòó

A-ðàâíîâåñèÿ â ëþáûõ çàäà÷àõ, òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à èìååòðåøåíèå (ðàâíîâåñèå). Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà â òîì, ÷òîáû íàéòè âñåãî åäèí-ñòâåííîå íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå. Ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ, åñëè èñõîäíàÿ\áàçîâàÿ ñèñòåìà" ðàâíîâåñèé äîñòàòî÷íî áîãàòà. Ïðèâåäåì èçâåñòíóþ íàñåãîäíÿ áàçîâóþ ñèñòåìó ðàâíîâåñèé (íà÷àâ ñ A′-ðàâíîâåñèÿ), äîïîëíèâ ååíîâûì ïîíÿòèåì ðàâíîâåñèÿ.Îïð å ä å ë å íè å 1 a. Ñèòóàöèþ q∗ = (q∗Pk
, q∗PN−k

) ∈ G íàçîâåì êîà-ëèöèîííî ýêñòðåìàëüíîé äëÿ êîàëèöèè Pk , ñîñòîÿùåé èç k èãðîêîâ, åñëè
G(q∗PN−k

) = q∗Pk
, èëè êàæäîìó ñîñòîÿíèþ qPk

∈ G(q∗PN−k
)\ q∗Pk

êîàëèöèè Pkìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîñòîÿíèå q̂PN−k
∈

∈ G(qPk
) îñòàëüíûõ N − k ó÷àñòíèêîâ, òàê, ÷òîáû

JPk
(qPk

, q̂PN−k
< qPk

>) 6 JPk
(q∗), (1a)ãäå JPk

=
∑

i∈Pk

Ji. Ìíîæåñòâî âñåõ êîàëèöèîííî ýêñòðåìàëüíûõ äëÿ êîàëèöèè
Pk ñèòóàöèé q∗ îáîçíà÷èì A′

Pk
. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ G íàçîâåì ïîëíûì ðàâíîâå-ñèåì, åñëè îíà êîàëèöèîííî ýêñòðåìàëüíà äëÿ ëþáîé êîàëèöèè Pk, 1 6 k < N .Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ ðàâíîâåñèé îáîçíà÷èì A′

=
⋂
Pk

A′

Pk
, 1 6 k 6 N − 1.Âîîáùå ãîâîðÿ, îïèðàÿñü ëèøü íà A-ðàâíîâåñèå, ìîæíî ñ ïîìîùüþ íè-æåïðèâåäåííîé òåîðåìû 2 ïîñòðîèòü ìîíîòîííî óñèëèâàþùóþñÿ ïîñëåäîâà-òåëüíîñòü íîâûõ ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî, ê ñîæàëåíèþ, íå òîëüêî îäíîãî

A-ðàâíîâåñèÿ, ðàññìàòðèâàåìîãî â êà÷åñòâå áàçû äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ðàâ-íîâåñèé ñ ïîìîùüþ ýòîé òåîðåìû, íî è ðÿäà áîëåå ñèëüíûõ ðàâíîâåñèé, óñè-ëèâàþùèõ A-ðàâíîâåñèå â ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèÿõ, íå âñåãäà óäàåòñÿ íàéòèâ çàäà÷å åäèíñòâåííîå íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íåîáõî-äèìî ðàñïîëàãàòü êàê ìîæíî áîëåå áîãàòîé \áàçîé" èç åñòåñòâåííûõ ïîíÿòèéðàâíîâåñèÿ, óñèëèâàþùèõ A-ðàâíîâåñèå. �àçëè÷íûå óñèëåíèÿ A-ðàâíîâåñèÿäàþòñÿ íèæåñëåäóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè.Îïð å ä å ë å íè å 2. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ G íàçîâåì ñèëüíîçàâèñèìûì ðàâíîâå-ñèåì (èëè, êîðî÷å, C̄0-ðàâíîâåñèåì), åñëè
Ji(q

∗
) = max

qi∈A(qi∗)
Ji(q

i∗, qi), i = 1, N. (2)Êëàññè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó [7℄ (êîòîðîå íàçîâåì ðàäè êðàòêîñòè
C̄-ðàâíîâåñèåì), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïî ñóùåñòâó îäíî èç âîçìîæíûõ óñè-ëåíèé C̄0-ðàâíîâåñèÿ, çàäàåòñÿ îïðåäåëåíèåì 2, â êîòîðîì ðîëü ìíîæåñòâà
A èãðàåò ìíîæåñòâî G.Îïð å ä å ë å íè å 3. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ A íàçîâåì B′

i-ýêñòðåìàëüíîé, åñëèîíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Arg max

qi∈A(q∗

i )
J i

(q∗i , qi
) = ArgJ i

(q∗) = B′

i. (3)



204 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂÍàçîâåì ñèòóàöèþ q∗ ∈ G B′-ðàâíîâåñèåì, åñëè q∗ ∈
N⋂

i=1

B′

i

△
= B′, ãäå B′

i |ìíîæåñòâî âñåõ B′
i-ýêñòðåìàëüíûõ ñèòóàöèé. Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå äàåòíåêîòîðîå óñèëåíèå B′-ðàâíîâåñèÿ.Îïð å ä å ë å íè å 4. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ Ai íàçîâåì Bi-ýêñòðåìàëüíîé, åñëèîíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Arg max
qi∈Ai(q∗

i )
J i

(q∗i , qi
) = ArgJ i

(q∗) = Bi. (4)Íàçîâåì ñèòóàöèþ q∗ ∈ G B-ðàâíîâåñèåì, åñëè q∗ ∈
N⋂

i=1

Bi
△
= B, ãäå Bi |ìíîæåñòâî âñåõ Bi-ýêñòðåìàëüíûõ ñèòóàöèé.

B-ðàâíîâåñèå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè i-ãî èãðîêà ñòðàòåãèÿ q∗i óñòðàèâàåò, òîîñòàëüíûõ èãðîêîâ òåì áîëåå óñòðàèâàåò ñèòóàöèÿ q∗, ïîñêîëüêó â íåé îíèïîëó÷àþò ìàêñèìóì ñâîåãî êîëëåêòèâíîãî äîõîäà íà ìíîæåñòâå Ai(q
∗

i ), íàêîòîðîì îíè ñîõðàíÿþò óãðîçû â àäðåñ i-ãî èãðîêà. Îäíî èç âîçìîæíûõåñòåñòâåííûõ óñèëåíèé B-ðàâíîâåñèÿ äàåòñÿ ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì.Îïð å ä å ë å íè å 5. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ Ai íàçîâåì Ci-ýêñòðåìàëüíîé, åñëèîíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Arg max

qi∈G(q∗

i )
J i

(q∗i , qi
) = ArgJ i

(q∗) = Ci. (5)Ñèòóàöèþ q∗ ∈ G íàçîâåì C-ðàâíîâåñèåì, åñëè q∗ ∈
N⋂

i=1

Ci
∆
= C, ãäå Ci |ìíîæåñòâî âñåõ Ci-ýêñòðåìàëüíûõ ñèòóàöèé.Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ ó÷àñòíèêîâ C-ðàâíîâåñèå ýêâèâàëåíòíî ðàâ-íîâåñèþ ïî Íýøó.Îïð åä å ë å íè å 6. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ A íàçîâåì D′

i-ýêñòðåìàëüíîé, åñëèîíà ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå
Arg max

qi∈PrQi
A

Ji

(
Arg max

qi∈A(qi)
J i

(q)

)
= ArgJi(q

∗
) = D′

i, (6)è íàçîâåì åå D′-ðàâíîâåñèåì, åñëè q∗ ∈
N⋂

i=1

D′

i

△
= D′.Îïð å ä å ë å íè å 7. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ Bi íàçîâåì D̄i-ýêñòðåìàëüíîé, åñëèîíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

max
q∈Bi

Ji(q) = Ji(q
∗
), (7a)èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, | óñëîâèþ

D̄i = Arg max
qi∈PrQi

Ai

Ji(Arg max
qi∈Ai(qi)

J i
(qi, q

i
)) = Ji(q

∗
), (7)è íàçîâåì åå D̄-ðàâíîâåñèåì, åñëè q∗ ∈

N⋂
i=1

D̄i
△
= D̄.



ÓÑËÎÆÍÅÍÍÛÅ �ÀÂÍÎÂÅÑÈß ÄËß ÊÎÍÔËÈÊÒÍÛÕ ÇÀÄÀ× 205Îïðåä å ë å íè å 8. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ Ci íàçîâåì Di-ýêñòðåìàëüíîé, åñëè
max
q∈Ci

Ji(q) = Ji(q
∗
), (8)è íàçîâåì åå D-ðàâíîâåñèåì, åñëè q∗ ∈

N⋂
i=1

Di
△
= D.Ñëåäóþùåå íîâîå ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ äîïîëíÿåò áàçîâóþ ñèñòåìó ðàâ-íîâåñèé (1){(8). Ñóùåñòâåííîå åãî îòëè÷èå îò âñåõ ïðåäûäóùèõ â òîì, ÷òîìåòîäèêà ïðàêòè÷åñêîãî åãî îïðåäåëåíèÿ ñëîæíåå, ÷åì âñåõ ïðåäûäóùèõ.Îïð å ä å ë å íè å 9. Ñèòóàöèþ q∗ ∈ Ai íàçîâåì D̄′

i-ýêñòðåìàëüíîé, åñëè
D̄′

i = Arg max
qi∈Ai(qi∗)

Ji(Arg max
qi∈Ai(qi)

J i
(q)), i = 1, 2, ...N. (9)Íàçîâåì ñèòóàöèþ q∗ D̄′-ðàâíîâåñèåì, åñëè q∗ ∈ ⋂N

k=1 D̄′

k.È çàìåòèì åù¸, ÷òî ïî àíàëîãèè ñ ïðèâåäåííîé áàçîâîé ñèñòåìîé ñèì-ìåòðè÷íûõ ðàâíîâåñèé, çàäàííîé îïðåäåëåíèÿìè 1{9, ìîæíî ïîñòðîèòü ìíî-æåñòâî êîàëèöèîííûõ ðàâíîâåñèé, êîòîðîå îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííûì ñ ýòîéáàçîâîé ñèñòåìîé àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé îïðåäåëåíèÿ 1è 1a. Êðîìå òîãî, â [1℄ ïîñòðîåíà òàêæå ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç òàê íàçûâà-åìûõ íåñèììåòðè÷íûõ ðàâíîâåñèé. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷ öåëå-ñîîáðàçíî ñíà÷àëà íàõîäèòü âñå ñèììåòðè÷íûå áàçîâûå ðàâíîâåñèÿ, çàòåì,åñëè íåîáõîäèìî, òî è êîàëèöèîííûå ðàâíîâåñèÿ, à åñëè è ýòîãî îêàæåòñÿ íå-äîñòàòî÷íî, òî ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ åùå è íåñèììåòðè÷íûìè ñèñòåìàìèðàâíîâåñèé.3. Îòíîøåíèÿ ìåæäó êîí�ëèêòíûìè ðàâíîâåñèÿìèÒ å î ð å ì à 1. Áàçîâîå D̄′-ðàâíîâåñèå ñîäåðæèò â ñåáå áàçîâîå D̄-ðàâíî-âåñèå.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç ñàìèõ îïðåäåëåíèé
D̄- è D̄′-ðàâíîâåñèé ñëåäóåò, ÷òî îíè, êîãäà ñóùåñòâóþò, ñîäåðæàòñÿ âî ìíî-æåñòâå A, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ìíîæåñòâ Ai, ò. å. íà A.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àðãóìåíò �óíêöèîíàëà Ji â (7) è (9) îäèíàêîâ, ïðè÷åì ìíî-æåñòâî çíà÷åíèé àðãóìåíòà �óíêöèîíàëà Ji â (7) âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîæåñòâîçíà÷åíèé àðãóìåíòà Ji â (9). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî D̄′ ⊃ D̄. Â ñàìîì äåëå,ïóñòü q∗ | D̄-ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå q∗i �óíêöè-îíàë Ji, ñîãëàñíî (7), äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà ìíîæåñòâå PrQi

Ai. Åñëè æåó÷åñòü, âî-ïåðâûõ, ÷òî ñå÷åíèå Ai(q
i∗

) ìíîæåñòâà Ai â òî÷êå q∗ = (q∗i , qi∗
) ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà PrQi

Ai, âî-âòîðûõ, ÷òî max Ji íàýòîì ïîñëåäíåì ìíîæåñòâå äîñòèãàåòñÿ, ñîãëàñíî (7), â òî÷êå q∗i è, â-òðåòüèõ,÷òî åñëè òåïåðü ðàññìàòðèâàòü òî÷êó (q∗i , qi∗
) íå íà ìíîæåñòâå PrQi

Ai, à íàåãî ïîäìíîæåñòâå Ai(q
i∗

), òî íà ýòîì ïîäìíîæåñòâå îíà òàêæå îáåñïå÷èâàåòìàêñèìóì �óíêöèîíàëó Ji, ÷òî îçíà÷àåò, ñîãëàñíî (9), ÷òî ñèòóàöèÿ (q∗i , qi∗
)îêàçûâàåòñÿ òàêæå è D̄′-ðàâíîâåñèåì.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A-ðàâíîâåñèå (ïî êðàéíåé ìåðå, â ε-àïïðîêñèìàöèè) ñó-ùåñòâóåò â ëþáîé çàäà÷å [1℄ è ÷òî ëþáàÿ ñèòóàöèÿ èç ìíîæåñòâà G \ A âñå-ãäà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà äëÿ ñåáÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíèì èç ó÷àñòíèêîâ,âïîëíå åñòåñòâåííî ïðåíåáðå÷ü ýòèì íåñóùåñòâåííûì ìíîæåñòâîì è çàíîâî



206 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂèññëåäîâàòü èãðó, îïðåäåëÿÿ â íåé ðàâíîâåñèÿ òèïà (1){(9) è ëþáûå äðó-ãèå, ïðèíèìàÿ çà èñõîäíîå èãðîâîå ìíîæåñòâî òåïåðü óæå íå ìíîæåñòâî G, àìíîæåñòâî A, è íàçûâàÿ íàéäåííûå íà íåì ðàâíîâåñèÿ ðàâíîâåñèÿìè ïåðâîéèòåðàöèè. Çàòåì íà ìíîæåñòâå A1 ⊆ A, êàê íà èñõîäíîì èãðîâîì ìíîæåñòâå,ìîæíî ïîñòàâèòü âòîðóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, è ò. ä. Âñëåäñòâèå òîãî,÷òî ëþáîå ìíîæåñòâî Ak íèêîãäà íå áûâàåò ïóñòûì (â ε-àïïðîêñèìàöèè), ýòàèòåðàöèîííàÿ ñõåìà ïîçâîëÿåò â ëþáîé êîí�ëèêòíîé çàäà÷å íàéòè íàèñèëü-íåéøèå ðàâíîâåñèÿ, ïðè÷åì áëàãîäàðÿ íîâîìó ïîíÿòèþ D̄′-ðàâíîâåñèÿ êëàññçàäà÷, â êîòîðûõ óäà¸òñÿ íàéòè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ñóæàåòñÿ. Ñìûñëïîäîáíîãî èòåðàöèîííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷ â òîì, ÷òî íà êàæäîéñëåäóþùåé èòåðàöèè ðàâíîâåñèÿ (3){(9), êîòîðûå áûëè ïóñòûìè íà ïðåäû-äóùåé èòåðàöèè, ìîãóò (ê ïðèìåðó, â ëþáûõ çàäà÷àõ ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè)îêàçàòüñÿ óæå íå ïóñòûìè, ïîñêîëüêó íà êàæäîé ñëåäóþùåé èòåðàöèè îíè, âîòëè÷èå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ak, ñòàíîâÿòñÿ áîëåå îñëàáëåííûìè è áîëååìíîãî÷èñëåííûìè.Ñëåäóþùóþ òåîðåìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîáùåíèå òåîðåìû 3.1.4èç [1℄.Ò å î ð å ì à 2. Â ëþáîé êîí�ëèêòíîé çàäà÷å íà îñíîâå áàçîâîé ñèñòåìûêîí�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èòåðàöèîííî ñòðîèòü íî-âûå ðàâíîâåñèÿ. Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû âñå áàçîâûå ðàâíîâåñèÿ (ðåøåíèå\íóëåâîé èòåðàöèè"), çàäà÷à ðåøàåòñÿ çàíîâî, íî íå íà ìíîæåñòâå G, à íàìíîæåñòâå A, ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè åùå îäíó ñèñòåìó ðàâíîâåñèé (\ïåðâîéèòåðàöèè"), è òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå íàõîäÿòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòèèç ðàâíîâåñèé Ak, C̄k, B
′k, Bk, Dk, D

′k, D̄k, D̄
′k, k = 0, 1, 2, . . ., ïðè÷åì èòå-ðàöèè Ak è C̄k èç áàçîâûõ ðàâíîâåñèé A è C̄0 îáðàçóþò çàìêíóòûå êîëüöàèç ïîïàðíî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà ðàâíîâåñèé; è âñåãäà Ak−1 ⊇ Ak, ò. å. ñóâåëè÷åíèåì èíäåêñà k ìíîæåñòâà Ak ñóæàþòñÿ (óñèëèâàþòñÿ), à ïîñëåäî-âàòåëüíûå èòåðàöèè ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó íà ìíîæåñòâàõ Ak ðàñøèðÿþòñÿ

(îñëàáëÿþòñÿ), ò. å. C̄k−1 ⊆ C̄k, k = 1, 2, 3, . . .. Èòåðàöèè ðàâíîâåñèé (3){(8)ïî÷òè âñåãäà îñëàáëÿþòñÿ (òîëüêî â çàäà÷àõ ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè âñåãäàîñëàáëÿþòñÿ âñå òèïû ðàâíîâåñèé, óñèëèâàþùèå A-ðàâíîâåñèÿ). Â ëþáûõçàäà÷àõ âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâÿçè ìåæäó ðàâíîâåñèÿìè:
G ⊇ C̄
∪ ∩

D ⊆ C ⊆
D̄ ⊆

D̄ ⊆ D̄′ ⊆

∣∣∣∣∣
⊆ B ⊆
; D′ ⊆

∣∣∣∣ ⊆ B′ ⊆ A ⊇ C̄0

∪ ∩
D1 ⊆ C1 ⊆

D̄1 ⊆
D̄1 ⊆ D̄

′1 ⊆

∣∣∣∣∣∣
⊆ B1 ⊆
; D

′1 ⊆

∣∣∣∣ ⊆ B
′1 ⊆ A1 ⊇ C̄1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .Çàìå ÷àíè å 1. Â çàäà÷àõ ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè êîëüöåâàÿ ñòðóêòóðàðàâíîâåñèé îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå áîãàòîé çà ñ÷åò òîãî, ÷òî íà êà-æäîé ñëåäóþùåé èòåðàöèè âñåãäà ðàñøèðÿåòñÿ íå òîëüêî C̄0-ðàâíîâåñèå, ñî-âïàäàþùåå ñ B′-ðàâíîâåñèåì, íî è äðóãèå òèïû ðàâíîâåñèé, âñëåäñòâèå ÷åãîîáíàðóæèâàåòñÿ óäèâèòåëüíàÿ îñîáåííîñòü, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî âñå ðàâíî-âåñèÿ òèïîâ Bk, Ck, Dk, D
′k, D̄k, D̄

′K , k = 1, 2, . . ., ñîäåðæàòñÿ âî ìíîæåñòâå
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A∞. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïîèñê íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ ìîæíî íà÷èíàòü è ñòîãî, ÷òî ñíà÷àëà íàéòè ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Ak, à çàòåì óæå íà íåì èñ-êàòü íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîùå, ÷åì ïðîâîäèòüýòîò ïîèñê íà èñõîäíîì ìíîæåñòâå A. Â îáùåì ñëó÷àå ïîèñê íàèñèëüíåéøåãîðàâíîâåñèÿ â çàäà÷àõ ñ ëþáûì ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿèìåííî èç-çà òîãî, ÷òî íà êàæäîé ñëåäóþùåé èòåðàöèè ñëàáåéøèå èç ðàâ-íîâåñèé (òèïà Ak) óñèëèâàþòñÿ (ò. å. ìíîæåñòâà Ak ñóæàþòñÿ), à îñòàëüíûåáîëåå ñèëüíûå òèïû ðàâíîâåñèé ïî÷òè âñåãäà îñëàáëÿþòñÿ (ò. å.ìíîæåñòâà B′,
B, C, D, D′, D̄, D̄′ ïî÷òè âñåãäà ðàñøèðÿþòñÿ). Òàê ÷òî åñëè êàêèå-ëèáî èç òè-ïîâ ðàâíîâåñèÿ îêàçûâàþòñÿ ïóñòûìè íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, òî èìåþòñÿîñíîâàíèÿ îæèäàòü, ÷òî íà ñëåäóþùåé îíè óæå ìîãóò îêàçàòüñÿ íåïóñòûìè.Ïðèìåð 1. �àññìîòðèì êîí�ëèêòíóþ (èãðîâóþ) çàäà÷ó ñ äâóìÿ ó÷àñò-íèêàìè, â êîòîðîé íàéòè íàñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå ïîìîãàåò íîâîå ðàâíîâå-ñèå (9). Ïóñòü êàæäûé èç èãðîêîâ ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ (ìàòðè÷íóþ) ïëà-òåæíóþ �óíêöèþ

J1(q1, q2) =




11 5 9 2

6 · 3 ·
· 10 4 7

1 8 · 12



 , J2(q1, q2) =




6 7 1 9

5 · 11 ·
· 3 8 4

10 12 · 2



 .Îáà èãðîêà ðàñïîëàãàþò ÷åòûðüìÿ ñòðàòåãèÿìè: ïåðâûé èãðîê âûáèðàåòîäíó èç ÷åòûðåõ ñòðîê, à âòîðîé | îäèí èç ÷åòûðåõ ñòîëáöîâ. Èãðîâîå ìíî-æåñòâî G â ýòîé çàäà÷å ñîñòîèò èç òåõ 12 ñèòóàöèé aij â âûøåïðèâåäåííûõìàòðèöàõ, â ýëåìåíòàõ êîòîðûõ âïèñàíû çíà÷åíèÿ ïëàòåæíûõ �óíêöèé. Íàé-äåì íàèáîëåå ñèëüíîå (èç ñóùåñòâóþùèõ â ýòîé èãðîâîé çàäà÷å) ðàâíîâåñèå,ïðè÷åì ñíà÷àëà íàéäåì ìàòðèöû A1, A2 è A:
A1 =




+ + + ·
+ · · ·
· + + +

· + · +



 , A2 =




+ + · +

+ · + ·
· + + +

+ + · ·



 , A =




+ + · ·
+ · · ·
· + + +

· + · ·



 .Íàõîäèì, äàëåå, áàçîâûå ðàâíîâåñèÿ:
B′

1 = B1 = (a12, a21, a33, a42), B′
2 = B2 = (a11, a32, a33, a32),

B′
= B = a33,

C1 = (a33, a42), C2 = (a11, a32), C = ∅,
D′

1 = D̄1 = a42, D′
2 = D̄2 = a11, D′

= D̄ = D = ∅.Òàêèì îáðàçîì, íà íóëåâîé èòåðàöèè íà ðîëü íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿïðåäâàðèòåëüíî ïðåòåíäóåò B-ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ a33. Åñòü íàäåæäà, ÷òîñëåäóþùàÿ èòåðàöèÿ ïîçâîëèò ïðîÿñíèòü ðåàëüíóþ ñèëó ðàâíîâåñíîé ñèòó-àöèè a33 èëè äàæå íàéòè áîëåå ñèëüíîå ðàâíîâåñèå. Íàéäåì âñå ðàâíîâåñèÿïåðâîé èòåðàöèè, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2, ò. å. ðàññìàòðèâàÿ âñïîìîãàòåëüíóþèãðó íà ìíîæåñòâå A ñ ïëàòåæíûìè �óíêöèÿìè
J1

1 (q1, q2) =




11 5 · ·
6 · · ·
· 10 4 7

· 8 · ·



 , J1
2 (q1, q2) =




6 7 · ·
5 · · ·
· 3 8 4

· 12 · ·



 .
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A1

1 =




+ · · ·
+ · · ·
· + + +

· + · ·



 , A1
2 =




+ + · ·
+ · · ·
· · + ·
· + · ·



 , A1
=




+ · · ·
+ · · ·
· · + ·
· + · ·



 ,à áàçîâûå ðàâíîâåñèÿ ïåðâîé èòåðàöèè èìåþò âèä
B

′1
1 = B1

1 = (a11, a21, a33, a42),

B
′1
2 = B1

2 = (a11, a33, a42), B
′1

= B1
= (a11, a33, a42),

C1
1 = (a21, a33, a42), C1

2 = (a11, a33), C1
= a33,

D
′1
1 = D̄1

1 = a11, D
′1
2 = D̄1

2 = a42, D
′1

= D̄1
= ∅,

D1
1 = a42, D1

2 = a33, D1
= ∅,

D̄
′1

= (a33, a42).Èòàê, íà ïåðâîé èòåðàöèè ïðîÿâèëîñü äâå D̄
′1-ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèè (a33,

a42), èç êîòîðûõ ñèòóàöèÿ a33 ÿâëÿåòñÿ ÷óòü áîëåå ñèëüíûì ðàâíîâåñèåì, ÷åìñèòóàöèÿ a42, ïîñêîëüêó ñèòóàöèÿ a33 òàêæå B- è C1-ðàâíîâåñíà. Çàìåòèì,÷òî òîò �àêò, ÷òî ñèòóàöèÿ a42 ïðåäïî÷òèòåëüíåå äëÿ ó÷àñòíèêîâ ñ òî÷êè çðå-íèÿ èõ âûèãðûøåé, ÷åì ñèòóàöèÿ a33, íå äåëàåò åå, îäíàêî, ñ òî÷êè çðåíèÿâçàèìíûõ óãðîç áîëåå óñòîé÷èâîé. Òàê ÷òî ýòè ñèòóàöèè ñëåäóåò ðàññìà-òðèâàòü êàê ïî÷òè ýêâèâàëåíòíûå. Âûäåëèòü æå èç íèõ ÿâíî íàèñèëüíåéøååðàâíîâåñèå â äàííîì ñëó÷àå íå ïîìîãëî äàæå íîâîå D̄′-ðàâíîâåñèå. Òàê ÷òîèìåþòñÿ îñíîâàíèÿ èñêàòü íîâûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ.Çàìåòèì, ÷òî åñëè èãðà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîîïåðàòèâíàÿ, òî ñïðà-âåäëèâûé äåëåæ êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà â ðàçìåðå 20, äîñòèãàåìûé â ñè-òóàöèè a42, ñëåäóåò ïðîâîäèòü ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî îáå íàéäåííûå ñèòóàöèèïðàêòè÷åñêè ðàâíîñèëüíû, à ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíûé äåëåæ çàäàåòñÿ�îðìóëàìè (5) èç [5℄: x1 = 20(4 + 8)/32 = 7, 5 è x2 = 20(8 + 12)/32 = 12, 5.�àññìîòðèì åù¸ îäíó èãðó ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè, â êîòîðîé íàéòè íàñèëü-íåéøåå ðàâíîâåñèå (ðåøåíèå) ïîìîãàåò ïðåäëîæåííîå D̄′-ðàâíîâåñèå.Ïðèìåð 2. Ïóñòü êàæäûé èç èãðîêîâ ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ (ìàòðè÷íóþ)ïëàòåæíóþ �óíêöèþ
J1(q1, q2) =




· 2 · 8

6 12 4 11

1 3 9 ·
7 · 5 8



 , J2(q1, q2) =




· 11 · 6

9 2 8 3

10 12 7 ·
4 · 5 1



 .Íàéäåì íàèáîëåå ñèëüíîå (èç ñóùåñòâóþùèõ â ýòîé êîí�ëèêòíîé çàäà÷å)ðàâíîâåñèå, ïðè÷åì ñíà÷àëà íàéäåì ìàòðèöû A1, A2 è A:
A1 =




· · · +

+ + · +

· · + ·
+ · + +



 , A2 =




· + · +

+ · + ·
+ + + ·
· · + ·



 , A =




· · · +

+ · · ·
· · + ·
· · + ·



Íàõîäèì, äàëåå, áàçîâûå ðàâíîâåñèÿ (2){(9):
B′

1 = (a14, a21, a33, a43), B′
2 = (a14, a21, a33),

B1 = (a14, a21, a33, a43), B2 = (a14, a21, a32, a33), B′
= B = (a14, a21, a33),

D′
1 = a33, D′

2 = a21, D′
= ∅, D̄1 = a33, D̄2 = a32, D̄ = ∅, D̄′

= a21.
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�èñ. 1Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åäèíñòâåííûì íàèñèëüíåéøèì ðàâíîâåñèåì ÿâëÿ-åòñÿ D̄′-ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ a21, êîòîðóþ óäàëîñü íàéòè òîëüêî ñ ïîìîùüþïðåäëîæåííîãî íîâîãî ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ.Ïðèìåð 3. �àññìîòðèì åù¸ èãðó ñ òðåìÿ ó÷àñòíèêàìè êàê èãðó íåêî-îïåðàòèâíóþ è êîîïåðàòèâíóþ, â êîòîðîé êàæäûé èç èãðîêîâ ðàñïîëàãàåòñòðàòåãèÿìè, ïðèíèìàþùèìè âñåãî äâà çíà÷åíèÿ, è ñòðåìèòñÿ îáåñïå÷èòüìàêñèìóì ñâîåé ïëàòåæíîé �óíêöèè Ji, i = 1, 2, 3. Ïóñòü J = (J1, J2, J3) |ïëàòåæíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ â ýòîé èãðå, â êîòîðîé, î÷åâèäíî, ðåàëèçóåòñÿâñåãî âîñåìü ñèòóàöèé E, F, H, K, L, M, N, P , èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1, â êà-æäîé èç êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ïëàòåæíûõ �óíêöèé èãðîêîâ ïóñòü áóäóò ñëå-äóþùèìè: J(E) = (6, 0, 5), J(F ) = (4, 3, 6), J(H) = (3, 2, 3), J(K) = (5, 1, 5),
J(L) = (4, 5, 4), J(M) = (2, 4, 5), J(N) = (1, 7, 2), J(P ) = (3, 6, 4).Ñòðàòåãèÿ i-ãî èãðîêà ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì ÷èñëîâîåçíà÷åíèå êàæäîé èç ýòèõ ñòðàòåãèé â äàííîé èãðå íåñóùåñòâåííî. Íàéäåìñíà÷àëà íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå â ýòîé èãðå, ðàññìàòðèâàåìîé êàê íåêî-îïåðàòèâíàÿ èãðà.Áàçîâàÿ ñèñòåìà ñèììåòðè÷íûõ ðàâíîâåñèé (1){(9) äàåò ñëåäóþùèå ðå-çóëüòàòû:

A1 = (E, F, H, K, L, M, P ), A2 = (F, H, K, L, M, N, P ),
A3 = (E, F, H, K, L, M, P ), A = (F, H, K, L, M, P ),
B1 = (F, L, M, P ), B2 = (F, L, K), B3 = (F, L, P ), B = (F, L),
D′

1 = D̄1 = (F, L), D′
2 = D̄2 = L, D′

3 = D̄3 = F, D′
= D̄ = ∅,

C1 = (F, L, M, P ), C2 = (F, K), C3 = (F, L, P ), C = F,
D1 = (F, L), D2 = F, D3 = F, D = F = D̄′,
C̄0

= (H, L), C̄ = ∅,Ïðîàíàëèçèðóåì ýòè ðåçóëüòàòû. B-ðàâíîâåñèå âêëþ÷àåò äâå ñèòóàöèè |
F è L, êîòîðûå è ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ êàæóòñÿ íàèáîëåå âûãîäíûìèäëÿ èãðîêîâ è ïî÷òè ýêâèâàëåíòíûìè. À íà ðîëü åäèíñòâåííîãî íàèñèëüíåé-øåãî ðàâíîâåñèÿ â èãðå ïðåòåíäóåò ñèòóàöèÿ F , ÿâëÿþùàÿñÿ îäíîâðåìåííî
C-, D- è D̄′-ðàâíîâåñíîé. ×òî êàñàåòñÿ C̄0-ðàâíîâåñèÿ, òî îíî, ïîìèìî ðàâíî-âåñíîé ñèòóàöèè L, óêàçàëî íà ðàâíîâåñíîñòü åùå è ñîâåðøåííî íåâûãîäíîéäëÿ âñåõ èãðîêîâ ñèòóàöèè H . Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ýòî ðàâíîâåñèå ñòðî-èòñÿ ïî òèïó ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó, à ñëåäîâàòåëüíî, è ñòðàäàåò âñåìè åãî



210 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂíåäîñòàòêàìè, õîòÿ è â ìåíüøåé ñòåïåíè, ïîñêîëüêó èùåòñÿ íå íà âñåì èñ-õîäíîì èãðîâîì ìíîæåñòâå G, à âñåãî ëèøü íà åãî íàèáîëåå \ëó÷øåé" äëÿâñåõ èãðîêîâ ÷àñòè A.Ïîñìîòðèì, íå ïðåäîñòàâèò ëè íàì êàêóþ-íèáóäü äîïîëíèòåëüíóþ èí-�îðìàöèþ î âîçìîæíîì íàèñèëüíåéøåì ðàâíîâåñèè â ýòîé èãðå èòåðàöèîí-íàÿ ïðîöåäóðà ãåíåðèðîâàíèÿ íîâûõ ðàâíîâåñèé, ïðåäëàãàåìàÿ òåîðåìîé 2.Íàéäåì ïåðâóþ èòåðàöèþ áàçîâûõ ðàâíîâåñèé (1){(9):
A1

1 = (F, H, K, L, P ), A1
2 = (F, H, L, M, P ),

A1
3 = (F, H, K, L, M, P ), A1

= (F, H, L, P ),
B1

1 = (F, L, P ), B1
2 = (F, L), B1

3 = (F, L, P ), B1
= (F, L),

D1
1 = D

′1
1 = D̄1

1 = (F, L), D1
2 = D

′1
2 = D̄1

2 = L,

D1
3 = D

′1
3 = D̄1

3 = F, D1
= D

′1
= D̄1

= ∅,
C1

1 = (F, L, P ), C1
2 = (F, L), C1

3 = (F, L, P ), C1
= (F, L) = D̄

′1.Èòàê, íà ïåðâîé èòåðàöèè ìíîæåñòâà C è D̄′ ðàñøèðèëèñü ñ îäíîãî ýëå-ìåíòà F äî äâóõ C1
= D̄

′1
= (F, L), òàê ÷òî èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ãåíåðèðîâà-íèÿ íîâûõ ðàâíîâåñèé ëèøü ïîäòâåðäèëà, ÷òî ñèòóàöèè F è L ÿâëÿþòñÿ íàè-áîëåå ñèëüíûìè ðàâíîâåñèÿìè, ïðè÷åì ýêâèâàëåíòíûìè D̄

′1-ðàâíîâåñíûìèñòóàöèÿìè ëèøü â ðàìêàõ ïåðâîé èòåðàöèè. Îäíàêî ñèòóàöèÿ F íåìíîãîñèëüíåå ñèòóàöèè L, ïîñêîëüêó îíà D̄′-ðàâíîâåñíà óæå íà íóëåâîé èòåðàöèè,äàþùåé áîëåå ñèëüíûå ðàâíîâåñèÿ, ÷åì ïîñëåäóþùèå èòåðàöèè.Ïîñêîëüêó îáå ñèòóàöèè ñëàáî ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñèëå ðàâíîâåñèÿ, òî ïðèðàññìîòðåíèè ñïðàâåäëèâîãî äåëåæà â êîîïåðàòèâíîé èãðå èõ âïîëíå ìîæíîñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè ðàâíîâåñèÿìè. À ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñëå-äóåò ïðèìåíÿòü �îðìóëó (5) èç [5℄, ñîãëàñíî êîòîðîé äåëåæ êîîïåðàòèâíîãîäîõîäà, ðàâíîãî 13, äàåòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè: x1 =
(4 + 4)

26
13 = 4,

x2 =
(3 + 5)

26
13 = 4, x3 =

(6 + 4)

26
13 = 5.�àáîòà âûïîëíåíà ïî ïðîãðàììå Ôóíäàìåíòàëüíûå îñíîâû èí�îðìàöè-îííûõ òåõíîëîãèé è ñèñòåì �ÀÍ (ïðîåêò ¹ 1-3) è ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîåêò ¹ 06-01-00821.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. Òåîðèÿ êîí�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé.|Ì.: Åäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 2005.2. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. Ïîíÿòèÿ êîàëèöèîííûõ êîí�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé //Äè��åðåíö.óðàâíåíèÿ.|2006.|Ò. 42, ¹ 11.|Ñ. 1539{1548.3. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. �àñøèðåííàÿ áàçîâàÿ ñèñòåìà êîí�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé //ÄÀÍ.|2006.|Ò. 409, ¹ 2.|Ñ. 163{166.4. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. Óñèëåííûå ðàâíîâåñèÿ äëÿ êîí�ëèêòíûõ çàäà÷ //ÄÀÍ.|2007.|Ò. 415, ¹ 3.|Ñ. 318{321.5. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. Åäèíñòâåííûé ñïðàâåäëèâûé äåëåæ â ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõêîîïåðàòèâíûõ èãðàõ //Äè��åðåíö. óðàâíåíèÿ.|2007.|Ò. 43, ¹ 12.|Ñ. 1637{1648.6. N e umann J. Zur Theorie der Gesells
haftsspiele //Math. Annalen.|1928.|Bd. 100.|S. 295{320.7. R oo s C. F. Generalized Lagrange Problems in the Cal
ulus of Variations //Trans.Amer. Math. So
.|1928.|Vol. 30.|P. 360{384.8. Nas h J. Non-Cooperative Games //Annals of Mathemati
s.|1951.|Vol. 54, ¹ 2.|P. 286{295.9. Âàéñ áî ðä Ý.Ì., Æóê î â ñ ê èé Â.È. Ââåäåíèå â äè��åðåíöèàëüíûå èãðû íåñêîëü-êèõ ëèö è èõ ïðèëîæåíèÿ.|Ì.: Ñîâåòñêîå ðàäèî, 1980.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 211{218Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÎ�Î �Å�ÓËßÒÎ�ÀÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�Û Ï�ÎÕÎÄÍÎÉ ÏÅ×ÈÀ.Â. Äûëåâñêèé, �.È. Ëîçãà÷åâ, Â. Ñ. Ìàëþòèíà�àññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à êîíå÷íîìåðíîãî óïðàâëåíèÿ îáúåêòàìè ñ çàïàçäûâàíèåì. Äëÿñèíòåçà êîíå÷íîìåðíîãî ìîäàëüíîãî ðåãóëÿòîðà òðàíñöåíäåíòíàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿîáúåêòà àïïðîêñèìèðóåòñÿ äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé �óíêöèåé êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Ñèíòåçè-ðîâàííûé ìîäàëüíûé ðåãóëÿòîð îáåñïå÷èâàåò íå òîëüêî óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìûóïðàâëåíèÿ, íî è çàäàííûå ïîêàçàòåëè êà÷åñòâà ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.1. ÂâåäåíèåÏðîõîäíàÿ (ìåòîäè÷åñêàÿ) ïå÷ü|ïðîìûøëåííàÿ ïå÷ü íåïðåðûâíîãî äåé-ñòâèÿ, â êîòîðîé íàãðåâàåìûå çàãîòîâêè èëè èçäåëèÿ äâèæóòñÿ âäîëü ïå÷è,ïåðåìåùàåìûå òîëêàòåëåì, øàãàþùèìè áàëêàìè, ïå÷íûì ðîëüãàíãîì, êîí-âåéåðîì èëè äðóãèìè ìåõàíèçìàìè [1℄. Ïðîõîäíûå ïå÷è ïðèìåíÿþò äëÿ íà-ãðåâà ìåòàëëè÷åñêèõ çàãîòîâîê ïåðåä ãîðÿ÷åé îáðàáîòêîé äàâëåíèåì è ïðèòåðìîîáðàáîòêå èçäåëèé è äåòàëåé, äëÿ îáæèãà êåðàìè÷åñêèõ è ýìàëèðî-âàííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ èçäåëèé è ò. ä. �àáî÷åå ïðîñòðàíñòâî áîëüøèíñòâàïðîõîäíûõ ïå÷åé ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè (øèðèíà 1{6 ì, èíîãäà äî 25 ì, à âûñîòà 1{2 ì), íî áîëüøîé äëèíû (äî 250 ì). Óäåëü-íàÿ ïðîäîëæèòåëüíîñòü íàãðåâà â ïðîõîäíîé ïå÷è ïðè òåìïåðàòóðå íàãðåâà700{1150oC ñîñòàâëÿåò 10{15 ìèí íà 1 ñì òîëùèíû íàãðåâàåìîãî èçäåëèÿ.Ïðîõîäíûå ïå÷è îáîãðåâàþò ìíîãî÷èñëåííûìè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèìè èñ-òî÷íèêàìè òåïëà, ðàñïîëîæåííûìè ãëàâíûì îáðàçîì íà ïðîäîëüíûõ ñòåíàõ,à â ðÿäå ñëó÷àåâ íà ñâîäå è ïîäå. Ïðè îòîïëåíèè ãàçîì è íàãðåâå èçäåëèéâûøå 700oC èëè ìàçóòîì ïðè íàãðåâå âûøå 1000oC òîïëèâî ñæèãàþò íå-ïîñðåäñòâåííî â ðàáî÷åì ïðîñòðàíñòâå ïðîõîäíîé ïå÷è. Ïîâûøåíèå òðåáî-âàíèé ê êà÷åñòâó ïðîêàòûâàåìîãî ìåòàëëà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè òî÷íîâûäåðæèâàòü ïðè ïðîêàòêå òåìïåðàòóðíûé ðåæèì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèìèç ðåøàþùèõ �àêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ êà÷åñòâî ïðîêàòà [2℄. Òî÷íûé íàãðåâçàãîòîâîê ïåðåä ãîðÿ÷åé ïðîêàòêîé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì òî÷íîãîñîáëþäåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà è îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîãî êà÷åñòâà ïðî-êàòà. Ïîýòîìó ïðèìåíåíèå â ïðîõîäíûõ ïå÷àõ àâòîìàòèçèðîâàííûõ ñèñòåìîòîïëåíèÿ ïîçâîëèò äîñòè÷ü ñíèæåíèÿ ðàñõîäà ïðèðîäíîãî ãàçà, áîëåå ýêî-íîìè÷íî ðàñõîäîâàòü ìåòàëë çà ñ÷åò óìåíüøåíèÿ îáðàçîâàíèÿ îêàëèíû, ïðî-âîäèòü êà÷åñòâåííûé ðåêðèñòàëëèçàöèîííûé îòæèã ñî ñâåòëîé ïîâåðõíîñòüþêàëèáðîâàííîé ñòàëè, ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü îáúåìû ïðîèçâîäñòâà.1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîõîäíîé ïå÷èÏðîõîäíûå ïå÷è, îñíîâíîé íàãðåâàòåëüíûé àãðåãàò â ìàòàëëóðãèè, ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíûé îáúåêò óïðàâëåíèÿ, ïðîöåññû â êîòîðîì îïèñûâà-þòñÿ óðàâåíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
c© À.Â. Äûëåâñêèé, �.È. Ëîçãà÷åâ, Â.Ñ. Ìàëþòèíà, 2010



212 À.Â. ÄÛËÅÂÑÊÈÉ, �.È. ËÎÇ�À×ÅÂ, Â.Ñ. ÌÀËÞÒÈÍÀ�àññìîòðèì çàäà÷ó ðåãóëèðîâàíèÿ òåìïåðàòóðû â ïðîõîäíûõ ïå÷àõ [3℄.Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ïðîõîäíàÿ íàãðåâàòåëüíàÿ ïå÷ü äëèíû l. ×åðåç ïå÷üíåïðåðûâíîé ïîëîñîé ïðîõîäèò ìàòåðèàë ñî ñêîðîñòüþ v. Ïî ìåðå ïðîäâè-æåíèÿ âäîëü ïå÷è îò åå âõîäà ê âûõîäó ïîëîñà íàãðåâàåòñÿ ïîä äåéñòâèåìòåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ïå÷è. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òåìïåðàòóðíîå ïîëåïå÷è ðàâíîìåðíî, ò. å. â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðà-òóðû u(t) â ïå÷è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû x. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì, ÷òîíàãðåâàåìûé ìàòåðèàë â êàæäîì ñå÷åíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñè x, åñòü òîí-êîå òåëî â òåïëîòåõíè÷åñêîì ñìûñëå (êðèòåðèé Áèî Bi < 0,25), à òåïëîîáìåíìåæäó ïå÷üþ è ìåòàëëîì ïðîèñõîäèò ïî ëèíåéíîìó çàêîíó (çàêîí Íüþòîíà).Òîãäà, êàê ïîêàçàíî â [3℄, ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íàãðåâàåìîé ïîëîñû
y(x, t) îïèñûâàåòñÿ ñëåäóùèì ëèíåéíûì äè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:

b
∂y(x, t)

∂t
+ bv

∂y(x, t)

∂x
+ y(x, t) = u(t), 0 < x < l, t > 0, (1)ãäå b =

Scρ

α
| ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè íàãðåâà êàæäîãî ñå÷åíèÿ ìàòåðèàëà,ïåðïåíäèêóëÿðíîãî îñè x; S | òîëùèíà òåëà; c | òåïëîåìêîñòü ìàòåðèàëà;

ρ | ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; α | êîý��èöèåíò òåïëîîáìåíà ìåæäó ãðåþùåéñðåäîé è íàãðåâàåìûì ìàòåðèàëîì.

�èñ. 1�ðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1) èìååò âèä
y(x, t)

∣∣
x=0

= f(t), t > 0. (2)Çäåñü f(t) | âîçìóùàþùåå âîçäåéñòâèå.Íà÷àëüíîå óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
y(x, t)

∣∣
t=0

= y0(x), 0 6 x 6 l. (3)�àññìîòðèì ñèñòåìó ðåãóëèðîâàíèÿ ïðîöåññà íàãðåâà. Ïóñòü âûõîäÿùèéèç ïå÷è ìåòàëë èäåò íà äàëüíåéøóþ ìåõàíè÷åñêóþ îáðàáîòêó (ïðîêàòêó,êîâêó, øòàìïîâêó è ò. ä.). Òîãäà öåëüþ ðåãóëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîääåðæà-íèå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ g(t) òåìïåðàòóðû âûõîäÿùåãî èç ïå÷è ìåòàëëà, ò. å.ðåãóëèðóåìîé âåëè÷èíîé áóäåò âåëè÷èíà y(l, t).



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÎ�Î �Å�ÓËßÒÎ�À ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�Û 2132. Ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ ïðîõîäíîé ïå÷èÍàéäåì ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ ïðîõîäíîé ïå÷è. Ïîëàãàÿ â íà÷àëüíîìóñëîâèè (3) è ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (1) è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (2) ïðå-îáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííîé t, ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèéïîëó÷àåì
bv

dY (x, p

dx
+ (bp + 1)Y (x, p) = U(p), 0 6 x 6 l, (4)

Y (x, p)
∣∣
x=0

= F (p). (5)Çäåñü Y (x, p) = Lt

{
y(x, t)

}, U(p) = Lt

{
u(t)

}, F (p) = Lt

{
f(t)

}.Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî îáûê-íîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé
Y (x, p) =

(
1 − e−

bp+1

bv
x
) U(p)

bp + 1
+ C(p)e−

bp+1

bv
x ,ãäå íåèçâåñòíàÿ C(p) ìîæåò áûòü íàéäåíà èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5). Èìååì

Y (x, p)
∣∣
x=0

= C(p) = F (p).Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì ðåøåíèå çàäà÷è (4), (5)
Y (x, p) =

(
1 − e−

bp+1

bv
x
) U(p)

bp + 1
+ e−

bp+1

bv
xF (p). (6)Ïîäñòàâëÿÿ â (6) çíà÷åíèå x = l, ïîëó÷àåì èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó äëÿðåãóëèðóåìîé âåëè÷èíû

Y (l, p) =
(
1 − e−

bp+1

bv
l
) U(p)

bp + 1
+ e−

bp+1

bv
lF (p),èëè, îïóñêàÿ ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ,

Y (l, p) =
(
1 − ke−τp

) U(p)

Tp + 1
+ ke−τpF (p), (7)ãäå

k = e−
l

bv , T = b , τ =
l

v
. (8)Èç (7) íàõîäèì ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ ïðîõîäíîé ïå÷è êàê îáúåêòà ðåãóëè-ðîâàíèÿ

W (p) =
1 − ke−τp

Tp + 1
. (9)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ èìååò ëåâûéïîëþñ p = −1/T è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèåé â ïðàâîé ïî-ëóïëîñêîñòè è íà ìíèìîé îñè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.



214 À.Â. ÄÛËÅÂÑÊÈÉ, �.È. ËÎÇ�À×ÅÂ, Â.Ñ. ÌÀËÞÒÈÍÀ3. Ñèíòåç êîíå÷íîìåðíîãî ðåãóëÿòîðà�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîìåðíîãî ðåãóëÿòîðà òåì-ïåðàòóðû â ïðîõîäíîé (ìåòîäè÷åñêîé) ïå÷è. Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿðåçóëüòàòàìè [4, 5℄. Äëÿ ýòîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíóþäðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ àïïðîêñèìàöèþ òðàíñöåíäåíòíîé ïåðåäàòî÷íîé �óíê-öèè îáúåêòà (9). Òàê êàê ïåðåäàòî÷íàÿ �óíêöèÿ (9) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîéâ ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè è íà ìíèìîé îñè, òî äëÿ êîíå÷íîìåðíîé àïïðîê-ñèìàöèè âîñïîëüçóåìñÿ äðîáÿìè Ïàäå (ñì. [6℄). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òîàïïðîêñèìàöèÿ Ïàäå W[1,2](p) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè
W[1,2](p) =

B(p)

A(p)
,

B(p) =
1

3

(
(k2

+ 4k + 1)τ2
+ 3Tτ(k2 − 1)

)
p+

+ (1 − k2
)τ − 2T (1− k)

2,

A(p) =
τ

6

(
kτ2

+ 2(2k + 1)Tτ + 6T 2
(k − 1)

)
p2

+

+
1

3

(
(2k + 1)τ2

+ 6T [kτ + T (k − 1)]
)
p + 2T (k − 1) + τ .

(10)
Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû àìïëèòóäíî-�àçîâûå õàðàêòåðèñòèêè W (jω) (êðè-âàÿ 1) è W[1,2](jω) (êðèâàÿ 2) äëÿ

k = 0,1992, T = 15,4972 
, τ = 25 
. (11)

�èñ. 2Ýòè ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþò ñëÿáó ìàðêè Ñò. 20, êîòîðûé èìååò ñëåäóþùèåòåïëî�èçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè:
λ = 32

Âòì · oC , ρ = 7617
êãì3

, C = 636
Äæêã · oC ,

α = 1563
Âòì2 · oC , S = 0,005ì , Bi =

αS

λ
= 0,2442 < 0,25.

(12)Çäåñü λ | êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà. Êðîìå òîãî, äëÿ ïðî-õîäíîé ïå÷è ïîëàãàåì
l = 100ì , v = 4ì/
 . (13)



ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ ÊÎÍÅ×ÍÎÌÅ�ÍÎ�Î �Å�ÓËßÒÎ�À ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�Û 215Ñòàëü ìàðêè Ñò. 20 | êîíñòðóêöèîííàÿ óãëåðîäèñòàÿ êà÷åñòâåííàÿ. Èçñòàëè ìàðêè Ñò. 20 èçãîòàâëèâàþò òðóáû ïåðåãðåâàòåëåé, êîëëåêòîðîâ è òðó-áîïðîâîäîâ êîòëîâ âûñîêîãî äàâëåíèÿ, ëèñòû äëÿ øòàìïîâàííûõ äåòàëåé,öåìåíòóåìûå äåòàëè äëÿ äëèòåëüíîé è âåñüìà äëèòåëüíîé ñëóæáû ïðè òåì-ïåðàòóðàõ äî 350
oC.Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ (11), (13) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �îð-ìóëó (10), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ àïïðîêñàìàöèè Ïàäå W[1,2](p)

W[1,2](p) =
B(p)

A(p)
=

10,5973p + 4,1339

226,2884p2 + 61,1240p + 5,1625
. (14)Èç ðèñ. 2 âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè â îáëàñòè íèçêèõ ÷àñòîò äî-ñòàòî÷íî âûñîêàÿ è àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè óäîâëåòâîðÿåòîöåíêå (ñì. ðèñ. 3)

∆(ω) = |W[1,2](jω) − W (jω)| < 0,1 ∀ω > 0.

�èñ. 3Äàëåå îòìåòèì, ÷òî ïîëþñû ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè êîíå÷íîìåðíîãî îáú-åêòà W[1,2](p) ÿâëÿþòñÿ ëåâûìè. Ïîýòîìó äëÿ ñèíòåçà êîíå÷íîìåðíîãî ðå-ãóëÿòîðà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì, èçëîæåííûì â [4, 5℄. Çàäàäèìñÿæåëàåìûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì çàìêíóòîé ñèñòåìû
D(p) = D0(p)A(p) = (p + 0,12)(p + 0,125)(p + 0,13)A(p).Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ àñòàòèçìà 1-ãî ïîðÿäêà ïîëîæèì

L(p) = p (15)è ðàññìîòðèì �èêòèâíûé îáúåêò
W ∗

(p) =
B(p)

A(p)L(p)
=

B(p)

A∗(p)
.Òîãäà ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ íåèçâåñòíûõ S0(p) è R0(p) ïðèíèìàåòâèä

S0(p)B(p) + R0(p)A(p)L(p) = D(p).
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S̃0(p)B(p) + R0(p)L(p) = D0(p), (16)ãäå S0(p) = S̃0(p)A(p). �åøàÿ ïîëèíîìèàëüíîå óðàâíåíèå (16) è ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå óñëîâèå (15), íàõîäèì èñêîìóþ ïåðåäàòî÷íóþ �óíêöèþ êîíå÷íî-ìåðíîãî ðåãóëÿòîðà

V (p) =
S0(p)

R0(p)L(p)
=

0,1067p2
+ 0,0288p + 0,0024

(p2 + 0,3750p + 0,0419)p
. (17)Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû àìïëèòóäíî-�àçîâûå õàðàêòåðèñòèêè ðàçîìêíóòûõñèñòåì V (jω)W (jω) (êðèâàÿ 1) è V (jω)W[1,2](jω) (êðèâàÿ 2). Ñîãëàñíî [5℄,çàìêíóòàÿ ñèñòåìà ðåãóëèðîâàíèÿ ñ ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèåé

Φ(p) =
V (p)W (p)

1 + V (p)W (p)ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé.

�èñ. 4Íà ðèñ. 5 è 6 ïðåäñòàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî ãðà�èêè ïåðåõîäíûõ ïðîöåñ-ñîâ è óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ èñõîäíûì îáúåê-òîì (9) è êîíå÷íîìåðíûì ðåãóëÿòîðîì (17) (êðèâàÿ 1), à òàêæå äëÿ ñèñòåìûóïðàâëåíèÿ ñ èñõîäíûì îáúåêòîì (9) è îïòèìàëüíûì ÏÈ ðåãóëÿòîðîì (êðè-âàÿ 2)
VÏÈ(p) = 0,77 +

1

11,1p
. (18)�ðà�èêè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ äëÿ ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ðåãóëÿòîðîì (17)è îáúåêòàìè (9) è (14) ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû (êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 5).Äëÿ ñðàâíåíèÿ êà÷åñòâà ðåãóëèðîâàíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ êâàäðàòè÷íûì èí-òåãðàëüíûì êðèòåðèåì

J =

∞∫

0

[µ1ε
2
(t) + µ2u

2
(t)] dt,
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�èñ. 5

�èñ. 6êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ïîòåðè ïðîèçâîäñòâà èç-çà áðàêà (â ñëó÷àå íåñî-îòâåòñòâèÿ �àêòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû è òðåáóåìîé) è ðàñõîäû íà òîïëèâî.Ñîîòâåòñòâóþùèå âåñîâûå êîý��èöèåíòû èìåþò çíà÷åíèÿ µ1 = 1ðóá/oC2,
µ1 = 0,2ðóá/oC2.Äëÿ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ êîíå÷íîìåðíûì ðåãóëÿòîðîì è ÏÈ ðåãóëÿòîðîìñîîòâåòñòâåííî èìååì

J1 = 377416,52ðóá; J2 = 17563126,55ðóá . (19)Î÷åâèäíî, ÷òî çàòðàòû íà ïðîèçâîäñòâî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû óïðà-âëåíèÿ ñ êîíå÷íîìåðíûì ðåãóëÿòîðîì íà äâà ïîðÿäêà ìåíüøå, ÷åì ïðè èñ-ïîëüçîâàíèè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ÏÈ ðåãóëÿòîðîì. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îâûñîêîì êà÷åñòâå ðàçðàáîòàííîé ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (ãðàíò 07-07-00007-à).



218 À.Â. ÄÛËÅÂÑÊÈÉ, �.È. ËÎÇ�À×ÅÂ, Â.Ñ. ÌÀËÞÒÈÍÀÑïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñïðàâî÷íèê êîíñòðóêòîðà ïå÷åé ïðîêàòíîãî ïðîèçâîäñòâà. Ò. 1, 2 / Ïîä ðåä. Òûì÷àêàÂ.Ì.|Ì.: Ìåòàëëóðãèÿ, 1970.2. Áó ò ê îâ ñ êèé À.�. Ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðà-ìè.|Ì.: Íàóêà, 1975.3. Áó ò ê îâ ñ êèé À.�. Ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì.|Ì.: Íàóêà, 1977.4. Äûëå â ñ ê èé À.Â., Ë î ç ã à÷ å â �.È. Ñèíòåç ìîäàëüíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ //Âåñòí.Âîðîíåæñêîãî óí-òà. Ôèç., ìàòåì.|2004.|¹ 1.| Ñ. 103{109.5. Äûëå â ñ ê èé À.Â., Ë î ç ã à÷ å â �.È. Êîíå÷íîìåðíûé ìîäàëüíûé ðåãóëÿòîð äëÿ îáú-åêòîâ ñ çàïàçäûâàíèåì //Âåñòí. Âîðîíåæñêîãî óí-òà. Ôèç., ìàòåì.|2005.|¹ 1.|Ñ. 158{162.6. Á å éê å ð Äæ., � ð å é â ñ-Ìîððèñ Ï. Àïïðîêñèìàöèè Ïàäå.|Ì.: Ìèð, 1986.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 219{256Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈÏ�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ È ÎÑÂÎÅÍÈßÏ�ÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÒÅÕÍÎËÎ�ÈÉ È ÍÎÓ-ÕÀÓÈ.Ì. Ìàêàðîâ, Â. Ç. �àõìàíêóëîâ, À. À. ÀõðåìÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðÿä ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îöåíêè âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ âîçìó-ùàþùèõ �àêòîðîâ ðûíî÷íîé ñðåäû íà ïðîöåññû ïåðåíîñà (òðàíñ�åðà) è îñâîåíèÿ ïåðåäî-âûõ ïðîìûøëåííûõ (â òîì ÷èñëå èí�îðìàöèîííûõ) òåõíîëîãèé. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ óñïåøíîãî ïðèìåíåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé. Ïðîâåäåí òàêæå àíàëèç âîç-äåéñòâèÿ èíâåñòèöèîííîé äåÿòåëüíîñòè èíîñòðàííûõ �èðì è ñîâìåñòíûõ ïðåäïðèÿòèé íàòåìïû âíåäðåíèÿ ïåðåíîñèìûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ íîâøåñòâ. Èçó÷åíî âëèÿíèå âåëè÷èí íà-ëîãîâûõ îò÷èñëåíèé ïðåäïðèÿòèé íà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîâûõ ïðîèçâîäñòâåííûõòåõíîëîãèé è íîó-õàó. 1. ÂâåäåíèåÑòðàíàì ñ ïåðåõîäíîé ýêîíîìèêîé, âêëþ÷àÿ �îññèþ, ïðè âûáîðå ïóòåéìîäåðíèçàöèè è ðàçâèòèÿ ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà ïðèõîäèòñÿ ðàññìà-òðèâàòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâå àëüòåðíàòèâíûå ñòðàòåãèè: ëèáî ïðåîäîëåâàòüòåõíîëîãè÷åñêîå îòñòàâàíèå, áàçèðóÿñü ïðåèìóùåñòâåííî íà âíóòðåííèõ ðå-ñóðñàõ è ñîáñòâåííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ äîñòèæåíèÿõ, ëèáî èñïîëüçîâàòü äëÿýòèõ öåëåé ìèðîâîé îïûò è ïåðåäîâóþ òåõíîëîãèþ çàðóáåæíûõ ñòðàí, íåïîâòîðÿÿ óæå ïðîéäåííûå ýòàïû ðàçâèòèÿ è ñîïóòñòâóþùèå èì îøèáêè èèçäåðæêè. Ïðàêòèêà ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òîìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè ðåàëèçîâàòü â �îññèè ïåðâóþ ñòðàòåãèþ íå óâåí-÷àëèñü óñïåõàìè èç-çà ãëóáèíû è ìàñøòàáà êðèçèñíûõ ÿâëåíèé â ýêîíîìèêå,è â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîèñõîäèò íå òîëüêî ïîñòåïåííîå îñîçíàíèå òîãî, ÷òîáîëåå ðàöèîíàëüíîé è ëåã÷å ðåàëèçóåìîé ìîæåò áûòü âòîðàÿ ñòðàòåãèÿ, îñíî-âàííàÿ íà òåõíîëîãè÷åñêîì ïåðåíîñå (òðàíñ�åðå), íî è èìåþòñÿ äîñòàòî÷íîóñïåøíûå ïðèìåðû ðåàëèçàöèè òàêîé ñòðàòåãèè â ðÿäå ïðîìûøëåííûõ îò-ðàñëåé, âêëþ÷àÿ àâòîìîáèëüíóþ, áûòîâóþ ýëåêòðîíèêó, ïèùåâóþ ïðîìûø-ëåííîñòü, ñâÿçü è êîììóíèêàöèè. Òàê, íàïðèìåð, â àâòîìîáèëüíîé ïðîìûø-ëåííîñòè áûëè îðãàíèçîâàíû ñáîðî÷íûå ïðîèçâîäñòâà ñ âåäóùèìè àâòîïðî-èçâîäèòåëÿìè ìèðà | Ford, Renault, General Motors, Toyota, Hyundai, Kia,Volkswagen è äð. Íîâûé \èíîñòðàííî-îòå÷åñòâåííûé" àâòîïðîì âñåãî çà òðèãîäà îïåðåäèë ïî �èíàíñîâûì ïîêàçàòåëÿì êëàññè÷åñêèé îòå÷åñòâåííûé àâ-òîïðîì, è â áëèæàéøèå ãîäû ñòàíåò ëèäåðîì òàêæå è ïî êîëè÷åñòâåííûìïîêàçàòåëÿì.Â ðàáîòàõ [1{8℄ îòìå÷àåòñÿ, ÷òî îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì äëÿ óñïåøíîéðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ òðàíñ�åðà íîâûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé è íîó-õàó â êðèçèñíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïðåîäîëåíèÿíà÷àëüíîãî èíâåñòèöèîííîãî áàðüåðà, ðåøåíèå êîòîðîé îòêðûâàåò äîñòóï íà
c© È.Ì. Ìàêàðîâ, Â.Ç. �àõìàíêóëîâ, À.À. Àõðåì, 2010



220 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌêîíêóðåíòíûé ðûíîê ïðîèçâîäèòåëþ èëè, â îáùåì ñëó÷àå, ãðóïïå ïðîèçâî-äèòåëåé.Òðàäèöèîííûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòîé ïðîáëåìû ñâîäÿòñÿ ïðåèìóùå-ñòâåííî ê ïîèñêó ñõåì äîëãîñðî÷íîãî êðåäèòîâàíèÿ, îäíàêî ïðè âûñîêîìóðîâíå èí�ëÿöèè è íåñòàáèëüíîé �èíàíñîâîé ñèñòåìå êðåäèòíûå ñõåìû ñòà-íîâÿòñÿ ñâåðõðèñêîâàííûìè è îòòîðãàþòñÿ ó÷àñòíèêàìè òðàíñ�åðà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåîäîëåíèÿèíâåñòèöèîííîãî áàðüåðà â ïðîöåññå òðàíñ�åðà, íå òðåáóþùèå îáÿçàòåëü-íîãî èñïîëüçîâàíèÿ äîëãîñðî÷íîãî êðåäèòîâàíèÿ. Ïðåäëîæåííûå ðåøåíèÿîñíîâàíû íà óïðàâëÿåìîì èçìåíåíèè ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé èíâåñòèöèîííîãîáàðüåðà ëèáî â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ñâîéñòâ ðàçëîæèìûõ, ò. å. ìíî-ãîêîìïîíåíòíûõ òåõíîëîãèé, ëèáî ïóòåì âçàèìíîãî äîïîëíåíèÿ èíâåñòèöè-îííûõ ðåñóðñîâ íåñêîëüêèõ ïðîèçâîäèòåëåé, îáúåäèíÿåìûõ äëÿ ýòîé öåëè âïóëû. Èçìåíåíèå ïîðîãîâ èíâåñòèöèîííîãî áàðüåðà âëèÿåò íà ÷èñëî ïðî-èçâîäèòåëåé, âîâëåêàåìûõ â ïðîöåññ òðàíñ�åðà. Ýòîò ïðîöåññ äîñòàòî÷íîàäåêâàòíî îïèñûâàåòñÿ äè��åðåíöèàëüíûìè ìîäåëÿìè ëîãèñòè÷åñêîãî òèïà.Âïåðâûå ëîãèñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áûëè ïðèìåíåíû ïðèèññëåäîâàíèè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîáëåì àìåðèêàíñêèì ýêîíîìèñòîì Ñ. Êóç-íåöîì [9℄ â 20-å ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Â äàëüíåéøåì ðàçëè÷íûå ëî-ãèñòè÷åñêèå ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõÄ. Ñàõàëà [1℄, Ñ. Äåâèñà [10, 11℄, Å. Ìýíñ�èëäà [12℄, Ï. Ñòîíåìàíà [13℄,À.À. Ñàìàðñêîãî è À.Ï. Ìèõàéëîâà [14℄ è äð. Îñíîâíîå âíèìàíèå â ðàáî-òàõ ýòèõ àâòîðîâ óäåëÿåòñÿ èçó÷åíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÷àñòíûõðåøåíèé ëîãèñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé âáëèçè ðàâíîâåñíûõ ïî-ëîæåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäû òåîðèè ëîãèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðàç-âèâàþòñÿ â íàïðàâëåíèè èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ìîäåëåé íà êîíå÷íûõ èí-òåðâàëàõ âðåìåíè â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ, ÷òî ìîæíî ïðèìåíèòüäëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ðîñòà èëè çàòóõàíèÿ ïðîöåññîâ òðàíñ�åðà ïðè íà-ëè÷èè èíâåñòèöèîííûõ áàðüåðîâ äëÿ ñâîáîäíîãî äîñòóïà ïðîèçâîäèòåëåé íàêîíêóðåíòíûé ðûíîê. �àññìîòðåí ðÿä äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé òåõíî-ëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà, ó÷èòûâàþùèõ âëèÿíèå êîíêóðåíòíîé áîðüáû ìåæäó�èðìàìè íà ïðîöåññ âíåäðåíèÿ ïåðåíîñèìîé òåõíîëîãèè. Òàêèå ìîäåëè áî-ëåå àäåêâàòíî îòðàæàþò âîçäåéñòâèå íåãàòèâíûõ âîçìóùàþùèõ �àêòîðîâíà äèíàìèêó ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîöåññîâ ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ è îòòîðæåíèÿ òåõíîëîãèè. Èçó÷åíî òàêæå âëèÿíèå èíâåñòèöèîííîéäåÿòåëüíîñòè èíîñòðàííûõ è ñîâìåñòíûõ ïðåäïðèÿòèé íà òåìïû ýêîíîìè÷å-ñêîãî ðîñòà ñòðàíû-ðåöèïèåíòà ïåðåíîñèìûõ ïåðåäîâûõ ïðîèçâîäñòâåííûõòåõíîëîãèé è íîó-õàó. Â ïîñëåäíåì ïàðàãðà�å äàííîé ñòàòüè èññëåäîâàíâîïðîñ î òîì, êàê âëèÿþò âåëè÷èíû íàëîãîâûõ îò÷èñëåíèé ïðåäïðèÿòèé íàïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðåíîñèìîé òåõíîëîãèè. �åçóëüòàòû íàñòîÿùåéðàáîòû ÷àñòè÷íî îïóáëèêîâàíû â ñòàòüÿõ [15{22℄.2. Îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåéïðîöåññà òåõíîëîãè÷åñêîãî ïåðåíîñà ëîãèñòè÷åñêîãî òèïàÏðîâåäåì èññëåäîâàíèå äèíàìèêè ïðîöåññà òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðàíà ñëåäóþùåé ëîãèñòè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëè
ẋ = (p− αx)x, (1)ãäå x = x(t) | ÷èñëî ïðîèçâîäèòåëåé, ó÷àñòâóþùèõ â òðàíñ�åðå; p (p >

> 0) | êîý��èöèåíò ðîñòà ÷èñëà ïðîèçâîäèòåëåé x; α (α > 0) | êîý��èöèåíòçàìåäëåíèÿ ðîñòà ÷èñëà ïðîèçâîäèòåëåé.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 221Âíà÷àëå âûäåëèì ðÿä íåîáõîäèìûõ íàì èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé äè�-�åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1):1) ðåøåíèå x(t) ≡ x(t, t0, x0), x(t0, t0, x0) = x0, t > 0, x > 0, çàäàåòñÿ ïðè
t > t0 �îðìóëîé

x(t) = x0e
p(t−t0)

(
1 + x0αp

−1
(
ep(t−t0) − 1

))−1
;2) x(t) ≡ pα−1 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ ìîäåëè (1);3) ïðè 0 < x0 < pα−1 ðåøåíèå x(t, t0, x0) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ïîëóîñè

[t0,+∞);4) ïðè x0 > pα−1 ðåøåíèå x(t, t0, x0) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþùåé íà
[t0,+∞) �óíêöèåé;5) åñëè x1 > x2 > 0, òî x(t, t0, x1) > x(t, t0, x2) ïðè ëþáîì t > t0;6) äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x(t, t0, x0) óðàâíåíèÿ (1) èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîåñîîòíîøåíèå

lim
t→+∞

x(t, t0, x0) = pα−1. (2)Óñòàíîâèì äîïîëíèòåëüíî ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ëîãèñòè÷åñêèõóðàâíåíèé òèïà (1).Ó ò â å ðæä åíè å 1. 1. Ïóñòü çàäàíû äâà óðàâíåíèÿ âèäà (1)

ż = (p1 − α1z)z, (3)
u̇ = (p2 − α2u)u. (4)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíòû p1, α1, p2, α2 óðàâíåíèé (3), (4) óäîâëå-òâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
p1 > p2 > 0, (5)
α1 > 0, α2 > 0, (6)
p1α

−1
1 > p2α

−1
2 . (7)Òîãäà äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé z(t, z0) = z(t, 0, z0), u(t, u0) ≡ u(t, 0, u0) ñîîòâåò-ñòâåííî óðàâíåíèé (3), (4) òàêèõ, ÷òî

0 < u0 6 z0 < p2α
−1
2ïðè ëþáîì t > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

u(t, u0) < z(t, z0).

2. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êîý��èöèåíòîâ p1, α1, p2, α2 äè��åðåíöèàëüíûõìîäåëåé (3), (4) âûïîëíåíî
p1 > p2 > 0, (8)
α1 > 0, α2 > 0, (9)
p1α

−1
1 = p2α

−1
2 = N. (10)Òîãäà äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé z(t, z0), z(0, z0) = z0, z0 > 0, u(t, u0), u(0, u0) = u0,

u0 > 0, ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèé (3), (4) òàêèõ, ÷òî
0 < u0 6 z0 < Nïðè ëþáîì t > 0 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
u(t, u0) < z(t, z0).
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f1(ν) ≡ p1ν − α1ν

2,

f2(ν) ≡ p2ν − α2ν
2,

f(ν) ≡ f1(ν) − f2(ν) (ν ∈ (0,+∞)).Ïîêàæåì, ÷òî ïðè 0 < ν < p2α
−1
2 �óíêöèè f1(ν) è f2(ν) ñâÿçàíû ñîîòíîøå-íèåì
f1(ν) > f2(ν). (11)Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ:à) êîý��èöèåíòû α1, α2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó
α2 > α1; (12)á) êîý��èöèåíò α1 ñòðîãî áîëüøå α2:
α1 > α2. (13)�àññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé à). Äëÿ êîý��èöèåíòîâ p1, p2 èìåþòñÿ äâåâîçìîæíîñòè:
p1 = p2,

p1 > p2.Åñëè p1 = p2, òî, ó÷èòûâàÿ (12), (7), äëÿ ëþáîãî ν ∈ (0, p2α
−1
2 ) áóäåì èìåòü

f(ν) = (α2 − α1)ν
2 > 0,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Åñëè p1 > p2, òî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (12), íàõîäèì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî

ν ∈ (0, p2α
−1
2 )

f(ν) = (p1 − p2)ν + (α2 − α1)ν
2 > (p1 − p2)ν > 0,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé á). Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àåðåøåíèåì êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà

f(ν) > 0ÿâëÿþòñÿ âñå ν èç èíòåðâàëà (0, (p1 − p2)(α1 − α2)
−1
):

f(ν) > 0 ⇔ ν ∈
(
0, (p1 − p2)(α1 − α2

)−1
). (14)Ïîñêîëüêó, â ñèëó (5){(7), (13), ÷èñëà p2α

−1
2 è (p1 − p2)(α1 − α2)

−1 ñâÿçàíûíåðàâåíñòâîì
p2α

−1
2 < (p1 − p2)(α1 − α2)

−1,òî èç (14) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî
f(ν) > 0
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(0, p2α

−1
2 ) ⊂

(
0, (p1 − p2)(α1 − α2

)−1
).Íåðàâåíñòâî (11) â ñëó÷àå, êîãäà α1 α2, óäîâëåòâîðÿþò (13), äîêàçàíî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç t1 ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå z(t, z0) óðàâ-íåíèÿ (3) äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ

z(t1, z0) = p2α
−1
2 (0 < t1 < +∞).Ïóñòü ε | òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ (−ε, 0]

0 < z(t, z0) < p2α
−1
2 , 0 < u(t, u0) < p2α

−1
2 .Ïîëîæèì

M(ε) ≡ {(t, ν),−ε < t < t1, 0ν < p2α
−1
2 }.Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ z(t, z0) è u(t, u0) óðàâíåíèé (3), (4) óäîâëåòâîðÿþòíà îòêðûòîì ìíîæåñòâå M(ε) ⊂ R

2 âñåì òðåáîâàíèÿì òåîðåìû ñðàâíåíèÿ×àïëûãèíà (ñì. [23{25℄). Â ñàìîì äåëå, ðåøåíèÿ z(t, z0), u(t, u0) îïðåäåëåíûïðè âñåõ t ∈ (−ε, t1) è óäîâëåòâîðÿþò1) ïðè t = 0 íåðàâåíñòâó
u(t, u0) 6 z(t, z0),2) ïðè t ∈ (−ε, t1) âêëþ÷åíèÿì
(t, u(t, u0)) ∈M(ε),

(t, z(t, z0)) ∈M(ε).Êðîìå òîãî, â ñèëó (11) ðåøåíèå u(t, u0) óðàâíåíèÿ (4) óäîâëåòâîðÿåò ïðè
t ∈ (−ε, t1) äè��åðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó

u̇(t, u0)
(
≡ f2(u(t, u0))

)
< f1(u(t, u0)).Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà äëÿ ðåøåíèé

z(t, z0), u(t, u0) óðàâíåíèé (3), (4) äåéñòâèòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ. Ïðèìåíÿÿ ýòóòåîðåìó ê �óíêöèÿì z(t, z0), u(t, u0), óäîâëåòâîðÿþùèì ñîîòíîøåíèÿì
0 < u0 6 z0 < p2α

−1
2 ,ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ (0, t1)

u(t, u0) < z(t, z0). (15)Ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè 3), 6) ðåøåíèé ëîãèñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, íàõîäèì, ÷òî ïðè ëþáîì t > t1

u(t, u0) < p2α
−1
2 , (16)

z(t, z0) > p2α
−1
2 . (17)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (16), (17), ïîëó÷àåì, ÷òî

u(t, u0) < z(t, z0) (18)



224 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌïðè âñÿêîì t > t1.Èç (15), (18) îêîí÷àòåëüíî èìååì:
u(t, u0) < z(t, z0)ïðè ëþáîì t > 0.Ïðåäëîæåíèå 1 óòâåðæäåíèÿ 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.2. Èñïîëüçóÿ (8){(10), áóäåì èìåòü

z(t, z0) = z0e
p1t
(
1 + z0N

−1
(
ep1t − 1

))−1
=
((
z−1
0 −N−1

)
e−p1t

+N−1
)−1

>

>
((
z−1
0 −N−1

)
e−p2t

+N−1
)−1

>
((
u−1

0 −N−1
)
e−p2t

+N−1
)−1

=

= u0e
p2t
(
1 + u0N

−1
(
ep2t − 1

))−1
= u(t, u0).Ïðåäëîæåíèå 2 óòâåðæäåíèÿ 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.Îòìåòèì, ÷òî â óòâåðæäåíèè 1 ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïîêàçûâà-þùèå, êîãäà �óíêöèÿ ïðèðîñòà ÷èñëà ïðîèçâîäèòåëåé îñòàåòñÿ çíàêîîïðåäå-ëåííîé íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè t ∈ (0,+∞).3. Ëîãèñòè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå ìîäåëè äëÿèññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ èçìåíåíèé èíâåñòèöèîííîãî áàðüåðàÏðè îòñóòñòâèè ñåðüåçíûõ âíåøíèõ èíâåñòèöèé (íàïðèìåð, äîëãîñðî÷-íûõ êðåäèòîâ) �èðìû, ó÷àñòâóþùèå â òðàíñ�åðå, ìîãóò èñïîëüçîâàòü ëèøüñâîè âíóòðåííèå ìåõàíèçìû äëÿ ïðåîäîëåíèÿ íà÷àëüíîãî èíâåñòèöèîííîãîáàðüåðà. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî èõ óñèëèÿ äîëæíû áûòü íàïðàâëåíû íàñíèæåíèå èíâåñòèöèîííîãî áàðüåðà. Îäíàêî ñíèæåíèå èíâåñòèöèîííîãî áà-ðüåðà ìîæåò ïðèâîäèòü êàê ê ðîñòó ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà, òàê è êîáðàòíîìó ý��åêòó ïðè íàëè÷èè �àêòîðîâ, çàìåäëÿþùèõ òðàíñ�åð. Îïðå-äåëèì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðîñò ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ ãàðàíòèðîâàí.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî N | ýòî îáùåå ÷èñëî ïîòåíöèàëüíûõ ðåöèïèåíòîâ òåõ-íîëîãèè T . Â ýòî ÷èñëî âõîäÿò NT < N �èðì, ó êîòîðûõ íà÷àëüíûé èíâåñòè-öèîííûé êàïèòàë íå ìåíüøå èíâåñòèöèîííîãî áàðüåðà CT , îñòàëüíûå N−NT�èðì îáëàäàþò ìåíüøèìè, ÷åì CT èíâåñòèöèÿìè. Ïðè ýòîì äîïóñòèì, ÷òîâåðîÿòíîñòü óñïåøíîé ðåàëèçàöèè òåõíîëîãèè T äîñòàòî÷íî âûñîêà, è ðàñ-ïðîñòðàíåíèå åå íå âûçûâàåò îòòîðæåíèÿ ñî ñòîðîíû ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà.Îïèøåì ðàññìîòðåííóþ ñèòóàöèþ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé îäíîìåðíîé ëî-ãèñòè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåìîáùåé ìîäåëè (1):

ẋ = PTN
−1
T x(NT − x) ≡ (PT − αTx)x, (19)ãäå x| ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà òåõíîëîãèè T , PT | êîý��èöèåíò ðîñòà÷èñëà ó÷àñòíèêîâ, αT = PTN

−1
T | êîý��èöèåíò çàìåäëåíèÿ ðîñòà ÷èñëàó÷àñòíèêîâ.Â îòëè÷èå îò ìîäåëè (1) äàííàÿ ìîäåëü ó÷èòûâàåò âîçìîæíîñòü ðàñïðî-ñòðàíåíèÿ òåõíîëîãèè T òîëüêî ñðåäè NT ó÷àñòíèêîâ ïðîöåññà òðàíñ�åðà,ïðåîäîëåâøèõ èíâåñòèöèîííûé áàðüåð, ò. å. íà îñíîâàíèè ñâîéñòâà 6) ðåøå-íèé ëîãèñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

lim
t→+∞

x(t) = NT (20)



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 225äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19) ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì x(0), óäîâëåòâî-ðÿþùèì íåðàâåíñòâàì
1 6 x(0) < NT .Ýòà ìîäåëü ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîöåññ òðàíñ�åðà ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ óñëî-âèÿõ îõâàòûâàåò âñåõ ó÷àñòíèêîâ, ïðåîäîëåâøèõ èíâåñòèöèîííûé áàðüåð.Îäíàêî â êðèçèñíûõ óñëîâèÿõ ÷èñëî òàêèõ �èðì íåçíà÷èòåëüíî, ïîýòîìó íå-îáõîäèìî èññëåäîâàòü ïîäõîäû, ïîçâîëÿþùèå âîâëå÷ü â ïðîöåññ òðàíñ�åðàîñíîâíóþ ìàññó ó÷àñòíèêîâ, íå ïðåîäîëåâøèõ íà÷àëüíîãî èíâåñòèöèîííîãîáàðüåðà. 4. Ìîäåëü ïåðåíîñà ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèèÄàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Îïð å ä å ë å íè å 1. Òåõíîëîãèÿ T ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè åå êîìïî-íåíòû ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ðàçäåëüíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óìåíüøåíèåìçàòðàò ïî ñðàâíåíèþ ñ çàòðàòàìè íà ïîëíóþ òåõíîëîãèþ.�àññìîòðèì ñëó÷àé ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèè ñ òåõíîëîãè÷åñêîé íåçàâèñè-ìîñòüþ êîìïîíåíò. Íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ 1 åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîç-íèêàþò ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ:

C′

T < CT , (21)
N ′

T < NT , (22)
P ′

T < PT , (23)ãäå C′

T | íà÷àëüíûé èíâåñòèöèîííûé áàðüåð äëÿ êîìïîíåíò ðàçëîæèìîéòåõíîëîãèè, N ′

T | ïîòåíöèàëüíîå ÷èñëî ðåöèïèåíòîâ êîìïîíåíò ðàçëîæèìîéòåõíîëîãèè, P ′

T | êîý��èöèåíò ðîñòà ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà ðàçëîæè-ìîé òåõíîëîãèè.Òåïåðü ïðîöåññ ïåðåíîñà ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèè ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþ-ùåé ìîäåëüþ:
ẋ′ = P ′

T (N ′

T )
−1x′(N ′

T − x′) ≡ (P ′

T − α′

Tx
′
)x′, (24)ãäå x′ ≡ x′(t) (x′(0) = x(0)) | ÷èñëî îõâà÷åííûõ òðàíñ�åðîì ó÷àñòíèêîâ âìîìåíò t > 0, α′

T ≡ P ′

T (N ′

T )
−1.Ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1 óòâåðæäåíèÿ 1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåí-ñòâî:

x(t) < x′(t)ïðè ëþáîì t > 0.Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (21){(23) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ïðå-âûøåíèÿ íà ëþáûõ êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ òðàíñ-�åðà ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèè ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ äëÿ ìî-äåëè (19).5. Ìîäåëü êîðïîðàòèâíîãî îáúåäèíåíèÿ ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà�àññìîòðèì ñëó÷àé ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèè T ñ òåõíîëîãè÷åñêîé ñâÿçíî-ñòüþ êîìïîíåíò. Â ýòîì ñëó÷àå ó÷àñòíèêó òðàíñ�åðà ïðèõîäèòñÿ âûáèðàòüâçàèìîçàâèñèìûå êîìïîíåíòû òåõíîëîãèè, ÷àñòü êîòîðûõ íå ìîæåò áûòü èç-ãîòîâëåíà íà èìåþùåéñÿ ó äàííîãî ó÷àñòíèêà ïðîèçâîäñòâåííîé áàçå. Òîãäà



226 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌïðèâëå÷åíèå äîïîëíèòåëüíûõ ó÷àñòíèêîâ â îáùèé ïóë ìîæåò òàêæå ñïîñîá-ñòâîâàòü ïðåîäîëåíèþ íà÷àëüíîãî èíâåñòèöèîííîãî áàðüåðà. Äëÿ ýòîãî ñëó-÷àÿ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè äîïóùåíèÿìè:
P ′′

T > PT , N ′′

T > NT , (25)ãäå P ′′

T | êîý��èöèåíò ðîñòà ñîâìåñòíîãî ÷èñëà íåêîðïîðàòèâíûõ è êîðïîðà-òèâíûõ ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà, N ′′

T | ïîòåíöèàëüíîå ÷èñëî íåêîðïîðàòèâíûõè êîðïîðàòèâíûõ ðåöèïèåíòîâ êîìïîíåíò ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèè.Îòñþäà ïðîöåññ ïåðåíîñà ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèè ïðè êîðïîðàòèâíîìîáúåäèíåíèè ó÷àñòíèêîâ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùåé ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ:
ẋ′′ = P ′′

T (N ′′

T )
−1x′′(N ′′

T − x′′) ≡ (P ′′

T − α′′

Tx
′′
)x′′, (26)ãäå x′′(t) (x′′(0) = x(0)) | ÷èñëî îõâà÷åííûõ òðàíñ�åðîì ó÷àñòíèêîâ â ìîìåíò

t > 0, α′′

T ≡ P ′′
(N ′′

T )
−1.Ïîêàæåì, ÷òî ðåøåíèÿ x′′(t), x(t), ñîîòâåòñòâåííî, óðàâíåíèé (19), (26)óäîâëåòâîðÿþò ïðè ëþáîì t > 0 íåðàâåíñòâó

x(t) < x′′(t). (27)Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ:à) P ′′

T > PT , N ′′

T > NT ;á) P ′′

T > PT , N ′′

T = NT .Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (27) â ñëó÷àå à) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåòèç ïðåäëîæåíèÿ 1 óòâåðæäåíèÿ 1. Â ñëó÷àå á) íåðàâåíñòâî (27) ÿâëÿåòñÿïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèÿ 2 óòâåðæäåíèÿ 1.Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (25) ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ïðåâû-øåíèÿ íà ëþáûõ êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ñîâìåñòíîãî ÷èñëà êîðïîðà-òèâíûõ è íåêîðïîðàòèâíûõ ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèè Tïî ñðàâíåíèþ ñ ÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ äëÿ ìîäåëè (19).Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà òðàíñ�åðà ïåðåäîâîé ðàçëî-æèìîé òåõíîëîãèè T ìû ñ÷èòàåì, ÷òî îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (23) èëè(25)
P ′

T > PT , P ′′

T > PT .Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðîöåññ òðàíñ�åðà T îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåéëîãèñòè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëüþ:
ẋ′′′ = P ′′′

T (N ′′′

T )
−1x′′′(N ′′′

T − x′′′), (28)ãäå N ′′′

T > NT | îáùåå ÷èñëî ïîòåíöèàëüíûõ ðåöèïèåíòîâ òðàíñ�åðà T , îïè-ñûâàåìûõ óðàâíåíèåì (28), x′′′ = x′′′(t) | ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà â ìî-ìåíò âðåìåíè t > 0, P ′′′

T | êîý��èöèåíò ðîñòà ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ ïåðåíîñà T ,óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó
0 < P ′′′

T < PT .Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñâîéñòâà 1{6 ðåøåíèé ëîãèñòè÷åñêèõ äè��åðåí-öèàëüíûõ óðàâíåíèé èç ïàðàãðà�à 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû, ïîëó÷àåì, ÷òî ñó-ùåñòâóþò òàêèå ìîìåíòû âðåìåíè t′′′2 > t′′′1 > 0, ÷òîà1) ïðè 0 < t < t′′′1 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
x(t) > x′′′(t);



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 227ãäå x(t), x′′′(t) | ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé (19), (28) ñ îäèíàêîâûìèíà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè
x(0) = x′′′(0), 0 < x(0) < NT ;á1) ïðè t′′′1 < t < t′′′2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

x(t) 6 x′′′(t) 6 NT ;â1) ïðè t > t′′′2 èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
NT 6 x′′′(t) 6 N ′′′

T ;ã1) ïðè t→ +∞ âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
lim

t→+∞
x′′′(t) = N ′′′

T .Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà 6 ðåøåíèé ëîãèñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé äëÿ ëþáûõ ðåøåíèé x′(t), x′′(t), x′′′(t) ñîîòâåòñòâåííî ìîäå-ëåé (24), (26), (28) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:
lim

t→+∞
x′(t) = N ′

T ,

lim
t→+∞

x′′(t) = N ′′

T ,

lim
t→+∞

x′′′(t) = N ′′′

T .

(29)Èç (29) ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåññ òðàíñ�åðà ïåðåäîâîé ïðîìûøëåííîé òåõíîëî-ãèè T , îïèñûâàåìûé óðàâíåíèÿìè (24), (26), (28), îõâàòûâàåò âñ¸ ìíîæåñòâîïîòåíöèàëüíûõ ðåöèïèåíòîâ T . Òàêèì îáðàçîì, ëîãèñòè÷åñêèå ìîäåëè (24),(26), (28) íå ó÷èòûâàþò âîçìîæíîñòè îòòîðæåíèÿ ïåðåíîñèìîé òåõíîëîãèè Tíåêîòîðûìè ó÷àñòíèêàìè òðàíñ�åðà, ÷òî ñíèæàåò öåííîñòü ïîëó÷åííûõ ñ ïî-ìîùüþ òàêèõ ìîäåëåé ðåçóëüòàòîâ, ïîñêîëüêó â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ïðîöåññðàñïðîñòðàíåíèÿ T , êàê ïðàâèëî, ïîðîæäàåò òàêæå è ïðîöåññ îòòîðæåíèÿ ïîðàçíûì ïðè÷èíàì, íàïðèìåð, âñëåäñòâèå âëèÿíèÿ êîíêóðåíöèè èëè äðóãèõâîçìóùàþùèõ �àêòîðîâ.Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðà�àõ áóäåò ðàññìîòðåí ðÿä äè��åðåíöèàëüíûõ ìî-äåëåé òðàíñ�åðà, ó÷èòûâàþùèõ âëèÿíèå êîíêóðåíöèè ìåæäó �èðìàìè íàïðîöåññ âíåäðåíèÿ ïåðåíîñèìîé ïåðåäîâîé òåõíîëîãèè. Òàêèå ìîäåëè áîëååàäåêâàòíî îòðàæàþò âîçäåéñòâèå íåãàòèâíûõ �àêòîðîâ êîíêóðåíòíîé áîðüáûíà äèíàìèêó èííîâàöèîííûõ ïðîöåññîâ.6. Îäíîìåðíûå äè��åðåíöèàëüíûå ìîäåëèïðîöåññà òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà ñó÷åòîì êîíêóðåíöèè ìåæäó �èðìàìèÄàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ïðîöåññå òðàíñ�åðà ìåæäó �èðìàìè-ó÷àñòíèêàìè âîçíèêàåò êîíêóðåíòíàÿ áîðüáà, êîòîðàÿ ïðè îïðåäåëåííûõóñëîâèÿõ ìîæåò îêàçàòü íåãàòèâíîå âîçäåéñòâèå íà ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíå-íèÿ òåõíîëîãèè T . Íàïðèìåð, ïðîèçâîäèòåëè ñòàðîé òåõíîëîãèè, çàùèùàÿñâîè èíòåðåñû è ðûíî÷íûå ïîçèöèè, ìîãóò îðãàíèçîâûâàòü êîíêóðåíòíîå äà-âëåíèå íà ïðîèçâîäèòåëåé, âíåäðÿþùèõ áîëåå ïåðåäîâóþ òåõíîëîãèþ. Äëÿîïèñàíèÿ äàííîé ñèòóàöèè âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé íåñòàöèîíàðíîé ëîãè-ñòè÷åñêîé äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëüþ:
ẏ = pyN−1

(N − y) − α(t)y, (30)



228 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌãäå y = y(t) | ÷èñëî �èðì, ó÷àñòâóþùèõ â òðàíñ�åðå T â ìîìåíò âðåìåíè
t > 0; N | îáùåå ÷èñëî ðåöèïèåíòîâ òåõíîëîãèè T ; p | êîý��èöèåíò ðîñòà÷èñëà �èðì, âîâëå÷åííûõ â òðàíñ�åð òåõíîëîãèè T ; α(t) | çàâèñÿùèé îòâðåìåíè êîý��èöèåíò îòòîðæåíèÿ òåõíîëîãèè T ïî ïðè÷èíå êîíêóðåíòíîéáîðüáû ìåæäó �èðìàìè-ó÷àñòíèöàìè ïåðåíîñà T :

α(t) =

{
0 ïðè 0 6 t 6 t0,

α (0 < α < 0) ïðè t > t0,ãäå t0 > 0 | ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ êîíêóðåíòíîé áîðüáû ìåæäó �èðìàìè.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ [15, 18℄ ðåçóëüòàòû, ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðåøåíèé y(t) è x(t) ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé (30) è (19) ñîäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè y(0) = x(0) = x0, x0 > 1 ñïðàâåäëèâûñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:1) äëÿ âñÿêîãî t > t0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
y(t) < x(t);2) åñëè 1 6 x(t0) < N(α), ãäå N(α) = N(1 − αp−1

), òî ðåøåíèå y(t),
y(t0) = x(t0),ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè t > t0 è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäåëü-íîå ñîîòíîøåíèå:

lim
t→+∞

y(t) = N(α);3) åñëè N(α) 6 x(t0) < N , òî ðåøåíèå y(t), y(t0) = x(t0), ìîíîòîííî óáûâàåòïðè t > t0 è äëÿ íåãî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå:
lim

t→+∞
y(t) = N(α);4) åñëè y(t0) = x(t0) = N(α), òî y(t) ≡ N(α) ïðè âñåõ t > t0.Îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òàêæå ìîäåëü ïðîöåññà òðàíñ�åðà ñêîíêóðåíöèåé, â êîòîðîé ñêîðîñòü îòòîðæåíèÿ ïåðåíîñèìîé òåõíîëîãèè ÿâëÿ-åòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé,

ż = pzN−1
(N − z) − β, (31)ãäå z = z(t) | ÷èñëî �èðì, ó÷àñòâóþùèõ â òðàíñ�åðå T â ìîìåíò âðåìåíè

t > 0; β (β > 0) | ÷èñëî �èðì, îòòîðãàþùèõ â åäèíèöó âðåìåíè ïåðåíîñèìóþòåõíîëîãèþ T ïî ïðè÷èíå êîíêóðåíöèè.Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëè (31)[20℄.1) Ïðè β < β0 ≡ pN
4 ó ìîäåëè (31) èìåþòñÿ äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ:

N1(β), N2(β), 0 < N1(β) < N2(β). Ñîñòîÿíèå N2(β) óñòîé÷èâî, à N1(β) |íåóñòîé÷èâî. Ïðè 1 6 z(0) < N1(β) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
lim

t→+∞
z(t) = 0.Ïðîöåññ òðàíñ�åðà â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ çàòóõàþùèì. Ïðè z(0) > N1(β)äëÿ ðåøåíèÿ z(t) óðàâíåíèÿ (31) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

lim
t→+∞

z(t) = N2(β).



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 2292) Ïðè β > β0 ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé ó ìîäåëè (31) íå ñóùåñòâóåò ñîâñåìè ïðîöåññ òðàíñ�åðà ÿâëÿåòñÿ çàòóõàþùèì ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ÷èñëåííî-ñòÿõ z(0)

lim
t→+∞

z(t) = 0.3) Â ñëó÷àå β = β0 óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿìîäåëè (31) ñëèâàþòñÿ, îáðàçóÿ ïîëóóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå N0 =
N
2 .Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü (30) îïèñûâàåò ñèòóàöèè, êîãäà ñêîðîñòü îòòîðæå-íèÿ ïåðåíîñèìîé òåõíîëîãèè íàðàñòàåò ïî âðåìåíè, íî ÷èñëî îòòîðãàþùèõ�èðì îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî. Â ðåçóëüòàòå ïðîöåññ òðàíñ�åðà âñåãäà çà-âåðøàåòñÿ óñïåøíî ïðè ëþáîé íà÷àëüíîé ÷èñëåííîñòè ó÷àñòâóþùèõ �èðì.Ìîäåëü (31) îïèñûâàåò ñèòóàöèè, êîãäà ñêîðîñòü îòòîðæåíèÿ ïîñòîÿííà, èíåçàâèñèìî îò ÷èñëà îòòîðãàþùèõ �èðì âîçìîæíî êàê óñïåøíîå, òàê è íå-óäà÷íîå ðàçâèòèå ïðîöåññà òðàíñ�åðà. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèåïðèîáðåòàåò íà÷àëüíàÿ ÷èñëåííîñòü �èðì-ó÷àñòíèö: äëÿ óñïåøíîãî çàâåð-øåíèÿ ïðîöåññà ïåðåíîñà îíà äîëæíà áûòü íå íèæå N1(β).7. Äâóìåðíûå äè��åðåíöèàëüíûå ìîäåëè êîíêóðåíòíûõâçàèìîäåéñòâèé íà ðûíêå òåõíîëîãè÷åñêîãî ïåðåíîñàÂ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ äè��åðåíöèàëüíóþ ìî-äåëü òåõíîëîãè÷åñêîãî ïåðåíîñà òèïà Âîëüòåððà-Êîñòèöèíà [26{28℄ ñ äèõîòî-ìèåé ìíîæåñòâà ðåöèïèåíòîâ N íà ïîäìíîæåñòâà âíåäðÿþùèõ è îòòîðãàþ-ùèõ ïåðåíîñèìóþ òåõíîëîãèþ T :

ẋ = pxN−1
(N − x) − βxy,

ẏ = γxy − εy,
(32)ãäå x = x(t) | ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ ïðîöåññà òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà, âíå-äðÿþùèõ â ìîìåíò âðåìåíè t > 0 ïåðåíîñèìóþ òåõíîëîãèþ T ; p| êîý��èöè-åíò ðîñòà ÷èñëà âíåäðÿþùèõ T ó÷àñòíèêîâ; N| îáùåå ÷èñëî ïîòåíöèàëüíûõðåöèïèåíòîâ T ; y = y(t) | ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ, îòòîðãàþùèõ â ìîìåíò âðå-ìåíè t > 0 ïåðåíîñèìóþ òåõíîëîãèþ T ; β | êîý��èöèåíò ñíèæåíèÿ ÷èñëàó÷àñòíèêîâ; γ | êîý��èöèåíò ðîñòà ÷èñëà îòòîðãàþùèõ T ó÷àñòíèêîâ; ε |êîý��èöèåíò çàìåäëåíèÿ ðîñòà ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ, îòòîðãàþùèõ ïåðåíîñè-ìóþ òåõíîëîãèþ T .Èññëåäîâàíèå îñîáûõ òî÷åê äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëè (32) ïðè ìîíîïîëü-íîì âíåäðåíèè òåõíîëîãèè T ïðîâåäåíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å.7.1. Àíàëèç îñîáûõ òî÷åê ìîäåëè Âîëüòåððà{ÊîñòèöèíàÎñîáûå òî÷êè (ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ) ìîäåëè (32) õàðàêòåðèçóþò ïîâå-äåíèå ïàðàìåòðîâ ïðåäåëüíîé ÷èñëåííîñòè ó÷àñòíèêîâ ïðîöåññà òðàíñ�åðà.Èññëåäóåì íåòðèâèàëüíóþ îñîáóþ òî÷êó z0 ñ êîîðäèíàòàìè x0 > 0, y0 > 0.Ýòè êîîðäèíàòû çàäàþòñÿ ñëåäóþùåé äâóìåðíîé ñèñòåìîé àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé:

p− pN−1x0 − βy0 = 0,

γx0 − ε = 0.
(33)�åøàÿ ñèñòåìó (33), íàõîäèì, ÷òî

x0 = εγ−1, (34)
y0 = pβ−1

(
1 − εγ−1N−1

)
. (35)



230 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌÄëÿ òîãî, ÷òîáû îñîáàÿ òî÷êà (34){(35) ìîäåëè (32) ëåæàëà â ïåðâîìêâàäðàíòå �àçîâîé ïëîñêîñòè íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êîý��èöèåíòûìîäåëè áûëè ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì
ǫγ−1 < N. (36)Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî (36) äëÿ ìîäåëè (32) âûïîë-íåíî.Îòìåòèì, ÷òîà) ñîîòíîøåíèÿ (34), (35) îïðåäåëÿþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòåé

x(t), y(t);á) íåðàâåíñòâî (36) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîöåññ òðàíñ�åðà, îïèñûâàåìûé ìî-äåëüþ (32), ñìîæåò îõâàòèòü ìåíüøåå, ÷åì N ÷èñëî ðåöèïèåíòîâ ïåðåíîñèìîéòåõíîëîãèè T .Ïîëîæèì
α ≡ pN−1, (37)
ν ≡

[
(εαβ)

2 − 4β2εγ(pγ − εα)
]1/2

. (38)Ó÷èòûâàÿ (37), (38), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî êîðíè λ1, λ2 õàðàêòåðèñòè-÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìîäåëè (32), ëèíåàðèçîâàííîé â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷-êè (34){(35), îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè
λ1 =

−(εαβ + ν)

2
,

λ2 =
−(εαβ − ν)

2
.

(39)Èç (39) ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ êîý��èöèåíòîâ ìîäåëè (32) âûïîëíåíî íå-ðàâåíñòâî
εα2 < 4γ(pγ − εα), (40)òî ìîäåëü (32) èìååò ãðóáóþ íåòðèâèàëüíóþ îñîáóþ òî÷êó | óñòîé÷èâûé�îêóñ (λ1, λ2 | êîìïëåêñíûå, Re λi < 0, i = 1, 2). ×èñëåííîñòè x(t), y(t)ñîâåðøàþò âî âðåìåíè çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïàðàìåòðû äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëè (32) èç-ìåíÿþòñÿ òàê, ÷òî óñëîâèå (40) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Â ýòîì ñëó÷àåîñîáàÿ òî÷êà z0 áóäåò ëåæàòü íà ãðàíèöå óñòîé÷èâûõ �îêóñîâ è óçëîâ. Ïðèèçìåíåíèè çíàêà íåðàâåíñòâà (40) íà îáðàòíûé â ñèñòåìå ïðîèñõîäèò áè-�óðêàöèÿ: îñîáàÿ òî÷êà ìîäåëè ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì (λ1, λ2 |âåùåñòâåííûå è îòðèöàòåëüíûå).Ïðè êà÷åñòâåííîì èññëåäîâàíèè äâóìåðíîé íåëèíåéíîé äè��åðåíöèàëü-íîé ñèñòåìû (32) îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à íàõîæäåíèÿãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû èëè ñèñòåìû åå ïåðâîãî ïðè-áëèæåíèÿ, ãàðàíòèðóþùèõ íàëè÷èå (îòñóòñòâèå) îñîáûõ òî÷åê îïðåäåëåííîãîòèïà.Îáîçíà÷èì z ≡

(
x
y

) | äâóìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîîðäèíàòàìè x, y;
|z| =

(
x2

+ y2
)1/2 | äëèíà âåêòîðà z; ∠(z1, z2) | óãîë ìåæäó íåíóëåâûìèâåêòîðàìè z1, z2 äâóìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R

2.Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 231Îïðåä å ë å íè å 2. Ïóñòü çàäàíà íåëèíåéíàÿ äâóìåðíàÿ äè��åðåíöèàëü-íàÿ ñèñòåìà
ż = f(z) (z ∈ R

2, t > 0) (41)ñ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé ïðàâîé ÷àñòüþ f(z), èìåþùàÿ íåâûðîæäåí-íóþ îñîáóþ òî÷êó zs:
zs ≡

(
xs

ys

)
, f(zs) = 0.Ñèñòåìà (41) íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè zs,åñëè ñèñòåìà åå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ

ż = Az

(
A ≡ ∂f

∂z

∣∣∣∣
z=zs

, z ∈ R
2, y > 0

)îáëàäàåò ñëåäóþùèì ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùå-ñòâóåò òàêîå ω > 0, ÷òî ó âñÿêîé äâóìåðíîé ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû
u̇ = Bu

(
u ≡

(
x′

y′

)
, t > 0

)
,

ρ(A,B) ≡ sup

u∈R2,u6=0

|(A−B)u| |u|−1 < ωíàéäåòñÿ íåíóëåâîå ðåøåíèå uB(t), óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ
sup
t>0

∠(uB(t), zB(t)) < εäëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî ðåøåíèÿ zB(t) ñèñòåìû ż = Az.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü ñèñòåìà (41) â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-ñèÿ zs ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíîé. Òîãäà òî÷êà zs íå ìîæåò áûòüöåíòðîì, �îêóñîì, äèêðèòè÷åñêèì óçëîì.Ñëåä ñ ò â è å 1 (ê òåîðåìå 1). Ïóñòü ñèñòåìà (32) â îêðåñòíîñòè ïîëîæå-íèÿ ðàâíîâåñèÿ z0, çàäàâàåìîãî ñîîòíîøåíèÿìè (34), (35) ãåîìåòðè÷åñêè ðå-ãóëÿðíà. Òîãäà òî÷êà z0 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì óçëîì.Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè.8. Ìíîãîìåðíûå äè��åðåíöèàëüíûåìîäåëè ïåðåíîñà ðàçëîæèìûõ òåõíîëîãèéÊàê óæå îòìå÷àëîñü â ïàðàãðà�å 4 íàñòîÿùåé ðàáîòû, îäíèì èç îñíîâíûõñïîñîáîâ ïðåîäîëåíèÿ íà÷àëüíîãî èíâåñòèöèîííîãî áàðüåðà ÿâëÿåòñÿ èñïîëü-çîâàíèå ñâîéñòâ ðàçëîæèìûõ òåõíîëîãèé.Íàïîìíèì (ñì. ïàðàãðà� 4), ÷òî ìíîãîêîìïîíåíòíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿòåõíîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçëîæèìîé, åñëè åå êîìïîíåíòû ìîãóò áûòü ðåàëè-çîâàíû ðàçäåëüíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèì óìåíüøåíèåì çàòðàò ïî ñðàâíåíèþ ñçàòðàòàìè íà ïîëíóþ òåõíîëîãèþ. Â ïàðàãðà�å 4 ïðîöåññ ïåðåíîñà ðàçëî-æèìûõ òåõíîëîãèé ïðåäïîëàãàëñÿ îäíîýòàïíûì è îïèñûâàëñÿ îäíîìåðíûìèëîãèñòè÷åñêèìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè. Âìåñòå ñ òåì âàæíûì



232 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌïðåèìóùåñòâîì ðàçëîæèìûõ òåõíîëîãèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàçäåëåíèÿïðîöåññà ïåðåíîñà íà íåñêîëüêî ýòàïîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ î÷åðåäíîñòüþ ðåàëè-çàöèè êîìïîíåíò òåõíîëîãèè. Íàïðèìåð, òðàíñ�åð ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèèïðîèñõîäèò ïî êðàéíåé ìåðå â äâà ýòàïà: íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîäèòñÿ \îò-âåðòî÷íàÿ ñáîðêà" èçäåëèé èç ãîòîâûõ óçëîâ è êîìïîíåíòîâ, ïîñòàâëÿåìûõ�èðìîé-äîíîðîì, à íà âòîðîì ýòàïå �èðìà-ðåöèïèåíò îñâàèâàåò èçãîòîâëå-íèå âñåõ äåòàëåé è óçëîâ âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè.Â äàííîì ïàðàãðà�å ïðîöåññ ïåðåíîñà ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèè èññëåäó-åòñÿ êàê äâóõýòàïíûé ïðîöåññ ñ ïîìîùüþ ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì íåëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäëîæåíû ìîäåëè äëÿ àíàëèçà äåéñòâèÿðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ ðûíî÷íîé ñðåäû íà ðàçâèòèå ïðîöåññà òðàíñ�åðà íàêàæäîì èç ýòàïîâ ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ýòàïîâ.8.1. Äè��åðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü ïðîöåññàïîýòàïíîãî òðàíñ�åðà ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèèÏðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ òðàíñ�åðà íåêîòîðîé ðàçëîæèìîé òåõíîëîãèèîñóùåñòâëÿåòñÿ â äâà ýòàïà. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ÷àñòü ó÷àñòâóþùèõ âòåõíîëîãè÷åñêîì ïåðåíîñå �èðì îòòîðãàþò òåõíîëîãèþ T â ðåçóëüòàòå âîç-äåéñòâèÿ âîçìóùåíèé ñî ñòîðîíû ðûíî÷íîé ñðåäû (íàïðèìåð, êîíêóðåíöèèèëè èçìåíåíèÿ ñïðîñà íà ïðîäóêöèþ). �àññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäàïðîöåññ îòòîðæåíèÿ íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãîíåãàòèâíîãî âëèÿíèÿ íà äèíàìèêó ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåõíîëîãèè T íà íà÷àëü-íîì ýòàïå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ïîýòàïíîãî òðàíñ�åðà ìîæåò áûòü îïèñàíñëåäóþùåé äâóìåðíîé òðåóãîëüíîé äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëüþ:
ẋ = pxN−1

(N − x) − αx,

ẏ = σx− βy,
(42)ãäå x = x(t) | ÷èñëî ïðîèçâîäèòåëåé, âîâëå÷åííûõ â ïðîöåññ òðàíñ�åðà íàíà÷àëüíîì ýòàïå âíåäðåíèÿ òåõíîëîãèè T ; p | êîý��èöèåíò ðîñòà ÷èñëàïðîèçâîäèòåëåé x; N | îáùåå ÷èñëî ïîòåíöèàëüíûõ ðåöèïèåíòîâ ïåðåíîñè-ìîé òåõíîëîãèè T íà íà÷àëüíîì ýòàïå òðàíñ�åðà (èëè ïëàíèðóåìîå ÷èñëîó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà); α (0 6 α < p) | êîý��èöèåíò îòòîðæåíèÿ T íà íà-÷àëüíîì ýòàïå òðàíñ�åðà; y = y(t) | ÷èñëî ïðîèçâîäèòåëåé, ó÷àñòâóþùèõ âòðàíñ�åðå T íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå; σ | êîý��èöèåíò ðîñòà ÷èñëà ïðîèç-âîäèòåëåé y; β | êîý��èöèåíò îòòîðæåíèÿ òåõíîëîãèè T íà çàêëþ÷èòåëüíîìýòàïå âíåäðåíèÿ.Ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (42) ÿâëÿåòñÿ ëîãèñòè÷åñêèì. Åãî îáùååðåøåíèå x(t) (x(0) = x0, x0 > 0

) èìååò âèä
x(t) = x0e

(p−α)t
[
1 + x0(p− α)

−1pN−1
(
e(p−α)t − 1

)]−1
. (43)Íàïîìíèì (ñì. ïàðàãðà� 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû), ÷òî �óíêöèÿ x(t) îáëà-äàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:à) åñëè 0 < x0 < (1 − αp1−

)N , òî x(t) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè t > 0;á) �óíêöèÿ x(t) óäîâëåòâîðÿåò ïðåäåëüíîìó ñîîòíîøåíèþ
lim

t→+∞
x(t) =

(
1 − αp−1

)
N. (44)Êîîðäèíàòà y(t) (y(0) = y0, y0 > 0) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé

y(t) = y0e
−βt

+ σe−βt

t∫

0

x(ν)eβνdν. (45)



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 233Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (43){(45), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî1) ïðè 0 < x0 < (1 − αp−1
)N , y0 = 0, �óíêöèÿ y(t) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîâîçðàñòàþùåé íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âðåìåíè (â ñàìîì äåëå, ïðè t > 0äëÿ ïðîèçâîäíîé dy

dt
âûïîëíåíî

dy

dt
= σ

(
−βe−βt

t∫

0

x(ν)eβνdν + e−βteβtx(t)

)
>

> σ

(
−βe−βtx(t)

t∫

0

eβνdν + x(t)

)
= σe−βtx(t) > 0,ñëåäîâàòåëüíî, y(t) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ïðè t > 0);2) åñëè 0 < x0 < (1−αp−1

)N , y0 = 0, òî äëÿ x(t), y(t) ïðè t > 0 ñïðàâåäëèâîñîîòíîøåíèå
y(t)x−1

(t) < σβ−1
(46)(äåéñòâèòåëüíî, ââèäó ìîíîòîííîñòè âîçðàñòàíèÿ x(t) ïðè t > 0 èç (43), (45)èìååì y(t) < σe−βtx(t)

t∫

0

eβtdν = σβ−1e−βt
(eβt − 1)x(t) < σβ−1x(t), îòêóäà

y(t)x−1
(t) < σβ−1);3) äëÿ �óíêöèè y(t), y(0) = y0, y0 > 0, èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå

yM ≡ lim
t→+∞

y(t) = σβ−1
(1 − αp−1

)N. (47)Ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (47) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñëåäóþùåãî èçâåñòíîãîóòâåðæäåíèÿ îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ íåîäíîðîä-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà.Ò å î ð å ì à 2 (23, 29). Ïóñòü çàäàíî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
u̇+ γu = g(t),ãäå γ > 0, g(t) | íåïðåðûâíà ïðè t > 0 è èìååò êîíå÷íûé ïðåäåë ïðè t→ +∞

lim
t→+∞

g(t) = ω.Òîãäà äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ u(t) ýòîãî óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâî ïðåäåëüíîåñîîòíîøåíèå
lim

t→+∞
u(t) = γ−1ω.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (47) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü â òåîðåìå 2 u(t) = y(t),

g(t) = σx(t), γ = β, ω = σ(1 − αp−1
)N .Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (46) äàåò âåðõíþþ îöåíêó îòíîøåíèÿ ÷èñëåííî-ñòåé ó÷àñòâóþùèõ â òðàíñ�åðå �èðì íà çàêëþ÷èòåëüíîì è íà÷àëüíîì ýòàïàõâíåäðåíèÿ ïðè ëþáîì íåîòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè âðåìåíè t. Êðîìå òîãî, èçñîîòíîøåíèÿ (47) âûòåêàåò ñëåäóþùåå:1) ïðè ε = σβ−1

(1 − αp−1
) > 1 äëÿ ðàâíîâåñíîé ÷èñëåííîñòè yM ñïðàâåä-ëèâî íåðàâåíñòâî

yM > N.



234 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌÝòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè íåãàòèâíîãî âëèÿíèÿ îòòîðæåíèÿ âòîðîãîýòàïà íà ïåðâûé, ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà áóäåò íå ìåíüøå ïëàíèðóå-ìîãî ÷èñëà N , ïîçâîëÿÿ ðàññìàòðèâàòü âåñü äâóõýòàïíûé ïðîöåññ âíåäðåíèÿïåðåíîñèìîé òåõíîëîãèè êàê èìåþùèé âûñîêèå øàíñû íà óñïåõ.2) Ïðè ε < 1 âåëè÷èíà yM óäîâëåòâîðÿåò ïðîòèâîïîëîæíîìó íåðàâåíñòâó
yM < N.Â ýòîì ñëó÷àå âëèÿíèå îòòîðæåíèÿ íà êàæäîì èç ýòàïîâ â îòäåëüíîñòèáóäåò îáÿçàòåëüíî óìåíüøàòü ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà ïî ñðàâíåíèþ ñïëàíèðóåìûì çíà÷åíèåì N . Ïîýòîìó òàêîé ïðîöåññ âíåäðåíèÿ òåõíîëîãèèìîæåò îêàçàòüñÿ íåóäà÷íûì.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà ïðîöåññ îòòîðæåíèÿ òåõíîëîãèè T íà çà-êëþ÷èòåëüíîì ýòàïå âíåäðåíèÿ îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå íåãàòèâíîå âëèÿíèåíà äèíàìèêó îñâîåíèÿ òåõíîëîãèè íà íà÷àëüíîì ýòàïå. Ïðè÷èíàìè òàêîãîâëèÿíèÿ ìîãóò áûòü ýêîíîìè÷åñêèå �àêòîðû, óìåíüøàþùèå ñïðîñ íà ïðî-äóêöèþ, èëè íåâîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ âñåõ íåîáõîäèìûõ äëÿ òðàíñ�åðàóñëîâèé (íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ çàêîíîäàòåëüñòâà). Â äàííîìñëó÷àå äâóõýòàïíûé ïðîöåññ òðàíñ�åðà ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùåé äâóìåð-íîé äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëüþ:

ẋ = pxN−1
(N − x) − αx − ϕβxy,

ẏ = σx− βy,
(48)ãäå ϕ | êîý��èöèåíò ñíèæåíèÿ ÷èñëà ïðîèçâîäèòåëåé x íà ïåðâîì ýòàïå âðåçóëüòàòå íåãàòèâíîãî âëèÿíèÿ âòîðîãî ýòàïà.Â îòëè÷èå îò ìîäåëè (42) äàííàÿ ìîäåëü íåðàçðåøèìà â êâàäðàòóðàõ,ïîýòîìó èìååò ñìûñë èñêàòü çíà÷åíèÿ ðàâíîâåñíîé ÷èñëåííîñòè ó÷àñòíèêîââíåäðåíèÿ ïåðåíîñèìîé òåõíîëîãèè.Êîîðäèíàòû x0, y0 åäèíñòâåííîãî íåòðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿìîäåëè (48) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé äâóìåðíîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõóðàâíåíèé:

pN−1x0 + ϕβy0 = p− α,

σx0 − βy0 = 0.
(49)�åøàÿ ñèñòåìó (49) íàõîäèì, ÷òî

x0 = (p− α)(p+ σϕN)
−1N,

y0 = σβ−1
(p− α)(p+ σϕN)

−1N.
(50)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (50) ïîëó÷àåì, ÷òî âåëè÷èíû x0, yM ñâÿçàíû ñîîòíî-øåíèåì

y0 = p(p+ σϕN)
−1yM . (51)Òàêèì îáðàçîì, èç (51) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì ϕ > 0 ðàâíîâåñíàÿ ÷èñëåí-íîñòü ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ îòòîðæåíèÿ âòîðîãî ýòàïà âñåãäà ìåíüøå ðàâíîâåñ-íîé ÷èñëåííîñòè ïðè îòñóòñòâèè ýòîãî âëèÿíèÿ.9. Ìîäåëü Âîëüòåððà{�àóçå äëÿ ñëó÷àÿ êîíêóðåíòíîãî òðàíñ�åðàÈññëåäóåì çàäà÷ó òðàíñ�åðà äâóõ êîíêóðèðóþùèõ ìåæäó ñîáîé ïðîèç-âîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé. Ñ ýòîé öåëüþ âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé äâóìåðíîéìîäåëüþ êîíêóðåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèé Âîëüòåððà{�àóçå [30, 31℄:

ẋ = p1xN
−1

(N − x) − β1xy,

ẏ = p2yN
−1

(N − y) − β2xy,



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 235ãäå x = x(t) | ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà, âíåäðÿþùèõ ïåðâóþ òåõíîëî-ãèþ T1, p1 | êîý��èöèåíò ðîñòà ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ, âíåäðÿþùèõ ïåðâóþòåõíîëîãèþ, y = y(t) | ÷èñëî ó÷àñòíèêîâ òðàíñ�åðà, âíåäðÿþùèõ âòîðóþòåõíîëîãèþ T2, p2 | êîý��èöèåíò ðîñòà ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ, âíåäðÿþùèõ âòî-ðóþ òåõíîëîãèþ, N | îáùåå ÷èñëî ïîòåíöèàëüíûõ ðåöèïèåíòîâ ïåðåíîñèìûõòåõíîëîãèé, β1, β2 | êîý��èöèåíòû ñíèæåíèÿ ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ äëÿ ïåðâîéè âòîðîé òåõíîëîãèè.Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [30, 31℄ èìååì:à) ïðè β1p
−1
1 < N−1, β2p

−1
2 > N−1 , ïåðâàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ òåõíîëîãèÿâûòåñíèò ñ ðûíêà òðàíñ�åðà âòîðóþ òåõíîëîãèþ;á) ïðè îáðàòíûõ çíàêàõ íåðàâåíñòâ ïðåèìóùåñòâî íà ðûíêå èìååò âòîðàÿïðîèçâîäñòâåííàÿ òåõíîëîãèÿ;â) ïðè β1p

−1
1 > N−1, β2p

−1
2 > N−1, íà ðûíêå îñòàåòñÿ ëèøü îäíà èç ïåðå-íîñèìûõ òåõíîëîãèé, íî êîòîðàÿ èç äâóõ | çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé;ã) ïðè β1p

−1
1 < N−1, β2p

−1
2 < N−1, âîçìîæíî óñòîé÷èâîå \ñîñóùåñòâîâà-íèå" íà ðûíêå îáåèõ òåõíîëîãèé. Òàêèì îáðàçîì, âûøå ïðåäñòàâëåíû âñåîñíîâíûå ñëó÷àè ïîâåäåíèÿ íà ðûíêå òðàíñ�åðà äâóõ êîíêóðèðóþùèõ òåõ-íîëîãèé. 10. Äè��åðåíöèàëüíûå ìîäåëèòåõíîëîãè÷åñêîãî ïåðåíîñà ñ çàïàçäûâàíèåìÂ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å îöåíèì âëèÿíèå ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà òåõíîëî-ãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà íà äèíàìèêó åãî òåêóùåãî ðàçâèòèÿ. Äëÿ ó÷åòà ýòîãîâëèÿíèÿ âíà÷àëå ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ [32, 33℄, îäíîìåðíóþ äè��åðåíöèàëü-íóþ ìîäåëü ïðîöåññà òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà ñ ðàñïðåäåëåííûì íåïðå-ðûâíûì çàïàçäûâàíèåì

u̇ =

(
ϕ− ηu−

t∫

0

f(t− ω)u(ω) dω

)
u, (52)ãäå ϕ | êîý��èöèåíò ðîñòà ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ ïðîöåññà òðàíñ�åðà; η |êîý��èöèåíò çàìåäëåíèÿ ðîñòà ÷èñëà ó÷àñòíèêîâ.Ôóíêöèÿ f ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â óðàâíåíèè (52) îïðåäåëÿåò ñòåïåíüâëèÿíèÿ ïðåäûñòîðèè ïðîöåññà òðàíñ�åðà íà äèíàìèêó åãî òåêóùåãî ðàç-âèòèÿ â çàâèñèìîñòè îò îòäàëåííîñòè âî âðåìåíè ýòîé ïðåäûñòîðèè îò ðàñ-ñìàòðèâàåìîãî ìîìåíòà âðåìåíè t > 0. Â. Âîëüòåððà íàçûâàë ýòó �óíêöèþíàñëåäñòâåííîé �óíêöèåé.Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, óñòàíîâëåííîå â ðàáîòå [32℄.Ò å î ð å ì à 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîý��èöèåíòû ϕ, η ìîäåëè (52) ïîëî-æèòåëüíû, à �óíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è àáñîëþòíî èíòåãðèðóå-ìîé ïðè t > 0. Ïóñòü, êðîìå òîãî, f(t) 6= 0 è

η −
∞∫

0

|f(ω)| dω > 0.Òîãäà äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ u(0) > 0 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-íîå ðåøåíèå u(t), t > 0, òàêîå, ÷òîà) u(t) > 0 äëÿ âñåõ t > 0;
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lim

t→+∞
u(t) = u0 ≡ ϕ

(
η +

∞∫

0

f(w) dw

)−1

.Òàêèì îáðàçîì, åñëè íàñëåäñòâåííàÿ �óíêöèÿ f ìîäåëè (52) íåïðåðûâíàè àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà ïðè t > 0, òî ñî âðåìåíåì ÷èñëî u(t) ó÷àñò-âóþùèõ â òðàíñ�åðå �èðì íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîâåñíîìóñîñòîÿíèþ ìîäåëè
u0 ≡ ϕ

(
η +

∞∫

0

f(w) dw

)−1

.Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 3 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð å ì à 4. 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ìîäåëè (52) âûïîëíÿþòñÿ âñåóñëîâèÿ òåîðåìû 3. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî
∞∫

0

f(w) dw > 0

( ∞∫

0

f(w) dw < 0

)
.Òîãäà äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé u(t) ìîäåëè (52) è x(t) ëîãèñòè÷åñêîéäè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëè òðàíñ�åðà áåç çàïàçäûâàíèÿ

ẋ = (ϕ− ηx)xòàêèõ, ÷òî u(0) = x(0), íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî t0, ÷òî ïðè âñåõ t > t0 ñïðà-âåäëèâî íåðàâåíñòâî
x(t) > u(t) (x(t) < u(t)).2. Äîïóñòèì, ÷òî ïðîöåññ òðàíñ�åðà òåõíîëîãèè T ìîæåò áûòü îñóùå-ñòâëåí äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, îïèñûâàåìûìè ëîãèñòè÷åñêèìè ìîäå-ëÿìè ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì âèäà (52):

ẏ =

(
ϕ1 − η1y −

t∫

0

f1(t− w)y(w) dw

)
y, (53)

ż =

(
ϕ2 − η2z −

t∫

0

f2(t− w)z(w) dw

)
z. (54)Ïóñòü ìîäåëè (53), (54) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ òåîðåìû 3, à êîý��è-öèåíòû ϕ1, η1, ϕ2, η2 è íàñëåäñòâåííûå �óíêöèè f1, f2 ñâÿçàíû ñîîòíîøå-íèÿìè à) ϕ1 > ϕ2, η1 > 0, η2 > 0, ϕ1η

−1
1 > ϕ2η

−1
2 ;á) ∞∫

0

f2(w) dw >

∞∫

0

f1(w) dw > 0.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 237Òîãäà äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé y(t), z(t) ñîîòâåòñòâåííî ìîäå-ëåé (53), (54) òàêèõ, ÷òî y(0) = z(0), íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî t1 > 0, ÷òî ïðèâñåõ t > t1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
y(t) > z(t).Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 2 òåîðåìû 3 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ çíà-êîîïðåäåëåííîñòè ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè �óíêöèèïðèðîñòà ÷èñëà âîâëå÷åííûõ â òðàíñ�åð ó÷àñòíèêîâ äëÿ ëîãèñòè÷åñêèõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé ïðîöåññà òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà ñ ðàñïðåäå-ëåííûì çàïàçäûâàíèåì âèäà (52).Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çàïàçäûâàíèå â ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè òðàíñ-�åðà ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé:

ν̇ = (ϕ− ην(t− τ))ν (55)(τ > 0 | ïîñòîÿííîå çàïàçäûâàíèå ìîäåëè òðàíñ�åðà (55)).Óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè íåòðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ν0 = ϕη−1ìîäåëè (55) èìååò ñëåäóþùèé âèä [33℄:
ϕτ <

π

2
. (56)Óñëîâèå (56) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðîñòè ðîñòà ÷è-ñëà ó÷àñòíèêîâ ϕ è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çàïàçäûâàíèè τ íåòðèâèàëüíîåðàâíîâåñèå ìîäåëè (55) ìîæåò áûòü íàðóøåíî. Â [33℄ óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òîâ ìîäåëè ñ çàïàçäûâàíèåì (55) â îòëè÷èå îò ëîãèñòè÷åñêîé ìîäåëè òðàíñ�åðà

ẋ = (ϕ− ηx)x, âîçìîæíî ïîÿâëåíèå êîëåáàíèé:à) ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (56) ýòè êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ çàòóõàþ-ùèìè è âûïîëíÿåòñÿ ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå
lim

t→+∞
ν(t) = ϕη−1

;á) ïðè ϕτ =
π
2 êîëåáàíèÿ íå çàòóõàþò, íî ÷èñëåííîñòü îñòàåòñÿ îãðàíè-÷åííîé;â) ïðè âûïîëíåíèè îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà ϕτ > π

2 àìïëèòóäà âîçíèêàþ-ùèõ â ìîäåëè (55) êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì.Òàêèì îáðàçîì, ââåäåíèå ïîñòîÿííîãî çàïàçäûâàíèÿ â ëîãèñòè÷åñêóþ ìî-äåëü ïðîöåññà òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà óìåíüøàåò óñòîé÷èâîñòü åå íå-òðèâèàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ êîëåáàíèé÷èñëåííîñòè âîâëå÷åííûõ â òðàíñ�åð �èðì-ðåöèïèåíòîâ ïåðåíîñèìîé òåõíî-ëîãèè. 11. Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññîâ òðàíñ�åðàïåðåäîâûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèéÄëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ïðîöåññîâ àêòèâíîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàí-ñ�åðà â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà�àõ íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèìåíÿëèñü îäíî- èìíîãîìåðíûå äåòåðìèíèðîâàííûå äè��åðåíöèàëüíûå ìîäåëè.Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îðèãèíàëüíûå óñëîâèÿ óñïåøíîéðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ òðàíñ�åðà, âûïîëíåííûå ó äîíîðà ïåðåíîñèìîé òåõ-íîëîãèè, ìîãóò áûòü ñóùåñòâåííî íàðóøåíû â ïðîöåññå òðàíñ�åðà ó ðåöè-ïèåíòà òåõíîëîãèè. Ñïðîãíîçèðîâàòü òàêèå íàðóøåíèÿ, êàê ïðàâèëî, î÷åíüñëîæíî. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïðîöåññ òðàíñ�åðà ïðèîáðåòàåò âåðîÿòíîñòíûé õà-ðàêòåð. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íà ðàííèõ ýòàïàõ òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà



238 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ÷èñëî àêòèâíî ó÷àñòâóþùèõ â íåì �èðì ìàëî, à êîíêóðåíòíûå âçàèìîäåé-ñòâèÿ ìåæäó �èðìàìè åùå äîñòàòî÷íî ñëàáû. Ïîýòîìó äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿäèíàìèêè ïðîöåññà òðàíñ�åðà íà ðàííèõ åãî ñòàäèÿõ ìîæíî ïðèìåíèòü àï-ïàðàò òåîðèè ñëó÷àéíûõ ìàðêîâñêèõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ.Íàïîìíèì (ñì., íàïðèìåð, [34{36℄), ÷òî îäíîðîäíàÿ öåïü Ìàðêîâà ν(t)
(t > 0) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè íàçûâàåòñÿ âåòâÿ-ùèìñÿ ïðîöåññîì ñ îäíèì òèïîì ýëåìåíòîâ, åñëè åå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

Pij(t) = P{ν(t) = j | ν(0) = i}óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) P0j = σ0j ;2) Pij(t) =
∑

j1+...+ji=j

P1j1 (t) · . . . · P1ji
(t), i 6= 0; (57)3) lim

t→0
Pij(t) = σij (σij | ñèìâîë Êðîíåêåðà);4) �óíêöèè P1j(t) ïðè çíà÷åíèÿõ t, áëèçêèõ ê íóëþ, ïðåäñòàâèìû â ñëåäó-þùåì âèäå:

P11(t) = 1 + q1t+ o(t), q1 < 0,

P1j(t) = qjt+ o(t),
(58)ãäå qj > 0 è ∞∑

j=0

qj = 0 (âåëè÷èíû qj íàçûâàþòñÿ ïëîòíîñòÿìè ïåðåõîäà îäíî-ðîäíîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà).Â íàøåì ñëó÷àå ýëåìåíòàìè âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ÿâëÿþòñÿ �èðìû, âíå-äðÿþùèå íåêîòîðîå òåõíîëîãè÷åñêîå íîâøåñòâî T .Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ òðàíñ�åðà T ìîæåò áûòü îïèñàí ñëåäóþùèì îáðà-çîì.Ïóñòü â íåêîòîðûé èñõîäíûé ìîìåíò s = 0 èìååòñÿ ðîâíî i �èðì, ðàçðà-áàòûâàþùèõ T . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t êàæäàÿ èç ýòèõ�èðì, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ �èðì è îò îáñòîÿòåëüñòâ, ïðåäøåñòâóþùèõ ìî-ìåíòó âðåìåíè s, \ïîðîæäàåò" ñ âåðîÿòíîñòüþ P1j(t) j âíåäðÿþùèõ T �èðì,ïðè÷åì
∞∑

j=0

P1j(t) = 1.Çà âðåìÿ t i �èðì, ðàçðàáàòûâàþùèõ T â ìîìåíò âðåìåíè s, ïîðîæäàþòäîïîëíèòåëüíî
ν(s+ t) = ν(1)

(t) + . . .+ ν(i)
(t)�èðì, ãäå ν(n)

(t) | ÷èñëåííîñòü ``ïîòîìñòâà" n-îé �èðìû; âñå ν(n)
(t),

n = 1, . . ., i, íåçàâèñèìû è èìåþò îäíî è òî æå ðàñïðåäåëåíèå
P1j(t) = P

{
ν(n)

(t) = j
}
,óäîâëåòâîðÿþùåå (58).Ó÷èòûâàÿ âûøåèçëîæåííîå, ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü Pij(t) ïåðåõîäà îò i�èðì, âíåäðÿþùèõ T , ê j �èðìàì çà âðåìÿ t â îäíîðîäíîì âåòâÿùåìñÿ ïðî-öåññå òðàíñ�åðà T äåéñòâèòåëüíî ðàâíà i-êðàòíîé ñâåðòêå P1j(t) âèäà (57):

Pij(t) = P
{
ν(t+ s) = j | ν(s) = i} = P

{
ν(l)

(t) + . . .+ ν(i)
(t) = j

}
=

=

∑

j1+...+ji=j

P1j1(t) · . . . · P1ji
(t).



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 239Îòìåòèì, ÷òî àïïàðàò òåîðèè ñëó÷àéíûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ïîçâîëÿåòèññëåäîâàòü ïîâåäåíèå âåðîÿòíîñòè çàòóõàíèÿ (ïðîäîëæåíèÿ) ïðîöåññà òåõ-íîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà.Â ñàìîì äåëå, ïóñòü α = lim
t→+∞

P10(t) | âåðîÿòíîñòü çàòóõàíèÿ ïðîöåññàòðàíñ�åðà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïðèâîäèìîå â óäîáíîé äëÿäàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ �îðìå.Ò å î ð å ì à 5 ([34{36℄). Âåëè÷èíà α ðàâíà íàèìåíüøåìó íåîòðèöàòåëü-íîìó êîðíþ óðàâíåíèÿ
g(x) = 0,ãäå g(x) =

∞∑
k=0

qkx
k | äè��åðåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ âåòâÿùå-ãîñÿ ïðîöåññà òðàíñ�åðà.Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1 ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óò â å ðæä åíè å 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ òðàíñ�åðà T ìîæåòáûòü îñóùåñòâëåí äâóìÿ ðàçëè÷íûìè àëüòåðíàòèâíûìè ñïîñîáàìè, îïè-ñûâàåìûìè îäíîðîäíûìè âåòâÿùèìèñÿ ïðîöåññàìè ñ ïëîòíîñòÿìè ïåðå-õîäîâ {q′k} è {q′′k}. Ïóñòü α′, α′′ | íàèìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå êîðíèñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèé

∞∑

k=0

q′kx
k

= 0 è ∞∑

k=0

q′′kx
k

= 0.Òîãäà, åñëè α′ < α′′, òî ìîæíî óêàçàòü òàêîå ÷èñëî t0 = t0(α
′, α′′

), ÷òî ïðèâñåõ t > t0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
P ′

10(t) < P ′′

10(t),ãäå P ′
10(t), P

′′
10(t) | âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t > 0ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî âàðèàíòîâ ïðîöåññà òåõíîëîãè÷åñêîãîòðàíñ�åðà.Óòâåðæäåíèå 2 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè âûðî-æäåíèÿ ïðîöåññà òðàíñ�åðà äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè.Îòìåòèì, ÷òî àïïàðàò òåîðèè ñëó÷àéíûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ïðèìå-íÿëñÿ ðàíåå â îñíîâíîì ïðè èññëåäîâàíèè ìîäåëåé öåïíûõ ðåàêöèé [34, 37℄,â ãåíåòèêå [38℄, äåìîãðà�èè [34℄, [39{41℄. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò àïïàðàòâïåðâûå èñïîëüçóåòñÿ ïðè èçó÷åíèè ïðîöåññîâ òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà.11.1 Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòèâûðîæäåíèÿ ïðîöåññà òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðàíà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà òðàíñ�åðà ïåðåäîâîéïðîèçâîäñòâåííîé òåõíîëîãèè, äëÿ êîòîðîãî ïëîòíîñòè ïåðåõîäà qj ðàâíû

q0 = p, q1 = −(p+ q), q2 = q (p > 0, q > 0), qj = 0, j > 2. (59)Â ýòîì ñëó÷àå îäíà �èðìà, íà÷àâøàÿ âíåäðåíèå T , çà ìàëûé ïðîìåæóòîêâðåìåíè t èëè îòòîðãàåò T ñ âåðîÿòíîñòüþ pt+o(t), èëè ñ âåðîÿòíîñòüþ qt+o(t)ïîðîæäàåò åùå îäíó �èðìó, âíåäðÿþùóþ T , ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ
1 − (p+ q)t + o(t)



240 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌîñòàåòñÿ â åäèíñòâåííîì ÷èñëå, íå ïîðîæäàÿ ïðè ýòîì íîâûõ âíåäðÿþùèõ�èðì.Âåðîÿòíîñòü ïîðîæäåíèÿ áîëåå ÷åì îäíîé âíåäðÿþùåé �èðìû ðàâíà o(t).Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [35, 36℄), ÷òî äëÿ ýòîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà èìåþòìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
P10(t) =

{
1 − e(p−q)t

[
q(q − p)−1

(
e(p−q)t − 1

)
+ 1
]−1

, q 6= p,

1 − (qt+ 1)
−1, p = q,

(60)ãäå P10(t) | âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ (çàòóõàíèÿ) ïðîöåññà òðàíñ�åðà T êìîìåíòó âðåìåíè t > 0.Ôîðìóëû (60) äàþò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðî-öåññà òðàíñ�åðà P10(t) äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t.Çàìåòèì, ÷òî èç (60) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷å-ñêèå ñîîòíîøåíèÿ:à) åñëè q 6 p, òî ïðè t→ +∞

P10(t) → 1;á) åñëè q > p, òî ïðè t→ +∞

P10(t) → pq−1.Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå à) ïðîöåññ òðàíñ�åðà T ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 âûðî-æäàåòñÿ; â ñëó÷àå á) âåðîÿòíîñòü âûðîæäåíèÿ ïðîöåññà T
α ≡ lim

t→+∞
P10(t)ðàâíà pq−1.Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðîöåññ òðàíñ�åðà T ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíäâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, îïèñûâàåìûìè îäíîðîäíûìè âåòâÿùèìèñÿïðîöåññàìè ñ ïëîòíîñòÿìè ïåðåõîäîâ p′, q′, p′′, q′′. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå.Ò å î ð å ì à 6. Ïóñòü ïëîòíîñòè ïåðåõîäîâ p′, q′, p′′, q′′ âàðèàíòîâòðàíñ�åðà T ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

p′ < q′, p′′ < q′′, (61)
q′ > q′′, p′ < p′′. (62)Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî t ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
P ′

10(t) < P ′′

10(t), (63)ãäå P ′
10(t), P

′′
10(t) | âåðîÿòíîñòè âûðîæäåíèÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t > 0ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî âàðèàíòîâ òðàíñ�åðà T .Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì

x(t) ≡ e(q
′

−p′)t
[
q′(q′ − p′)−1

(
e(q

′

−p′)t − 1
)

+ 1
]−1

, (64)
y(t) ≡ e(q

′′

−p′′)t
[
q′′(q′′ − p′′)−1

(
e(q

′′

−p′′)t − 1
)

+ 1
]−1

. (65)



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 241Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè x(t), y(t) (x(0) = y(0) = 1), çàäàâàåìûå �îð-ìóëàìè (64), (65), ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ëîãèñòè÷åñêèõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ẋ = (q′ − p′)x− q′x2, (66)
ẏ = (q′′ − p′′)y − q′′y2. (67)Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 1{6 ðåøåíèé ëîãèñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûé óðàâíå-íèé (ñì. ïàðàãðà� 2), íàõîäèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèé x(t), y(t) óðàâíåíèé (66),(67) âûïîëíåíî:à1) �óíêöèè x(t), y(t) ìîíîòîííî óáûâàþò íà ïîëóîñè âðåìåíè [0,+∞);á1) äëÿ ðåøåíèé x(t), y(t) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäåëüíûå ñîîòíîøå-íèÿ:
lim

t→+∞
x(t) = 1 − p′(q′)−1,

lim
t→+∞

y(t) = 1 − p′′(q′′)−1.Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
g1 ≡ (q′ − p′)u − q′u2, (68)
g2 ≡ (q′′ − p′′)u− q′′u2, (69)
α ≡ (p′′ − p′)(q′ − q′′)−1 (70)(çàìåòèì, ÷òî â ñèëó (62) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî α > 0).Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì êâàäðàòíîãî íåðàâåíñòâà

g(u) ≡ g1(u) − g2(u) > 0(g1(u), g2(u) çàäàþòñÿ �îðìóëàìè (68){(70)) ÿâëÿþòñÿ âñå u èç èíòåðâàëà
(0, 1 + α)

g(u) > 0 ↔ u ∈ (0, 1 + α). (71)Îáîçíà÷èì ÷åðåç t′ ìîìåíò âðåìåíè, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå y(t) (y(0) = 1)óðàâíåíèÿ (64) äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ
y(t′) = 1 − p′(q′)−1.Ïóñòü ε | òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ (−ε, 0]

0 < x(t) < 1 + a,

0 < y(t) < 1 + a.Ïîëîæèì
Kε ≡ {(t, u),−ε < t < t′; 0 < u < 1 + a}.Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèÿ x(t), y(t) äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé (66), (67) óäîâëåòâîðÿþò íà îòêðûòîì ìíîæåñòâå Kε ⊂ R

2 âñåì òðåáîâà-íèÿì òåîðåìû ñðàâíåíèÿ ×àïëûãèíà [23{25℄. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèÿ x(t),
y(t) îïðåäåëåíû ïðè âñåõ t ∈ (−ε, t′) è óäîâëåòâîðÿþòà2) ïðè t = 0 ðàâåíñòâó

x(t) = y(t) = 1;



242 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌá2) ïðè t ∈ (−ε, t′) âêëþ÷åíèÿì
(t, x(t)) ∈ Kε,

(t, y(t)) ∈ Kε;â2) ïðè t ∈ (−ε, t′) äè��åðåíöèàëüíîìó íåðàâåíñòâó
ẏ ≡ (g2(y(t))) < g1(y(t)),÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé ×àïëûãèíà, íàõîäèì, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ (0, t′)

y(t) < x(t). (71)Â ñèëó ñâîéñòâ à1, á1 ðåøåíèé ëîãèñòè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå-íèé (66), (67) ïðè ëþáîì t > t′ èìååì
x(t) > 1 − p′(q′)−1,

y(t) 6 1 − p′(q′)−1.
(72)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (72), ïîëó÷àåì, ÷òî

y(t) < x(t) ïðè âñÿêîì t > t′. (73)Èñïîëüçóÿ (71), (73), íàõîäèì, ÷òî ïðè âñåõ t > 0

y(t) < x(t). (74)Ó÷èòûâàÿ (74), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ëþáîì t > 0

P ′

10(t) = 1 − x(t) < 1 − y(t) = P ′′

10(t).Òåîðåìà 6 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Òåîðåìà 6 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óìåíüøåíèÿ âåðîÿòíîñòè âûðîæäå-íèÿ ïðîöåññà òðàíñ�åðà ïåðåäîâîé ïðîèçâîäñòâåííîé òåõíîëîãèè T , óäîâëå-òâîðÿþùåãî (59), (60), íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå âðåìåíè.12. Ìîäåëü îöåíêè âëèÿíèÿ èíâåñòèöèîííîé àêòèâíîñòèïðåäïðèÿòèé ñ ó÷àñòèåì èíîñòðàííîãî êàïèòàëà íà äèíàìèêóýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñòðàíû-ðåöèïèåíòà ïåðåíîñèìîé òåõíîëîãèèÊàê óæå îòìå÷àëîñü âî ââåäåíèè, îäíèì èç âàæíûõ �àêòîðîâ, ïîçâîëÿ-þùèì ðàçâèâàþùèìñÿ ñòðàíàì è ñòðàíàì ñ ïåðåõîäíîé ýêîíîìèêîé ñãëà-äèòü ðÿä âíóòðåííèõ ïðîáëåì è ïðèäàòü äîïîëíèòåëüíûé èìïóëüñ ýêîíîìè-÷åñêîìó ðàçâèòèþ, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòèå ñâîèõ ðûíêîâ äëÿ èíîñòðàííûõ �èðìè ñîâìåñòíûõ ïðåäïðèÿòèé. Â ðÿäå ñëó÷àåâ óæå îäíîãî ýòîãî îêàçûâà-åòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ ïðîãðåññèâíîé ïåðåñòðîéêè âñåãî ýêîíîìè÷åñêîãî óêëàäàñòðàíû è äîñòèæåíèÿ âûñîêîé äèíàìè÷íîñòè íàöèîíàëüíîãî ïðîèçâîäñòâà.Êëàññè÷åñêèìè ïðèìåðàìè ñêàçàííîãî ìîãóò ñëóæèòü ÊÍ�, Þæíàÿ Êîðåÿè ðÿä äðóãèõ äèíàìè÷íî ðàçâèâàþùèõñÿ ñòðàí Þãî-Âîñòî÷íîé Àçèè.Ïðîáëåìà îöåíêè âëèÿíèÿ èíîñòðàííûõ êàïèòàëîâ íà ýêîíîìè÷åñêèé ðîñòñòðàíû-ðåöèïèåíòà èìååò äëèòåëüíóþ èñòîðèþ. Îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñò-íûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííàÿ êðóïíûìàìåðèêàíñêèì ýêîíîìèñòîì, ëàóðåàòîì Íîáåëåâñêîé ïðåìèè Â. Ëåîíòüåâûìäè��åðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ êàïèòàëà [42℄.



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 243Ìîäåëü Â. Ëåîíòüåâà âîñïðîèçâîäèò äèíàìèêó �óíêöèîíèðîâàíèÿ äâóõãðóïï ñòðàí | ðàçâèòûõ è ðàçâèâàþùèõñÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçâèòûìñòðàíàì äàííàÿ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äèíàìèêó âûïóñêà âàëîâîãî íàöè-îíàëüíîãî ïðîäóêòà (ÂÍÏ) â ãðóïïå ðàçâèòûõ ñòðàí:
I1(t) = S1y1(t),

ẏ1(t) = b−1
1 I1(t),ãäå y1(t) | âûïóñê (ÂÍÏ) â äàííîé ãðóïïå ñòðàí, I1(t) | îáúåì èíâåñòèöèéâ ðàçâèòûõ ñòðàíàõ, S1 | íîðìà íàêîïëåíèé (èíâåñòèðîâàíèÿ) èëè ìóëüòè-ïëèêàòîð èíâåñòèöèé, b1 | êîý��èöèåíò ïðèðîñòíîé êàïèòàëîåìêîñòè èëèàêñåëåðàòîð èíâåñòèöèé. �åøàÿ äàííóþ ñèñòåìó, íàõîäèì, ÷òî

y1(t) = y1(0)eS1b
−1
1 t.Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáúåì êàïèòàëà, ïåðåâîäèìîãî â ðàçâèâàþùè-åñÿ ñòðàíû èç ðàçâèòûõ, ñîñòàâëÿåò ïîñòîÿííóþ äîëþ h îò âàëîâîãî íàöèî-íàëüíîãî ïðîäóêòà ñòðàí, ýêñïîðòèðóþùèõ êàïèòàë

H(t) ≡ hy1(t) = hy1(0)eS1b
−1
1 t,ãäå H(t) | âåëè÷èíà ïåðåâîäèìîãî êàïèòàëà. Äëÿ ãðóïïû ðàçâèâàþùèõñÿñòðàí èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äèíàìèêè âûïóñêà ÂÍÏ [42℄:

I2(t) = S2y2(t) + hy1(0)eS1b
−1
1 t,

ẏ2(t) = b−1
2 I2(t).�åøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà S1b

−1
1 6= S2b

−1
2 ,ïîëó÷àåì, ÷òî

y2(t) =

(
y2(0) − H(0)

b2c

)
eS2b

−1
2 t

+
H(0)

b2c
eS1b

−1
1 t,ãäå c = S1b

−1
1 − S2b

−1
2 .Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè Â.Ëåîíòüåâà ýêîíîìè÷åñêèé ðîñò â ðàçâèâàþ-ùèõñÿ ñòðàíàõ íàïðÿìóþ çàâèñèò îò òåìïîâ ðîñòà â ðàçâèòûõ ñòðàíàõ è îòíà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âûâîçèìîãî èç ñòðàí êàïèòàëà.Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äè��åðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòàÂ.Ëåîíòüåâà âíåñëà âêëàä â èçó÷åíèå äèíàìèêè ìåæäóíàðîäíûõ ýêîíîìè-÷åñêèõ ñâÿçåé ðàçëè÷íûõ ñòðàí [42, 43℄, îíà èìååò è ðÿä íåäîñòàòêîâ, ñðåäèêîòîðûõ âûäåëèì ñëåäóþùèå.1. Âûâîçèìûé êàïèòàë ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíûì. Âìåñòå ñ òåì äëÿñòðàí ñ ïåðåõîäíîé ýêîíîìèêîé âàæíû íå ñòîëüêî îáúåìû èìïîðòèðóåìîãîêàïèòàëà, ñêîëüêî åãî ñòðóêòóðà. Òàê, íàïðèìåð, çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü èíî-ñòðàííûõ èíâåñòèöèé â �îññèè íàïðàâëÿëàñü íà ïîêóïêó êðàòêîñðî÷íûõ ãî-ñóäàðñòâåííûõ öåííûõ áóìàã, à íå â ðåàëüíûé ñåêòîð ýêîíîìèêè. Ïîíÿòíî,÷òî òàêèå �èíàíñîâûå âëîæåíèÿ ñïîñîáñòâóþò ñêîðåå çàìåäëåíèþ, ÷åì óñêî-ðåíèþ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ñòðàíû-ðåöèïèåíòà. Â ýòîì ñìûñëå ïðèêëàäíûåðàñ÷åòû ïî ìîäåëè Â.Ëåîíòüåâà ìîãóò ñèëüíî äåçîðèåíòèðîâàòü èññëåäîâà-òåëÿ îòíîñèòåëüíî èñòèííîé ðîëè èíîñòðàííûõ èíâåñòèöèé.



244 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌ2. Íàöèîíàëüíûå è èíîñòðàííûå èíâåñòèöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàâíîý�-�åêòèâíûìè. Çäåñü Â.Ëåîíòüåâ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èíîñòðàííûé êàïèòàë |ýòî âñåãî ëèøü äîïîëíèòåëüíûå �èíàíñîâûå ðåñóðñû, îòäà÷à îò êîòîðûõîïðåäåëÿåòñÿ íàöèîíàëüíûìè óñëîâèÿìè âîñïðîèçâîäñòâà. Îäíàêî, èìåííîýòî ïîëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì, òàê êàê ãëóáèííûé ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñëïðèâëå÷åíèÿ èíîñòðàííîãî êàïèòàëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âìåñòå ñ íèì âíàöèîíàëüíóþ ýêîíîìèêó ïðèõîäÿò íîâûå òåõíîëîãèè è íîâûå îðãàíèçàöèîí-íûå �îðìû ïðîèçâîäñòâà, äàþùèå ñîâåðøåííî èíîé ýêîíîìè÷åñêèé ý��åêòïî ñðàâíåíèþ ñ ìåñòíûìè òåõíîëîãèÿìè è ñïîñîáàìè ïðåäïðèíèìàòåëüñòâà.Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïåðå÷èñëåííûå âûøå íåäîñòàòêè äè��åðåíöèàëü-íîé ìîäåëè Â.Ëåîíòüåâà îòíþäü íå îçíà÷àþò åå ïîëíîé íåïðèãîäíîñòè äëÿìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà. Áóäåò ïðàâèëüíåå ñêàçàòü, ÷òî åå èñïîëü-çîâàíèå ý��åêòèâíî äëÿ óÿñíåíèÿ êà÷åñòâåííîé êàðòèíû â ðàçâèòèè õîçÿé-ñòâåííûõ ïðîöåññîâ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ äåòàëüíûõ êîëè÷åñòâåííûõ ðàñ÷åòîâïî êîíêðåòíîé ñòðàíå òðåáóåòñÿ íåñêîëüêî èíàÿ ìîäåëüíàÿ ñõåìà.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ èíâåñòèöèîííîé äåÿòåëü-íîñòè èíîñòðàííûõ è ñîâìåñòíûõ ïðåäïðèÿòèé íà òåìïû ýêîíîìè÷åñêîãî ðî-ñòà ñòðàíû-ðåöèïèåíòà áóäåò èñïîëüçîâàíà ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòàõ [44, 45℄àêñåëåðàòîðíî-ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà. Äàííàÿìîäåëü ëèøåíà ïåðå÷èñëåííûõ âûøå íåäîñòàòêîâ äè��åðåíöèàëüíîé ìîäåëèÂ.Ëåîíòüåâà è ïîçâîëÿåò ìàêñèìàëüíî êîíêðåòíî èçó÷àòü âëèÿíèå èíîñòðàí-íîãî áèçíåñà íà ðàçâèòèå âíóòðåííèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ðûíêîâ ïðèíèìàþùåéñòðàíû.12.1. Îñíîâíûå ñâîéñòâà àêñåëåðàòîðíî-ìóëüòèïëèêàòèâíîéìîäåëè îöåíêè âëèÿíèÿ èíâåñòèöèîííîé àêòèâíîñòèèíîñòðàííîãî ñåêòîðà ýêîíîìèêè íà äèíàìèêó ýêîíîìè÷åñêîãîðîñòà ñòðàíû-ðåöèïèåíòà ïåðåíîñèìûõ òåõíîëîãèéÄëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè âëèÿíèÿ ñåêòîðà èíîñòðàííûõ è ñîâìåñòíûõ ïðåä-ïðèÿòèé, ó÷àñòâóþùèõ â òðàíñ�åðå è îñâîåíèè ïåðåäîâûõ ïðîèçâîäñòâåí-íûõ òåõíîëîãèé è íîó-õàó, íà òåìïû ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà â ñòðàíå-ðåöèïè-åíòå âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé àêñåëåðàòîðíî-ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðàçíîñò-íîé ìîäåëüþ ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà [44, 45℄:
I(t) = (1 − r)sx(t),

∆τ (x(t)) = kI(t),
(75)ãäå I(t) | èíâåñòèöèè â îñíîâíîé êàïèòàë (êàïèòàëîâëîæåíèÿ) â ãîäó t,

x(t) | ÂÂÏ â ãîäó t, s | ñðåäíÿÿ ñêëîííîñòü ê èíâåñòèðîâàíèþ (ìóëüòè-ïëèêàòîð ìîäåëè (75)), r | äîëÿ ïðîìåæóòî÷íîãî ïîòðåáëåíèÿ â âàëîâîìïðîäóêòå, k | ïðèðîñòíàÿ êàïèòàëî¸ìêîñòü ïðîèçâîäñòâà (àêñåëåðàòîð ìî-äåëè (75)), ∆τ (x(t)) ≡ x(t + τ + 1) − x(t + τ), τ (τ > 0) | èíâåñòèöèîííûé ëàãìîäåëè (75).Ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå ïîêàçàòåëè êàïèòàëî¸ìêîñòè îòå÷åñòâåííîãî è çà-ðóáåæíîãî ñåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâåííî,
α ≡ ∆xh(t)(Ih(t))−1,

β ≡ ∆xf (t)(If (t))−1,ãäå xh(t), xf (t) | îáúåì ÂÂÏ, ñîçäàâàåìûé, ñîîòâåòñòâåííî, íà îòå÷åñòâåí-íûõ ïðåäïðèÿòèÿõ ñ ó÷àñòèåì èíîñòðàííîãî êàïèòàëà, Ih(t), If (t) | èíâåñòè-öèè, îñóùåñòâëÿåìûå îòå÷åñòâåííûìè ïðåäïðèÿòèÿìè ñ ó÷àñòèåì èíîñòðàí-íîãî êàïèòàëà, è äîëè èíâåñòèöèé çàðóáåæíîãî ñåêòîðà â îáùåì îáúåìå êà-ïèòàëîâëîæåíèé
n ≡ If (t)(Ih(t))−1,



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 245ñâåäåì ñèñòåìó (75) ê ñëåäóþùåìó ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ:
x(t+ τ + 1) − x(t+ τ) − [(1 − n)α+ nβ](1 − r)sx(t) = 0. (76)Èç ïðàêòèêè èçâåñòíî, ÷òî êîý��èöèåíò n â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íå ïðå-âûøàåò âåëè÷èí 0, 1{0, 2, ò. å. óäåëüíûå èíîñòðàííûå èíâåñòèöèè íàìíîãîìåíüøå îáúåìîâ ÂÂÏ ñòðàíû-ðåöèïèåíòà.�àçíîñòíîå óðàâíåíèå (76) â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðàèíâåñòèöèîííîãî ëàãà τ = 0; 1 èññëåäîâàëîñü â ðàáîòàõ [44, 45℄.Ñîáåðåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ðàçíîñòíîé ìîäåëè (75){(76), ïîëó÷åííûå âóêàçàííûõ ðàáîòàõ, â íèæåñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.Ò å î ð å ì à 7. 1. Ïóñòü τ = 0. Òîãäàà) â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ èíîñòðàííîãî ñåêòîðà ýêîíîìèêè è ïðè îòðè-öàòåëüíîé îòäà÷å îò èíâåñòèöèé (α < 0), õàðàêòåðíîé äëÿ íåáëàãîïðèÿò-íûõ ïåðèîäîâ ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè ñòðàíû-ðåöèïèåíòà, ñïàä ïðîèçâîäñòâàíå ìîæåò áûòü ïðåäîòâðàùåí;á) â ñëó÷àå íàëè÷èÿ ý��åêòèâíî ðàáîòàþùåãî èíîñòðàííîãî ñåêòîðàïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà (β > 0) è ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ

n > (1 − βα−1
)
−1èíîñòðàííûé áèçíåñ ìîæåò ïåðåâåñòè ýêîíîìèêó ñòðàíû-ðåöèïèåíòà èçðåæèìà çàñòîÿ â ðåæèì ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà.2. Ïóñòü τ = 1. Òîãäàà1) öèêëè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ìîäåëè (75){(76) âîçìîæíû òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà äëÿ êîý��èöèåíòîâ ìîäåëè èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(1 − n)α+ nβ < (4s(1 − r))−1
; (77)á1) ïðè îäíîâðåìåííîì âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ α < 0, β > 0 è ñîîò-íîøåíèÿ (77) ðîñò äîëè ñîâìåñòíûõ è èíîñòðàííûõ ïðåäïðèÿòèé ìîæåòñãëàäèòü íà÷àâøèåñÿ ýêîíîìè÷åñêèå êîëåáàíèÿ è ïðèäàòü äèíàìèêå ïðî-ìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà áîëåå ãëàäêèé è îäíîíàïðàâëåííûé õàðàêòåð;â1) â ñëó÷àå, êîãäà ñïðàâåäëèâû ïðîòèâîïîëîæíûå íåðàâåíñòâà α > 0,

β < 0 ðîñò ìàñøòàáîâ èíîñòðàííîãî è ñîâìåñòíîãî áèçíåñà ìîæåò ïîä-òàëêèâàòü ýêîíîìèêó ñòðàíû-ðåöèïèåíòà ê öèêëè÷åñêîìó ðåæèìó �óíê-öèîíèðîâàíèÿ (äðóãèìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå àêòèâèçàöèÿ äåÿòåëüíîñòèèíîñòðàííûõ ïðåäïðèÿòèé îêàçûâàåò äåñòàáèëèçèðóþùåå âîçäåéñòâèå íàýêîíîìèêó ñòðàíû-ðåöèïèåíòà).�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà êîý��èöèåíò èíâåñòèöèîííîãî ëàãà τìîäåëè (76) ðàâåí äâóì. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî â ýêîíîìèêå ñòðàíû-ðåöèïèåíòà ñóùåñòâóåò ñåêòîð ïðåäïðèÿòèé ñ ó÷àñòèåì èíîñòðàííîãî êàïè-òàëà, äëÿ êîòîðîãî ïîêàçàòåëü êàïèòàëî¸ìêîñòè β áîëüøå íóëÿ. Èñïîëüçóÿðÿä èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîý�-�èöèåíòàìè òèïà (2) (ñì., íàïðèìåð, [46{48℄), ìîæíî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëè-âîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.Ò å î ð å ì à 8. Ïóñòü äëÿ ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà òèïà (76) âû-ïîëíåíû ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ. Äîïóñòèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî êî-ý��èöèåíòû α, β, n ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
(1 − n)α+ nβ > 0. (78)



246 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌÒîãäà ìîäåëü (78) èìååò öèêëè÷åñêèå ðåæèìû �óíêöèîíèðîâàíèÿ. Âîçíèêà-þùèå ïðè ýòèõ ðåæèìàõ êîëåáàíèÿ äèíàìèêè ðîñòà ïðîìûøëåííîãî ïðîèç-âîäñòâà íå ìîãóò áûòü óñòðàíåíû èëè ñãëàæåíû ïóòåì óâåëè÷åíèÿ âåëè-÷èíû n-äîëè èíâåñòèöèé çàðóáåæíîãî ñåêòîðà ýêîíîìèêè â îáùåì îáúåìåêàïèòàëîâëîæåíèé.Òàêèì îáðàçîì, â íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîì ñëó÷àå îãðàíè÷åííûõ èíî-ñòðàííûõ èíâåñòèöèé ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå èìååò âåëè÷èíà ëàãà îñâî-åíèÿ èíâåñòèöèé | ñ óâåëè÷åíèåì ëàãà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ñíèæåíèÿ,à íå óâåëè÷åíèÿ îáúåìà ÂÂÏ ñòðàíû-ðåöèïèåíòà.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü
c ≡ c(n) ≡ −[(1 − n)α+ nβ](1 − r)s, (79)

P (λ) ≡ λ3 − λ2
+ c | õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿòðåòüåé ñòåïåíè (76).Ïîäñòàíîâêîé λ ≡ σ+

1
3 ïðèâåäåì ïîëèíîì P (λ) ê ñëåäóþùåìó ñòàíäàðò-íîìó âèäó:
P0(σ) ≡ σ3

+ pσ2
+ q, (80)ãäå

p = − 1

27
(81)

q = − 2

27
+ c < − 2

27
< 0. (82)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8 íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèåòðåòüåé ñòåïåíè (80) ïðè ëþáîì n, 0 6 n 6 1, èìååò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûåíåâåùåñòâåííûå êîðíè

σ1 = σ1,1 + iσ1,2, σ2 = σ1,1 − iσ1,2 (i ≡
√
−1),òàêèå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî a > 0 è âñÿêîãî n ∈ [0, 1] âûïîëíåíî

|σ1,2| > a.Îáîçíà÷èì
Q ≡ −

(
1

27

)3

+

(
2

27
− c

)2

.Èñïîëüçóÿ (79), (82), íàõîäèì, ÷òî âåëè÷èíà Q óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
Q > 0.Òàê êàê p = − 1

27 < 0, Q > 0, òî, âîñïîëüçîâàâøèñü èçâåñòíûìè �îðìóëàìèÊàðäàíî íàõîæäåíèÿ êîðíåé σ1, σ2, σ3 êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ P0(σ) = 0 (ñì.,íàïðèìåð, [48, 49℄), ïîëó÷àåì, ÷òî
σ1, σ2 =

(
1

27

)1/2
(
cosec (2ϕ) ± i

√
3 ctg (2ϕ)

)
, σ3 = −2

(
1

27

)1/2

cosec (2ϕ), (83)
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tgϕ =

(
tg
ψ

2

)1/3(
|ϕ| 6

π

4

)
, (84)

sinψ =
2

27
q−1

(
|ψ| 6

π

2

)
. (85)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (82), (85), íàõîäèì, ÷òî âåëè÷èíà óãëà ψ óäîâëåòâî-ðÿåò ïðè ëþáîì n, 0 6 n 6 1, ñîîòíîøåíèÿì

0 < |ψ| < ψ0, ψ0 = const , ψ0 <
π

2
. (86)Èñïîëüçóÿ (83){(86), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëî-æèòåëüíîå ÷èñëî a0 > 0, ÷òî äëÿ âñÿêîãî n èç îòðåçêà [0, 1] âûïîëíåíî

|σ1,2| ≡
√

3

(
1

27

)1/2

| ctg (2ϕ)| =
1

3
| ctg (2ϕ)| > a0.Òåîðåìà 8 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.13. Äè��åðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü îöåíêè âëèÿíèÿíàëîãîâûõ îò÷èñëåíèé ïðåäïðèÿòèé íà ïðîöåññðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðåíîñèìîé òåõíîëîãèèÂ íàñòîÿùåì ïàðàãðà�å ðàáîòû ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, êàê âëè-ÿþò íàëîãîâûå îò÷èñëåíèÿ ïðåäïðèÿòèé íà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîâîéïðîèçâîäñòâåííîé òåõíîëîãèè â íåêîòîðîé îòðàñëè ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîä-ñòâà. Ñëåäóÿ [50, 51℄, áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðåäïðèÿòèÿ äàííîé îòðàñëèðàñïðåäåëåíû ïî óðîâíÿì òåõíîëîãè÷åñêîé ý��åêòèâíîñòè k = 1, 2, . . ..Îáîçíà÷èì: Mk | îáúåì ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé óðîâíÿ k, êîòîðûåäàþò ïðèáûëü Lk ñ êàæäîé åäèíèöû ìîùíîñòè â åäèíèöó âðåìåíè, bk |�îíäî¸ìêîñòü ñîçäàíèÿ åäèíèöû ìîùíîñòè íà k-îì óðîâíå ý��åêòèâíîñòè,

λk ≡ Lkb
−1
k | ïîêàçàòåëü ý��åêòèâíîñòè òåõíîëîãèè óðîâíÿ k,

Fk ≡
(

k∑

m=0

Mm

)(
∞∑

m=0

Mm

)−1

, k = 0, 1, 2, . . .| �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòåé ïî óðîâíÿì òåõíîëîãè÷åñêîé ý��åê-òèâíîñòè, Q ≡ Q(t) | äåíåæíûå ñðåäñòâà, ïîëó÷åííûå îò îòðàñëè â âèäåíàëîãîâ íà îñóùåñòâëåíèå ãîñóäàðñòâåííûõ ïðîãðàìì ê ìîìåíòó âðåìåíè t.Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, âçèìàåìàÿ ñ ïðåäïðèÿòèé îòðàñëè äîëÿ ïðè-áûëè â ìîìåíò âðåìåíè t ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå Q(t)(Q(t)+M(t))−1, ãäå
M(t) ≡

∞∑
m=0

Mm(t) | ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü âñåé îòðàñëè.



248 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌÌîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà ðàññìàòðèâàåìîé îòðàñëè èìååò ñëåäóþ-ùèé âèä [50, 51℄:
Ṁm =

[
1 − ϕm(Q(Q+M)

−1 − ϕm)
]
+
λmMm(t) +

[
ϕm−1 −Q(Q+M)

−1
]
+
λm−1Mm−1(t), (87)

Q̇ =

∞∑

m=0

Q(Q+M)
−1Mm, (88)ãäå [a]+ ≡ max(a, 0), ϕm | äîëÿ ïðèáûëè LmMm(t) m-ãî óðîâíÿ ý��åê-òèâíîñòè, èäóùàÿ íà ñîçäàíèå ìîùíîñòåé ñëåäóþùåãî (m + 1)-ãî óðîâíÿ,

(1−ϕm)LmMm(t) | îáúåì ïðèáûëèm-ãî óðîâíÿ, èäóùèé íà ðàñøèðåíèå ïðî-èçâîäñòâà óðîâíÿ m, ϕm ≡ ϕ(Fm) = γ0 +ω0(1−Fm), m = 0, 1, 2, . . ., ãäå γ0, ω0 |ñîîòâåòñòâåííî ïîëîæèòåëüíûå èííîâàöèîííàÿ è èìèòàöèîííàÿ êîíñòàíòû.�ðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñèñòåìû (87){(88) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
M0(t) ≡ 0, Mk(0) > 0,

k∑

m=0

Mm(0) > 0, Mk(0) = 0, k > K, (89)
Q(0) = Q0 > 0. (90)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû ðàáîò [50, 51℄, íàõîäèì, ÷òî ñèñòåìà (87){(90) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.Ò å î ð å ì à 9. Ïóñòü äëÿ ìîäåëè (87){(90) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äîïîë-íèòåëüíûå óñëîâèÿ:à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {λk}, k = 0, 1, 2, . . . ñòðîãî âîçðàñòàåò èñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó λ :

lim
k→+∞

λk = λ (λ > 0);á) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk} ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
∞∑

k=1

k(λ− λk) < +∞.Òîãäà1. Ôóíêöèÿ Q(t)(M(t))−1 ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðàëîì äè��åðåíöèàëü-íîé ìîäåëè (87){(90).2. Åñëè γ0 6 Q(Q+M)
−1, òî

lim
t→+∞

MK(t)(M(t))−1
= 1. (91)Áîëåå òîãî, ïðè âñÿêîì k > K ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

Mk(t) ≡ 0. (92)Òåîðåìà 9 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè äîëÿ ïðèáûëè Q(Q + M)
−1, âçèìàåìàÿ ñïðåäïðèÿòèé îòðàñëè â âèäå íàëîãîâûõ îò÷èñëåíèé, ïðåâûøàåò âåëè÷èíó èí-íîâàöèîííîé êîíñòàíòû γ0, òî ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïåðåíîñèìîé ïðîèç-âîäñòâåííîé òåõíîëîãèè ïðåêðàùàåòñÿ (ñì. �îðìóëû (91), (92) óòâåðæäåíèÿ 2òåîðåìû 10).



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 24914. Çàêëþ÷åíèåÒàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà áàçå àïïàðàòà ëîãèñòè÷åñêèõ äè�-�åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ìíîãîìåðíûõ ñèñòåì êîíêóðåíòíûõ âçàèìîäåé-ñòâèé òèïîâ Âîëüòåððà{Êîñòèöèíà è Âîëüòåððà{�àóçå ðàçðàáîòàíû íîâûåìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè àíàëèçà ïðîöåññà ïåðåíîñà è îñâîåíèÿ ïåðåäîâûõïðîèçâîäñòâåííûõ òåõíîëîãèé è íîó-õàó â íåáëàãîïðèÿòíûõ ýêîíîìè÷åñêèõóñëîâèÿõ. Äëÿ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ òàêèõ ìîäåëåé ïîëó÷åíû ãåîìåòðè÷åñêèåäîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ (íàëè÷èÿ) îñîáûõ òî÷åê ðàçëè÷íûõ òèïîâ.Íà îñíîâå ìåòîäîâ òåîðèè âåòâÿùèõñÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâ-íûì âðåìåíåì ñîçäàíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè îöåíêè ñëó÷àéíûõ âîçìóùå-íèé ðûíî÷íîé ñðåäû íà óñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåõíîëîãè-÷åñêèõ íîâøåñòâ.Èññëåäîâàí ðÿä äè��åðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé îöåíêè âëèÿíèÿ èíâåñòèöè-îííîé àêòèâíîñòè ñåêòîðîâ èíîñòðàííûõ è ñîâìåñòíûõ ïðåäïðèÿòèé íà òåìïûýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ñòðàíû-ðåöèïèåíòà ïåðåíîñèìîé ïåðåäîâîé ïðîèç-âîäñòâåííîé òåõíîëîãèè.Ïðîâåäåí òàêæå àíàëèç âëèÿíèÿ íàëîãîâûõ îò÷èñëåíèé ïðåäïðèÿòèé íàñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêèõ íîâøåñòâ. �àçðàáîòàííûå ìî-äåëè íàøëè ïðèìåíåíèå ïðè ðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ òðàíñ�åðà òåõíîëîãè÷å-ñêèõ ðåøåíèé â îáëàñòè ñèñòåì îáðàáîòêè èí�îðìàöèè äëÿ �èíàíñîâûõ,êîììåð÷åñêèõ è ïðîìûøëåííûõ îðãàíèçàöèé.15. ÏðèëîæåíèåÄîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñëå-äóþùåãî áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ.Ò å î ð å ì à 10. Äëÿ ëèíåéíîé ñòàöèîíàðíîé äâóìåðíîé äè��åðåíöèàëü-íîé ñèñòåìû
ż = Az

(
A ≡

(
a b

c d

)
≡ ∂f

∂z

∣∣∣∣
z=zs,f(zs)=0,z∈R2,t>0

)
(93)ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.1. Ìàòðèöà A ñèñòåìû (93) èìååò ðàçëè÷íûå âåùåñòâåííûå ñîáñòâåí-íûå çíà÷åíèÿ.2. Ñèñòåìà (93) ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ðåãóëÿðíîé (ñì. îïðåäåëåíèå 2ïàðàãðà�à 8 íàñòîÿùåé ðàáîòû).Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 10. Ñïðàâåäëèâîñòü èìïëèêàöèè 1 ⇒ 2âûòåêàåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [52{54℄. Äîêàçàòåëüñòâî èìïëèêàöèè 2 ⇒ 1ïðîâåäåì â íàèáîëåå âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà det A = ad − bc 6= 0.Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïÿòü ñëó÷àåâ.À) Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (93)

λ2 − (a+ d)λ + ad− bc = 0ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè íåâåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè
λ1 = σ + iτ, λ2 = σ − iτ(îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå (a− d)2 + 4bc < 0).



250 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌÎáùåå ðåøåíèå z ≡
(
x
y

) ñèñòåìû (93) â ýòîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèéâèä [23, 24℄:
x = eσt{bC1 sin τt+ bC2 cos τt}, (94)
y = eσt{[(σ − a)C1 − τC2] sin τt+ [τC1 + (σ − a)C2] cos τt}. (95)Äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñëà ω1 > 0 âûáèðàåì äâóìåðíóþ ñòàöèî-íàðíóþ ñèñòåìó

u̇ = Bω1
u

(
u ≡

(
x′

y′

)
, t > 0

)
(96)òàêóþ, ÷òîà) ρ(A,Bω1

) < ω1. (97)á) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (96)
u̇ = Bω1

u ≡
(
a′ b′

c′ d′

)(
x′

y′

)
,

λ2 − (a′ + d′)λ+ a′d′ − b′c′ = 0,èìååò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå íåâåùåñòâåííûå êîðíè λ′1, λ′2 âèäà
λ′1 = σ + iτ

(
2m+ 1

2m

)
, λ′2 = σ − iτ

(
2m+ 1

2m

)
, (m ∈ N). (98)Îáùåå ðåøåíèå u(t) ñèñòåìû (96) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

u(t) =

(
x′(t)
y′(t)

)
, (99)

x′ = eσt
{
b′C′

1 sin τ ′t+ b′C′

2 cos τ ′t
}
, (100)

y′ = eσt
{[

(σ − a′)C′

1 − τ ′C′

2

]
sin τ ′t+

[
τ ′C′

1 + (σ − a′)C′

2

]
cos τ ′t

} (101)(τ ′ =
(

2m+1
2m

)
τ , m | íåêîòîðîå �èêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî).Äëÿ ðåøåíèé z(t), u(t) ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåì (93), (96) ìûñëèìû ñëåäóþ-ùèå äâå âîçìîæíîñòè:à1) ∡(z(0), u(0)) > π

4 ;á1) ∡(z(0), u(0)) < π
4 .Â ñëó÷àå à1 èìååì
sup
t>0

∡(z(t), u(t)) > ∡(z(0), u(0)) >
π

4
. (102)�àññìîòðèì ñëó÷àé á1. Èñïîëüçóÿ (98){(101), íàõîäèì, ÷òî

∡(z(0), u(0)) = ∡(z0, u0) <
π

4
, (103)ãäå

z0 =

(
bC2

τC1 + (σ − a)C2

)
, u0 =

(
b′C′

2
τ ′C′

1 + (σ − a)C′
2

)
.
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τ

> 0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (94), (95), (98), (100), (101),ïîëó÷àåì, ÷òî
sup
t>0

∡(z(t), u(t)) > ∡

(
z

(
2mπ

τ

)
, u

(
2mπ

τ

))
= ∡(z0,−u0) >

3π

4
>
π

4
. (104)Èñïîëüçóÿ (102), (104), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

∡(z(t), u(t)) >
π

4äëÿ ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé z(t), u(t) ñèñòåì (93), (96), ÷òî ïðîòèâî-ðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû 11.Òåîðåìà 10 â ñëó÷àå À íàìè äîêàçàíà.Á) �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà
(a− d)2 + 4bc = 0, a 6= d.Â ýòîì ñëó÷àå îáùåå ðåøåíèå z(t) =

(
x(t)
y(t)

) ñèñòåìû (93) èìååò ñëåäóþùèéâèä:
x =

[
2bC1 +

(
2bt+

2b

a− d

)
C2

]
e(

a+d
2 )t, (105)

y = [(d− a)C1 + ((d− a)t+ 1)C2]e
(

a+d
2 )t. (106)Âûáåðåì äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ñòàöèîíàðíóþ äâóìåðíóþ äè�-�åðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó

ẇ = Bω2
w

(
w ≡

(
x′′

y′′

)
, t > 0, Bω2

≡
(
a′′ b′′

c′′ d′′

))
(107)òàê, ÷òîáûà1) ρ(A,Bω2

) < ω2;á1) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (107) èìåëî êîìïëåêñíî ñî-ïðÿæåííûå íåâåùåñòâåííûå êîðíè λ′′1 , λ′′2 âèäà
λ′′1 =

a′′ + d′′

2
+ iη, λ′′2 =

a′′ + d′′

2
− iη. (108)Îáùåå ðåøåíèå w(t) ñèñòåìû (107){(108) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

w(t) =

(
x′′(t)
y′′(t)

)
,

x′′(t) = eσ0t
{
b′′C′′

1 sin ηt+ b′′C′′

2 cos ηt
}
, (109)

y′′(t) = eσ0t
{[

(σ0 − a′′)C′′

1 − ηC′′

2

]
sin ηt+

[
ηC′′

1 + (σ0 − a′)C′′

2

]
cos ηt

}
, (110)

(
σ0 ≡ a+ d

2

)
.



252 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌÈñïîëüçóÿ (105), (106), âûáåðåì òàêîå ÷èñëî t1 > 0, ÷òî ïðè t > t1 âûïîë-íåíî
∡(z(t), z1(t)) <

π

8
, (111)ãäå

z1(t) ≡ te(
a+d
2 )t

(
2bC2

(d− a)C2

)
. (112)Äëÿ âåêòîð-�óíêöèè w(t), z1(t) âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ:à2) ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå m0, ÷òî 2m0π

η
> t1 è

∡

(
z1

(
2m0π

η

)
, w

(
2m0π

η

))
>
π

4
; (113)á2) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m òàêîãî, ÷òî 2mπ

η
> t1

∡

(
z1

(
2mπ

η

)
, w

(
2mπ

η

))
<
π

4
. (114)�àññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé à2). Ââèäó (111), (113), èìååì

sup
t>0

∡(z(t), w(t)) > ∡

(
z

(
2m0π

η

)
, w

(
2m0π

η

))
>
π

4
− π

8
=
π

8
. (115)�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé á2). Ïóñòü m1 | ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó 2m1π

η
> t1. Èñïîëüçóÿ (109){(112), (114),íàõîäèì, ÷òî

sup
t>0

∡(z(t), w(t)) > ∡

(
z

(
(2m1 + 1)π

η

)
, w

(
(2m1 + 1)π

η

))
>

>
3

4
π − π

8
>

5

8
π >

π

8
. (116)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (115), (116), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
t>0

∡(z(t), w(t)) >
π

8äëÿ ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé z(t), w(t) ñèñòåìû (93), (103), ÷òî ïðîòè-âîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû 11.Òåîðåìà 10 â ñëó÷àå Á íàìè äîêàçàíà.Îòìåòèì, ÷òî â îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ Â, �, Ä:Â) a = d 6= 0, b = 0, c 6= 0;�) a = d 6= 0, b 6= 0, c = 0;Ä) a = d 6= 0, b = 0, c = 0; äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 11 àíàëîãè÷íî ååäîêàçàòåëüñòâó â ñëó÷àå Á.Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé �. Â ýòîì ñëó÷àå îáùååðåøåíèå ñèñòåìû (93) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
z(t) =

(
bC1t+ C2

C1

)
eat. (117)



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÏÅ�ÅÍÎÑÀ 253Âûáåðåì òåïåðü äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ÷èñëà ω3 > 0 ñòàöèîíàðíóþ ëè-íåéíóþ ñèñòåìó
ν̇ = Bω3

ν

(
ν ∈ R

2, t > 0, Bω3
≡
(
ā b̄

c̄ c̄

))
(118)òàêóþ, ÷òîà2) ρ(A,Bω3

)
< ω3;á2) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (118) èìåëî êîìïëåêñíî ñî-ïðÿæåííûå íåâåùåñòâåííûå êîðíè a+ iϕ, a− iϕ.Îáùåå ðåøåíèå ν(t) ñèñòåìû (118) èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ν(t) =

(
x̄(t)

ȳ(t)

)
,

x̄(t) = eat
{
b̄C̄1 sinϕt+ b̄C̄2 cosϕt

}
, (119)

ȳ(t) = eat
{[

(a− ā)C̄1 − ϕC̄2

]
sinϕt+

[
ϕC̄1 + (a− ā)C̄2

]
cosϕt

}
. (120)Êàê è â ñëó÷àå Á âûáåðåì òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî t2, ÷òî ïðè âñåõ

t > t2 âûïîëíåíî:
∡(z(t), z2(t)) <

π

8
, (121)ãäå

z2(t) ≡ eatt

(
bC1
0

)
. (122)Äëÿ âåêòîð-�óíêöèé z2(t), ν(t) ìûñëèìû ñëåäóþùèå äâå âîçìîæíîñòè:à3) ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå m2, 2m2π

ϕ
, ÷òî

ψ(m2) = ∡

(
z2

(
2m2π

ϕ

)
, ν

(
2m2π

ϕ

))
>
π

4
; (123)á3) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m òàêîãî, ÷òî 2mπ

ϕ
> t2,

ψ(m) <
π

4
. (124)Â ñëó÷àå à3) â ñèëó (121){(123) èìååì

sup
t>0

∡(z(t), ν(t)) > ψ(m2) −
π

8
>
π

4
− π

8
=
π

8
. (125)�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé á3). Ïóñòü m3 | ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó 2πm3

ϕ
> t2. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå(119){(122), (124), ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
t>0

∡(z(t), ν(t)) > ∡

(
z

(
(2m3 + 1)π

ϕ

)
, ν

(
(2m3 + 1)π

ϕ

))
>

>
3

4
π − π

8
>

5

8
π >

π

8
. (126)



254 È.Ì. ÌÀÊÀ�ÎÂ, Â.Ç. �ÀÕÌÀÍÊÓËÎÂ, À. À. ÀÕ�ÅÌÏðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (125), (126), îêîí÷àòåëüíî èìååì, ÷òî
sup
t>0

∡(z(t), ν(t)) >
π

8äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ ðåøåíèé z(t), ν(t) ñîîòâåòñòâåííî ñèñòåì (93), (118),÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû 10.Òåì ñàìûì òåîðåìà 10 íàìè ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 10 óñòàíàâëèâàåò ãåîìåòðè÷åñêèå íå-îáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ó ìàòðèöû êîý��èöèåíòîâ ëè-íåéíîé ñòàöèîíàðíîé äâóìåðíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà�ÀÍ ¹ 14 \Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû èí�îðìàòèêè è èí�îðìàöèîííûõòåõíîëîãèé" (ïðîåêò ¹ 2.44).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñàõ àë Ä. Òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ: êîíöåïöèè, ìîäåëè, îöåíêè.|Ì.: Ôèíàíñû è ñòàòè-ñòèêà, 1985.2. Ôèøåð Ï. Ïðÿìûå èíîñòðàííûå èíâåñòèöèè äëÿ �îññèè: ñòðàòåãèÿ âîçðîæäåíèÿïðîìûøëåííîñòè.|Ì.: Ôèíàíñû è ñòàòèñòèêà, 1999.3. M i l lman A.F. Te
hnology transfer in the international market //Eur. J. of Market.|1983.|Vol. 17.|P. 26{46.4. Ba r r o s P.P. Multi-proje
t R and D 
ompetition with free-entry //E
on. Innov. New-Te
hn.|1993.|Vol. 2.|P. 309{317.5. � àï î íå í êî Í.Ï. Èííîâàöèè è èííîâàöèîííàÿ ïîëèòèêà íà ýòàïå ïåðåõîäà ê íîâîìóòåõíîëîãè÷åñêîìó ïîðÿäêó //Âîïðîñû ýêîíîìèêè.|1997.|¹ 9.|C. 84{97.6. À õ ð åì À.À., Êàëèíè÷ å íê î À.Þ., Ìàêàð îâ È.Ì., �à õìàíê óëî â Â. Ç. Àê-òèâíûå ìåòîäû òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà â ýêñòðåìàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ//Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà.|1996.|¹ 2.|Ñ. 126{134.7. À õ ð åì À.À., Ìàêàð î â È.Ì., � àõìàíêóë îâ Â. Ç. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâàêòèâíîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà //Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà.|1998.|¹ 5.|Ñ. 152{156.8. À õ ð åì À.À., Ìàêàð îâ È.Ì., � àõìàíê óëî â Â. Ç., Ñ îê ëå ò êèí À.Â. Ìîäåëè-ðîâàíèå ïðîöåññîâ àêòèâíîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî òðàíñ�åðà â ýêñòðåìàëüíûõ ýêîíîìè-÷åñêèõ óñëîâèÿõ //Ìàòåðèàëû Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-òåõíè÷åñêîé êîí�åðåíöèè \Ñè-ñòåìíûå ïðîáëåìû êà÷åñòâà, ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èí�îðìàöèîííûõ òåõ-íîëîãèé", ÷. 6, Ìîñêâà{Ñî÷è (2000).| Ì.: ÍÈÈ \Àâòîýëåêòðîíèêà", 2000.|Ñ.22{24.9. Ku zn e t z S. Se
ular movements in produ
tion and pri
es.|New York: Boston Univ.,1930.10. Dav i e s S. The Diffusion of Pro
ess Innovations.|Cambridge: Cambridge UniversityPress, 1979.11. Dav i e s S. Interfirm diffusion of pro
ess innovations //European E
onomi
 Review.|1979.|Vol. 12.|P. 299{317.12. Man s f i e l d E. Industrial Resear
h and Te
hnologi
al Innovation.|N.Y.: W.W. Nortonand Co., 1968.13. S t o n eman P.L. The E
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 Analysis of Te
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al Change.|Oxford: OxfordUniversity Press, 1983.14. Ñàìàð ñ ê èé À.À., Ìèõàéëî â À.Ï. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå.|Ì.: Íàóêà,1997.15. Àõ ð åì À.À., �à õìàíê óëî â Â.Ç. Äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ïðîöåññà òåõíîëîãè÷å-ñêîãî òðàíñ�åðà.|Â êí.: Ñèñòåìíûå èññëåäîâàíèÿ. Ìåòîäîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû.Åæåãîäíèê.|Ì.: Ýäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 1997.|Ñ. 252{262.16. Àõ ð åì À.À., �à õìàíê óëî â Â. Ç. Îá îäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà òåõíî-ëîãè÷åñêîãî ïåðåíîñà.|Â êí.: Ñèñòåìíûå èññëåäîâàíèÿ. Ìåòîäîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû.Åæåãîäíèê.|×. I.|Ì.: Ýäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 1999.|Ñ. 277{283.
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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 257{274Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010Ê ÂÂÅÄÅÍÈÞ ÌÅ�Û ÍÅÄÎÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈË.À. Øîëîìîâ�àññìàòðèâàþòñÿ òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå ïðè ââåäåíèè ïîíÿòèé óñëîâíîé ýíòðîïèèè ìåðû èí�îðìàöèè äëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ, ñâÿçàííûå ñ òåì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àåíåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ íå óäàåòñÿ ñîâìåñòèòü ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé H(X) +

+ H(Y |X) = H(XY ) ñ èíòåðïðåòàöèåé óñëîâíîé ýíòðîïèè â òåðìèíàõ îòíîñèòåëüíîéñëîæíîñòè. Îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü êîìïðîìèññà ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî äî-ïóùåíèÿ è îñëàáëåíèÿ ïðàâèëà ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé
1. ÂâåäåíèåC íåäîîïðåäåëåííûìè äàííûìè èìåþò äåëî â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿîáðàçîâ, ñèíòåçà óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì, ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, óïðàâëåíèÿ, ãå-íåòèêè. Ïîä íåäîîïðåäåëåííûìè äàííûìè áóäåì ïîíèìàòü ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè íåäîîïðåäåëåííûõ ñèìâîëîâ. Êàæäîìó òàêîìó ñèìâîëó ñîîòâåòñòâóåòíåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ (îñíîâíûõ) ñèìâîëîâ, îäíèìèç êîòîðûõ îí ìîæåò áûòü çàìåùåí (äîîïðåäåëåí). Ïðèìåíèòåëüíî ê íå-äîîïðåäåëåííûì äàííûì âîçíèêàþò çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ èí�îðìàöèîííûõñâîéñòâ, ââåäåíèÿ è àíàëèçà èí�îðìàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê. Ïîñêîëüêóìåðà èí�îðìàöèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýíòðîïèþ è óñëîâíóþ ýíòðîïèþ, îñíîâ-íîå âíèìàíèå áóäåì óäåëÿòü äâóì ïîñëåäíèì õàðàêòåðèñòèêàì.Â òåîðèè èí�îðìàöèè èñïîëüçóþòñÿ äâà ïîäõîäà ê ââåäåíèþ èí�îðìà-öèîííûõ õàðàêòåðèñòèê | ñòàòèñòè÷åñêèé [1] è äåòåðìèíèðîâàííûé (àëãî-ðèòìè÷åñêèé [2]). Â ïåðâîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå îïûòû ñ çàäàí-íûìè âåðîÿòíîñòÿìè èñõîäîâ (ýêâèâàëåíòíî, èñòî÷íèêè ñ çàäàííûìè âåðîÿò-íîñòÿìè ïîðîæäåíèÿ ñèìâîëîâ), âî âòîðîì | êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñçàäàííûìè ÷àñòîòàìè ïîÿâëåíèÿ ñèìâîëîâ. Ïðè àëãîðèòìè÷åñêîì ïîäõîäåýíòðîïèÿ âîçíèêàåò êàê õàðàêòåðèñòèêà ñëîæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç÷àñòîòíûõ êëàññîâ, óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ | êàê õàðàêòåðèñòèêà îòíîñèòåëü-íîé ñëîæíîñòè. Ñëîæíîñòü èçìåðÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé äëèíîé äâîè÷íîé ïðî-ãðàììû, ïîçâîëÿþùåé ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à îòíîñèòåëüíàÿ ñëîæ-íîñòü | ìèíèìàëüíîé äëèíîé äâîè÷íîé ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùåé ïî îäíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñòðîèòü äðóãóþ. Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü î õàðàêòåðè-ñòèêàõ ñæàòèÿ è îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.Âàæíûì ñîîòíîøåíèåì ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè èí�îðìàöèè ÿâëÿåòñÿ ïðà-âèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé: ýíòðîïèÿ ïðîèçâåäåíèÿ îïûòîâ XY ðàâíà ñóììåýíòðîïèè îïûòà X è ýíòðîïèè îïûòà Y ïðè óñëîâèè X . Ýòî ïðàâèëî (â áî-ëåå ñëàáîì âàðèàíòå) âêëþ÷åíî Ê. Øåííîíîì â ÷èñëî ñâîéñòâ, àêñèîìàòè÷å-ñêè îïðåäåëÿþùèõ âèä ýíòðîïèéíîé �óíêöèè. Îíî îáåñïå÷èâàåò ñèììåòðèþèí�îðìàöèè. Óêàçàííîå ñîîòíîøåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ ÷ëåíîâ âûïîë-íåíî òàêæå ïðè àëãîðèòìè÷åñêîì ïîäõîäå è îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîñëåäîâà-òåëüíîì ñæàòèè íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìîæíî äîáèòüñÿ àñèìïòî-òè÷åñêè òîé æå ñóìàðíîé õàðàêòåðèñòèêè, ÷òî è ïðè èõ ñîâìåñòíîì ñæàòèè.
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258 Ë.À. ØÎËÎÌÎÂÄëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñæàòèÿ òðåáóåòñÿâîññòàíîâèòü ïî êîäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàêîå-ëèáî åå äîîïðåäåëåíèå (íîíå åå ñàìó). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè àëãîðèòìè÷åñêîãîïîäõîäà íà íåäîîïðåäåëåííûå äàííûå ïîä ñëîæíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ìèíè-ìàëüíàÿ äëèíà äâîè÷íîé ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùåé ïîñòðîèòü äîîïðåäåëå-íèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à ïîä îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ | ìèíèìàëüíàÿäëèíà äâîè÷íîé ïðîãðàììû, ïîçâîëÿþùåé ïî äîîïðåäåëåíèþ îäíîé ïîñëå-äîâàòåëüíîñòè ïîñòðîèòü äîîïðåäåëåíèå äðóãîé. Â [3] (êðàòêîå èçëîæåíèåñì. â [4]) óñòàíîâëåíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèé è àëãîðèòìè÷åñêèé ïîäõîäû ê ââå-äåíèþ ýíòðîïèè íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ ñîãëàñîâàííû, ò. å. ïðèâîäÿò êîäíîé è òîé æå âåëè÷èíå. Äëÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè ñèòóàöèÿ îêàçûâàåòñÿ áî-ëåå ñëîæíîé. Â îáùåì ñëó÷àå íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ íå óäàåòñÿ ââåñòèóñëîâíóþ ýíòðîïèþ òàê, ÷òîáû îíà îäíîâðåìåííî õàðàêòåðèçîâàëà îòíîñè-òåëüíóþ ñëîæíîñòü è óäîâëåòâîðÿëà ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé.Öåëü äàííîé ðàáîòû | ðàññìîòðåíèå ýòîé ñèòóàöèè è èçó÷åíèå âîçìîæ-íîñòè êîìïðîìèññà. Èìåþòñÿ ñîäåðæàòåëüíî âàæíûå ñëó÷àè, êîãäà ìîæíîââåñòè óñëîâíóþ ýíòðîïèþ îïûòà Y ïðè óñëîâèè X , äîïóñêàþùóþ èíòåðïðå-òàöèþ â òåðìèíàõ îòíîñèòåëüíîé ñëîæíîñòè è óäîâëåòâîðÿþùóþ ïðàâèëóñëîæåíèÿ ýíòðîïèé. Ýòî îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àþ, êîãäà îïûò X ïîëíîñòüþ îïðå-äåëåí (Y íåäîîïðåäåëåí), è ê åãî îáîáùåíèÿì, êîãäà X \êîíêðåòíåé" Y è X\ñëàáî êîíêðåòíåé" Y [5].Óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå íåêîòîðîãî äîîïðåäåëåíèÿ X̂îïûòà X è ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò âûáðàííîãî äîîïðåäåëåíèÿ. Ñîäåðæà-òåëüíûå ðàññìîòðåíèÿ ïðèâîäÿò ê äîïóùåíèþ, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîéýíòðîïèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü \íàèëó÷øåå äîîïðåäåëåíèå". Ýòî äîïóùåíèåìîæåò áûòü �îðìàëèçîâàíî, ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè ïàðàìåòðû äîîïðåäåëå-íèÿ X̂. Ïîêàçàíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé íåäî-ñòèæèìî è ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ëèøü íà ñïðàâåäëèâîñòü åãî îñëàáëåííîãîâàðèàíòà | îáîáùåííîãî ïðàâèëà.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè íåäîñòàòî÷íî îäíèõ âåðîÿòíîñòíûõõàðàêòåðèñòèê äîîïðåäåëåíèÿ X̂ , íåîáõîäèìî çíàòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëå-íèå ïðîèçâåäåíèÿ X̂Y . Âîïðîñ î íàõîæäåíèè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ íåäî-îïðåäåëåííûõ îïûòîâ îáùåãî âèäà òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ èìû åãî ïîêà îñòàâëÿåì â ñòîðîíå.Â çàêëþ÷åíèå ðàáîòû ðàññìîòðåí ïðèìåð, â êîòîðîì ââåäåííûõ ïîíÿòèéè ðåçóëüòàòîâ äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëíîãî àíàëèçà èí�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâ |íàõîæäåíèÿ â ÿâíîì âèäå ýíòðîïèè, óñëîâíîé ýíòðîïèè è ìåðû èí�îðìàöèè,èññëåäîâàíèÿ ñèòóàöèè, ñâÿçàííîé ñ ïðàâèëîì ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé, îáîáùåí-íûì ïðàâèëîì è ñâîéñòâîì ñèììåòðèè èí�îðìàöèè. Íà îñíîâå ïðîâåäåííîãîàíàëèçà ïîíÿòèé â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ââåñòè è èññëåäîâàòü ïîíÿ-òèÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè è ìåðû èí�îðìàöèè äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ íåäîîïðåäå-ëåííûõ äàííûõ.Áîëüøèíñòâî óòâåðæäåíèé ïðèâåäåíî áåç äîêàçàòåëüñòâ. Íåäîñòàþùèåäîêàçàòåëüñòâà èìåþòñÿ â öèòèðóåìûõ èñòî÷íèêàõ ëèáî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíûðàçâèòûìè â íèõ ìåòîäàìè.
2. Íåêîòîðûå èçâåñòíûå �àêòûÍàïîìíèì ðÿä èçâåñòíûõ �àêòîâ è ñîîòíîøåíèé òåîðèè èí�îðìàöèè (ïî-äðîáíåå â [1]), íà êîòîðûõ áóäåì áàçèðîâàòüñÿ ïðè ââåäåíèè èí�îðìàöè-îííûõ õàðàêòåðèñòèê íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ. Ýòè �àêòû çäåñü ïðåäñòà-âëåíû â âèäå, óäîáíîì äëÿ ìîäè�èêàöèè ïðèìåíèòåëüíî ê íåäîîïðåäåëåí-íûì äàííûì.



Ê ÂÂÅÄÅÍÈÞ ÌÅ�Û ÍÅÄÎÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈ 259Ïóñòü A = {a0, . . ., am−1} | êîíå÷íûé àë�àâèò, X | ñëó÷àéíûé îïûòñ èñõîäàìè ai ∈ A, ïðîèñõîäÿùèìè íåçàâèñèìî ñ âåðîÿòíîñòÿìè pi > 0,
p0 + . . . + pm−1 = 1. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå X = (A,P ), ãäå
P = (p0, . . ., pm−1). Ýíòðîïèåé îïûòà X íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

H(X) = H(P ) = −
∑

06i6m−1

pi log pi

(ëîãàðè�ìû äâîè÷íûå, 0 log 0 = 0). Ýíòðîïèÿ õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ñæè-ìàåìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èñõîäîâ îïûòà X . Ïðè âåðîÿòíîñòíîé ïîñòà-íîâêå çàäà÷è ñæàòèÿ îíà óêàçûâàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî ÷èñëàäâîè÷íûõ êîäîâûõ ñèìâîëîâ, çàòðà÷èâàåìûõ íà ñèìâîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòèèñõîäîâ.Â äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñæàòèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ
Kn(X) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, â êîòîðûõ ñèìâîëû ai âñòðå÷àþòñÿ npiðàç. Ïðàâèëüíåå áûëî áû ïîëàãàòü êðàòíîñòè ñèìâîëîâ ðàâíûìè áëèæàé-øèì ê npi öåëûì, íî, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü èçëîæåíèå âûêëàäêàìè, ñâÿçàí-íûìè ñ îêðóãëåíèåì, çäåñü (è äàëüøå â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ) ñ ÷èñëàìè npiîáðàùàåìñÿ êàê ñ öåëûìè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn(X) ìîùíîñòü êëàññà Kn(X).Èç �îðìóëû Ñòèðëèíãà ñëåäóåò, ÷òî êîìáèíàòîðíàÿ ýíòðîïèÿ logNn(X)êëàññà Kn(X) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêàì

nH(X) − c logn 6 logNn(X) 6 nH(X) + c logn,ãäå c = c(m) | íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïðèíÿòàÿ çäåñü òî÷íîñòü O(log n) ïî-çâîëÿåò íå êîíêðåòèçèðîâàòü ñïîñîá îêðóãëåíèÿ âåëè÷èí npi äî áëèæàéøèõöåëûõ (ñ ñîõðàíåíèåì äëèíû n ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé).Ïîä ìåòîäîì ñæàòèÿ F ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êëàññà Kn(X) áóäåì ïîíè-ìàòü ïàðó àëãîðèòìîâ (ϕF , ψF ).Àëãîðèòì ϕF ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ Kn(X) âûäàåò äâîè÷íîå ñëîâî
ϕF (x) = α̃ (ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ x [2]), à àëãîðèòì ψF ïî α̃ âîññòàíàâëè-âàåò x. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè ñæàòèÿ lF (x) áóäåì èñïîëüçîâàòü äëèíó
l(α̃) ïðîãðàììû äëÿ x, à ìåòîä ñæàòèÿ áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü �óíêöèåé
lF (X,n) = max{lF (x) | x ∈ Kn(X)}.Èç ïðèâåäåííûõ âûøå îöåíîê è ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò óòâåð-æäåíèå.Óò â å ðæä åíè å 1. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(m) òàêàÿ, ÷òî äëÿëþáîãî êëàññà Kn(X)à) ñóùåñòâóåò ìåòîä ñæàòèÿ F ñ lF (X,n) 6 nH(X) + c logn;á) ïðè ëþáîì ìåòîäå ñæàòèÿ F äîëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x ∈ Kn(X),äëÿ êîòîðûõ lF (x) 6 nH(X) − c logn, ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→ ∞.Ïóñòü òåïåðü çàäàíî ïðîèçâåäåíèå XY = (AB,PXY ) ñëó÷àéíûõ îïûòîâ
X = (A,PX) è Y = (B,PY ). Çäåñü PX = (p(ai), ai ∈ A), PY = (p(bj), bj ∈ B),
PXY = (p(ai, bj), ai ∈ A, bj ∈ B), p(ai) =

∑
bj∈B p(ai, bj), p(bj) =

∑
ai∈A p(ai, bj).Ïðè p(ai) 6= 0 ýíòðîïèåé îïûòà Y ïðè óñëîâèè èñõîäà ai íàçûâàåòñÿ âåëè-÷èíà

H(Y |ai) = −
∑

bj∈B

p(bj|ai) log p(bj |ai), (1)ãäå p(bj|ai) = p(ai, bj)/p(ai) | óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè (ïðè p(ai) = 0 çíà÷åíèå
H(Y |ai) íå îïðåäåëÿåì). (Ñðåäíÿÿ) óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ îïûòà Y ïðè óñëîâèèîïûòà X ââîäèòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

H(Y |X) =

∑

ai∈A

p(ai)H(Y |ai). (2)



260 Ë.À. ØÎËÎÌÎÂÈìååò ìåñòî [1] ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé
H(X) +H(Y |X) = H(XY ),â ñèëó êîòîðîãî â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè èíîãäà (íàïðè-ìåð, â [6]) âìåñòî (1){(2) èñïîëüçóþò
H(Y |X) = H(XY ) −H(X). (3)Óñëîâíîé ýíòðîïèè ìîæåò áûòü äàíà äåòåðìèíèðîâàííàÿ èíòåðïðåòàöèÿâ òåðìèíàõ îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ. �àññìîòðèì êëàññ Kn(XY ) ïàð (x,y)ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x = au1

. . .aun
∈ An, y = bv1

. . .bvn
∈ Bn, â êîòîðûõ ñðåäè

(aus
, bvs

), 1 6 s 6 n, ïàðà (ai, bj) âñòðå÷àåòñÿ np(ai, bj) ðàç. Íàðÿäó ñ íèìáóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññ Kn(X), ñîîòâåòñòâóþùèé îïûòó X . Ïîä ìå-òîäîì îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ G ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé y îòíîñèòåëüíî xäëÿ (x,y) ∈ Kn(XY ) áóäåì ïîíèìàòü ïàðó àëãîðèòìîâ (ϕG, ψG), ïåðâûé èçêîòîðûõ ïî (x,y) âûäàåò äâîè÷íîå ñëîâî β̃ (ïðîãðàììó âû÷èñëåíèÿ y îòíî-ñèòåëüíî x), à âòîðîé ïî ïðîãðàììå β̃ è x âîññòàíàâëèâàåò y. Äëèíó l(β̃)ïðîãðàììû îáîçíà÷èì ÷åðåç lG(y|x), è ìåòîä îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ G áó-äåì õàðàêòåðèçîâàòü �óíêöèåé lG(Y |X,n) = max{lG(y|x) | (x,y) ∈ Kn(XY )}.Ñëåäóþùèé �àêò ñâÿçûâàåò õàðàêòåðèñòèêó îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ ñ óñ-ëîâíîé ýíòðîïèåé.Óò â å ðæä åíè å 2. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c (çàâèñÿùàÿ îò ìîùíî-ñòåé àë�àâèòîâ A è B) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî êëàññà Kn(XY )à) ñóùåñòâóåò ìåòîä îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ G, äëÿ êîòîðîãî
lG(Y |X,n) 6 nH(Y |X) + c logn;á) äëÿ ëþáîãî ìåòîäà îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ G äîëÿ ïàð (x,y) ∈

∈ Kn(XY ) ñ lG(y|x) 6 nH(Y |X) − c logn ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→ ∞.Èç ïðåäøåñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé è ïðàâèëà ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé ïîëó-÷àåì ñëåäóþùèé �àêò.Óò â å ðæä åíè å 3. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c (çàâèñÿùàÿ îò ìîùíî-ñòåé àë�àâèòîâ A è B) òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîèçâåäåíèÿ îïûòîâ XYñóùåñòâóþò ìåòîä F ñæàòèÿ äëÿ êëàññà Kn(X) è ìåòîä G îòíîñèòåëü-íîãî ñæàòèÿ äëÿ Kn(XY ) òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìåòîäà J ñæàòèÿ ïàð èç
Kn(XY )à) âûïîëíåíî lF (X,n) + lG(Y |X,n) 6 lJ(XY, n) + c logn;á) äîëÿ ïàð (x,y) ∈ Kn(XY ), äëÿ êîòîðûõ lJ(x,y) 6 lF (x) + lG(y|x) −
− c logn, ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→ ∞.Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé â òåð-ìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñæàòèÿ. À èìåííî, ìîæíî òàê îñóùåñòâèòü ñæàòèåïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x (íåçàâèñèìî îò y), à çàòåì y îòíîñèòåëüíî x, ÷òîáûñóììàðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñæàòèÿ áûëà íå õóæå (ñ òî÷íîñòüþ äî O(log n))íàèëó÷øåé õàðàêòåðèñòèêè, äîñòèæèìîé ïðè ñîâìåñòíîì ñæàòèè x è y. Çà-ìåòèì, ÷òî ïàðà (α̃, β̃), âîçíèêààþùàÿ ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñæàòèè, ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà îäíèì äâîè÷íûì íàáîðîì äëèíû l(α̃)+ l(β̃)+O(log n). Ïî-ñêîëüêó ðàññìîòðåíèÿ âåäóòñÿ ñ òî÷íîñòüþ O(log n), ýòî äåëàåò êîððåêòíûìïðåäûäóùåå ñðàâíåíèå ñóììû äëèí lF (x) + lG(y|x) ñ äëèíîé lJ(x,y) îäíîéïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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(Ñðåäíåå) êîëè÷åñòâî èí�îðìàöèè I(X,Y ) â îïûòå X îá îïûòå Y èçìå-ðÿåòñÿ âåëè÷èíîé
I(X,Y ) = H(Y ) −H(Y |X).Ïðè ðàññìîòðåíèè ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûõ äàííûõ òàêæå áóäåì èñõîäèòü èçýòîãî âûðàæåíèÿ, è âîïðîñ î ìåðå èí�îðìàöèè äëÿ íèõ ñâåäåòñÿ ê îïðå-äåëåíèþ äëÿ ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííûõ äàííûõ ïîíÿòèé ýíòðîïèè è óñëîâíîéýíòðîïèè. Ïðè ââåäåíèè è èññëåäîâàíèè ýòèõ ïîíÿòèé áóäåì îñíîâûâàòüñÿíà èíòåðïðåòàöèè ýíòðîïèè è óñëîâíîé ýíòðîïèè â òåðìèíàõ ñæàòèÿ è îòíî-ñèòåëüíîãî ñæàòèÿ, à ïðàâèëà ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé | â òåðìèíàõ ïîñëåäîâà-òåëüíîãî ñæàòèÿ.

3. Ýíòðîïèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõÏóñòü çàäàí àë�àâèò A0 = {a0, a1, . . ., am−1} îñíîâíûõ ñèìâîëîâ. Ïîëîæèì
M = {0, 1, . . .,m − 1}. Ïóñòü êàæäîìó íåïóñòîìó T ⊆ M ñîïîñòàâèì ñèìâîë
aT . Àë�àâèò ñèìâîëîâ aT , T ⊆ M , êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü íåäîîïðåäåëåí-íûìè, îáîçíà÷èì ÷åðåç A. Ìû íå îòëè÷àåì îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà {i}îò ýëåìåíòîâ i ∈M è ñ÷èòàåì A0 ⊆ A.Äîîïðåäåëåíèåì ñèìâîëà aT ∈ A íàçîâåì âñÿêèé îñíîâíîé ñèìâîë ai,
i ∈ T , à äîîïðåäåëåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ An | ëþáóþ ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü x̂ ∈ (A0)

n, ïîëó÷åííóþ èç x çàìåíîé âñåõ ñèìâîëîâ íåêîòîðûìèäîîïðåäåëåíèÿìè. Ñèìâîë aM , äîîïðåäåëèìûé ëþáûì îñíîâíûì ñèìâîëîì,èãðàåò îñîáóþ ðîëü. Åãî áóäåì íàçûâàòü íåîïðåäåëåííûì è îáîçíà÷àòü ∗.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìâîë aT ′ ÷åò÷å aT , åñëè T ′ ⊆ T . ×àñòè÷íûì äî-îïðåäåëåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ∈ An íàçîâåì âñÿêóþ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü x
′ ∈ An, ñèìâîëû êîòîðîé ÷åò÷å ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìâîëîâ èç x. Ïðèýòîì áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x

′ ÷åò÷å x.Ïóñòü X = (A,P ), P = (pT , T ⊆ M), ∑
T pT = 1 | ñëó÷àéíûé îïûò ñíåäîîïðåäåëåííûìè èñõîäàìè aT ∈ A, ïðîèñõîäÿùèìè íåçàâèñèìî ñ âåðîÿò-íîñòÿìè pT > 0. Áóäåì íàçûâàòü åãî íåäîîïðåäåëåííûì îïûòîì. Ïðåîáðà-çîâàíèå ÷àñòè÷íîãî äîîïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ íàáîðîì ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíî-ñòåé pT ′|T = p(aT ′ |aT ), T, T ′ ⊆M , ∑

T ′
pT ′|T = 1, â êîòîðîì pT ′|T > 0 ëèøü åñëè

T ⊇ T ′. �åçóëüòàòîì åãî ïðèìåíåíèÿ ê îïûòó X ÿâëÿåòñÿ îïûò X ′
= (A,P ′

),ãäå P ′
= (p′T ′

, T ′ ⊆M), p′T ′
=

∑
T pT pT ′|T . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïûò X ′ ÷åò÷å

X , åñëè îí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç X íåêîòîðûì ïðåîáðàçîâàíèåì ÷àñòè÷íîãîäîîïðåäåëåíèÿ. ×àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå äîîïðåäåëåíèÿ
(ïîëíîãî), êîãäà ïîëîæèòåëüíûìè ìîãóò áûòü ëèøü ïåðåõîäíûå âåðîÿòíî-ñòè pi|T = p(ai|aT ), i ∈ T . Îïûò X̂, ïîëó÷åííûé èç X íåêîòîðîé îïåðàöèåéäîîïðåäåëåíèÿ, áóäåì íàçûâàòü äîîïðåäåëåíèåì îïûòà X . Äëÿ íàáîðîâ âå-ðîÿòíîñòåé P = (pT , T ⊆ M), pT > 0, ∑

T pT = 1, è Q = (qi, i ∈ M), qi > 0,
q0 + . . .+ qm−1 = 1, ââåäåì �óíêöèþ

H(P,Q) = −
∑

T⊆M

pT log

∑

i∈T

qi. (4)Ýíòðîïèåé íåäîîïðåäåëåííîãî îïûòà X = (A,P ) íàçîâåì âåëè÷èíó
H(X) = H(P ) = min

Q
H(P,Q). (5)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ îïûòîâ (A0, P ), P = (pi, i ∈ M), ñ ïîëíîñòüþîïðåäåëåííûìè èñõîäàìè âåëè÷èíà H(P ) ñîâïàäàåò ñ ýíòðîïèåé H(P ) =

= − ∑
i∈M pi log pi.Ïðè âû÷èñëåíèè ýíòðîïèè ïîëåçåí ñëåäóþùèé �àêò [3].



262 Ë.À. ØÎËÎÌÎÂÓò â åðæä åíè å 4. Íàáîð âåðîÿòíîñòåé Q ìèíèìèçèðóåò �óíêöèþ
H(P,Q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðè êàæäîì i, i ∈M , âûïîëíåíî

∑

T : i∈T

pT∑

j∈T

qj
6 1, (6)ãäå ñòðîãîå íåðàâåíñòâî ìîæåò èìåòü ìåñòî ëèøü ïðè òåõ i, äëÿ êîòîðûõ

qi = 0.Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñæàòèÿ íå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûõ äàííûõ òðåáó-åòñÿ ïî êîäó íåäîîïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âîññòàíîâèòü êàêîå-ëèáîåå äîîïðåäåëåíèå (íî íå ñàìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü). Âåëè÷èíà H(X) õàðàêòå-ðèçóåò ñæèìàåìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èñõîäîâ îïûòà X : ìàòåìàòè÷åñêîåîæèäàíèå äëèíû êîäà íà ñèìâîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå ìåíüøå H(X) è ìî-æåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê ýòîé âåëè÷èíå [3].Â äåòåðìèíèðîâàííîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñæàòèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàí-íûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Kn(X) âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x ∈ An, â êîòî-ðûõ ñèìâîëû aT âñòðå÷àþòñÿ npT ðàç. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn(X) íàèìåíüøåå÷èñëî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n â àë�àâèòå A0, ñðåäè êîòîðûõ èìåþòñÿäîîïðåäåëåíèÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êëàññà Kn(X). Âåëè÷èíó logNn(X)áóäåì íàçûâàòü êîìáèíàòîðíîé ýíòðîïèåé êëàññà Kn(X). Èìååò ìåñòî ñëå-äóþùèé �àêò [3].Ó ò â å ðæä åíè å 5. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(m) òàêàÿ, ÷òî
nH(X) − c logn 6 logNn(X) 6 nH(X) + c logn.Ïîä ìåòîäîì ñæàòèÿ F äëÿ êëàññà Kn(X) áóäåì ïîíèìàòü ïàðó àë-ãîðèòìîâ (ϕF , ψF ). Àëãîðèòì ϕF ïî íåäîîïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x ∈ Kn(X) âûäàåò äâîè÷íîå ñëîâî ϕF (x) = α̃ (ïðîãðàììó), à àëãîðèòì ψF ïîïðîãðàììå α̃ íàõîäèò íåêîòîðîå äîîïðåäåëåíèå x̂ = ψ(α̃) ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè x. Äëèíó l(α̃) ïðîãðàììû îáîçíà÷èì ÷åðåç lF (x) è ìåòîä ñæàòèÿ áóäåìõàðàêòåðèçîâàòü �óíêöèåé lF (X,n) = max{lF (x) | x ∈ Kn(X)}.Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 5 è ìîùíîñòíûå ñîîáðàæåíèÿ, ìîæíî äîêàçàòüñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óò â å ðæä åíè å 6. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c = c(m) òàêàÿ, ÷òî äëÿêëàññà Kn(X)à) ñóùåñòâóåò ìåòîä ñæàòèÿ F ñ lF (X,n) 6 nH(X) + c logn;á) ïðè ëþáîì ìåòîäå ñæàòèÿ F äîëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x ∈ Kn(X)òàêèõ, ÷òî lF (x) 6 nH(X) − c logn, ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ðîñòîì n.Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å ñæàòèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ äàííûõ ýíòðîïèÿ
H(X) èãðàåò òó æå ðîëü, êàêóþ èãðàåò H(X) ïðè ñæàòèè âñþäó îïðåäå-ëåííûõ äàííûõ.

4. Óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ íåäîîïðåäåëåííûõäàííûõ îòíîñèòåëüíî âñþäó îïðåäåëåííûõÏóñòü çàäàíî ïðîèçâåäåíèå XY íåäîîïðåäåëåííûõ îïûòîâ X è Y ñ ìíî-æåñòâàìè èñõîäîâ A = {aT , T ⊆ M} è B = {bU , U ⊆ L}, L = {0, 1, . . ., l − 1}, èïóñòü PXY = (pTU , T ⊆ M, U ⊆ L) | ðàñïðåäåëåíèå ïàð (aT , bU ) â XY . Äëÿ
XY îïðåäåëåíèå (4){(5) ýíòðîïèè ïðèîáðåòàåò âèä

H(XY ) = H(PXY ) = min
Q=(qij , i∈M,j∈L)

{
−

∑

T⊆M, U⊆L

pTU log

∑

i∈T, j∈U

qij

}
,



Ê ÂÂÅÄÅÍÈÞ ÌÅ�Û ÍÅÄÎÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈ 263ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî íàáîðàì Q ñ qij > 0, ∑
i,j qij = 1.Äëÿ äåòåðìèíèðîâàííîé èíòåðïðåòàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü êëàññ Kn(XY )ïàð (x,y) íåäîîïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

x = aT1
. . .aTn

, y = bU1
. . .bUn

,â êîòîðûõ ñðåäè (aTi
, bUi

), 1 6 i 6 n, ïàðà (aT , bU ) âñòðå÷àåòñÿ npTU ðàç.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå êëàññ Kn(X) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x ∈ An ñ npTñèìâîëàìè aT , ãäå pT =
∑

U pTU .Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà íà íåäîîïðåäåëåííûå îïû-òû åñòåñòâåííî ïî àíàëîãèè ñ (3) ââåñòè óñëîâíóþ ýíòðîïèþ H(Y |X) ðàâåí-ñòâîì H(Y |X) = H(XY ) −H(X). Ïðè ýòîì ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé
H(XY ) = H(X) + H(Y |X) (7)áóäåò âûïîëíåíî ïî îïðåäåëåíèþ. Äåòåðìèíèðîâàííûé ïîäõîä îñíîâûâà-åòñÿ íà èíòåðïðåòàöèè óñëîâíîé ýíòðîïèè â òåðìèíàõ îòíîñèòåëüíîãî ñæà-òèÿ (ïîäîáíî óòâåðæäåíèþ 2). Åñëè äëÿ çàäàííûõ X è Y ýòè äâà ïîäõîäàñîâìåñòèìû, ò. å. óäàåòñÿ ââåñòè óñëîâíóþ ýíòðîïèþ H(Y |X) òàê, ÷òîáû îíàóäîâëåòâîðÿëà ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé è õàðàêòåðèçîâàëà îòíîñèòåëü-íîå ñæàòèå, ýòó âåëè÷èíó áóäåì ñ÷èòàòü âïîëíå îáîñíîâàííîé.Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îïûò X ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí (Y íåäî-îïðåäåëåí), ò. å. êîãäà PXY = (piU , i ∈ M,U ⊆ L). Èìååì pi = p(ai) =

∑
U piU .Åñëè pi > 0, íàõîäèì óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè pU|i = p(bU |ai) = piU/pi, ïîëàãàåì

PY |i = (pU|i, U ∈ L) è àíàëîãè÷íî (4){(5) ââîäèì ýíòðîïèþ îïûòà Y ïðèóñëîâèè èñõîäà ai ðàâåíñòâîì
H(Y |i) = H(PY |i) = min

Q(i)




−
∑

U⊆L

pU|i log

∑

j∈U

q
(i)
j




 ,ãäå Q(i)
= (q

(i)
j , j ∈ L), q(i)j > 0, ∑

j q
(i)
j = 1 (ïðè pi = 0 âåëè÷èíó H(Y |i) íåîïðåäåëÿåì).Óñëîâíóþ ýíòðîïèþ H(Y |X) ââîäèì êàê â (2)

H(Y |X) =

∑

i∈M

piH(Y |i). (8)Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [5] âûòåêàåò óòâåðæäåíèå.Óò â å ðæä åíè å 7. Åñëè X | îïûò ñ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûìè èñõî-äàìè è óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ H(Y |X) ââåäåíà óêàçàííûì ñïîñîáîì, òî ñïðà-âåäëèâî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé (7).�àññìîòðèì òåïåðü äåòåðìèíèðîâàííóþ èíòåðïðåòàöèþ ââåäåííîãî ïî-íÿòèÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè. Â ñëó÷àå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîãî îïûòà X ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè x â ïàðàõ (x,y) ∈ Kn(XY ) òàêæå ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû.Ìåòîä îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ G îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàíüøå ñ òåì îòëè÷èåì,÷òî ïî ïðîãðàììå β̃ è ïî x äîëæíî áûòü âîññòàíàâëåíî íåêîòîðîå äîîïðåäå-ëåíèå ŷ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y, à íå ñàìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Àíàëîãè÷íîïðåäûäóùåìó ââîäÿòñÿ õàðàêòåðèñòèêè lG(y|x) = l(β̃) è lG(Y |X,n).Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, âûòåêàþùåå èç [5], ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòüóñëîâíóþ ýíòðîïèþ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå â òåðìèíàõ îòíîñèòåëüíîãîñæàòèÿ.



264 Ë.À. ØÎËÎÌÎÂÓò â åðæä åíè å 8. Åñëè îïûò X ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí, òî ñóùåñòâóåòêîíñòàíòà c (çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ìîùíîñòåé àë�àâèòîâ A è B) òàêàÿ,÷òî äëÿ êëàññà Kn(XY )à) ñóùåñòâóåò ìåòîä îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ G, äëÿ êîòîðîãî
lG(Y |X,n) 6 nH(Y |X) + c logn;á) äëÿ ëþáîãî ìåòîäà îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ G äîëÿ ïàð (x,y) ∈

∈ Kn(XY ) ñ lG(y|x) 6 nH(Y |X) − c logn ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→ ∞.Ýòîò �àêò è ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé ïîäîáíî óòâåðæäåíèþ 3 îçíà÷àþò,÷òî äëÿ ïàð (x,y) ∈ Kn(XY ) ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñæàòèè, êîãäà âíà÷àëåêîäèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, à çàòåì y îòíîñèòåëüíî x è íà êàæäîìøàãå èñïîëüçóåòñÿ êîäèðîâàíèå ñ íàèëó÷øåé (äî ñëàãàåìîãî O(log n)) îöåí-êîé, äîñòèæèìà òà æå ñóììàðíàÿ îöåíêà, ÷òî è ïðè íàèëó÷øåì ñîâìåñòíîìñæàòèè ïàð (x,y).Èç ñêàçàííîãî âèäíî, ÷òî ââåäåííîå äëÿ ñëó÷àÿ âñþäó îïðåäåëåííîãîîïûòà X ïîíÿòèå óñëîâíîé ýíòðîïèè H(Y |X) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îáîñíîâàííûì.Îíî áóäåò ñëóæèòü áàçîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè â áîëåå îáùèõñèòóàöèÿõ.
5. Äðóãèå âïîëíå îáîñíîâàííûå ñëó÷àèóñëîâíîé ýíòðîïèèÅñëè îïûò X , ó÷àñòâóþùèé â ïðîèçâåäåíèè XY , íåäîîïðåäåëåí, ïðèìå-íèì ê X íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå äîîïðåäåëåíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî îíî çà-äàåòñÿ íàáîðîì ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé pi|T , i ∈ M , T ⊆ M , ∑

i pi|T = 1, âêîòîðîì pi|T > 0 ëèøü åñëè i ∈ T . �åçóëüòàòîì åãî ïðèìåíåíèÿ ê X ÿâëÿåòñÿïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûé îïûò X̂ = (A0, Q), Q = (qi, i ∈ M), qi =
∑

T pT pi|T .Ïðè ýòîì XY ïåðåõîäèò â ïðîèçâåäåíèå X̂Y , â êîòîðîì ïàðû (ai, bU ) èìåþòâåðîÿòíîñòü p̂iU =
∑

T pTUpi|T , ãäå pTU | êîìïîíåíòû íàáîðà PXY . Ïî-ñêîëüêó îïûò X̂ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí, ìîæíî âû÷èñëèòü óñëîâíóþ ýíòðîïèþ
H(Y |X̂). Â îáùåì ñëó÷àå îíà çàâèñèò îò èñïîëüçîâàííîãî äîîïðåäåëåíèÿ.Âûäåëèì ñîäåðæàòåëüíî âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà òàêîé çàâèñèìîñòè íåò.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñèìâîë aT êîíêðåòíåé bU , åñëè aT ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì
(ò. å. ïðèíàäëåæèò A0) ëèáî bU ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííûì (ò. å. ñîâïàäàåò ñ
∗ = bL), è ÷òî îïûò X êîíêðåòíåé Y , åñëè pTU > 0 ëèøü êîãäà aT êîí-êðåòíåé bU (çäåñü pTU | êîìïîíåíòà íàáîðà PXY ). Â ÷àñòíîñòè, ïîëíîñòüþîïðåäåëåííûé îïûò X êîíêðåòíåé (íåñòðîãî) ëþáîãî îïûòà Y . Èìååò ìåñòîñëåäóþùèé �àêò.Óò â å ðæä åíè å 9. Åñëè îïûò X êîíêðåòíåé Y , òî âåëè÷èíà H(Y |X̂) íåçàâèñèò îò âûáîðà äîîïðåäåëåíèÿ X̂ îïûòà X .Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X êîíêðåòíåé Y . Ó÷èòûâàÿ ëèøü êîìïî-íåíòû piU íàáîðà PXY , ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîýëåìåíòíûì ìíîæåñòâàì
T = {i}, ââåäåì pU|i, PY |i, H(Y |i) è H(Y |X) òåìè æå âûðàæåíèÿìè, ÷òî èäëÿ îïûòà X ñ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííûìè èñõîäàìè. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîìñëó÷àå H(Y |X) íå áóäåò ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì âåëè÷èí H(Y |i), ïî-ñêîëüêó ∑

i pi, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíüøå 1. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì ñïîñîáåäîîïðåäåëåíèÿ îïûòà X äî X̂ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
H(Y |X̂) = H(Y |X).



Ê ÂÂÅÄÅÍÈÞ ÌÅ�Û ÍÅÄÎÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈ 265Ýòèì óòâåðæäåíèå áóäåò äîêàçàíî.Ïóñòü PXY = (pTU , T ⊆ M,U ⊆ L) è Q
X̂Y = (qiU , i ∈ M,U ⊆ L) | ñî-âìåñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ïðîèçâåäåíèé XY è X̂Y , è ïóñòü pi =

∑
U piU ,

qi =
∑

U qiU . Ïîëîæèì pU|i = piU/pi, qU|i = qiU/qi, PU|i = (pU|i, U ⊆ L),
QU|i = (qU|i, U ⊆ L). Ïîñêîëüêó X êîíêðåòíåé Y , òî qiU = piU ïðè U 6= Lè qiL = piL + qi − pi. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå ri = 1 − pi

qi
, ïîëó-÷àåì pU|i =

qU|i

1 − ri
ïðè U 6= L è pL|i =

qL|i − ri

1 − ri
. Ïî ñâîéñòâó �óíêöèè H (ñì.ëåììó 3 èç [5]) èìååò ìåñòî H(QY |i) = (1 − ri)H(PY |i). Ýòî ýêâèâàëåíòíî ñî-îòíîøåíèþ qiH(QY |i) = piH(PY |i), ñóììèðîâàíèåì êîòîðîãî ïî i ñ ó÷åòîì (8)ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî H(Y |X̂) = H(Y |X). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Ïîñêîëüêó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåëè÷èíà H(Y |X̂) íå çàâèñèò îòäîîïðåäåëåíèÿ X̂, ïîä óñëîâíîé ýíòðîïèåé H(Y |X) áóäåì ïîíèìàòü H(Y |X̂)ïðè ïðîèçâîëüíîì X̂. ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ H(Y |X) ÷åðåç ïàðàìåòðû ïðî-èçâåäåíèÿ XY èñõîäíûõ îïûòîâ óêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèÿ.Â [5] óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå.Óò â å ðæä åíè å 10. Åñëè X êîíêðåòíåé Y è óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ H(Y |X)ââåäåíà óêàçàííûì îáðàçîì, òî âûïîëíåíî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé.Ïåðåéäåì ê äåòåðìèíèðîâàííîé èíòåðïðåòàöèè. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâå-äåíèå XY ïðîèçâîëüíûõ íåäîîïðåäåëåííûõ îïûòîâ è ïóñòü Kn(XY ) | ñî-îòâåòñòâóþùèé êëàññ ïàð (x,y). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, âõîäÿùèå â ýòèïàðû, îáðàçóþò êëàññ Kn(X). Ïóñòü çàäàí ñïîñîá F äîîïðåäåëåíèÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòåé x ∈ Kn(X). Ïîä ìåòîäîì îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ G äëÿêëàññà Kn(XY ) ïðè ñïîñîáå äîîïðåäåëåíèÿ F áóäåì ïîíèìàòü ïàðó àëãîðèò-ìîâ (ϕG, ψG), ïåðâûé èç êîòîðûõ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïàðû (x,y) ∈ Kn(XY )âûäàåò ïî y è äîîïðåäåëåíèþ x̂ = F (x) äâîè÷íîå ñëîâî ϕG(y, x̂) = β̃ (ïðî-ãðàììó âû÷èñëåíèÿ y îòíîñèòåëüíî x̂), à âòîðîé ïî ïðîãðàììå β̃ è äîîïðå-äåëåíèþ x̂ íàõîäèò íåêîòîðîå äîîïðåäåëåíèå ψG(β̃, x̂) = ŷ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè y. Äëèíó l(β̃) ïðîãðàììû îáîçíà÷èì ÷åðåç lG|F (y|x) è ìåòîä îòíîñèòåëü-íîãî ñæàòèÿ áóäåì õàðàêòåðèçîâàòü �óíêöèåé lG|F (Y |X,n) = max{lG|F (y|x) |

(x,y) ∈ Kn(XY )}.Â ñëó÷àå, êîãäà ìåòîä G íå çàâèñèò îò ñïîñîáà äîîïðåäåëåíèÿ, áóäåìèñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ lG(y|x) è lG(Y |X,n).Ïóñòü x = aT1
. . .aTn

∈ An è y = bU1
. . .bUn

∈ Bn | íåäîîïðåäåëåííûå ïî-ñëåäîâàòåëüíîñòè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x êîíêðåòíåé y,åñëè ïðè êàæäîì i, 1 6 i 6 n, ñèìâîë aTi
êîíêðåòíåé bUi

. ßñíî, ÷òî åñëèîïûò X êîíêðåòíåé Y è (x,y) ∈ Kn(XY ), òî x êîíêðåòíåé y. Èç ðåçóëüòà-òîâ [5] âûòåêàåò ñëåäóþùèé �àêò.Óò â å ðæä åíè å 11. Åñëè X êîíêðåòíåé Y, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà
c (çàâèñÿùàÿ ëèøü îò ìîùíîñòè àë�àâèòîâ A è B) òàêàÿ, ÷òî äëÿ êëàññà
Kn(XY )à) ñóùåñòâóåò ñïîñîá îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ G (íå çàâèñÿùèé îòñïîñîáà äîîïðåäåëåíèÿ F ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èç Kn(X)), îáåñïå÷èâàþùèéîöåíêó lG(Y |X,n) 6 nH(Y |X) + c logn;á) ïðè ëþáîì ñïîñîáå äîïðåäåëåíèÿ F è ëþáîì ñïîñîáå îòíîñèòåëüíîãîñæàòèÿ G ïðè äîîïðåäåëåíèè F äîëÿ ïàð (x,y) ∈ Kn(XY ), äëÿ êîòîðûõ
lG|F (y|x) 6 nH(Y |X) − c logn, ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ðîñòîì n.



266 Ë.À. ØÎËÎÌÎÂÒîò �àêò, ÷òî ñïîñîá îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ èç ïóíêòà (à) íå çàâèñèò îòñïîñîáà äîîïðåäåëåíèÿ, îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîãðàììà β̃ ïðèìå-íèìà ê ëþáûì äîîïðåäåëåíèÿì x̂ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x. Ïðè èñïîëüçîâàíèèðàçëè÷íûõ x̂ ìîãóò âîçíèêàòü ðàçëè÷íûå äîîïðåäåëåíèÿ ŷ ïîñëåäîâàòåëüíî-ñòè y. Èç ïðàâèëà ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîå ñæà-òèå ïàð (x,y), êîãäà âíà÷àëå êîäèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x, à çàòåì yîòíîñèòåëüíî ïîëó÷åííûõ äîîïðåäåëåíèé x̂, è íà êàæäîì øàãå èñïîëüçóåòñÿêîäèðîâàíèå ñ íàèëó÷øåé îöåíêîé, ïðèâîäèò ê íàèëó÷øèì ñîâìåñòíûì õà-ðàêòåðèñòèêàì ñæàòèÿ ïàð (x,y) (âñþäó \íàèëó÷øàÿ" ïîíèìàåòñÿ ñ òî÷íî-ñòüþ äî ñëàãàåìîãî O(log n)).Òàêèì îáðàçîì, åñëè îïûò X êîíêðåòíåé Y , âåëè÷èíà H(Y |X) îáëàäàåòîñíîâíûìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçûâàåìûìè ñ ïîíÿòèåì óñëîâíîé ýíòðîïèè, ò. å.ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îáîñíîâàííîé.Ñ èñïîëüçîâàíèåì èí�îðìàöèîííî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé íå÷åò-êèõ äàííûõ, èçó÷åííûõ â [7], ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû íàáîëåå îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü X è X ′ | íåäîîïðåäåëåííûå îïûòû è îïûò X ′÷åò÷å X (ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç X ÷àñòè÷íûì äîîïðåäåëåíèåì). Áóäåì ãîâî-ðèòü, ÷òî îïûò X ′ àäåêâàòåí X , åñëè äëÿ ëþáîãî íåäîïðåäåëåííîãî îïûòà Yâûïîëíåíî H(X ′Y ) = H(XY ). Â [7] íàéäåíî ïîëíîå îïèñàíèå âñåõ îïûòîâ,àäåêâàòíûõ çàäàííîìó. Àäåêâàòíûé îïûò íàçîâåì ìàêñèìàëüíî ÷åòêèì,åñëè íå ñóùåñòâóåò ñòðîãî áîëåå ÷åòêîãî àäåêâàòíîãî îïûòà. Îäèí èç ñïîñî-áîâ ÷àñòè÷íîãî äîîïðåäåëåíèÿ äàåò îïåðàöèÿ èñêëþ÷åíèÿ ñèìâîëà (èñõîäà).Îíà ïðèìåíèìà ê èñõîäó ai îïûòà X = (A,P ) â ñëó÷àå pi = 0 è ïðîèçâîäèò äå-òåðìèíèðîâàííóþ çàìåíó ñèìâîëîâ aT íà aT\{i}. �åçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ îïûò
X ′

= (A′, P ′
), A′

= {aT ′ , T ′ ⊆M \ {i}}, p′T ′
= pT ′ + pT ′∪{i}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òîñèìâîë ai ìàæîðèðóåò â X ñèìâîë aj , i, j ∈ M , åñëè äëÿ ëþáîãî T ⊆ M ñ

pT > 0 èç j ∈ T ñëåäóåò i ∈ T . Â [7] óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.Ó ò â å ðæä åíè å 12. Äëÿ ëþáîãî íåäîîïðåäåëåííîãî îïûòà X ñóùåñò-âóåò åäèíñòâåííûé (ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèÿ ñèìâîëîâ) ìàêñèìàëüíî÷åòêèé àäåêâàòíûé îïûò. Îí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç X èñêëþ÷åíèåì âïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå âñåõ ìàæîðèðóåìûõ ñèìâîëîâ.Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì íåäîîïðåäåëåííûé îïûò X , âêîòîðîì íåíóëåâûå âåðîÿòíîñòè èìåþò ëèøü èñõîäû a1, a23 è a01. Çäåñü ñèì-âîë a1 ìàæîðèðóåò a0, à ñèìâîëû a2 è a3 ìàæîðèðóþò äðóã äðóãà. Óñòðàíèâìàæîðèðóåìûå ñèìâîëû a0 è, íàïðèìåð, a3, ïîëó÷èì ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí-íûé îïûò, àäåêâàòíûé îïûòó X . Â íåì èñõîäû a1 è a2 èìåþò âåðîÿòíîñòè
p1 + p01 è p23.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îïûò X ñëàáî êîíêðåòíåé Y , åñëè ïîñòðîåííûé ïî
X ìàêñèìàëüíî ÷åòêèé àäåêâàòíûé îïûò X ′ êîíêðåòíåé Y . Â ýòîì ñëó÷àåââåäåì óñëîâíóþ ýíòðîïèþ ðàâåíñòâîì H(Y |X) = H(Y |X ′

) (ïîñêîëüêó X ′êîíêðåòíåé Y , ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëåíà).Óòâåðæäåíèÿ 10 è 11 â òîì æå ñàìîì âèäå ïåðåíîñÿòñÿ íà áîëåå îáùèéñëó÷àé, êîãäà îïûò X ñëàáî êîíêðåòíåé Y [5]. Ïîýòîìó ââåäåííîå äëÿ ýòîãîñëó÷àÿ ïîíÿòèå óñëîâíîé ýíòðîïèè òàêæå âïîëíå îáîñíîâàíî.Âåëè÷èíà óñëîâíîé ýíòðîïèè çäåñü ñîâïàäàåò ñ H(Y |X̂), ãäå X̂ | ïîëíî-ñòüþ îïðåäåëåííûé îïûò, ïîëó÷åííûé ïðîèçâîëüíûì äîîïðåäåëåíèåì îïûòà,îáðàçîâàííîãî èç X ïîñëåäîâàòåëüíûì óäàëåíèåì ìàæîðèðóåìûõ ñèìâîëîâ.Ïîëíîñòüþ èñêëþ÷èòü çàâèñèìîñòü îò äîîïðåäåëåíèÿ çäåñü íåëüçÿ. �àññìî-òðèì ïðèìåð.Ïóñòü â ïðîèçâåäåíèè XY îïûòîâ ñ íåäîîïðåäåëåííûìè èñõîäàìè {0, 1, ∗}ïàðû (0, 0) è (∗, 1) ïîðîæäàþòñÿ ñ íåíóëåâûìè âåðîÿòíîñòÿìè p00 è p∗1, àâåðîÿòíîñòè îñòàëüíûõ ïàð ðàâíû 0. Åñëè äîîïðåäåëèòü âñå ∗ ñèìâîëîì 0,



Ê ÂÂÅÄÅÍÈÞ ÌÅ�Û ÍÅÄÎÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈ 267ïîëó÷èì îïûò X̂ ′ ñ åäèíñòâåííûì èñõîäîì 0. Äëÿ íåãî H(X̂ ′
) = 0, H(Y |X̂ ′

) =

= H(Y ). Åñëè æå äîîïðåäåëèòü ∗ ñèìâîëîì 1, ïîëó÷èì îïûò X̂ ′′, ñîâïà-äàþùèé ñ Y . Òîãäà H(X̂ ′′
) = H(Y ), H(Y |X̂ ′′

) = H(Y |Y ) = 0. Ïðè ýòîì
H(X̂ ′

) + H(Y |X̂ ′
) = H(X̂ ′′

) + H(Y |X̂ ′′
) = H(XY ). Ìàêñèìàëüíî ÷åòêèì îïû-òîì, àäåêâàòíûì X , ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâîé îïûò X̂ ′, ïîýòîìó îïûò

X ñëàáî êîíêðåòíåé Y è â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñëåäóåò ïîëîæèòü
H(Y |X) = H(Y |X̂ ′

). Îòìåòèì íà áóäóùåå, ÷òî â êà÷åñòâå äîîïðåäåëåíèÿ X̂,èñïîëüçîâàííîãî äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè, çäåñü âûáðàíî \íàèáî-ëåå ïðîñòîå".
6. Îáîáùåííîå ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèéÅñëè X êîíêðåòíåé Y , òî óäàåòñÿ ââåñòè óñëîâíóþ ýíòðîïèþ H(Y |X), íåçàâèñÿùóþ îò ñïîñîáà äîîïðåäåëåíèÿ îïûòà X . Êàê ïîêàçûâàåò ïðåäøåñòâó-þùèé ïðèìåð, â îáùåì ñëó÷àå èìååòñÿ çàâèñèìîñòü îò äîîïðåäåëåíèÿ è 
ó-ùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïîíèæåíèÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè H(Y |X̂) çà ñ÷åò \óõóä-øåíèÿ" äîîïðåäåëåíèÿ X̂ . Áóäåì èñõîäèòü èç òåçèñà, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèèóñëîâíîé ýíòðîïèè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü \íàèëó÷øåå" äîîïðåäåëåíèå îïûòà

X . Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðèíÿòîé íàìè èíòåðïðåòàöèåé ïðàâèëà ñëîæåíèÿ ýí-òðîïèé (7) â òåðìèíàõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñæàòèÿ. Ñëàãàåìîå H(X) â (7)õàðàêòåðèçóåò íàèëó÷øåå äîîïðåäåëåíèå îïûòà X , à ñëàãàåìîå H(Y |X) |íàèëó÷øåå äîîïðåäåëåíèå îïûòà Y îòíîñèòåëüíî âûáðàííîãî (íàèëó÷øåãî)äîîïðåäåëåíèÿ îïûòà X .×òîáû ñäåëàòü ýòîò òåçèñ áîëåå êîíñòðóêòèâíûì, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïî-ñëåäîâàòåëüíîãî ñæàòèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â äåòåðìè-íèðîâàííîé ïîñòàíîâêå. Ïóñòü çàäàíî ïðîèçâåäåíèå XY íåäîîïðåäåëåííûõîïûòîâ è ïóñòü Kn(XY ) è Kn(X) | êëàññû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ñîîòâåò-ñòâóþùèå îïûòàì XY è X . Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîå ñæàòèåïàð (x,y) ∈ Kn(XY ), êîãäà âíà÷àëå íåêîòîðûì ìåòîäîì F äëÿ êëàññà Kn(X)ñæèìàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x, à çàòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííîãî äî-îïðåäåëåíèÿ x̂ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñæàòèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y.Ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ x ∈ Kn(X) ñâÿæåì åå äîîïðåäåëåíèå x̂ = F (x),âîçíèêàþùåå ïðè ñïîñîáå ñæàòèÿ F , ò. å. x̂ = ψF (ϕF (x)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
QF (x) íàáîð ÷àñòîò (q0, . . ., qm−1) ñèìâîëîâ â äîîïðåäåëåíèè x̂. Ñ ïîìîùüþðàññóæäåíèé èç ðàáîòû [8] ìîæåò áûòü äîêàçàí ñëåäóþùèé �àêò.Óò â å ðæä åíè å 13. Åñëè Q0 | ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè
H(PX , Q), òî ñóùåñòâóåò ñïîñîá ñæàòèÿ F ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êëàññà
Kn(X) òàêîé, ÷òî QF (x) = Q0 äëÿ ëþáîãî x ∈ Kn(X) è

lF (X,n) 6 nH(X) + c logn,ãäå c = c(m) | êîíñòàíòà (÷òîáû íå îòâëåêàòüñÿ íà îêðóãëåíèÿ, êîìïî-íåíòû íàáîðà nQ0 ðàññìàòðèâàåì êàê öåëûå).Áóäåì èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå ìåæäó íàáîðàìè
Q = (q0, . . ., qm−1) è Q′

= (q′0, . . ., q
′

m−1)â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå: d(Q,Q′
) = maxi |qi − q′i|. Ìåòîä ñæàòèÿ F äëÿ Kn(X)áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèì, åñëè lF (X,n) ∼ nH(X). Â [8]äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.



268 Ë.À. ØÎËÎÌÎÂÓò â åðæä åíè å 14. Åñëè H(PX , Q) êàê �óíêöèÿ îò Q èìååò åäèíñòâåí-íóþ òî÷êó ìèíèìóìà Q0 è F | àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñæàòèÿäëÿ êëàññà Kn(X), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 äîëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x êëàññà
Kn(X), äëÿ êîòîðûõ d(QF (x), Q0) > ε, ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ðîñòîì n.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåâûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà ó H(PX , Q) èìååòñÿåäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà Q0. Äîñòàòî÷íûì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ óñëî-âèå, ÷òîáû ìàòðèöà, ñòðîêàìè êîòîðîé ñëóæàò õàðàêòåðèñòè÷åñêèå âåêòîðûìíîæåñòâ T 
 pT > 0 è ñòðîêà èç åäèíèö, èìåëà ðàíã m (÷èñëî ñàìèõ ñòðîêìîæåò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíûì ïî m). Èç ïðèâåäåííûõ óòâåðæäåíèé ñëå-äóåò, ÷òî â íåâûðîæäåííîì ñëó÷àå ïðè âñÿêîì àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåììåòîäå ñæàòèÿ ïî÷òè âñå äîîïðåäåëåíèÿ èìåþò ïî÷òè îäèíàêîâûé ÷àñòîò-íûé ñîñòàâ áóêâ, áëèçêèé ê Q0, è ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèéìåòîä ñæàòèÿ, ïðè êîòîðîì íàáîð ÷àñòîò áóêâ âî âñåõ äîîïðåäåëåíèÿõ ñî-âïàäàåò ñ Q0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûì òåçèñîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðèâû÷èñëåíèè óñëîâíîé ýíòðîïèè H(Y |X̂) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äîîïðåäåëåíèå
X̂ = (A0, Q0), ãäå Q0 | òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè H(PX , Q).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð s = (s0, . . ., sm−1) ñîâìåñòèì ñ êëàññîì Kn(X),åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ Kn(X) ñóùåñòâóåò äîîïðåäåëåíèå, â êîòîðîì ñèì-âîë ai, 0 6 i 6 m − 1, ïðèñóòñòâóåò si ðàç. Äîîïðåäåëåíèå (x̂, ŷ) ïàðû
(x,y) íàçîâåì s-îãðàíè÷åííûì, åñëè ïàðàìåòðû äîîïðåäåëåíèÿ x̂ ñîâïàäàþòñ s. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Nn(XY )s ìèíèìàëüíóþ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà, ñîäåð-æàùåãî äëÿ êàæäîé ïàðû (x,y) èç Kn(XY ) s-îãðàíè÷åííîå äîîïðåäåëåíèå.Âåëè÷èíó logNn(XY )s íàçîâåì s-îãðàíè÷åííîé êîìáèíàòîðíîé ýíòðîïèåéêëàññà Kn(XY ).Ïóñòü R = ‖rTUij‖ | ìàòðèöà, ñòðîêè êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò ïàðàì ìíî-æåñòâ (T, U), T ⊆M , U ⊆ L, ñòîëáöû | ïàðàì (i, j), i ∈M , j ∈ L, è ýëåìåíòûìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì rTUij > 0, rTUij > 0 ⇒ (i ∈ T, j ∈ U),∑

T,U,i,j rTUij = 1. Ïîëîæèì
I(R) =

∑

T,U,i,j

rTUij log
rTUij∑

T,U rTUij

∑
i,j rTUij

.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà R ñîãëàñîâàíà ñ XY ïðè îãðàíè÷åíèè
Q = (qi, i ∈M), qi > 0,

∑

i

qi = 1,åñëè ∑
i,j rTUij = pTU , ∑

T,U,j rTUij = qi, ãäå pTU (T ⊆ M , U ⊆ L) | êîìïî-íåíòû íàáîðà PXY . Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü
I(R) =

∑

T,U,i,j

rTUij log
rTUij

pTUqij
, (9)ãäå qij =

∑
T,U rTUij , ∑

j qij = qi. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(XY )Q ìèíèìóì âåëè÷èí
I(R) ïî âñåì ìàòðèöàì R, ñîãëàñîâàííûì ñ XY ïðè îãðàíè÷åíèè Q. Èìååòìåñòî ñëåäóþùèé �àêò [8].Ó ò â å ðæä åíè å 15. Cóùåñòâóåò êîíñòàíòà c (çàâèñÿùàÿ îò ìîùíî-ñòåé ìíîæåñòâ M è L) òàêàÿ, ÷òî

nH(XY )
s/n − c logn 6 logNn(XY )s 6 nH(XY )

s/n + c logn.



Ê ÂÂÅÄÅÍÈÞ ÌÅ�Û ÍÅÄÎÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈ 269Íà îñíîâå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ [8] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå.Óò â å ðæä åíè å 16. Åñëè Q0 | åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà �óíê-öèè H(PX , Q), F | àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä ñæàòèÿ äëÿ êëàññà
Kn(X) è G | ïðîèçâîëüíûé ìåòîä îòíîñèòåëüíîãî ñæàòèÿ äëÿ êëàññà
Kn(XY ) ïðè ñïîñîáå äîîïðåäåëåíèÿ, âîçíêàþùåì ïðè ñæàòèè ìåòîäîì F,òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 äîëÿ ïàð (x,y) èç Kn(XY ), äëÿ êîòîðûõ

lF (x) + lG|F (y|x) 6 (1 − ε)nH(XY )Q0
,ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ðîñòîì n.Ýòî äàåò àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî lF (n,X) + lG|F (n, Y |X)

>∼ nH(XY )Q0
,èç êîòîðîãî â ñèëó óòâåðæäåíèé 6 è 8 ïîëó÷àåìÓò â å ðæä åíè å 17. Åñëè óñëîâíàÿ ýíòðîïèÿ H(Y |X) ââåäåíà ñ èñïîëü-çîâàíèåì äîîïðåäåëåíèÿ X̂ = (A0, Q0), ò. å. H(Y |X) = H(Y |X̂), òî èìååòìåñòî íåðàâåíñòâî

H(X) + H(Y |X) > H(XY )Q0
. (10)Ïóñòü Q = (qi, i ∈ M) è Q̃ = (qij , i ∈ M, j ∈ L) | íàáîðû âåðîÿòíîñòåé.Ñêàæåì, ÷òî íàáîð Q̃ ñîãëàñîâàí 
 Q, åñëè ∑

j∈L qij = qi, i ∈ M . Â [8]óñòàíîâëåí ñëåäóþùèé �àêò.Óò â å ðæä åíè å 18. Åñëè Q0 | åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè
H(PX , Q) è ñðåäè òî÷åê ìèíèìóìà �óíêöèè H(PXY , Q̃) íåò ñîãëàñîâàííûõñ Q0, òî èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî H(XY )Q0

> H(XY ).Ïî-âèäèìîìó, ñèòóàöèÿ íåñîãëàñîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íîé (â [9] ýòîò�àêò ïðîàíàëèçèðîâàí è äîêàçàí äëÿ äâîè÷íîãî ñëó÷àÿ M = L = {0, 1}).Ïîýòîìó âìåñòî ïðàâèëà ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé (7) ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ëèøüíà âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà
H(X) + H(Y |X) = H(XY )Q0

,êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ïðàâèëîì ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé. Â ñëó-÷àå, êîãäà ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé âûïîëíèìî, îáîáùåííîå ïðàâèëî ïå-ðåõîäèò â íåãî.Äëÿ íåäîîïðåäåëåííûõ îïûòîâ X è Y îáû÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèì êîëè-÷åñòâî èí�îðìàöèè I(X,Y ) â X îá Y , ïîëîæèâ
I(X,Y ) = H(Y ) −H(Y |X).Èç ïðèâåäåííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

I(X,Y ) 6 H(X) + H(Y ) −H(XY ),êîòîðîå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòðîãèì. Íàïîìíèì, ÷òî â òåîðèè èí�îðìàöèèñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî I(X,Y ) = H(X)+H(Y )−H(XY ), èç êîòîðîãî ñëåäóåòñâîéñòâî ñèììåòðèè I(X,Y ) = I(Y,X). Åñëè â ñëó÷àå íåäîîïðåäåëåííûõ îïû-òîâ âûïîëíåíî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé (7) (íàïðèìåð, åñëè X êîíêðåò-íåé Y ), òî òàêæå âîçíèêàåò ðàâåíñòâî I(X,Y ) = H(X)+H(Y )−H(XY ), íî èçåãî ñèììåòðè÷íîãî âèäà íå ñëåäóåò ñèììåòðèÿ èí�îðìàöèè. Îíî îáåñïå÷è-âàåò ëèøü íåðàâåíñòâî I(X,Y ) > I(Y,X), êîòîðîå ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòðîãèì
(ñì. ïðèìåð èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà).
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7. Ïðèìåð àíàëèçà èí�îðìàöèîííûõ ñâîéñòâÄëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîé ýíòðîïèè H(Y |X̂) ïðè çàäàííîì ñîâìåñòíîìðàñïðåäåëåíèè PXY íåäîñòàòî÷íî âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê Q0 äîîïðå-äåëåíèÿ X̂, íåîáõîäèìî çíàòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P

X̂Y
äëÿ ïðîèçâåäå-íèÿ X̂Y . Âîïðîñ íàõîæäåíèÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãîèññëåäîâàíèÿ è åãî îòëîæèì íà ïîñëåäóþùåå. �àññìîòðèì ïðèìåð, â êîòî-ðîì ââåäåííûõ ïîíÿòèé è ðåçóëüòàòîâ äîñòàòî÷íî äëÿ àíàëèçà èí�îðìàöè-îííûõ ñâîéñòâ | íàõîæäåíèÿ â ÿâíîì âèäå ýíòðîïèè, óñëîâíîé ýíòðîïèè èìåðû èí�îðìàöèè, ïîëíîãî èññëåäîâàíèÿ ñèòóàöèè, ñâÿçàííîé ñ ïðàâèëîìñëîæåíèÿ ýíòðîïèé, îáîáùåííûì ïðàâèëîì è ñâîéñòâîì ñèììåòðèè èí�îð-ìàöèè.Ïóñòü A0 = {ai , i ∈ M}, A = A0 ∪ {∗}, B = B0 = {bj, j ∈ L}, è ïóñòüïðîèçâåäåíèå XY îïûòîâ X = (A,P ) è Y = (B,P ′

) çàäàíî ñîâìåñòíûì ðàñ-ïðåäåëåíèåì PXY , â êîòîðîì îòëè÷íûìè îò 0 ÿâëÿþòñÿ ëèøü âåðîÿòíîñòè pijè p∗0. Çäåñü è äàëüøå ñ÷èòàåì i ∈ M , j ∈ L, v ∈ L \ {0}. Êîìïîíåíòàìèíàáîðîâ P è P ′ ÿâëÿþòñÿ pi =
∑

j pij , p∗ = p∗0 è, ñîîòâåòñòâåííî, p′v =
∑

i piv,
p′0 =

∑
i pi0 + p∗. Âñå ïðèâîäèìûå â äàííîì ðàçäåëå óòâåðæäåíèÿ îòíîñÿòñÿê ðàññìàòðèâàåìîé ïàðå îïûòîâ.Âû÷èñëèì ýíòðîïèþ H(X) è H(Y ). Ñ ïîìîùüþ óòâåðæäåíèÿ 4 ìîæíîïðîâåðèòü, ÷òî ìèíèìóì �óíêöèè H(PX , Q) äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì íà-áîðå

Q0 = (qi, i ∈M), qi =
pi

1 − p∗
. (11)Åãî ïîäñòàíîâêà â H(PX , Q) äàåò

H(X) = (1 − p∗) log(1 − p∗) −
∑

i
pi log pi. (12)Äëÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííîãî îïûòà Y

H(Y ) = −
∑

j
p′j log p′j . (13)Óò â åðæä åíè å 19.

H(XY ) = −
∑

i,j

pij log pij − p′0 log p′0 + (p′0 − p∗) log(p′0 − p∗). (14)Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ñîîòíîøåíèÿ (4) äëÿ òî÷êè Q̂ = (q̂ij) ìèíèìóìà�óíêöèè
H(PXY , Q) = −

∑

i,j

pij log qij − p∗ log

∑

i

qi0 (15)ïðèîáðåòàþò âèä
pi0

q̂i0
+

p∗∑
i′ q̂i′0

= 1,
piv

q̂iv
= 1.Èç íèõ âèäíî, ÷òî îòíîøåíèå pi0/q̂i0 íå çàâèñèò îò i. Ïîëîæèâ pi0/q̂i0 = γ,ïîëó÷àåì ∑

i q̂i0 = p∗/(1 − γ) è
p′0 − p∗ =

∑

i

pi0 = γ
∑

i

q̂i0 =
γp∗

1 − γ
.



Ê ÂÂÅÄÅÍÈÞ ÌÅ�Û ÍÅÄÎÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈ 271�åøèâ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî γ, íàõîäèì γ =
p′0 − p∗

p′0
. Îòêóäà q̂i0 =

=
pi0

γ
=

pi0p
′
0

p′0 − p∗
è ∑

i q̂i0 =
p∗

1 − γ
= p′0. Ïîäñòàíîâêà íàéäåííûõ çíà÷åíèé â

H(PXY , Q̂) äàåò
H(XY ) = H(PXY , Q̂) = −

∑

i,v

piv log piv −
∑

i

pi0 log
pi0p

′
0

p′0 − p∗
− p∗ log p′0.Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ∑

i pi0 = p′o − p∗ ýòî âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ êâèäó (14). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Îïûò Y ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí. Ïîýòîìó â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 7 ñïðàâåä-ëèâî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé
H(Y ) + H(X |Y ) = H(XY ). (16)Äàäèì åãî ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.Óò â å ðæä åíè å 20. Èìååò ìåñòî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé (16).Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ýíòðîïèÿ H(X |0) ìîæåò áûòü âûðàæåíà àíàëî-ãè÷íî (12):

H(X |0) =

(
1 − p∗

p′0

)
log

(
1 − p∗

p′0

)
−

∑

i

pi0

p′0
log

pi0

p′0
.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå

H(X |v) =

∑

i

piv

p′v
log

piv

p′v
,íàõîäèì

H(X |Y ) = (p′0 − p∗) log
p′0 − p∗

p′0
−

∑

i,j

pij log
pij

p′j
.Ñ ó÷åòîì ∑

i pi0 = p′0 − p∗ ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó
H(X |Y ) = −

∑

i,j

pij log pij +

∑

j

p′j log p′j − p′0 log p′0 + (p′0 − p∗) log(p′0 − p∗).Îòñþäà, èç (13) è (14) ïîëó÷àåì (16). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.Îïûò X íåäîîïðåäåëåí, ïîýòîìó âìåñòî ïðàâèëà ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé (7)ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü ëèøü íà âûïîëíèìîñòü îáîáùåííîãî ïðàâèëà.Óò â å ðæä åíè å 21. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îïûòîâ X è Y ñïðàâåäëèâîîáîáùåííîå ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé
H(X) + H(Y |X) = H(XY )Q0

, (17)ãäå Q0 | òî÷êà ìèíèìóìà �óíêöèè H(PX , Q).Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Êîìïîíåíòàìè òî÷êè ìèíèìóìà Q0 ÿâëÿþòñÿ
qi =

pi

(1 − p∗)
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(ñì. (11)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̂ äîîïðåäåëåíèå (A0, Q0) îïûòà X . Â ðàñ-ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå P

X̂Y = (p̂ij) íàõîäèòñÿ îä-íîçíà÷íî: p̂iv = piv , p̂i0 = pi0 + (qi − pi) = pi0 + pip∗/(1 − p∗). Ñîîòâåòñòâóþùèåóñëîâíûå âåðîÿòíîñòè p̂(j|i) = p̂ij/qi ïðèîáðåòàþò âèä
p̂iv =

piv(1 − p∗)

pi

, p̂i0 =
pi0 + p∗(pi − pi0)

pi

.Ó÷èòûâàÿ ýòî, íàõîäèì óñëîâíóþ ýíòðîïèþ H(Y |X), ðàâíóþ ïî îïðåäåëåíèþ
H(Y |X̂),
H(Y |X) = −

∑

i,v

piv log
piv(1 − p∗)

pi

−
∑

i

pi0 + p∗(pi − pi0)

1 − p∗
log

pi0 + p∗(pi − pi0)

pi

.Ñóììèðóÿ ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñ (12), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì
H(X) + H(Y |X) = −

∑

i,v

piv log piv +

(∑

i

pi0

)
log(1 − p∗)+

+

∑

i

p∗pi

1 − p∗
log pi −

∑

i

pi0 + p∗(pi − pi0)

1 − p∗
log(pi0 + p∗(pi − pi0)). (18)Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ìàòðèöà R, ñîãëàñîâàííàÿ ñ XY ïðè îãðàíè÷å-íèè Q0. Åå íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè ÿâëÿþòñÿ rij,ij = pij , r∗0,i0 = qi − pi =

= pip∗/(1 − p0). Âåëè÷èíû qij èç (9) ïðèîáðåòàþò âèä
qiv = piv, qi0 = pi0 +

pip∗

1 − p∗
=
pi0 + p∗(pi − pi0)

1 − p∗
.Ïîäñòàâèâ óêàçàííûå çíà÷åíèÿ â (9) è ïðîèçâåäÿ ñîêðàùåíèÿ, íàõîäèì

H(X,Y )Q0
= I(R) =

∑

i,v

piv log
1

piv

+

∑

i

pi0 log
1 − p∗

pi0 + p∗(pi − pi0)
+

+

∑

i

pip∗

1 − p∗
log

pi

pi0 + p∗(pi − pi0)
. (19)Ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê âèäó (18). Óòâåðæäåíèå äîêà-çàíî.Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óêàçûâàåò óñëîâèå íà ðàñïðåäåëåíèå PXY , ïðèâûïîëíåíèè êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé (7).Ó ò â å ðæä åíè å 22. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ïðàâèëî ñëîæåíèÿýíòðîïèé, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

p00

p0
=
p10

p1
= . . . =

pm−1,0

pm−1
, (20)ãäå pi =

∑
j pij .



Ê ÂÂÅÄÅÍÈÞ ÌÅ�Û ÍÅÄÎÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÉ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈ 273Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü, êàê è ðàíüøå, Q0 = (qi) è Q̂ = (q̂ij) | òî÷êèìèíèìóìà �óíêöèé H(PX , Q) è H(PXY , Q). Èõ êîìïîíåíòû âûðàæàþòñÿ ââèäå qi =
pi

1 − p∗
(11) è q̂iv = piv , q̂i0 =

pi0p
′
0

p′0 − p∗
(ñì. äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäå-íèÿ 19). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 18, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì âûïîëíèìîñòèïðàâèëà ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâà ∑

j q̂ij = qi. Â ðàññìàòðè-âàåìîì ñëó÷àå
∑

j

q̂ij =

∑

v

piv +
pi0p

′
0

p′0 − p∗
= pi − pi0 +

pi0p
′
0

p′0 − p∗
= pi +

pi0p∗

p′0 − p∗è ðàâåíñòâà ïðèîáðåòàþò âèä pi +
pi0p∗

p′0 − p∗
=

pi

1 − p∗
. Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òîîòíîøåíèå pi0/pi íå çàâèñèò îò i, ò. å. èìååò ìåñòî (20).Îáðàòíî, ïóñòü âûïîëíåíî (20). Èç ñâîéñòâ îòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

pi0

pi

=

∑
i′ pi′0∑
i′ pi′

=
p′0 − p∗

1 − p∗
.Îòñþäà pi0 =

pi(p
′
0 − p∗)

1 − p∗
. Èñïîëüçóÿ ýòî, ïðåîáðàçóåì q̂i0

q̂i0 =
pi0p

′
0

p′0 − p∗ = pi0 +
pi0p∗

p′0 − p∗
= pi0 +

pip∗

1 − p∗
=
pi0 + p∗(pi − pi0)

1 − p∗
. (21)Êðîìå òîãî, q̂i0 =

pi0p
′
0

p′0 − p∗ =
pip

′
0

1 − p∗
è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå q̂i0/pi íåçàâèñèò îò i. Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ îòíîøåíèé ïîëó÷àåì

q̂i0∑
i′ q̂i′0

=
pi∑
i′ pi′

=
pi

1 − p∗
.Ýòî è (21) ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàì

pi

pi0 + p∗(pi − pi0)
=

1∑
i q̂i0

. (22)Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà piv = q̂iv , (21) è (22) âûâîäèì èç (19)

H(XY )Q0
=

∑

i,v

piv log
1

q̂iv
+

∑

i

pi0 log
1

q̂i0
+

∑

i

pip∗

1 − p∗
log

1∑
i′ q̂i′0

=

= −
∑

i,j

pij log q̂ij − p∗ log

∑

i

q̂i0 = H(PXY , Q̂) = H(XY ).Îòñþäà è èç óòâåðæäåíèÿ 21 ñëåäóåò äîêàçûâàåìûé �àêò.Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñèììåòðèè èí�îðìàöèè.Óò â å ðæä åíè å 23. Ñâîéñòâî ñèììåòðèè èí�îðìàöèè I(X,Y ) = I(Y,X)èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (20). Â îñ-òàëüíûõ ñëó÷àÿõ ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî I(X,Y ) < I(Y,X).



274 Ë.À. ØÎËÎÌÎÂÄîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Èç (17) è (13) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ
H(X) + H(Y |X) = H(XY )Q0

> H(XY ) = H(Y ) + H(X |Y ),èç êîòîðûõ ñëåäóåò H(X)−H(X |Y ) > H(Y )−H(Y |X), ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðà-âåíñòâó I(Y,X) > I(X,Y ). �àâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàâûïîëíåíî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ ýíòðîïèé (7), ò. å. êîãäà ñïðàâåäëèâî óñëîâèå
(20). Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå Îòäåëåíèÿ íàíîòåõíîëîãèéè èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé �ÀÍ ïî ïðîãðàììå �óíäàìåíòàëüíûõ èññëå-äîâàíèé (ïðîåêò ¹ 1-1) è �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâà-íèé (ïðîåêò ¹ 06-07-89293).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
1. � àë ëà ã å ð �. Òåîðèÿ èí�îðìàöèè è íàäåæíàÿ ñâÿçü.|Ì.: Ñîâåòñêîå ðàäèî, 1974.
2. Ê î ëìî ã î ð î â À.Í. Àëãîðèòì, èí�îðìàöèÿ, ñëîæíîñòü.|Ì.: Çíàíèå, 1991.
3. Øîëîìîâ Ë.À. Ñæàòèå ÷àñòè÷íî îïðåäåëåííîé èí�îðìàöèè //Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêàè óïðàâëåíèå. Âûï. 4.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.|Ñ. 385{399.
4. Øîëîìîâ Ë.À. Êîäèðîâàíèå ÷àñòè÷íî-îïðåäåëåííûõ äèñêðåòíûõ èñòî÷íèêîâ áåç ïà-ìÿòè //Äîêëàäû �ÀÍ.|2004.|Ò. 397, ¹ 2.|Ñ. 178{180.
5. Øîëîìîâ Ë.À. Î ìåðå èí�îðìàöèè íå÷åòêèõ è ÷àñòè÷íî-îïðåäåëåííûõ äàííûõ //Äî-êëàäû ÀÍ.|2006.|Ò. 410, ¹ 1.|Ñ. 321{325.
6. × è ñ àð È., Êå ðí å ð ß. Òåîðèÿ èí�îðìàöèè: òåîðåìû êîäèðîâàíèÿ äëÿ äèñêðåòíûõñèñòåì áåç ïàìÿòè.|Ì.: Ìèð, 1985.
7. Øîëîìîâ Ë.À. Ïðåîáðàçîâàíèå íå÷åòêèõ äàííûõ ñ ñîõðàíåíèåì èí�îðìàöèîííûõñâîéñòâ //Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ñåð 1.|2005.|Ò. 12, ¹ 3.|Ñ. 85{104.
8. Øîëîìîâ Ë.À. Î ñëîæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèè ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ �óí-êöèé ñõåìàìè //Äèñêðåòíûé àíàëèç è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Ñåð. 1.|2007.|Ò. 14,¹ 1.|Ñ. 110{139.
9. Øîëîìîâ Ë.À. Êà÷åñòâåííûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé ðå-àëèçàöèè //Ìàòåðèàëû IX Ìåæäóíàðîäíîãî ñåìèíàðà \Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è ååïðèëîæåíèÿ", Ìîñêâà, 2007.|Ì.: Èçä-âî ìåõ.-ìàò. �-òà Ì�Ó, 2007.|Ñ. 144{147.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 275{286Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÄÂÀ ÏÎÄÕÎÄÀ Ê Ï�ÎÁËÅÌÅ ÏÎÈÑÊÀ Â WWWÂ.Ñ. Ëåâ÷åíêîâ, Ë. �. Ëåâ÷åíêîâàÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ñâÿçü ïðîáëåì óïîðÿäî÷åíèÿ è ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà ñòðàíèö,ðåëåâàíòíûõ çàïðîñó ïî êëþ÷åâûì ñëîâàì. Ïðåäëàãàþòñÿ äâå êîíöåïöèè ïîèñêà: à)ïîèñê íà îñíîâå óäàëåííîé ïîèñêîâîé ñèñòåìû, ðàáîòàþùåé îäíîâðåìåííî ñ áîëüøèì ÷è-ñëîì ïîëüçîâàòåëåé è çàïðîñîâ; á) ïîèñê íà îñíîâå ëîêàëüíîé ïðîãðàììû, óñòàíîâëåííîéíà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ïîëüçîâàòåëÿ è èñïîëüçóþùåé óäàëåííóþ ïîèñêîâóþ ñèñ-òåìó êàê èñòî÷íèê âíåøíåé èí�îðìàöèè ïðè îðãàíèçàöèè ïðîöåññà ïîèñêà â äèàëîãîâîìðåæèìå.
1. ÂâåäåíèåÎïûò ïîèñêà â îáøèðíûõ ìàññèâàõ èí�îðìàöèè | òèïà World Wide Web

(WWW) | ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òîëüêî íàáîðà êëþ÷åâûõ ñëîâïðè ïîèñêå ðåëåâàíòíûõ ñòðàíèö ïðèâîäèò ê ðÿäó íåæåëàòåëüíûõ ý��åê-òîâ. Íàïðèìåð, öåëàÿ ñîâîêóïíîñòü ñòðàíèö WWW, âàæíàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿïîëüçîâàòåëÿ, âîîáùå ìîæåò íå ïîïàñòü â ïîëå çðåíèÿ ïîèñêîâîé ñèñòåìû,åñëè íàáîð êëþ÷åâûõ ñëîâ äëÿ ýòèõ ñòðàíèö ïî êàêîé-òî ïðè÷èíå îêàçàëñÿíåóäà÷íûì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îòîáðàííîì ïîèñêîâîé ñèñòåìîé ìàññèâåíàõîäèòñÿ ìíîãî íåèí�îðìàòèâíûõ ñòðàíèö, êîòîðûå ê òîìó æå çà÷àñòóþîêàçûâàþòñÿ â ïåðâûõ ðÿäàõ ýòîãî ìàññèâà.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü ìíîãî ïîèñêîâûõ ñèñòåì, êîòîðûå ïðåîäî-ëåâàþò ýòè òðóäíîñòè, îïèðàÿñü íà åñòåñòâåííóþ ñòðóêòóðó ñâÿçåé, ïðèñóò-ñòâóþùóþ â WWW è âûðàæàåìóþ ìàòðèöåé öèòèðîâàíèé îäíèõ ñòðàíèöäðóãèìè. Ýòîò ïîäõîä áûë ðåàëèçîâàí â ïîèñêîâîé ñèñòåìå Google (ñì. [1]) íàîñíîâå ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ÷èñëîâîãî êðèòåðèÿ | Google PageRank, âû-÷èñëÿåìîãî ñðàçó äëÿ âñåõ ñòðàíèö WWW è äîïîëíÿþùåãî ÷èñëîâûå îöåíêè,ïîëó÷àåìûå íà îñíîâå ñîîòâåòñòâèÿ êëþ÷åâûõ ñëîâ ñîäåðæàíèþ ðàññìàòðè-âàåìûõ ñòðàíèö. Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà çíà÷åíèé PageRank îïèðàåòñÿ íà òåõ-íèêó íàõîæäåíèÿ ëåâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû, ñâÿ-çàííîé ñ ìàòðèöåé öèòèðîâàíèé, è òðåáóåò ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíîãî ïàðà-ìåòðà (äåìï�èðóþùåãî �àêòîðà), ïîçâîëÿþùåãî ñäåëàòü ðàññìàòðèâàåìóþìàòðèöó íåðàçëîæèìîé. Îäíàêî, ââåäåíèå ýòîãî ïàðàìåòðà èñêàæàåò ñòðóê-òóðó èñõîäíûõ ñâÿçåé ñòðàíèö WWW, ÷òî, êàê ïîêàçûâàþò ìîäåëüíûå ïðè-ìåðû (ñì. [2]), ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïîñòðîåíèþ óïîðÿäî÷åíèÿ, íå îòâå÷àþ-ùåãî êðèòåðèþ \çäðàâîãî ñìûñëà". Áîëåå òîãî, ñòðóêòóðà ðåàëüíîãî ãðà�àñâÿçåé WWW èìååò �îðìó \ãàëñòóêà-áàáî÷êè" è õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàçëîæè-ìîé ìàòðèöåé. Íà ýòî íåäâóñìûñëåííî óêàçûâàåò èññëåäîâàíèå ðåàëüíîéñòðóêòóðû ãðà�à WWW [3]. Àâòîðû ýòîé ðàáîòû ïðîâåëè ðÿä èññëåäîâàíèéðåàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòè ñòðàíèö WWW (ìàé 1999{îêòÿáðü 1999). Îíèèçó÷èëè ñâÿçè ìåæäó 200 ìèëëèîíàìè ñòðàíèö (îêîëî 1,5 ìèëëèàðäà ñâÿçåé)è óñòàíîâèëè èõ ñòðóêòóðó, òàê íàçûâàåìóþ \ñòðóêòóðó ãàëñòóêà-áàáî÷êè"
(ðèñ. 1).

c© Â.Ñ. Ëåâ÷åíêîâ, Ë. �. Ëåâ÷åíêîâà, 2010
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�èñ. 1. Ñòðóêòóðà WWW: \ãàëñòóê-áàáî÷êà"Â WWW åñòü ÷åòûðå áîëüøèõ ÷àñòè: ïåðâàÿ (ñåðäöå WWW| ñèëüíî ñâÿ-çàííàÿ êîìïîíåíòà | SCC), ñîäåðæàùàÿ ïðèìåðíî 56 ìëí. ñòðàíèö; âòîðàÿè òðåòüÿ | íàçâàííûå IN è OUT | ñîñòîÿò èç ñòðàíèö, ñâÿçàííûõ ñ SCC; è,íàêîíåö, ÷åòâåðòàÿ T (tendrils | \óñèêè") ñîäåðæèò ñòðàíèöû, èç êîòîðûõëèáî íåëüçÿ äîñòèãíóòü SCC, ëèáî ýòè ñòðàíèöû íåëüçÿ äîñòèãíóòü èç SCC.Îäíàêî, ñòðàíèöû ÷àñòè IN ñîäåðæàò ññûëêè, âåäóùèå â SCC, à ñòðàíèöûOUT ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû èç SCC. �àçìåðû IN, OUT è T ïðèìåðíî îäèíà-êîâû è ñîñòàâëÿþò îêîëî 44 ìëí. ñòðàíèö. Åñòü åùå íàáîð DC îòíîñèòåëüíîìåëêèõ íå ñâÿçàííûõ ñ äðóãèìè ÷àñòÿìè è ìåæäó ñîáîé êîìïîíåíò. ÍàáîðDC âêëþ÷àåò îêîëî 17 ìëí. ñòðàíèö.Òàêèì îáðàçîì, ðåàëüíàÿ ñòðóêòóðà WWW | ýòî íåñâÿçíûé îðèåíòèðî-âàííûé ãðà�, ò. å. ïîðîæäàþùàÿ åãî ìàòðèöà ñâÿçåé ðàçëîæèìà è ñîäåðæèòáîëüøîå ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåïîëíîòó ñïèñêà ñòðàíèö, ðåëåâàíòíûõ çàïðîñó ïîêëþ÷åâûì ñëîâàì, ìîæíî ïðåîäîëåòü, èñïîëüçóÿ êîíêðåòíûé âèä ðàçëîæè-ìîé ìàòðèöû ñâÿçåé ñòðàíèö WWW äðóã ñ äðóãîì [4]. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìîíà îñíîâå ìàòðèöû öèòèðîâàíèé ñ�îðìèðîâàòü ïîíÿòèå \òåìàòè÷åñêîé áëè-çîñòè" ñòðàíèö WWW è ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ [5, 6].Â [6] áûëî âûäåëåíî äâà òèïà òàêèõ îòíîøåíèé: îòíîøåíèå âíóòðåííåé (òåìà-òè÷åñêîé) êîãåðåíòíîñòè è îòíîøåíèå âíåøíåé êîãåðåíòíîñòè. Ýòè îòíîøåíèÿïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà P âñåõ ñòðàíèö WWW íà êëàññûòåìàòè÷åñêè îäíîðîäíûõ ñòðàíèö. Ïðè íàëè÷èè òàêîãî ðàçáèåíèÿ, åñëè ìûîáíàðóæèâàåì íåêîòîðîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ñòðàíèö Q ⊂ P , ðåëåâàíò-íûõ çàïðîñó ïî êëþ÷åâûì ñëîâàì, òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå ðàñøèðåíèå Qäî ìíîæåñòâà P0 ⊃ Q, ñîäåðæàùåãî âñå òå ñòðàíèöû èç P , êîòîðûå ýêâèâà-ëåíòíû õîòÿ áû îäíîé ñòðàíèöå èç Q. Áîëåå òîãî, áèíàðíûå îòíîøåíèÿ êîãå-ðåíòíîñòè ìîãóò áûòü ñíàáæåíû êîëè÷åñòâåííûìè ìåðàìè, îöåíèâàþùèìèñðàâíèòåëüíóþ ñòåïåíü èõ âûïîëíåíèÿ, à îíè, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîçâîëÿþòïðîâåñòè ñîîòâåòñòâóþùåå óïîðÿäî÷åíèå P0 íà îñíîâå íåêîòîðîãî ñêàëÿðíîãîêðèòåðèÿ.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ âçàèìíîé ñâÿçè ïðîáëåì óïî-ðÿäî÷åíèÿ è ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà ñòðàíèö, ðåëåâàíòíûõ çàïðîñó ïî êëþ-÷åâûì ñëîâàì è ñîäåðæèò èçëîæåíèå äâóõ âîçíèêàþùèõ ïðè ýòîì êîíöåïöèé



ÄÂÀ ÏÎÄÕÎÄÀ Ê Ï�ÎÁËÅÌÅ ÏÎÈÑÊÀ Â WWW 277ïîèñêà:| (RS) ïîèñê íà îñíîâå óäàëåííîé ïîèñêîâîé ñèñòåìû, ðàáîòàþùåé îä-íîâðåìåííî ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïîëüçîâàòåëåé è îáðàáàòûâàþùåé áîëüøîå÷èñëî çàïðîñîâ;| (LS) ïîèñê íà îñíîâå ëîêàëüíîé ïîèñêîâîé ïðîãðàììû, óñòàíîâëåí-íîé íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ïîëüçîâàòåëÿ è èñïîëüçóþùåé óäàëåííóþïîèñêîâóþ ñèñòåìó êàê èñòî÷íèê âíåøíåé èí�îðìàöèè ïðè îðãàíèçàöèè ïðî-öåññà ïîèñêà â äèàëîãîâîì ðåæèìå.
2. �àñøèðåíèå ìíîæåñòâà ðåëåâàíòíûõ ñòðàíèöíà îñíîâå îòíîøåíèÿ òåìàòè÷åñêîé êîãåðåíòíîñòèÏóñòü P |ìíîæåñòâî âñåõ ñòàíèö WWW; L = (lij)i,j∈P |ìàòðèöà ñâÿçåé

(öèòèðîâàíèé) äëÿ P (lij = 1, êîãäà ñòðàíèöà i öèòèðóåò ñòðàíèöó j, lij = 0âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ); Q | ïîäìíîæåñòâî P , íàéäåííîå ïîèñêîâîéñèñòåìîé ïî çàïðîñó ïîëüçîâàòåëÿ.Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îïèðàÿñü íà êëþ÷åâûå ñëîâà, ïîèñêîâàÿ ñèñ-òåìà ñòðîèò ìíîæåñòâî Q, êîòîðîå âåñüìà íåîäíîðîäíî: ÷àñòü íàéäåííûõñòðàíèö âïîëíå èí�îðìàòèâíà, à äðóãàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò èñòî÷íèêè, ìàëîïîëåçíûå äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ. Îäíàêî, áîëåå ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì Qîêàçûâàåòñÿ íåïîëíîòà ýòîãî ìíîæåñòâà: ñðåäè ñòðàíèö ìíîæåñòâà P \ Qíàõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî ñòðàíèö, â êîòîðûå ïîëüçîâàòåëþ ñëåäîâàëî áûçàãëÿíóòü, íî ïîñêîâàÿ ñèñòåìà, îïåðèðóÿ òîëüêî êëþ÷åâûìè ñëîâàìè, ñî÷ëàýòè ñòðàíèöû íåðåëåâàíòíûìè çàïðîñó. Ïîýòîìó âàæíîé ïðîáëåìîé ïîèñêàÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ñóæåíèå, íî è ðàñøèðåíèå Q çà ñ÷åò òåõ ñòðàíèö èç P \Q,êîòîðûå \òåìàòè÷åñêè áëèçêè" Q è òåì ñàìûì ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñäëÿ ïîëüçîâàòåëÿ.Òàêîå ðàñøèðåíèå ìîæíî ïðîâåñòè, åñëè èñïîëüçîâàòü îäíî èç îòíîøåíèéòåìàòè÷åñêîé áëèçîñòè (êîãåðåíòíîñòè) ñòðàíèö P , ñòðîÿùååñÿ íà îñíîâå ìà-òðèöû ñâÿçåé L. Â [6] áûëè ââåäåíû äâà îòíîøåíèÿ òàêîãî òèïà: îòíîøåíèåâíóòðåííåé êîãåðåíòíîñòè I è îòíîøåíèå âíåøíåé êîãåðåíòíîñòè E. Îáàîòíîøåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû L è ìîãóò áûòüïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå
∀i, j ∈ P iIj ⇔ (lij + lji > 1), åñëè i 6= j

∀i ∈ P iIi,
(1)

∀i, j ∈ P iEj ⇔
[∑

s

(lsilsj + lisljs > 1

]
, åñëè i 6= j

∀i ∈ P iEi.

(2)Î÷åâèäíî, îòíîøåíèÿ I è E ðå�ëåêñèâíû è ñèììåòðè÷íû.Èç (1) âèäíî, ÷òî ïîñêîëüêó îòíîøåíèå I ñâÿçûâàåò äâå ðàçëè÷íûå ñòðà-íèöû i è j, åñëè îäíà èç íèõ öèòèðóåò äðóãóþ, òî äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ íóæíàèí�îðìàöèÿ òîëüêî îá ýëåìåíòàõ lij è lji ìàòðèöû L. Òàêèì îáðàçîì, äëÿâûïîëíåíèÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ íà ïàðå {i, j} äîñòàòî÷íî, ÷òîáû òîëüêî ëèøüîäèí èç ñîçäàòåëåé ñòðàíèö i èëè j ïðèíÿë ðåøåíèå î ïîìåùåíèè ñîîòâåò-ñòâóþùåé ññûëêè íà ñâîåé ñòðàíèöå. Ïî ýòîé ïðè÷èíå îòíîøåíèå I ìîæåòîêàçàòüñÿ âåñüìà ñóáúåêòèâíûì è íåíàäåæíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ öåëåñîîáðàç-íîñòè ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà Q òîëüêî íà åãî îñíîâå.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòíîøåíèÿ E èç ìàòðèöû L ïðèâëåêàåòñÿ áîëåå îáøèðíàÿèí�îðìàöèÿ, òàê êàê âûïîëíåíèå ýòîãî îòíîøåíèÿ íà ïàðå {i, j} îáåñïå÷èâà-åòñÿ ëèáî ðåøåíèåì àâòîðîâ ïîñòîðîííèõ {i, j} ñòðàíèö, ññûëàþùèõñÿ íà i
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s

lsilsj > 0), ëèáî ðåøåíèåì ñîçäàòåëåé ñòðàíèö i è j, ïîìå-ùàþùèõ íà ñâîè ñòðàíèöû ññûëêó íà îäíó è òó æå ñòðàíèöó s ∈ P \ {i, j}
(â ýòîì ñëó÷àå ∑

s

lisljs > 0). Òàêèì îáðàçîì, îòíîøåíèå E, ïðèâëåêàþùååäëÿ îöåíêè ïàðû {i, j} âíåøíþþ ê ýòèì ñòðàíèöàì èí�îðìàöèþ (ò. å. ýëå-ìåíòû ìàòðèöû L {lis, ljs, lsi, lsj}s∈P\{i,j}), ïî-âèäèìîìó, áîëåå îáúåêòèâíîîöåíèâàåò ñòåïåíü òåìàòè÷åñêîé ñîãëàñîâàííîñòè ñòðàíèö i è j.Ïîñòðîèì òåïåðü íà îñíîâå ýòèõ îòíîøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåå ðàçáèåíèåìíîæåñòâà P íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ (\òåìàòè÷åñêè îäíîðîäíûõ") ñòðà-íèö. Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì îò îòíîøåíèé I è E ê èõ òðàíçèòèâíûì çàìûêà-íèÿì Î è Ê, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè îòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî îäèíàêîâîéñõåìå. Èìåííî, ïóñòü R | ðå�ëåêñèâíîå è ñèììåòðè÷íîå îòíîøåíèå. Åãîòðàíçèòèâíîå çàìûêàíèå | ýòî òàêîå îòíîøåíèå R̂, êîòîðîå íàõîäèòñÿ ïî Rñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì
∀i, j ∈ P iR̂j ⇔ iRj ∨ ∃i1, . . ., ik ∈ P iRi1& . . .&ikRj. (3)Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. Îòíîøåíèå Ê ñîäåðæèòñÿ â îòíîøåíèè Î , ò.å.

∀i, j ∈ P , iÊj ⇒ iÎj.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (3), âûïîëíåíèå iÊj îçíà÷àåò, ÷òî ëèáîâûïîëíåíî iEj (à çíà÷èò, èìååò ìåñòî iÎj), ëèáî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü ñòðàíèö i1, . . ., ik, ÷òî ñïðàâåäëèâî iEi1& . . .&ikEj (ò. å. îïÿòüèìååò ìåñòî iÎj).Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Îòíîøåíèÿ Î è Ê ðå�ëåêñèâíû, ñèììåòðè÷íû èòðàíçèòèâíû, ò. å. ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè íà P .Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ I è E, à òàêæåîïðåäåëåíèÿ (3).Ïóñòü {P(0)
i

}k0

i=1
è {P(1)

i

}k1

i=1
| ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà P íà êëàññû ýêâè-âàëåíòíûõ ïî Î è Ê ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëå-äóþùèå ðàñøèðåíèÿ ìíîæåñòâà Q [6]:

P(j)
0 =

⋃

i∈∆(j)

P(j)
i ; ∆

(j)
= {i : P(j)

i ∩ Q 6= ∅}; j = 0, 1. (4)Ìíîæåñòâî P(0)
0

(
P(1)

0

) ñîäåðæèò òå ñòðàíèöû èç P , êîòîðûå ýêâèâàëåíòíûõîòÿ áû îäíîé ñòðàíèöå èç Q ïî îòíîøåíèþ Î
(
Ê
). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1,ìíîæåñòâî P(1)

0 ñîäåðæèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíüøå ñòðàíèö, ÷åì ìíîæåñòâî
P(0)

0 ,
P(1)

0 ⊂ P(0)
0 , (5)÷òî ïðèâîäèò ê ðàçëè÷èþ ñòðàòåãèé ïîèñêà íóæíîé ïîëüçîâàòåëþ èí�îðìà-öèè â ìíîæåñòâàõ P(0)

0 è P(1)
0 . Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòîãî ðàçëè÷èÿ çàìåòèì,÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìíîæåñòâà P(0)

0 , åñëè õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò i ∈ Qïîïàäàåò â ãèãàíòñêóþ ñâÿçíóþ êîìïîíåíòó SSC ãðà�à WWW (ñì. ðèñ. 1),òî P(0)
0 áóäåò ñîäåðæàòü âñå ýëåìåíòû ýòîé êîìïîíåíòû, à èõ äåñÿòêè ìèëëè-îíîâ. Ìíîæåñòâî P(1)

0 ìîæåò áûòü â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâåííî óæå.
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2. Ïîèñê â ìíîæåñòâå P
(0)
0Ìíîæåñòâî P(0)

0 , ñîãëàñíî (4), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ñîâîêóï-íîñòè ∆
(0) ⊂ {1, . . ., k0} ýëåìåíòîâ {P(0)

i

}k0

i=1
ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà P âñåõñòðàíèö WWW íà êëàññû P(0)

i ýêâèâàëåíòíûõ ïî îòíîøåíèþ Î ýëåìåíòîâ P ,
P(0)

0 =

⋃

i∈∆(0)

P(0)
i .Â ñèëó (1), (3), ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâà P(0)

n è P(0)
m (n, m ∈ ∆

(0)
)íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì âçàèìíûìè öèòèðîâàíèÿìè, ò. å. íåò íè îäíîéñòðàíèöû i ∈ P(0)

n , êîòîðàÿ öèòèðóåò õîòÿ áû îäíó ñòðàíèöó j ∈ P(0)
m (èíàîáîðîò), è ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííî íåçàâèñèìûìè.Ñóæåíèå ìàòðèöû L íà ìíîæåñòâî P(0)

0 , î÷åâèäíî, ðàçëîæèìî è èìååòáëî÷íóþ ñòðóêòóðó: êàæäûé áëîê íà äèàãîíàëè ñîîòâåòñòâóåò ñóæåíèþ ìà-òðèöû L íà îäèí èç êëàññîâ P(0)
m , m ∈ ∆

(0), è ìîæåò áûòü ðàçëîæèìûì; âíåäèàãîíàëüíûõ áëîêîâ âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû L ðàâíû 0. Òàêèì îáðàçîì,óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ P(0)
0 ðàçáèâàåòñÿ íà |∆(0)| íåçàâèñèìûõ óïîðÿäî÷å-íèé: ýëåìåíòû êàæäîãî ìíîæåñòâà P(0)

m , m ∈ ∆
(0), äîëæíû óïîðÿäî÷èâàòüñÿîòäåëüíî äðóã îò äðóãà.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî óïîðÿäî÷åíèÿ ðàññìîòðèì òå îòíîøå-íèÿ, êîòîðûìè ñâÿçàíû ýëåìåíòû êàæäîãî P(0)

m ìåæäó ñîáîé:
(1) îòíîøåíèå ïðÿìîãî öèòèðîâàíèÿ LT :

iLT j ⇔ lji = 1 (ñòðàíèöà j öèòèðóåò ñòðàíèöó i);

(2) îòíîøåíèå âíóòðåííåé êîãåðåíòíîñòè I(s)
(s = 1, 2):

iI(s)j ⇔ lij + lji > s (ïðè s = 1: ñòðàíèöà i èëè j ñîäåðæèò öèòèðîâàíèåäðóãîé ñòðàíèöû; ïðè s = 2: ñòðàíèöà i öèòèðóåò j, à j öèòèðóåò i);

(3) îòíîøåíèå âíåøíåé êîãåðåíòíîñòè E(k)
(k = 1, 2, . . .):

iE(k)j ⇔
∑

s

(lsilsj + lisljs) > k

(ñóùåñòâóåò íå ìåíåå k ñòðàíèö, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ëèáî öèòèðóåò îáå ñòðà-íèöû i è j, ëèáî öèòèðóåòñÿ íà ñòðàíèöàõ i è j îäíîâðåìåííî).Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [6] ìû îãðàíè÷èëèñü òîëüêî äâóìÿ îòíîøåíèÿìè Iè E. Îíè ñâÿçàíû ñ ââåäåííûìè âûøå áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè ñëåäóþùèìîáðàçîì: I(1)
= I, E(1)

= E ; ïðè ýòîì I(1) ⊃ I(2); E(k) ⊃ E(k+1), k = 1, 2.Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâà îòíîøåíèé {I(s)
}2

s=1
, {E(k)

}
k>1

ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíûå óñèëåíèÿ ââåäåííûõ â ðàçäåëå 2 îòíîøåíèé I è E,ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñêàëÿðíîãî êðèòåðèÿ, ó÷èòûâàþùåãî âêëàäýòèõ îòíîøåíèé â óïîðÿäî÷åíèå ýëåìåíòîâ P(0)
m , íåîáõîäèìî ïåðåéòè ê êîëè-÷åñòâåííîìó îïèñàíèþ, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ìóëüòèîòíîøåíèé, êàê ýòî áûëîñäåëàíî â [6]. Ïðè ýòîì ìû ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñîâîêóïíîñòü ìóëüòèîò-íîøåíèé:
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(1') äëÿ îòíîøåíèÿ LT

l(i, j) =

{
lji, åñëè j 6= i

0, åñëè j = i;
(6)

(2') äëÿ îòíîøåíèÿ I(s)
(s = 1, 2):

τ (s)
(i, j) =

{
lij + lji, åñëè (j 6= i)&(lij + lji > s)

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; (7)

(3') äëÿ îòíîøåíèÿ E(k)
(k > 1):

e(k)
(i, j) =






∑

s

(lsilsj + lisljs) åñëè (
∑

s

(lsilsj + lisljs) > k

)
&(j 6= i)

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. (8)Îáúåäèíåíèå (6){(8) â åäèíîå ìóëüòèîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò êîëè÷åñòâåííîó÷åñòü âëèÿíèå âñåõ îòíîøåíèé âìåñòå. Ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, ðåçóëü-òèðóþùåå ìóëüòèîòíîøåíèå p(i, j) â âèäå
p(i, j) = l(i, j) + τ (1)

(i, j) + e(1)
(i, j) = 2lji + lij +

∑

s

(lsilsj + lisljs). (9)Óïîðÿäî÷åíèå ìíîæåñòâà P(0)
m íàõîäèòñÿ ïî èí�îðìàöèè â âèäå (9) ñî-ãëàñíî ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì [6].Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ìàòðèöà ïåðåõîäîâ T

(0)
m =

(
t
(0)
ij

)

i,j∈P
(0)
m

ñ ýëåìåíòàìè
t
(0)
ij =






p(j, i), j 6= i

∑

s∈P
(0)
m

p(i, s), j = i.
(10)Ïîñêîëüêó â p(i, j) ïðèñóòñòâóåò ñëàãàåìîå τ (1)

(i, j), ýòà ìàòðèöà íåðàç-ëîæèìà, à òîãäà èñêîìîå óïîðÿäî÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ êðèòåðèåì pm(i), âû÷è-ñëÿåìûì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
pm(i) = u(0)

(i)v(0)
(i);

∑

s∈P
(0)
m

pm(i) = 1;

T
(0)
m u(0)

= λ(0)u(0)
; v(0)T

(0)
m = λ(0)v(0),

(11)ãäå λ(0) | ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íåîòðèöàòåëüíîé íåðàçëîæè-ìîé ìàòðèöû T
(0)
m .Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ëþáûå äâà ìíîæåñòâà P(0)

m è P(0)
n ∈ ∆

(0) íå ñâÿçàíû äðóãñ äðóãîì îòíîøåíèåì LT , óïîðÿäî÷åíèÿ p
(0)
m è p

(0)
n íåçàâèñèìû è ëó÷øèåýëåìåíòû ýòèõ ðàçáèåíèé äîëæíû ïðåäúÿâëÿòüñÿ ïîëüçîâàòåëþ íà ðàâíîì



ÄÂÀ ÏÎÄÕÎÄÀ Ê Ï�ÎÁËÅÌÅ ÏÎÈÑÊÀ Â WWW 281îñíîâàíèè áåç êàêîé-ëèáî äèñêðèìèíàöèè. Ñóæäåíèå îá èõ îòíîñèòåëüíîìêà÷åñòâå äîëæåí äåëàòü ñàì ïîëüçîâàòåëü, à íå ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìíîæåñòâà P(0)
0 ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ ïîèñêîâîé ñèñ-òåìû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ðàçáèåíèÿ P(0)

0 íà êëàññû {P(0)
m

}

m∈∆(0)
, âû÷èñëå-íèè âñåõ ñêàëÿðíûõ êðèòåðèåâ pm(i), i ∈ P(0)

m ; ïðåäúÿâëåíèè ïîëüçîâàòåëþñòðóêòóðû ðàçáèåíèÿ è óïîðÿäî÷åííûõ ñîâîêóïíîñòåé ýëåìåíòîâ èç êàæäîãîêëàññà ðàçáèåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàáîòå â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè ïîèñêîâàÿ ñèñòåìàâ ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ çàïðîñà äîëæíà òîëüêî íàéòè ìíîæåñòâî ðåëåâàíòíûõçàïðîñó ñòðàíèö Q è íîìåðà ∆
(0) òåõ êëàññîâ P(0)

m (m ∈ ∆
(0)

), êîòîðûå ñîäåð-æàò â ñåáå ýëåìåíòû èç Q. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé êðèòåðèÿ pm(i) äëÿ êàæäîãîêëàññà ðàçáèåíèÿ P(0)
m ìîæíî ïðîâåñòè çàðàíåå, ïîñêîëüêó åãî çíà÷åíèÿ íåçàâèñÿò îò ñîñòàâà çàïðîñà, à òîëüêî ëèøü îò âèäà ìàòðèöû öèòèðîâàíèé L.

4. Ïîèñê â ìíîæåñòâå P
(1)
0Ìíîæåñòâî P(1)

0 âîçíèêàåò êàê ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà Q íà îñíîâå ýëå-ìåíòîâ èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè {P(1)
m

}

m∈∆(1)
, ñîäåðæàùèõ õîòÿ áû îäíóñòðàíèöó èç ìíîæåñòâà Q. Êàæäîå ìíîæåñòâî P(1)

m ñîäåðæèò \òåìàòè÷å-ñêè" áëèçêèå ïî îòíîøåíèþ E(1) ñòðàíèöû. Ýòî îòíîøåíèå, îïðåäåëÿåìîå íàïàðå ñòðàíèö {i, j} óñëîâèåì ∑
s

(lsilsj + lisljs) > 1, äîñòàòî÷íî æåñòêî ñîðòè-ðóåò ñòðàíèöû ïî êëàññàì è ïðèâîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê ìíîæåñòâàì P(1)
0è P(1)

m , m ∈ ∆
(1), ñóùåñòâåííî ìåíüøåé ìîùíîñòè, ÷åì â ñëó÷àå îòíîøå-íèÿ I. Îäíàêî, òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ òåìàòè÷åñêîé ñâÿçèñòðàíèö ìû èñïîëüçóåì çäåñü îòíîøåíèå E(1), à íå I(1), ïðèâîäèò ê âàæ-íîìó ïîñëåäñòâèþ. Èìåííî, ðàçëè÷íûå êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ýëåìåíòîâ,íàïðèìåð, P(1)

m è P(1)
n (m, n ∈ ∆

(1)
), îêàçûâàþòñÿ íå èçîëèðîâàííûìè äðóã îòäðóãà ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèñóòñòâèÿ öèòèðîâàíèÿ ìåæäó ñòðàíèöàìè i ∈ P(1)

mè ñòðàíèöàìè j ∈ P(1)
n . Ïîñêîëüêó ìû õîòåëè áû óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòûìíîæåñòâà P(1)

0 ïåðåä ïðåäúÿâëåíèåì èõ ïîëüçîâàòåëþ, òî íåîáõîäèìî ïðåä-âàðèòåëüíî èññëåäîâàòü âîçíèêàþùóþ ñòðóêòóðó ñâÿçåé. Ýòîãî ìîæíî äî-ñòèãíóòü, ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå çàäà÷å ìóëüòèîòíîøåíèå,îïèñûâàþùåå ñâÿçè ìåæäó ñòðàíèöàìè. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç r(i, j). Ýòîìóëüòèîòíîøåíèå äîëæíî âêëþ÷àòü ñîñòàâëÿþùóþ, àíàëîãè÷íóþ ìóëüòèîò-íîøåíèþ ïðÿìîãî öèòèðîâàíèÿ l(i, j) (ñì. (6)), à òàêæå ñîäåðæàòü âêëàä îòìóëüòèîòíîøåíèÿ, ñâÿçàííîãî ñ îöåíêîé òåìàòè÷åñêîé ñâÿçè ìåæäó ñòðàíè-öàìè. Ïîñêîëüêó ïðè ïîñòðîåíèè P(1)
0 ìû ïðèìåíÿëè îòíîøåíèå E(1), òî öå-ëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìóëüòèîòíîøåíèå e(1)

(i, j) (ñì. (8)). Â ðåçóëüòàòå,
P(1)

0 ìîæíî óïîðÿäî÷èòü íà îñíîâå ìóëüòèîòíîøåíèÿ
r(i, j) =

{
l(i, j) + e(1)

(i, j), åñëè j 6= i

0, åñëè j = i.
(12)



282 Â.Ñ. ËÅÂ×ÅÍÊÎÂ, Ë. �. ËÅÂ×ÅÍÊÎÂÀÝòî ìóëüòèîòíîøåíèå îáëàäàåò áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðîé ñâÿçåé ìåæäóýëåìåíòàìè, ÷åì ìóëüòèîòíîøåíèå (9). Äëÿ âûÿâëåíèÿ ýòîé ñòðóêòóðû ââå-äåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðèöó S = (sij)i,j∈P
(1)

0

ñ ýëåìåíòàìè
sij =

{
r(j, i), åñëè j 6= i

0, åñëè j = i,
(13)è ïðèâåäåì åå ê íîðìàëüíîìó âèäó [6], êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñïåöèàëüíîéáëî÷íîé ñòðóêòóðîé è ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2.

S1
0

S2 . . .. . .
Sk�èñ. 2Â íîðìàëüíîé (êàíîíè÷åñêîé) �îðìå ìàòðèöà S èìååò áëî÷íî-òðåóãîëü-íûé âèä: ìàòðèöû Si, ñòîÿùèå íà áëî÷íîé äèàãîíàëè, ëèáî íåðàçëîæèìû,ëèáî ñîäåðæàò åäèíñòâåííûé íóëåâîé ýëåìåíò, âûøå áëî÷íîé äèàãîíàëè âñåýëåìåíòû ìàòðèöû ðàâíû 0.Ïóñòü Vi ⊂ P(1)

0 | ìíîæåñòâî ñòðàíèö, íóìåðóþùèõ ñòðîêè ìàòðèöû Si.Ñîâîêóïíîñòü V = {V1, . . ., Vk} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà P(1)
0

P(1)
0 =

k⋃

i=1

Viè èìååò ñëåäóþùóþ èåðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó [4]. Ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ Vìîæíî çàíóìåðîâàòü â òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàçáèåíèå êîòîðîé íàêóñêè
Ṽ1 = {V1, . . ., Vs1

}, Ṽ2 = {Vs1+1, . . ., Vs2
}, . . ., Ṽh = {Vsh−1+1, . . ., Vk} (14)îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(A) ∀Vl, Vm ∈ Ṽs l 6= m ⇒ ∀i ∈ Vl, ∀j ∈ Vm r(i, j) = r(j, i) = 0;
(B) ∀Vl ∈ Ṽi, ∀Vm ∈ Ṽj i < j ⇒ ∀p ∈ Vl, ∀q ∈ Vm r(q, p) = 0;
(C) ∀Vl ∈ Ṽi ∃Vm ∈ Ṽi+1, ∃p ∈ Vl, ∃q ∈ Vm r(p, q) = 1.Ñîäåðæàòåëüíî, óñëîâèå (A) îçíà÷àåò, ÷òî ýëåìåíòû ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ,ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òîìó æå êóñêó Ṽs, íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ìóëü-òèîòíîøåíèåì r(i, j). Óñëîâèÿ (B) è (C) ïîêàçûâàþò, ÷òî êóñêè Ṽ1, . . ., Ṽhìîæíî óïîðÿäî÷èòü ñâåðõó âíèç òàê, ÷òî:
1) íè îäèí ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà Vi ∈ V íå ñâÿçàí ìóëüòèîòíîøåíèåì r ñýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Vj ∈ V , åñëè i > j;
2) â êóñêå Ṽi+1, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùåì çà êóñêîì Ṽi â ýòîì óïîðÿ-äî÷åíèè äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà Vl ∈ Ṽi íàéäåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî Vm ∈ Ṽi+1,÷òî íåêîòîðûé ýëåìåíò Vl ñâÿçàí îòíîøåíèåì r ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì ìíî-æåñòâà Vm.
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�èñ. 3�ðà�è÷åñêè òàêóþ èåðàðõèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå \ñëîåâ", ñîäåð-æàùèõ ìíîæåñòâà èç îäíîãî êóñêà è \ñâÿçåé" ïî îòíîøåíèþ r, âåäóùèõñâåðõó âíèç (ðèñ. 3). Òî÷íóþ ñòðóêòóðó ñâÿçåé ìû èññëåäóåì ïîçæå.Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî íàïðàâëåííàÿ ñâÿçü ìåæäó ñòðàíèöàìè p è q, âûðà-æàåìàÿ óñëîâèÿìè r(p, q) = 1, r(q, p) = 0, ñîäåðæàòåëüíî îçíà÷àåò â ñèëó (12),
(6) è (8), ÷òî ñòðàíèöà q öèòèðóåò ñòðàíèöó p, à îáðàòíîå íå èìååò ìåñòà.Ìåæäó ðàçáèåíèåì V = {V1, . . ., Vm} ìíîæåñòâà P(1)

0 è åãî ðàçáèåíèåì{
P(1)

i

}

i∈∆(1)
ñóùåñòâóåò ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå.Ó ò â å ð æ ä å í è å 3. Äëÿ ëþáîãî P(1)

i (i ∈ ∆
(1)

) ñóùåñòâóåò òàêîå ìíî-æåñòâî Vm ∈ V , ÷òî P(1)
i ⊂ Vm.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Vm âûáðàíî òàê, ÷òî Vm ∩ P(1)

i 6= ∅.Â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöà Sm (ñì. ðèñ. 2) íåðàçëîæèìà, îòâå÷àþùèé åéãðà� M(Sm) | ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí Vm è ìíîæåñòâîì äóã
Em = {ij : i, j ∈ Vm&r(j, i) > 0}| áóäåò ñèëüíî ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé ãðà�à M(S). Â ñèëó òîãî, ÷òî P(1)

i |êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ Ê, à r(i, j) > e(1)
(i, j) (ñì. (12)), òîâñå ýëåìåíòû P(1)

i ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó âåðøèí ãðà�à M(Sm). Çíà÷èò,
P(1)

i ⊂ Vm.Ñ ë å ä ñ ò â è å 1. �àçáèåíèå {P(1)
i

}

i∈∆(1)
ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ðàçáèå-íèÿ V = {Vi}k

i=1 ìíîæåñòâà P(1)
0 .Òàêèì îáðàçîì, êàæäîå ìíîæåñòâî Vm ∈ V ñîñòîèò èç êîìïîíåíò ðàçáèå-íèÿ {P(1)

i

}

i∈∆(1)
è äëÿ íàõîæäåíèÿ âèäà ñâÿçåé â èåðàðõèè, ïðåäñòàâëåííîéíà ðèñ. 3, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñòðóêòóðó ýòèõ ñâÿçåé ìåæäó ìíîæåñòâàìèèç {P(1)

i

}

i∈∆(1)
. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì \ñóæåíèå" D ìàòðèöû L íà ìíîæå-ñòâî ∆

(1). Èìåííî, ïîëîæèì
D = (dij)i,j∈∆(1) , dij =





1, åñëè ∃m ∈ P(1)

i , ∃n ∈ P(1)
j , lmn = 1

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. (15)
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D1

0

}
∆

(1)
1

D2

}
∆

(1)
2. . .

0 ∨ 1 Dk

}
∆

(1)
k�èñ. 4Ïðåäñòàâèì òåïåðü ìàòðèöó D â íîðìàëüíîé �îðìå (ðèñ. 4).Òîãäà â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (15) ýëåìåíòîâ D è óòâåðæäåíèÿ 2, ñïðàâåäëèâî

∆
(1)

=

k⋃

i=1

∆
(1)
i , (16)ãäå ìíîæåñòâî ∆

(1)
i ñîäåðæèò ýëåìåíòû, íóìåðóþùèå ñòðîêè ìàòðèöû Di;ïðè ýòîì,

∀i Vi =

k⋃

j∈∆
(1)

i

P(1)
j . (17)Ìàòðèöó D íàçîâåì ñêåëåòíîé ìàòðèöåé ðàçáèåíèÿ V = {V1, . . ., Vk}. Îò-ìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå åäèíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â íèæíåì ëåâîì óãëó ìàòðèöû D

(ñì. ðèñ. 4) ïîêàçûâàåò ñâÿçè ìåæäó ñëîÿìè è ìíîæåñòâàìè èåðàðõèè, ïðåä-ñòâëåííîé íà ðèñ. 3. Ñîîòíîøåíèå (17) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ðàçáèå-íèåì V = {V1, . . ., Vk} è ñòðóêòóðîé äèàãîíàëüíûõ áëîêîâ {Di}i∈∆(1) .Çíàíèå íîðìàëüíîãî âèäà ñêåëåòíîé ìàòðèöû ïîçâîëÿåò òàêæå óïîðÿäî-÷èòü êëàññû Vs, ïðèíàäëåæàùèå çàäàííîìó ñëîþ èåðàðõèè Ṽi. Äåéñòâè-òåëüíî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòðóêòóðû ìàòðèöû D ýëåìåíòû, âõîäÿùèå â Ṽi, ïî-ðàçíîìó ñâÿçàíû ñ ýëåìåíòàìè, âõîäÿùèìè âî âñå îñòàëüíûå ñëîè Ṽj (j 6= i).Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êëàññû Vi, Vj ∈ V ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì îòíîøåíèåìöèòèðîâàíèÿ (ñì. ðàçäåë 2.1), åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ñòðàíèöû m ∈ Vi è
n ∈ Vj , ÷òî lmn + lnm > 1 (ò. å. ëèáî ñòðàíèöà m öèòèðóåò n, ëèáî ñòðàíèöà nöèòèðóåò m).Ýòî îòíîøåíèå àíàëîãè÷íî îòíîøåíèþ âíóòðåííåé êîãåðåíòíîñòè (1), íîäåéñòâóåò íå íà ìíîæåñòâå ñòðàíèö, à íà ìíîæåñòâå êëàññîâ V .Ñîïîñòàâèì òåïåðü êàæäîìó êëàññó Vm ∈ V ÷èñëî ρ(Vm) òåõ îòëè÷íûõîò Vm êëàññîâ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ íèì îòíîøåíèåì öèòèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ
ρ(Vm) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ñêàëÿðíûì êðèòåðèåì [4], óïîðÿäî÷èâàþùèìêëàññû îäíîãî óðîâíÿ èåðàðõèè Ṽi. Ýòî óïîðÿäî÷åíèå íàêëàäûâàåòñÿ íàóïîðÿäî÷åíèå êëàññîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçíûì ñëîÿì èåðàðõèè (êîãäà èçäâóõ êëàññîâ Vm ∈ Ṽi è Vn ∈ Ṽj ëó÷øèì ñ÷èòàåòñÿ òîò êëàññ, êîòîðûé ïðè-íàäëåæèò ñëîþ ñ ìåíüøèì íîìåðîì), è ïîðîæäàåò óïîðÿäî÷åíèå âñåãî ìíî-æåñòâà V . Îñòàåòñÿ òîëüêî óïîðÿäî÷èòü ñòðàíèöû âíóòðè êàæäîãî Vm ∈ V .Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ìóëüòèîòíîøåíèå r(i, j) èç (12) è ïðèìåíèì ñîîòíîøå-íèÿ òèïà (10) è (11) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ñêàëÿðíîãî êðèòåðèÿ.Èìåííî, ââåäåì ìàòðèöó ïåðåõîäîâ T

(1)
m =

(
t
(1)
ij

)

i,j∈Vm

t
(1)
ij =

{
r(j, i), åñëè j 6= i∑

s∈Vm

r(i, s), åñëè j = i. (18)
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rm(i) = u(1)

(i)v(1)
(i);

∑
s∈Vm

rm(i) = 1;

T
(1)
m u(1)

= λ(1)u(1)
; v(1)T

(1)
m = λ(1)v(1).

(19)Â ðåçóëüòàòå, ñõåìó ïîèñêà â èåðàðõèè V ñ ïîñòðîåííîé âûøå ñòðóêòóðîéóïîðÿäî÷åíèé ìîæíî îðãàíèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïîèñê íà÷èíàåòñÿ ñ âåðõíåãî ñëîÿ èåðàðõèè Ṽ1. Èç Ṽ1 âûáèðàåòñÿ îäèí èçòåõ êëàññîâ Vm ∈ Ṽ1, äëÿ êîòîðîãî çíà÷åíèå �óíêöèè ρ(Vm) íà ìíîæåñòâå Ṽ1äîñòèãàåò ìàêñèìóìà. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ìíîæåñòâî Vm ðàçáèâàåòñÿ íàãðóïïû òåìàòè÷åñêè îäíîðîäíûõ ñòðàíèö ñîãëàñíî (17): Vm =
⋃

j∈∆
(1)
m

P(1)
j .Êàæäîå P(1)

j (j ∈ ∆
(1)
m ) ñîäåðæèò ñòðàíèöû, ñâÿçàííûå äðóã ñ äðóãîì îòíî-øåíèåì âíåøíåé òåìàòè÷åñêîé êîãåðåíòíîñòè. Ïîýòîìó, åñëè âûäåëèòü èç

P(1)
j íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ëó÷øèõ (ïî êðèòåðèþ rm(i)) ñòðàíèö, òî ïî íèìïîëüçîâàòåëü ìîæåò ñäåëàòü îïðåäåëåííîå ñóæäåíèå î ðåëåâàíòíîñòè P(1)

jäëÿ ïîèñêà íà îñíîâàíèè îöåíêè òîãî, òà ëè ýòà òåìàòèêà, êîòîðóþ îí èìåëâ âèäó, äåëàÿ çàïðîñ ïî êëþ÷åâûì ñëîâàì.Åñëè îòâåò ïîëüçîâàòåëÿ îòðèöàòåëåí, òî ïðîñìîòð P(1)
j ïðåêðàùàåòñÿè ýòî ìíîæåñòâî ïîìå÷àåòñÿ. Àíàëîãè÷íûé àíàëèç ïðîâîäèòñÿ äëÿ îñòàëü-íûõ P(1)

i , ñîñòàâëÿþùèõ ìíîæåñòâî Vm, i ∈ ∆
(1)
m \ {j}. Ïðè ýòîì, åñëè äëÿíåêîòîðîé êîìïîíåíòû P(1)

i (i ∈ ∆
(1)
m ) ïîëüçîâàòåëåì îáíàðóæåíî õîðîøååñîîòâåòñòâèå âûäåëåííûõ ñòðàíèö ñ ïðåäìåòîì ïîèñêà, òî ïî åãî æåëàíèþ

1) ëèáî ïîèñê âíóòðè P(1)
i áóäåò ïðîäîëæåí íà îñíîâå èçó÷åíèÿ îñòàëüíîãîìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç P(1)
i , óïîðÿäî÷åííîãî ñîãëàñíî êðèòåðèþ rm;

2) ëèáî áóäåò îðãàíèçîâàí ïðîñìîòð êëàññà Vn, ïðèíàäëåæàùåãî ñëåäóþ-ùèìó çà Ṽ1 óðîâíþ èåðàðõèè Ṽ2 è ñâÿçàííîãî ñ Vm îòíîøåíèåì öèòèðîâàíèÿ.Ïðè òàêîì ïðîñìîòðå â Vn (åãî ðàçáèåíèå èìååò âèä Vn =
⋃

k∈∆
(1)
n

P(1)
k ) âûäåëÿ-åòñÿ òîò êëàññ òåìàòè÷åñêîé êîãåðåíòíîñòè, êîòîðûé ñâÿçàí ñ P(1)
i ñîãëàñíîìàòðèöå D. Ýòîò êëàññ óïîðÿäî÷èâàåòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ rn è åãî ýëå-ìåíòû ïðåäúÿâëÿþòñÿ ïîëüçîâàòåëþ â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîðÿäêå.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âñå ïðîñìîòðåííûå êëàññû ïîìå÷àþòñÿ.Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ïðîñìîòðà ïåðâîãî ñëîÿ èåðàðõèè, ïîëüçîâàòåëü ïå-ðåõîäèò ê ïðîñìîòðó ñëåäóþùåãî óðîâíÿ Ṽ2, îãðàíè÷èâàÿñü òåìè ìíîæå-ñòâàìè Vi ∈ Ṽ2, ó êîòîðûõ ïîìå÷åíû íå âñå êîìïîíåíòû P(1)

j èõ ðàçáèåíèÿ
Vi =

⋃

j∈∆
(1)

i

P(1)
j . Ïðîñìîòð ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ äî ìíîæåñòâ ñëîÿ Ṽh, åñëèïîëüçîâàòåëü íå ïðåêðàòèò åãî ñâîèì ðåøåíèåì íà êàêîì-òî áîëåå âûñîêîìóðîâíå èåðàðõèè.Äîñòîèíñòâîì òàêîé ïðîöåäóðû ïîèñêà ñ íàøåé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî,÷òî íå ïîèñêîâàÿ ñèñòåìà óêàçûâàåò ïîëüçîâàòåëþ âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüïðîõîæäåíèÿ ñòðàíèö èç P(1)

0 (êàê ýòî äåëàåòñÿ â ñëó÷àå ìíîæåñòâà P(0)
0 ), àïðåäîñòàâëÿåò ýòó âîçìîæíîñòü ñàìîìó ïîëüçîâàòåëþ. Îäíàêî, ýòî íå ñíè-æàåò ðîëü ïîèñêîâîé ìàøèíû, ïîñêîëüêó îíà ïðîâîäèò áîëüøóþ ïðåäâàðè-òåëüíóþ ðàáîòó, �îðìèðóÿ ïî ìàòðèöå L ñòðóêòóðó èåðàðõèè â

V = {V1, . . ., Vk}



286 Â.Ñ. ËÅÂ×ÅÍÊÎÂ, Ë. �. ËÅÂ×ÅÍÊÎÂÀè âû÷èñëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòåðèè (ri, ρ), ïîçâîëÿþùèå óïîðÿäî÷èòüýëåìåíòû âíóòðè êàæäîãî Vi è â êàæäîì ñëîå èåðàðõèè. Óâÿçûâàíèå ýòèõïîðÿäêîâ äðóã ñ äðóãîì îñóùåñòâëÿåò ñàì ïîëüçîâàòåëü, äîïîëíÿÿ èñõîäíóþèí�îðìàöèþ (ñîäåðæàùóþñÿ â êëþ÷åâûõ ñëîâàõ) íîâîé èí�îðìàöèåé, ïî-çâîëÿþùåé \ñîðòèðîâàòü" òåìàòè÷åñêè îäíîðîäíûå ìíîæåñòâà P(1)
i , i ∈ ∆

(1),ñ ó÷åòîì ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëüçîâàòåëÿ î öåëè ïîèñêà.Ç à ì å ÷ à í è å 1. Íàáîð ìíîæåñòâ ïîèñêà P(0)
0 è P(1)

0 ìîæíî ïîïîëíèòü,åñëè ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîæåñòâà Q ïðèìåíÿòü íå òîëüêî îòíîøåíèÿ I = I(1),
E = E(1), íî òàêæå è äðóãèå îòíîøåíèÿ òèïà I(2), E(k), k > 2. Â ÷àñòíîñòè,ìîæíî ðàññìîòðåòü êëàññû, ïîñòðîåííûå òîëüêî íà îñíîâå îòíîøåíèé E(k),
k > 2 è âåñòè ïîèñê â ìíîæåñòâàõ P(k)

0 , k > 2. Ìîæíî òàêæå ïîñòðîèòü ïåðå-ñå÷åíèå îòíîøåíèé I è E è èõ ïðîèçâîäíûõ îòíîøåíèé I(s), E(k), íàïðèìåð,â ñëåäóþùåì âèäå
F (2,1)

(i, j) = I(2)
(i, j) · E(1)

(i, j). (20)Ýòî îòíîøåíèå \óæåñòî÷àåò" ïîíÿòèå òåìàòè÷åñêîé êîãåðåíòíîñòè, ïîëà-ãàÿ, ÷òî i è j òåìàòè÷åñêè êîãåðåíòíû, åñëè êàæäàÿ èç ýòèõ ñòðàíèö öèòè-ðóåò äðóãóþ (âíóòðåííÿÿ êîãåðåíòíîñòü) è îäíîâðåìåííî íàéäåòñÿ õîòÿ áûîäíà ñòðàíèöà s /∈ {i, j}, êîòîðàÿ ëèáî öèòèðóåò îáå ñòðàíèöû i è j, ëèáî
{i, j} öèòèðóþò ñòðàíèöó s (âíåøíÿÿ êîãåðåíòíîñòü). Èñïîëüçóÿ F (2,1), ìîæíîâûäåëèòü ìíîæåñòâî P(2,1)

0 , ðàñøèðÿþùåå Q è ñîäåðæàùåå êëàññû ýêâèâà-ëåíòíîñòè ñ èíûì ïîíÿòèåì òåìàòè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òîèñïîëüçîâàíèå òîãî èëè èíîãî êëàññà ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì ïîèñêî-âîé ñèñòåìû. Åãî êîíêðåòíîå çíà÷åíèå ìîæå, íàïðèìåð, óâÿçûâàòüñÿ ñ òîéòåìàòèêîé, êîòîðóþ çàäàåò ïîëüçîâàòåëü ñâîèì çàïðîñîì.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
1. P ag e L., B r i n S., Mo twan i R., W i n og r a d T. The page rank 
itiation ranking:bringing order to the web.|Stanford Digital Library working paper SIDL-WP-1999-

0120.|Stanford University, 1999.
2. Ë å â ÷ å íê îâ Â.Ñ., Ë å â ÷ å í ê îâ à Ë. �. Ìåòîäû ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè è ïðîáëåìàìîäåëèðîâàíèÿ ïîèñêà èí�îðìàöèè â Èíòåðíåòå //Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èí�îð-ìàòèêà. ¹ 16.|Ì.: Ì�Ó, 2004.|Ñ. 74{89.
3. B r od e r A., Kumar R., Magh ou l F., R aghavan P., S t a t a S., T omk i n s A.,W i e n e r J. //\Graph Stru
ture in the Web", Pro
. WWW9 
onferen
e, Amsterdam

(2000).|P. 309{320.
4. Ë å â ÷ å íê îâ Â.Ñ., Ë å â ÷ å íê î â à Ë. �. Óïîðÿäî÷åíèå ñòðàíèö WWW ïî èí�îðìà-öèè î âçàèìíûõ öèòèðîâàíèÿõ //Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èí�îðìàòèêà. ¹ 18.|Ì.:Ì�Ó, 2004.|Ñ. 93{107.
5. Ë å â ÷ å íê îâ Â.Ñ. Òåîðèÿ âûáîðà è ïðîáëåìà ïîèñêà èí�îðìàöèè â WWW //Äîêëàäû�ÀÍ.|2005.|Ò. 403, ¹ 2.|Ñ. 178{182.
6. Ë å â ÷ å íê îâ Â.Ñ., Ë å â ÷ å íê î â à Ë. �. Ïîèñê èí�îðìàöèè â WWW ñ ó÷åòîì òåìà-òè÷åñêîé îäíîðîäíîñòè ñòðàíèö //Â ñá.: Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèå. Âûï. 6/ Ïîä ðåä. Ñ.Â. Åìåëüÿíîâà, Ñ.Ê. Êîðîâèíà.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008.|C. 267{278.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 287{310Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2009ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÓÏ�ÎÙÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈÑÁÎ�À ÍÀËÎ�ÎÂ Ñ Ï�ÅÄÏ�ÈßÒÈß �ÎÑÓÄÀ�ÑÒÂÎÌÑ Ó×ÅÒÎÌ ÁÅËÎ�Î È ÒÅÍÅÂÎ�Î ÊÀÏÈÒÀËÎÂÀ.Â. Êðÿæèìñêèé, Ñ.Ï. Êîíîâàëîâ, Ì.Ñ. Íèêîëüñêèé�àáîòà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è àíàëèçó óïðîùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè �èíàí-ñîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ãîñóäàðñòâà è ïðåäïðèÿòèÿ ïî íàëîãîâîé ëèíèè. Â ïåðâîé ÷àñòèñòàòüè íà îñíîâàíèè ýâðèñòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñòðîèòñÿ óïðîùåííàÿ ìîäåëü, îïèñûâà-þùàÿ äèíàìèêó ñáîðà íàëîãîâ ñ ïðåäïðèÿòèÿ ãîñóäàðñòâîì ñ ó÷åòîì áåëîãî è òåíåâîãîêàïèòàëîâ. Âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè ýòà ìîäåëü èçó÷àåòñÿ ñ òåîðåòèêî-èãðîâûõ ïîçèöèé.1. Ïîñòðîåíèå ìîäåëè. Ýâðèñòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èãðîâàÿ ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ ãîñóäàðñòâàè ïðåäïðèÿòèÿ íà îòðåçêå âðåìåíè [0, T ].Â ìîìåíò t ∈ [0, T ] ïðåäïðèÿòèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìå-òðàìè: C (t) | îáúåì êàïèòàëà, P (t) | ÷èñòàÿ ïðèáûëü, Y (t) | âåëè÷èíàâàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè, Π(t) | âàëîâàÿ ïðèáûëü. Óïðàâëÿþùèé ïà-ðàìåòð | äîëÿ ëåãàëèçîâàííîãî (áåëîãî) êàïèòàëà u (t), u (t) ∈ [0, 1].×òîáû îöåíèòü ïîâåäåíèå ïðåäïðèÿòèÿ, ââåäåì ïîêàçàòåëü êà÷åñòâà �óí-êöèîíèðîâàíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ I (C (·) , P (·)). Ïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ ê ìàê-ñèìèçàöèè ïîêàçàòåëÿ êà÷åñòâà I (C (·) , P (·)), âûáèðàÿ u (t), t ∈ [0, T ] . �îñó-äàðñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ∆ | âðåìÿ ââåäåíèÿíàëîãîâ, N (t) | íàëîã, âçèìàåìûé ãîñóäàðñòâîì ñ ïðåäïðèÿòèÿ â ìîìåíòâðåìåíè t, ïðè ýòîì
N (t) = Π (t) · u (t) · τ,ãäå τ | äîëÿ íàëîãîâûõ îò÷èñëåíèé ïðåäïðèÿòèÿ (ñ ëåãàëèçîâàííîé ïðè-áûëè).Êðèòåðèé êà÷åñòâà äëÿ ãîñóäàðñòâà åñòü ñóììàðíûé íàëîã íà îòðåçêåâðåìåíè [∆, T ] âçèìàíèÿ íàëîãà:

J (∆, u (·)) =

T∫

∆

e−λtN (t) dt.�îñóäàðñòâî ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü J (∆, u (·)), âûáèðàÿ ∆.1.1. Ôîðìàëèçàöèÿ è àíàëèç ìîäåëèÊîíêðåòèçèðóåì ïîñòàíîâêó çàäà÷è, ââåäÿ äèíàìè÷åñêóþ ìîäåëü ïðåä-ïðèÿòèÿ. Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåí â Ïðèëîæå-íèè.
c© À.Â. Êðÿæèìñêèé, Ñ.Ï. Êîíîâàëîâ, Ì.Ñ. Íèêîëüñêèé, 2009



288 À.Â. Ê�ßÆÈÌÑÊÈÉ, Ñ.Ï. ÊÎÍÎÂÀËÎÂ, Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉÊëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü. Âåëè÷èíà Y âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè ïðåä-ïðèÿòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãèìè ïàðàìåòðàìè | îáúåìàìè êàïèòàëà, ðà-áî÷åé ñèëû, ìàòåðèàëîâ, ýíåðãîçàòðàò, òåõíîëîãèé è äð. Ïðè óïðîùåí-íîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîèçâîäñòâåííîé äèíàìèêè â ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíî-ìèêå îáû÷íî âûäåëÿþò îäèí îïðåäåëÿþùèé ïàðàìåòð; ÷àñòî òàêèì ïàðàìå-òðîì âûñòóïàåò îáúåì C êàïèòàëà ïðåäïðèÿòèÿ. Ïðè âûâîäå çàâèñèìîñòèâûïóñêà Y îò êàïèòàëà C èñõîäÿò èç òîãî, ÷òî òåìï ïðèðîñòà âàëîâîãî âû-ïóñêà ïðîïîðöèîíàëåí òåìïó ïðèðîñòà êàïèòàëà:
∆Y

Y
= α

∆C

C
.Çäåñü ∆Y | ãîäîâîé ïðèðîñò âàëîâîãî âûïóñêà, ∆C | ãîäîâîé ïðèðîñòêàïèòàëà, α | ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè.Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè (ñ ïðèìåíåíèåì �îðìóë èíòåãðàëüíîãîèñ÷èñëåíèÿ) ïðèõîäÿò ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ âàëîâîãî âûïóñêà ÷åðåçêàïèòàë:

Y = aCα
;çäåñü a | ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò.Äàííàÿ �îðìóëà åñòü ïðîñòåéøèé âàðèàíò èçâåñòíîé â ìàòåìàòè÷åñêîéýêîíîìèêå ïðîèçâîäñòâåííîé �óíêöèè Êîááà-Äóãëàñà [1℄.Ìîäåëü ñ áåëûì è òåíåâûì êàïèòàëîì. Ïðèâåäåííàÿ âûøå êëàññè÷åñêàÿïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ íå îòðàæàåò ïîäðàçäåëåíèÿ êàïèòàëà íà ëåãàëè-çîâàííûé (áåëûé) è òåíåâîé | âåñü êàïèòàë ñ÷èòàåòñÿ áåëûì. Ìåæäó òåì,ïðèðîñò ïðîèçâîäñòâà çà ñ÷åò îò÷èñëåíèÿ â íåãî åäèíèöû áåëîãî êàïèòàëàâûøå, ÷åì çà ñ÷åò îò÷èñëåíèÿ â íåãî åäèíèöû òåíåâîãî.Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâóìÿ îáñòîÿòåëüñòâàìè.Âî-ïåðâûõ, âíåäðåíèå â ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû òåíåâîãî êàïèòàëà ñâÿçàíîñ äîïîëíèòåëüíûìè ðàñõîäàìè íåëåãàëüíîãî õàðàêòåðà: ðåàëüíî â ïðîèçâîä-ñòâî ïðèõîäèò ëèøü íåêîòîðûé ïðîöåíò îò îò÷èñëåííîé åäèíèöû; â ñëó÷àåâíåäðåíèÿ åäèíèöû áåëîãî êàïèòàëà ýòîò ïðîöåíò âûøå.Âî-âòîðûõ, ïðè âíåäðåíèè â ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû áåëîãî êàïèòàëà âîç-ðàñòàåò ëèêâèäíîñòü ïðåäïðèÿòèÿ, ýòî äåëàåò ïðåäïðèÿòèå áîëåå ïðèâëåêà-òåëüíûì äëÿ èíâåñòîðîâ, ïðèòÿãèâàÿ òåì ñàìûì âíåøíèé êàïèòàë è ñïîñîá-ñòâóÿ óâåëè÷åíèþ âàëîâîãî âûïóñêà; â ñëó÷àå âíåäðåíèÿ åäèíèöû òåíåâîãîêàïèòàëà ýòîò ý��åêò îòñóòñòâóåò.Òàêèì îáðàçîì, îòíîñèòåëüíûé òåìï ïðèðîñòà ∆Clegal

C
áåëîãî êàïèòàëàèìååò áîëüøåå âëèÿíèå íà òåìï ïðèðîñòà ïðîèçâîäñòâà, ÷åì îòíîñèòåëüíûéòåìï ïðèðîñòà ∆Cshady

C
òåíåâîãî êàïèòàëà; çäåñü ∆Clegal è ∆Cshady | ãîäîâîéïðèðîñò áåëîãî è òåíåâîãî êàïèòàëà ñîîòâåòñòâåííî. Èíà÷å,

∆Y

Y
= α

∆Clegal

C
+ β

∆Cshady

C
, (1.1)ãäå α > β.Îòíîøåíèå α

β
ïîêàçûâàåò, âî ñêîëüêî ðàç îò÷èñëåíèå â ïðîèçâîäñòâî åäè-íèöû áåëîãî êàïèòàëà ý��åêòèâíåå äëÿ ïðîèçâîäñòâà, ÷åì îò÷èñëåíèå åäè-íèöû òåíåâîãî êàïèòàëà.Ââåäåì òàêîé êëþ÷åâîé ïàðàìåòð, êàê äîëÿ áåëîãî êàïèòàëà; áóäåì îáî-çíà÷àòü åãî ÷åðåç u. Î÷åâèäíî,

0 6 u 6 1,

∆Clegal = u∆C,

∆Cshady = (1 − u)∆C.
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∆Y

Y
= α

u∆C

C
+ β

(1 − u) ∆C

C
= γ (u)

∆C

C
,ãäå

γ (u) = β + (α − β)u.Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè, òàê æå, êàê â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè,ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ âàëîâîãî âûïóñêà ÷åðåç êàïèòàë. Â äàííîì ñëó÷àåîíî èìååò âèä
Y = aCγ(u)

; (1.2)çäåñü a | ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò, ñìûñë êîòîðîãî | îáúåì âûïóñêàïðè åäèíè÷íîì êàïèòàëå.Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî C > 1 (ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî 1 | ìèíèìàëüíûé óðîâåíüêàïèòàëà, íåîáõîäèìûé äëÿ îñíîâàíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ).Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå åñòü ìîäè�èêàöèÿ ïðîñòåéøåé ïðîèçâîäñòâåííîé�óíêöèè Êîááà-Äóãëàñà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà êàïèòàë ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà áå-ëûé è òåíåâîé. Ïîêàçàòåëü γ (u) â ïðîèçâîäñòâåííîé �óíêöèè (1.2) âîçðà-ñòàåò îò β äî α, êîãäà äîëÿ u áåëîãî êàïèòàëà âîçðàñòàåò îò 0 äî 1. Òàê êàê
C > 1, òî âîçðàñòàíèå ïîêàçàòåëÿ γ (u) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âîçðàñòàíèåäîëè u áåëîãî êàïèòàëà, îçíà÷àåò è âîçðàñòàíèå âûïóñêà Y . Ïðè çàäàííîìóðîâíå êàïèòàëà C âûïóñê Y ìèíèìàëåí, åñëè u = 0 (âåñü êàïèòàë òåíåâîé),è îí ìàêñèìàëåí, åñëè u = 1 (âåñü êàïèòàë áåëûé).1.2. ×èñòàÿ ïðèáûëüÂàëîâàÿ ïðèáûëü Π ïðåäïðèÿòèÿ ðàâíà ðàçíîñòè îáúåìà âûïóñêà Y èñåáåñòîèìîñòè S ïðîäóêöèè:

Π = Y − S.Ñåáåñòîèìîñòü ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû ïðîïîðöèîíàëüíîé îáúåìó êàïè-òàëà:
S = σC,çäåñü σ | ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò, ñìûñë êîòîðîãî | ñåáåñòîèìîñòüïðîäóêöèè ïðè åäèíè÷íîì êàïèòàëå. (Òàêîå äîïóùåíèå åñòåñòâåííî íà íà-÷àëüíîì ýòàïå �óíêöèîíèðîâàíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ, êîãäà íàêîïëåíèå òåõíîëîãè-÷åñêîãî ïîòåíöèàëà åùå íå âåäåò ê ñèñòåìàòè÷åñêîìó óäåøåâëåíèþ ïðîöåññàïðîèçâîäñòâà.)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âàëîâîé ïðèáûëè Π èìååì âûðàæåíèå

Π = Y − σC.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ Y ÷åðåç ïðîèçâîäñòâåííóþ �óíêöèþ (1.2),ïîëó÷àåì óòî÷íåííîå âûðàæåíèå:
Π = aCγ(u) − σC. (1.3)Ïîëàãàåì, ÷òî äîëÿ áåëîé âàëîâîé ïðèáûëè ñîîòâåòñòâóåò äîëå áåëîãî êàïè-òàëà:

Πlegal = uΠ.�àññìîòðèì ÷èñòóþ ïðèáûëü P ïðåäïðèÿòèÿ.Â äîíàëîãîâûé ïåðèîä ÷èñòàÿ ïðèáûëü ðàâíà âàëîâîé:
P = Π.



290 À.Â. Ê�ßÆÈÌÑÊÈÉ, Ñ.Ï. ÊÎÍÎÂÀËÎÂ, Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉÂ ïåðèîä âçèìàíèÿ íàëîãîâ ÷èñòàÿ ïðèáûëü P åñòü âàëîâàÿ ïðèáûëü Π çàâû÷åòîì íàëîãà N :
P = Π − N.�àçìåð íàëîãà åñòü óñòàíîâëåííàÿ äîëÿ áåëîé âàëîâîé ïðèáûëè:

N = τΠlegal = τuΠ;çäåñü τ | óñòàíîâëåííàÿ ãîñóäàðñòâîì äîëÿ íàëîãîâûõ îò÷èñëåíèé,
0 < τ < 1.Èòàê, ïîëó÷àåì:

P =

{
Π, t < ∆

Π − τuΠ, t > ∆.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (1.3) äëÿ âàëîâîé ïðèáûëè Π, ïðèõîäèì ê îêîí÷à-òåëüíîé �îðìóëå:
P =

{
aCγ(u) − σC, t < ∆(
aCγ(u) − σC

)
(1 − τu) , t > ∆.

(1.4)1.3. Ëåãàëèçóþùèé êàïèòàëÂ êàæäûé òåêóùèé êðàòêîñðî÷íûé ïåðèîä ïðåäïðèÿòèå çàèíòåðåñîâàíî âìàêñèìèçàöèè ñâîåé ÷èñòîé ïðèáûëè P . Ïîñëåäíÿÿ, ñîãëàñíî �îðìóëå (1.4),åñòü �óíêöèÿ äîëè τ íàëîãîâûõ îò÷èñëåíèé, êàïèòàëà C è äîëè u áåëîãî êà-ïèòàëà ïðåäïðèÿòèÿ. Ïðåäïðèÿòèå íå ìîæåò ñíèæàòü óñòàíîâëåííóþ äîëþ
τ è â òå÷åíèå êðàòêîñðî÷íîãî ïåðèîäà ñóùåñòâåííî èçìåíÿòü êàïèòàë C.Åäèíñòâåííûé óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð, êîòîðûì ïðåäïðèÿòèå ìîæåò ðàñ-ïîðÿæàòüñÿ äîñòàòî÷íî îïåðàòèâíî | ýòî äîëÿ u åãî áåëîãî êàïèòàëà. Ñòàëîáûòü, ïðåäïðèÿòèå îïåðàòèâíî ìàêñèìèçèðóåò ÷èñòóþ ïðèáûëü, ïîäñòðàèâàÿäîëþ u áåëîãî êàïèòàëà.�àññìîòðèì ÷èñòóþ ïðèáûëü P êàê �óíêöèþ äîëè u. Èñïîëüçóåì �îð-ìóëó (1.4). Ýòà �îðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî â äîíàëîãîâûé ïåðèîä, êîãäà ÷èñòàÿïðèáûëü ðàâíà âàëîâîé, îíà âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè äîëè u: â ýòîò ïå-ðèîä âûãîäíî \îáåëåíèå" êàïèòàëà (ñì. ãðà�èêè íà ðèñóíêå ðèñ. 1 ñëåâà).Â ïåðèîä âçèìàíèÿ íàëîãîâ çàâèñèìîñòü ÷èñòîé ïðèáûëè îò äîëè u áåëîãîêàïèòàëà íå ñòîëü ïðîñòà | ñì. ãðà�èêè íà ðèñóíêå 1 ñïðàâà.Ýòè ãðà�èêè ïîêàçûâàþò ñëåäóþùåå:(à) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ êàïèòàëà ÷èñòàÿ ïðèáûëü P , â îòëè÷èå îò äîíà-ëîãîâîé ñèòóàöèè, óáûâàåò ïðè âîçðàñòàíèè äîëè u áåëîãî êàïèòàëà;(á) ïðè ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ êàïèòàëà ìàêñèìóì ÷èñòîé ïðèáûëè P äî-ñòèãàåòñÿ íà ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ u, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó íóëåì èåäèíèöåé, ïðè÷åì ïðè óâåëè÷åíèè êàïèòàëà òî÷êà ìàêñèìóìà ñäâèãàåòñÿ âñòîðîíó åäèíèöû;(â) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ êàïèòàëà ÷èñòàÿ ïðèáûëü P âîçðàñòàåò ïðèâîçðàñòàíèè u (ýòà ñèòóàöèÿ â ïðèíöèïå íàïîìèíàåò äîíàëîãîâóþ, õîòÿ ñêî-ðîñòü ðîñòà ÷èñòîé ïðèáûëè ïî u çíà÷èòåëüíî íèæå).�àññìîòðèì �óíêöèþ P (ñì. (1.4)) ïðè t > ∆, C > 1, u ∈ [0, 1]. Ëå-ãàëèçóþùèì êàïèòàëîì C+ áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó áî́ëüøóþ åäèíèöû èòàêóþ, ÷òî ïðè óðîâíå êàïèòàëà C íèæå C+ ìàêñèìóì ÷èñòîé ïðèáûëè Päîñòèãàåòñÿ ïðè u < 1 (îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êàïèòàëà ïðåäïîëàãàåòíåíóëåâóþ òåíåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ, îáåëåíèå âñåãî êàïèòàëà íåâûãîäíî, âýòîì ñìûñëå ïðåäïðèÿòèå íàõîäèòñÿ â òåíåâîé çîíå), à ïðè óðîâíå êàïè-òàëà C íå íèæå C+ ìàêñèìóì ÷èñòîé ïðèáûëè P äîñòèãàåòñÿ ïðè u = 1 (òî
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�èñ. 1åñòü ñàìûì âûãîäíûì äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ îáåëåíèå âñåãîêàïèòàëà, ïðåäïðèÿòèå íàõîäèòñÿ â áåëîé çîíå).Íèæå, ïðè óñëîâèè (2.23), áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âåëè÷èíû C + ñïðàâåä-ëèâà �îðìóëà (2.37). 1.4. Ïðèíöèï âûâîäà èç òåíèÓêàçàííîå ñâîéñòâî ëåãàëèçóþùåãî êàïèòàëà ïîçâîëÿåò çàêëþ÷èòü, ÷òîâ íà÷àëüíûé ïåðèîä ñâîåé äåÿòåëüíîñòè, êîãäà êàïèòàë ìàë, ïðåäïðèÿòèåíàõîäèòñÿ â òåíåâîé çîíå. Ââåäåíèå íàëîãà â òåíåâîé çîíå (äî äîñòèæåíèÿïðåäïðèÿòèåì ëåãàëèçóþùåãî êàïèòàëà) àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò ñîõðàíåíèå÷àñòè åãî êàïèòàëà â òåíè (òåíåâàÿ ÷àñòü òåì áîëüøå, ÷åì ðàíüøå ââîäÿòñÿíàëîãè). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåíåâîé êàïèòàë àâòîìàòè÷åñêè óñòðàíÿåòñÿïðèíÿòèåì ñëåäóþùåãî ïðèíöèïà âûâîäà èç òåíè:Ñ ïðåäïðèÿòèÿ, ñ ñàìîãî íà÷àëà îáåëèâøåãî âåñü ñâîé êàïèòàë, íàëîãèíà÷èíàþò ñáèðàòüñÿ ñ ìîìåíòà äîñòèæåíèÿ èì óðîâíÿ ëåãàëèçóþùåãî êà-ïèòàëà.Åñëè ïðèíÿò ýòîò ïðèíöèï, òî ïðåäïðèÿòèå âñå âðåìÿ ìàêñèìèçèðóåòñâîþ ÷èñòóþ ïðèáûëü ïðè ïîñòîÿííî íóëåâîé äîëå òåíåâîãî êàïèòàëà: âòå÷åíèå äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà îáåëåíèå êàïèòàëà çàâåäîìî âûãîäíî, ñ íà-÷àëîì æå âçèìàíèÿ íàëîãîâ ïðåäïðèÿòèå îïåðèðóåò â áåëîé çîíå è, çíà÷èò,îñòàâëÿåò âåñü êàïèòàë áåëûì. Äëèòåëüíîñòü äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà, ðàññ÷è-òàííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì âûâîäà èç òåíè, íàçîâåì îïòèìàëüíîéè îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆opt. Äëÿ àïðèîðíîé îöåíêè îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè
∆opt ñëåäóåò ñìîäåëèðîâàòü áåëóþ òðàåêòîðèþ êàïèòàëà, òî åñòü òðàåêòîðèþêàïèòàëà C ïðåäïðèÿòèÿ ïðè óñëîâèè åãî ïîëíîãî îáåëåíèÿ è â îòñóòñòâèèíàëîãîîáëîæåíèÿ.Â äàííîé ðàáîòå äëÿ òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàíà ìîäåëü, ñî-ãëàñíî êîòîðîé ãîäîâîé ïðèðîñò ∆C êàïèòàëà C åñòü ÷èñòàÿ ïðèáûëü P çà



292 À.Â. Ê�ßÆÈÌÑÊÈÉ, Ñ.Ï. ÊÎÍÎÂÀËÎÂ, Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉâû÷åòîì óñòàðåâøåãî êàïèòàëà, ðàçìåð ïîñëåäíåãî, êàê îáû÷íî, ïðèíèìà-åòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíûì ðàçìåðó âñåãî êàïèòàëà. Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàåì
∆C = P − µC; (1.5)çäåñü µ > 0 | êîý��èöèåíò óñòàðåâàíèÿ êàïèòàëà. Âûðàæåíèå ÷èñòîé ïðè-áûëè P ïî �îðìóëå (1.4) óòî÷íÿåò äîíàëîãîâóþ äèíàìèêó îáåëåííîãî êàïè-òàëà:

∆C = aCα − (σ + µ)C . (1.6)Îïòèìàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü ∆opt äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà íàõîäèòñÿ êàê âðåìÿ,â òå÷åíèå êîòîðîãî òðàåêòîðèÿ îáåëåííîãî áåçíàëîãîâîãî êàïèòàëà C, îïèñû-âàåìàÿ çàêîíîì (1.6) è èñõîäÿùàÿ èç íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ C = C0, äîñòèãàåòóðîâíÿ C+ ëåãàëèçóþùåãî êàïèòàëà.Ïðè ìîäåëèðîâàíèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó, çà-êîíà (1.6):
dC

dt
= aCα − (σ + µ)C. (1.7)Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âîçðàñòàíèÿ îáåëåííîãî áåçíàëîãîâîãî êàïèòàëà, íå âû-õîäÿ çà ïðåäåëû êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà, åñòåñòâåííîïðèíÿòü α = 1, a > σ + µ.Òîãäà èç óðàâíåíèÿ

C(t) = C +ïîëó÷àåì, ÷òî
∆opt =

1

(a − σ − µ)
ln

C +

C 0
.1.5. Îïòèìàëüíûé äîíàëîãîâûé ïåðèîä: îáåëåíèå êàïèòàëà âûãîäíîÄîïóñòèì, ÷òî ãîñóäàðñòâîì íàçíà÷åíà îïòèìàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü ∆optäîíàëîãîâîãî ïåðèîäà. Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà ∆opt (èñõîäíûé ìîìåíò ñ÷èòàåìíóëåâûì), â äèíàìèêó (1.5) êàïèòàëà ñëåäóåò ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ÷èñòîé ïðèáûëè P ñ óäåðæàíèåì íàëîãîâ (ñì. (1.4)).Ïðè ýòîì çàêîí èçìåíåíèÿ êàïèòàëà â ïåðèîä âçèìàíèÿ íàëîãîâ ïðèîáðå-òàåò âèä

∆C =

(
aCγ(u) − σC

)
(1 − τu) − µCèëè, â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå,

dC

dt
=

(
aCγ(u) − σC

)
(1 − τu) − µC. (1.8)Òàê êàê ïîñëå ìîìåíòà ∆opt ïðåäïðèÿòèå íàõîäèòñÿ â áåëîé çîíå, òî,êàê çàìå÷åíî âûøå, ìàêñèìóì åå ÷èñòîé ïðèáûëè äîñòèãàåòñÿ ïðè îáåëåíèèêàïèòàëà, òî åñòü ïðè u = 1.Èòàê, ïðè t > ∆opt â (1.8) ïîäñòàâëÿåòñÿ u = 1 (ïðè ýòîì γ (u) = γ (1) = α =

= 1) è ïîëíàÿ ðåçóëüòèðóþùàÿ äèíàìèêà êàïèòàëà ïðåäïðèÿòèÿ îïèñûâà-åòñÿ óðàâíåíèåì
dC

dt
=

{
(a − σ − µ)C, t < ∆,
[(a − σ) (1 − τ) − µ] C, t > ∆.

(1.9)Ýòó äèíàìèêó êàïèòàëà ìîæíî ñðàâíèòü ñ äèíàìèêîé, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðèêàêîì-ëèáî çàêîíå èçìåíåíèÿ äîëè u áåëîãî êàïèòàëà.Ïîêàçàííûå íà ðèñóíêàõ 2 è 3 òðàåêòîðèè êàïèòàëà è ÷èñòîé ïðèáûëèñìîäåëèðîâàíû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ u.
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�èñ. 2 �èñ. 3Çàìå ÷àíè å 1. Ïî òåõíè÷åñêèì ïðè÷èíàì íà ðèñóíêàõ 2{5, 7{10 íèæ-íèé èíäåêñ \opt" ïðè âåëè÷èíå ∆ çàìåíåí íà íèæíèé èíäåêñ \îïò".1.6. Äîíàëîãîâûé ïåðèîä ìåíüøåîïòèìàëüíîãî: îáåëåíèå êàïèòàëà íåâûãîäíî�îñóäàðñòâî ìîæåò, îäíàêî, ñ÷åñòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü ∆optäîíàëîãîâîãî ïåðèîäà, íàéäåííàÿ èç ïðèíöèïà âûâîäà èç òåíè, ÷ðåçìåðíîâåëèêà. Äîïóñòèì, ÷òî îíî íàçíà÷àåò äëèòåëüíîñòü ∆ äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà,ìåíüøóþ ÷åì ∆opt.Äèíàìèêà êàïèòàëà ïðåäïðèÿòèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
dC

dt
=

{
(a − σ − µ)C, t < ∆,(
aCγ(u) − σC

)
(1 − τu) − µC, t > ∆.

(1.10)Ïåðâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó êàïèòàëà äî ââåäåíèÿ íàëîãîâ,êîãäà îïòèìàëüíàÿ äîëÿ u ðàâíà, êàê îòìå÷àëîñü, åäèíèöå.Âòîðàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îïèñûâàåò äèíàìèêó êàïèòàëà ïîñëå ââåäåíèÿíàëîãîâ.Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ∆opt, ñåé÷àñ íàëîãè ââî-äÿòñÿ ïðè íàõîæäåíèè ïðåäïðèÿòèÿ â òåíåâîé çîíå, êîãäà ëåãàëèçóþùèé êà-ïèòàë åùå íå äîñòèãíóò. Â òåíåâîé çîíå äîëÿ u, ìàêñèìèçèðóþùàÿ ÷èñòóþïðèáûëü, ìåíüøå åäèíèöû. Ïðè íàõîæäåíèè â òåíåâîé çîíå ïðåäïðèÿòèåïðèäåðæèâàåòñÿ äîëè u = u∆, áëèçêîé ê ìàêñèìèçèðóþùåé, äî òåõ ïîð, ïîêàíå âûéäåò èç òåíåâîé çîíû íà óðîâåíü ëåãàëèçóþùåãî êàïèòàëà (äàëåå êà-ïèòàë îáåëÿåòñÿ).Ñóììèðóåì ñêàçàííîå âûøå â ñëåäóþùåì ýâðèñòè÷åñêîì âûâîäå:Ââåäåíèå íàëîãà ðàíüøå îïòèìàëüíîãî âðåìåíè ∆opt âåäåò ê ñîõðàíå-íèþ òåíåâîãî êàïèòàëà, òîðìîçèò ðîñò êàïèòàëà è ïðèáûëè, à òàêæåóäëèíÿåò âðåìÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ â òåíåâîé çîíå.Íà ðèñóíêàõ 4 è 5 ïîêàçàíû òðàåêòîðèè êàïèòàëà è ÷èñòîé ïðèáûëè äëÿ
u = 1 è äëÿ u = u∆, ãäå u∆ (ñì. ðèñ. 6) ïàäàåò ñ 1 äî 0.2 â ìîìåíò ∆ ââåäåíèÿíàëîãîâ (80 % êàïèòàëà óâîäèòñÿ â \òåíü").Ïðè u = u∆ êàïèòàë è ÷èñòàÿ ïðèáûëü îñòàþòñÿ âûøå ñîîòâåòñòâåííîêàïèòàëà è ÷èñòîé ïðèáûëè, ïîëó÷àåìûõ ïðè îáåëåíèè êàïèòàëà (u = 1): âòåíåâîé çîíå óâîä â òåíü íåêîòîðîé äîëè (â äàííîì ñëó÷àå 80 %) êàïèòàëàáîëåå âûãîäåí, ÷åì ñîõðàíåíèå âñåãî êàïèòàëà áåëûì. Ñðàâíèâàÿ ðèñóíîê4 ñ ðèñóíêîì 2, âèäèì, ÷òî ïðè îáåèõ ñòðàòåãèÿõ, u = u∆ è u = 1, ñêîðîñòü



294 À.Â. Ê�ßÆÈÌÑÊÈÉ, Ñ.Ï. ÊÎÍÎÂÀËÎÂ, Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉðîñòà êàïèòàëà â òåíåâîé çîíå ñóùåñòâåííî íèæå, ÷åì â ñëó÷àå îïòèìàëü-íîé äëèòåëüíîñòè äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà. Âðåìÿ íàõîæäåíèÿ â òåíåâîé çîíåñóùåñòâåííî óäëèíÿåòñÿ.

�èñ. 4 �èñ. 5

�èñ. 61.7. Îïòèìèçàöèÿ êàïèòàëà è ïðèáûëè ïî äëèíå äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà�àññìîòðèì ãðà�èêè êàïèòàëà ïðè îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ∆opt äîíà-ëîãîâîãî ïåðèîäà è ïðè åãî äëèòåëüíîñòè ∆, ìåíüøåé îïòèìàëüíîé. Ñðàâíèìýòè ãðà�èêè äëÿ íàèëó÷øèõ ñòðàòåãèé: ñòðàòåãèè îáåëåíèÿ u = 1 ïðè îïòè-ìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ∆opt è ñòðàòåãèè u = u∆ ÷àñòè÷íîãî óâîäà â òåíü ïðèäëèòåëüíîñòè ∆.Íàëîæåíèå ãðà�èêîâ ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 7 (òàì æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêà-çàí ãðà�èê äèíàìèêè êàïèòàëà ïðè ñòðàòåãèè îáåëåíèÿ u = 1 äëÿ äëèòåëü-íîñòè ∆, ýòà ñòðàòåãèÿ, êàê çàìå÷åíî âûøå, â äàííîì ñëó÷àå íåý��åêòèâíà).Ìû âèäèì, ÷òî îáåëåííûé êàïèòàë, îòâå÷àþùèé îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè
∆opt, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà ∆, âñå âðåìÿ âûøå, ÷åì ÷àñòè÷íî óâåäåííûé â òåíüêàïèòàë, îòâå÷àþùèé äëèòåëüíîñòè ∆.Òî æå ñàìîå ïîêàçûâàåò íàëîæåíèå ãðà�èêîâ ÷èñòîé ïðèáûëè (ðèñóíîê8). Ýòè èëëþñòðàöèè ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî îïòèìàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü
∆opt | äåéñòâèòåëüíî íàèëó÷øàÿ äëÿ ïðåäïðèÿòèÿ â îòíîøåíèè êàê êàïè-òàëà, òàê è ÷èñòîé ïðèáûëè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñäåëàòü ñîîòâåòñòâóþ-ùèé ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä:



ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÓÏ�ÎÙÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÁÎ�À ÍÀËÎ�ÎÂ Ñ Ï�ÅÄÏ�ÈßÒÈß 295Ïðè îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ∆opt äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà ñòðàòåãèÿîáåëåíèÿ êàïèòàëà, u = 1 , âñå âðåìÿ äàåò áî́ëüøèå çíà÷åíèÿ êàïèòàëà,÷èñòîé ïðèáûëè è ñêîðîñòåé èõ ïðèðîñòà, ÷åì ëþáàÿ ñòðàòåãèÿ è ðàçäå-ëåíèÿ êàïèòàëà íà áåëûé u òåíåâîé ïðè ëþáîé äëèòåëüíîñòè ∆ äîíàëî-ãîâîãî ïåðèîäà, îòëè÷íîé îò ∆opt.1.8. Îïòèìèçàöèÿ íàëîãà ïî äëèíå äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà�àññìîòðèì âîïðîñ î öåëåñîîáðàçíîñòè íàçíà÷åíèÿ îïòèìàëüíîé äëèòåëü-íîñòè ∆opt äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ ãîñóäàðñòâà.�îñóäàðñòâî çàèíòåðåñîâàíî â ìàêñèìèçàöèè íàëîãà
N = τuΠâ êàæäûé ãîä, à òàêæå â ìàêñèìèçàöèè ñóììàðíîãî íàëîãà Z çà ïðîøåäøèåãîäû.

�èñ. 7 �èñ. 8Äëÿ ñóììàðíîãî íàëîãà Z çà âðåìÿ îò íà÷àëà äåÿòåëüíîñòè ïðåäïðèÿòèÿ(íóëåâîé ìîìåíò) äî òåêóùåãî ìîìåíòà t èñïîëüçóåì èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó:
Z = Z (t) =

t∫

0

N (s) ds,çäåñü N (s) | ãîäîâîé íàëîã, îòâå÷àþùèé ñîñòîÿíèþ ïðåäïðèÿòèÿ â ìîìåíò
s < t. Îòìåòèì, ÷òî ñòðåìëåíèå ìàêñèìèçèðîâàòü òåêóùèé íàëîã N òîëêàåòãîñóäàðñòâî ê óñòàíîâëåíèþ êîðîòêîé äëèòåëüíîñòè ∆ äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà(÷òî, êàê ïîêàçàíî âûøå, íå ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòåðåñàìè ïðåäïðèÿòèÿ).Íà ðèñóíêå 9 ïîêàçàíû ãðà�èêè òåêóùåãî íàëîãà N ïðè îïòèìàëüíîéäëèòåëüíîñòè ∆opt äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà è ïðè åãî äëèòåëüíîñòè ∆, ìåíüøåéîïòèìàëüíîé.�ðà�èêè ñîîòâåòñòâóþò íàèëó÷øèì îòâåòíûì ñòðàòåãèÿì ïðåäïðèÿòèÿ:ñòðàòåãèè îáåëåíèÿ u = 1 ïðè îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ∆opt è ñòðàòåãèè
u = u∆ ÷àñòè÷íîãî óâîäà â òåíü ïðè äëèòåëüíîñòè ∆. Ìû âèäèì, ÷òî ïðèîïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ∆opt òåêóùèé íàëîã, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà ∆opt,çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì òåêóùèé íàëîã, îòâå÷àþùèé ìåíüøåé äîíàëîãîâîéäëèòåëüíîñòè ∆. Îòíîñèòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî íàçíà÷åíèÿ ìåíüøåé äîíàëî-ãîâîé äëèòåëüíîñòè ∆, êîíå÷íî, â òîì, ÷òî ïðè íàçíà÷åíèè ýòîé äëèòåëüíîñòèòåêóùèé íàëîã | íåíóëåâîé íà îòðåçêå âðåìåíè ìåæäó ∆ è ∆opt, â òî âðåìÿ,êàê ïðè íàçíà÷åíèè îïòèìàëüíîé äîíàëîãîâîé äëèòåëüíîñòè ∆opt íà äàííîì



296 À.Â. Ê�ßÆÈÌÑÊÈÉ, Ñ.Ï. ÊÎÍÎÂÀËÎÂ, Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉîòðåçêå âðåìåíè òåêóùèé íàëîã ðàâåí íóëþ. Îäíàêî ýòî êðàòêîñðî÷íîå ïðå-èìóùåñòâî (ïðè âåñüìà ìàëîì ðàçìåðå íàëîãà íà îòðåçêå âðåìåíè ìåæäó ∆è ∆opt) ñ ëèõâîé êîìïåíñèðóåòñÿ çíà÷èòåëüíûì âûèãðûøåì â ðàçìåðå íà-ëîãà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðîøåñòâèè îòíîñèòåëüíî ìàëîãî âðåìåíè | îò
∆ äî ∆opt | ïðè íàçíà÷åíèè îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ∆opt äîíàëîãîâîãîïåðèîäà. Èíûìè ñëîâàìè, íåáîëüøàÿ çàäåðæêà âî âðåìåíè ââåäåíèÿ íàëî-ãîâ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó âûèãðûøó â ðàçìåðå âçèìàåìîãî íàëîãà N .Òîò æå ý��åêò äåìîíñòðèðóåò íàëîæåíèå ãðà�èêîâ ñóììàðíîãî íàëîãà Z(ðèñóíîê 10).

�èñ. 9 �èñ. 10Ýòè èëëþñòðàöèè äàþò âîçìîæíîñòü ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îïòèìàëüíàÿ äî-íàëîãîâàÿ äëèòåëüíîñòü ∆opt ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé äëÿ ãîñóäàðñòâà | â îòíî-øåíèè êàê òåêóùåãî, òàê è ñóììàðíîãî íàëîãà | ñ òîé ëèøü ïîïðàâêîé, ÷òîý��åêò ñóùåñòâåííîãî ïðåèìóùåñòâà îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ∆opt ïðî-ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïîñëå åå �àêòè÷åñêîãî ââåäåíèÿ.Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü ñëåäóþùåå:Ïðè îïòèìàëüíîé äëèòåëüíîñòè ∆opt äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà îïòèìàëü-íàÿ ñòðàòåãèÿ ïðåäïðèÿòèÿ (ñòðàòåãèÿ îáåëåíèÿ êàïèòàëà u = 1), íà÷è-íàÿ ñ ìîìåíòà ∆opt, äàåò áî́ëüøèå çíà÷åíèÿ òåêóùåãî íàëîãà, à íà÷èíàÿñ ìîìåíòà ∆̄opt > ∆opt | áî́ëüøèå çíà÷åíèÿ ñóììàðíîãî íàëîãà, ÷åì ëþ-áàÿ ñòðàòåãèÿ u ïðåäïðèÿòèÿ ïðè ëþáîé äëèòåëüíîñòè ∆ äîíàëîãîâîãîïåðèîäà ìåíüøåé ∆opt.Îäíàêî �îðìàëüíûé àíàëèç äàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûõîäèò çà ïðåäåëûýòîé ðàáîòû. 1.9. Êîììåíòàðèé ê ãðà�èêàì�ðà�èêè òðàåêòîðèé 2{10 ñèìóëèðîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììûMAPLE ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ:
a | âûïóñê ïðè åäèíè÷íîì êàïèòàëå | 0,5;
σ | êîý��èöèåíò ñåáåñòîèìîñòè | 0,1;
µ | êîý��èöèåíò óñòàðåâàíèÿ êàïèòàëà | 0,2;
α | ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü ïðîèçâîäñòâåííîé �óíêöèè | 1;
β | ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü ïðîèçâîäñòâåííîé �óíêöèè | 0,9;
τ | äîëÿ íàëîãîâûõ îò÷èñëåíèé | 0,35;
∆ ∈ [0, T ] | äëèòåëüíîñòü äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà.



ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÓÏ�ÎÙÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÁÎ�À ÍÀËÎ�ÎÂ Ñ Ï�ÅÄÏ�ÈßÒÈß 2972. Èãðîâàÿ ìîäåëü è åå ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèçÂ ýòîé ÷àñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ èãðîâàÿ ìîäåëü �èíàíñî-âîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ãîñóäàðñòâà è ïðåäïðèÿòèÿ ïî íàëîãîâîé ëèíèè, ïðèýòîì àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèÿ, îáîçíà÷åíèÿ è ðåçóëüòàòû ïåðâîé ÷àñòèñòàòüè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè èãðîâûõ ìîäåëåé âàæíûì ÿâëÿåòñÿâûáîð ïîíÿòèÿ îïòèìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîãî ïðîöåññà. Íàè-áîëåå èçâåñòíûì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó (ñì., íàïðè-ìåð, [2℄, [3℄). Îäíàêî ýòî ïîíÿòèå ïðèåìëåìî, åñëè îïåðèðóþùèå ñòîðîíû âíåêîòîðîì ñìûñëå ðàâíîïðàâíû. Ïðè îïèñàíèè æå âçàèìîäåéñòâèÿ ãîñóäàð-ñòâà è ïðåäïðèÿòèÿ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ãîñóäàðñòâî îáëàäàåò áî́ëüøèìèâîçìîæíîñòÿìè, íåæåëè ïðåäïðèÿòèå. Ò. å. çäåñü áîëåå ïîäõîäèò èåðàðõè÷å-ñêèé ïîäõîä, âîñõîäÿùèé ê ðàáîòàì Øòàêåëüáåðãà è Þ.Á.�åðìåéåðà (ñì. [3℄,[4℄). Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé, ìû çàíèìàåìñÿ çäåñü èçó÷åíèåì ðàâíîâå-ñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó â íàøåé äèíàìè÷åñêîé èãðîâîé ìîäåëè.Îòìåòèì, ÷òî ïðè îïèñàíèè èçó÷àåìîé èãðîâîé ìîäåëè àêòèâíî èñïîëü-çóþòñÿ áåç îñîáûõ ïîÿñíåíèé íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ, ïîíÿòèÿ è �àêòû èçìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [5℄, [6℄) èèç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [7℄).Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåëàåò èçëîæåíèå áîëåå ñóõèì è �îðìàëèçîâàííûì ïîñðàâíåíèþ ñ ïåðâîé ÷àñòüþ ñòàòüè.Ïîñòàâèì èãðîâóþ çàäà÷ó. Âåçäå äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
α = 1, β ∈ (0, 1),òîãäà

γ(u) = β + (1 − β)u. (2.1)Äèíàìèêà êàïèòàëà ïðåäïðèÿòèÿ ïðè C > 0 íà îòðåçêå [0, T ] çàäàåòñÿ äâóõ-ñòóïåí÷àòûì óðàâíåíèåì
Ċ(t) =

{
(aCγ(u(t))

(t) − σC(t)) − µC(t), t ∈ [0, ∆),

(aC(γ(u(t))
(t) − σC(t))(1 − τu(t)) − µC(t), t ∈ [∆, T ],

(2.2)
C(0) = C0 > 0, (2.3)ãäå ∆ ∈ [0, T ], u(t) ∈ [0, 1] | ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó óïðàâëåíèåíà [0, T ], êîíñòàíòû a, σ, µ ïîëîæèòåëüíû, êîíñòàíòà τ ∈ (0, 1). Ïðè ∆ = 0áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðàçó âêëþ÷àåòñÿ âòîðàÿ ñòóïåíü íà âñåì [0, T ], à ïðè

∆ = T áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâàÿ ñòóïåíü \ðàáîòàåò" ïðè t ∈ [0, T ], à âòîðàÿîòñóòñòâóåò. Ïîäîáíîãî ðîäà ñîãëàøåíèå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëüøå èäëÿ äðóãèõ äâóõñòóïåí÷àòûõ óðàâíåíèé è �óíêöèé.Ç àì å ÷ àíè å 2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìàòåðèàëîì ïåðâîé ÷àñòè ñëåäîâàëî áûñ÷èòàòü, ÷òî â (2.2), (2.3) C > 1, C0 > 1. Îäíàêî äëÿ äàëüíåéøåãî íàøåãîàíàëèçà ýòî ìàëîñóùåñòâåííî è ìû äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ñ÷èòàåì, ÷òî â (2.2),(2.3) C > 0, C0 > 0.Ïðè t ∈ [0, T ], ∆ ∈ [0, T ], C > 0, u ∈ [0, 1] îïðåäåëèì �óíêöèþ
F (t, ∆, C, u) =

{
(aCγ(u) − σC) − µC, t ∈ [0, ∆)

(aCγ(u) − σC)(1 − τu) − µC, t ∈ [∆, T ].
(2.4)Òîãäà çàäà÷à Êîøè (2.2), (2.3) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

Ċ(t) = F (t, ∆, C(t), u(t)), (2.5)
C(0) = C0 > 0, (2.6)



298 À.Â. Ê�ßÆÈÌÑÊÈÉ, Ñ.Ï. ÊÎÍÎÂÀËÎÂ, Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉãäå C > 0.Ôèêñèðóåì êîíñòàíòó ∆ ∈ [0, T ], ïðîèçâîëüíîå èçìåðèìîå óïðàâëåíèå
u = u(t) ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ], è ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (2.5), (2.6), êàê ýòîïðèíÿòî äåëàòü â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [5℄, [6℄),â êëàññå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâî-âàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè íà âñåìîòðåçêå [0, T ] ìîæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó IA [6, ñ. 66℄, äîîïðåäåëÿÿ �óíê-öèþ F (t, ∆, C, u) ïðè t < 0 è t > T íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Ñîãëàñíî òåîðåìåIA ðåøåíèå C(t) ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííîíà ìàêñèìàëüíîì ïî äëèíå ïîëóñåãìåíòå [0, θ+), ãäå 0 < θ+ 6 +∞. Îòìåòèì,÷òî C(t) > 0 íà [0, θ+). Ïîêàæåì, ÷òî θ+ > T . Äîïóñòèì, ÷òî θ+ 6 T . Èçóñëîâèÿ β ∈ (0, 1) è �îðìóëû (2.1) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

β 6 γ(u) 6 1 ∀u ∈ [0, 1]. (2.7)Ïîýòîìó ïðè t ∈ R1, ∆ ∈ [0, T ], C > 0, u ∈ [0, 1] èìååò ìåñòî îöåíêà
|F (t, ∆, C, u)| 6 m(1 + C), (2.8)ãäå m > 0 | êîíñòàíòà. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå òåîðåìû ñðàâíåíèÿ (ñì.,íàï-ðèìåð, [7℄, [8℄), ïðè t ∈ [0, θ+) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

C(t) 6 emt
(1 + C0).Îò ïðîòèâíîãî òåïåðü ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü ÷èñåë ti ∈ [0, θ+), i = 1, 2, . . ., ÷òî ïðè i → ∞ ti → θ+ è

C(ti) → 0. (2.9)Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è Êîøè (2.5), (2.6) ââåäåì óðàâíåíèå ñðàâíåíèÿâèäà
ẏ = −(σ + µ)y, (2.10)

y(0) = C0. (2.11)�åøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.10), (2.11) âûïèñûâàåòñÿ â ÿâíîì âèäå:
y(t) = e−(σ+µ)tC0.Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå òåîðåìû ñðàâíåíèÿ (ñì. [7℄, [8℄), ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òîïðè t ∈ [0, θ+)

C(t) > e−(σ+µ)T C0. (2.12)Èç (2.9), (2.12) ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Èòàê, äîêàçàíàËåììà 1. Ïðè ïðîèçâîëüíîì èçìåðèìîì óïðàâëåíèè u = u(t) ∈ [0, 1],
t ∈ [0, T ] ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.5), (2.6) îïðåäåëåíî è åäèíñòâåííî íà [0, T ].Â äàëüíåéøåì ïðîèçâîëüíóþ èçìåðèìóþ �óíêöèþ u(t) ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì u(·). Òàê êàê ðåøåíèå C(t) çàäà÷è Êîøè (2.5),(2.6) çàâèñèò îò ïàðû (∆, u(·)), òî ýòó çàâèñèìîñòü ìîæíî îòðàçèòü �îðìóëîé

C(t) = C(t | ∆, u(·)). (2.13)Îïèøåì êëàññû ñòðàòåãèé 2-õ èãðîêîâ | ãîñóäàðñòâà è ïðåäïðèÿòèÿ.Ïîä ñòðàòåãèåé ãîñóäàðñòâà áóäåì ïîíèìàòü âåëè÷èíó ∆ ∈ [0, T ]. �îñóäàð-ñòâî ðàñïîðÿæàåòñÿ âûáîðîì ñòðàòåãèè ∆ ∈ [0, T ]. Ïðåäïðèÿòèå æå â íàøåé



ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÓÏ�ÎÙÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÁÎ�À ÍÀËÎ�ÎÂ Ñ Ï�ÅÄÏ�ÈßÒÈß 299èãðîâîé ìîäåëè ðàñïîðÿæàåòñÿ âûáîðîì èçìåðèìîãî óïðàâëåíèÿ u(·), êîòî-ðîå è ÿâëÿåòñÿ åãî ñòðàòåãèåé.Ïðè t ∈ [0, T ], ∆ ∈ [0, T ], C > 0, u ∈ [0, 1] îïðåäåëèì äâå �óíêöèè (ñì. (2.2)):
Π1(C, u) = aCγ(u) − σC, (2.14)

P1(t, ∆, C, u) =

{
Π1(C, u), t ∈ [0, ∆)

Π1(C, u) · (1 − τu), t ∈ [∆, T ].
(2.15)Îïð å ä å ë å íè å 1. Òåêóùåé ïðèáûëüþ ïðåäïðèÿòèÿ â ìîìåíò t ∈ [0, T ]ïðè ñòðàòåãèÿõ ∆, u(·) íàçîâåì âåëè÷èíó (ñì. (2.13), (2.14))

Π(t) = Π(t | ∆, u(·)) = Π1(C(t), u(t)), (2.16)ãäå u(t) = u(t | u(·)).Îïð å ä å ë å íè å 2. Òåêóùåé ÷èñòîé ïðèáûëüþ ïðåäïðèÿòèÿ â ìîìåíò
t ∈ [0, T ] ïðè ñòðàòåãèÿõ ∆, u(·) íàçîâåì (ñì. (2.13){(2.15)) âåëè÷èíó

P (t) = P (t | ∆, u(·)) = P1(t, ∆, C(t), u(t)), (2.17)ãäå u(t) = u(t | u(·)).Êà÷åñòâî ïàðû ñòðàòåãèé ∆, u(·) ñ òî÷êè çðåíèÿ ãîñóäàðñòâà óñëîâèìñÿîöåíèâàòü èíòåãðàëüíûì �óíêöèîíàëîì âèäà (ñì. (2.14), (2.16)):
J(∆, u(·)) =

T∫

∆

e−λsu(s) · τ · Π(s) ds, (2.18)ãäå ïàðàìåòð äèñêîíòèðîâàíèÿ λ > 0.�îñóäàðñòâî ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè âåëè÷èíû (2.18) çà ñ÷åò âûáîðàñâîåé ñòðàòåãèè ∆ ∈ [0, T ].Êà÷åñòâî ïàðû ñòðàòåãèé ∆, u(·) ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ áóäåò îöå-íèâàòüñÿ íåêîòîðûì �óíêöèîíàëîì I(∆, u(·)) îáùåãî âèäà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òîïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè âåëè÷èíû I(∆, u(·)) çà ñ÷åò âûáîðàñâîåé ñòðàòåãèè u(·). Íàìè áóäóò ðàññìîòðåíû äâà âèäà �óíêöèîíàëîâ
I(∆, u(·)). Ïåðâûé, áîëåå ïðîñòîé, õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî

I(∆, u(·)) = I1(∆, C(·)). (2.19)Âòîðîé, áîëåå ñëîæíûé, âèä õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî
I(∆, u(·)) = I2(∆, C(·), P (·)). (2.20)Â (2.19), (2.20) C(t), P (t) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (2.13), (2.17). Íàïðèìåð,õàðàêòåðíûì ïðåäñòàâèòåëåì �óíêöèîíàëîâ òèïà I1 ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå�óíêöèîíàëû âèäà

T∫

0

g1(s, C(s)) ds,à òèïà I2 | èíòåãðàëüíûå �óíêöèîíàëû âèäà
T∫

0

g2(s, C(s), P (s)) ds,



300 À.Â. Ê�ßÆÈÌÑÊÈÉ, Ñ.Ï. ÊÎÍÎÂÀËÎÂ, Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉãäå ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ g1 îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïå-ðåìåííûõ (s, C) ïðè s ∈ [0, T ], C ∈ R1; ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ g2 îïðåäåëåíàè íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ (s, C, P ) ïðè s ∈ [0, T ], C ∈ R1,
P ∈ R1.Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ (∆∗, u∗(·)) ïî Øòà-êåëüáåðãó (ñì. [2℄{[4℄, [9℄). Â êà÷åñòâå âåäóùåãî èãðîêà (ëèäåðà) ìû �èêñè-ðóåì ãîñóäàðñòâî. Îíî âûáèðàåò è ñîîáùàåò âåëè÷èíó ∆ ∈ [0, T ] ïðåäïðèÿ-òèþ. Â êà÷åñòâå âåäîìîãî èãðîêà (èñïîëíèòåëÿ) ìû �èêñèðóåì ïðåäïðèÿòèå.Çíàÿ ∆, ïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè âåëè÷èíû I(∆, u(·)) ïî äî-ïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì u(·). Òàêèì îáðàçîì, åãî èíòåðåñóåò âåëè÷èíà

m(∆) = max
u(·)∈U

I(∆, u(·)), (2.21)ãäå U | ìíîæåñòâî èçìåðèìûõ �óíêöèé u(t) ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ]. Â îáùåìñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìàêñèìóìà ïðîáëåìàòè÷íî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ω(∆) ìíîæåñòâî �óíêöèé u(·) ∈ U , ìàêñèìèçèðóþùèõ �óíêöèîíàë I(∆, u(·)).Åñëè Ω(∆) 6= ∅ ïðè âñåõ ∆ ∈ [0, T ], òî ëèäåðó åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü çàäà÷óâû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû (ñì. (2.18))

γ = max
∆∈[0,T ]

min
u(·)∈Ω(∆)

J(∆, u(·)). (2.22)Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ìàêñèìèíà ïðîáëåìà-òè÷íî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí ñóùåñòâóåò. Òîãäà ïàðà ñòðàòåãèé (∆∗, u∗(·))íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Øòàêåëüáåðãó, åñëè (ñì. (2.22))
min

u(·)∈Ω(∆
∗
)
J(∆∗, u(·)) = γ, u∗(·) ∈ Ω(∆∗).Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîèñêå ðàâíîâåñèé ïî Øòàêåëüáåðãó ïðèõîäèòñÿ, â÷àñòíîñòè, îçàáîòèòüñÿ ñóùåñòâîâàíèåì ìàêñèìóìà â (2.21) ïðè ïðîèçâîëü-íîì ∆ ∈ [0, T ] è ìàêñèìèíà â (2.22). Èìåííî ýòèì ìû è áóäåì çàíèìàòüñÿïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ìîíîòîííîñòè �óíêöèîíàëîâ

I1(∆, C(·)), I2(∆, C(·), P (·)) ñîîòâåòñòâåííî ïî C(·) è ïàðàì (C(·), P (·)) ïðèïðîèçâîëüíîì �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ].Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü âûïîëíåííûì ñëåäóþùåå íåðàâåí-ñòâî:
(a − σ)(1 − τ) > µ. (2.23)Ëåììà 2. Ïðè ïðîèçâîëüíûõ t ∈ [0, T ], ∆ ∈ [0, T ] è C > 0 �óíêöèÿ

G(t, ∆, C) = max
u∈[0,1]

F (t, ∆, C, u) (2.24)óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
G(t, ∆, C) > 0. (2.25)Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Èç �îðìóë (2.1), (2.4), (2.23) ñëåäóåò, ÷òî ïðè

t ∈ [0, T ], ∆ ∈ [0, T ] è C > 0

F (t, ∆, C, 1) > 0.Îòñþäà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå ëåììû.Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ] �óíêöèÿ G(t, ∆, C)ïðè C > 0 ëîêàëüíî ëèïøèöåâà ïî C ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ [0, T ]. Ýòî



ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÓÏ�ÎÙÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÁÎ�À ÍÀËÎ�ÎÂ Ñ Ï�ÅÄÏ�ÈßÒÈß 301îáñòîÿòåëüñòâî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè ðàññìîòðåíèè ñëåäóþùåé çàäà÷èÊîøè:
ẏ = G(t, ∆, y), (2.26)
y(0) = C0 > 0, (2.27)ãäå ∆ ∈ [0, T ] �èêñèðîâàíî, y > 0. Äîîïðåäåëèì �óíêöèþ G(t, ∆, y) ïðè

t < 0 è t > T íåêîòîðîé êîíñòàíòîé. Èñïîëüçóÿ íåêîòîðîå âèäîèçìåíåíèåòåîðåìû IA [6, ñ. 66℄, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.26),(2.27) ŷ(t, ∆) îïðåäåëåíî è åäèíñòâåííî íà íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì ïî äëèíåïîëóñåãìåíòå [0, θ+), ãäå 0 < θ+ 6 +∞ (âèäîèçìåíåíèå òåîðåìû IA ñîñòîèò âçàìåíå òðåáîâàíèÿ íåïðåðûâíîé äè��åðåíöèðóåìîñòè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-íèÿ (2.26) ïî y íà óñëîâèå ëîêàëüíîé ëèïøèöåâîñòè, î êîòîðîì ãîâîðèëîñüâûøå).Äàëåå, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.8), àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñüïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è Êîøè (2.5), (2.6) (ãäå u = u(t), t ∈ [0, T ] | íåêîòîðàÿèçìåðèìàÿ �óíêöèÿ), ìîæíî îáîñíîâàòü íåðàâåíñòâî θ+ > T . Òàêèì îáðàçîì,èíòåðåñóþùåå íàñ ðåøåíèå ŷ(t, ∆) ïðè ïðîèçâîëüíîì �èêñèðîâàííîì ∆ ∈
[0, T ] îïðåäåëåíî íà âñåì îòðåçêå [0, T ] è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ŷ(t, ∆) > 0 ∀t ∈ [0, T ]. (2.28)Äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ çàäà÷è Êîøè (2.26), (2.27) ïîëåçíîðàññìîòðåòü äâå �óíêöèè (ñì. (2.2))
f1(y, u) = ayγ(u) − σy, (2.29)

f2(y, u) = (ayγ(u) − σy)(1 − τu), (2.30)ãäå y > 0, u ∈ [0, 1]. Î÷åâèäíî, ÷òî max
u∈[0,1]

f1(y, u) äîñòèãàåòñÿ ïðè 0 < y < 1â åäèíñòâåííîé òî÷êå u = 0, ïðè y = 1 ïðè ëþáîì u ∈ [0, 1], à ïðè y > 1 âåäèíñòâåííîé òî÷êå u = 1. Îïðåäåëèì íîâóþ �óíêöèþ ũ1(y) ïî �îðìóëàì:
ũ1(y) ≡ 0 ïðè y ∈ (0, 1),
ũ1(y) ≡ 1 ïðè y > 1.

(2.31)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ max
u∈[0,1]

f2(y, u) ïîëåçíà ñëåäóþùàÿ �îðìóëà äëÿ ÷àñòíîéïðîèçâîäíîé ïî u îò �óíêöèè f2(y, u) ïðè y > 0, u ∈ [0, 1]:
f2u(y, u) = yγ(u) · r(y, u), (2.32)ãäå

r(y, u) = a(1 − β) ln y · (1 − τu) − aτ + σy1−γ(u)τ. (2.33)Ïðè 0 < y < 1 �óíêöèÿ r(y, u) â ñèëó (2.23) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
r(y, u) < 0.Ïîýòîìó ïðè 0 < y < 1 �óíêöèÿ f2(y, u) ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïî u ∈ [0, 1]è ìàêñèìóì ïî u ∈ [0, 1] äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå u = 0. Ïðè y = 1ìàêñèìóì ïî u ∈ [0, 1] �óíêöèè f2(y, u) (ñì. (2.30)) äîñòèãàåòñÿ ïðè u = 0.Ïðè 0 < y 6 1 îïðåäåëèì íîâóþ �óíêöèþ ũ2(y):

ũ2(y) ≡ 0 ïðè 0 < y 6 1. (2.34)
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r(y, 1) > 0.Çäåñü (ñì. (2.30), (2.32), (2.33)) �óíêöèÿ f2(y, u) ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàåòïî u ∈ [0, 1] è åäèíñòâåííîé òî÷êîé ìàêñèìóìà áóäåò òî÷êà ũ2(y) = 1.2 ñëó÷àé: ïðè äàííîì y > 1

r(y, 1) < 0, r(y, 0) > 0.Çäåñü (ñì. (2.30), (2.32), (2.33)) �óíêöèÿ f2(y, u) ñíà÷àëà ñòðîãî ìîíîòîííîâîçðàñòàåò ïî u, à ïîòîì ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàåò ïî u íà [0, 1] è ìàêñèìóìïî u ∈ [0, 1] �óíêöèè f2(y, u) äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå ũ2(y) ∈ (0, 1).3 ñëó÷àé: ïðè äàííîì y > 1

r(y, 1) < 0, r(y, 0) 6 0.Çäåñü (ñì. (2.30), (2.32), (2.33)) �óíêöèÿ f2(y, u) óáûâàåò ñòðîãî ìîíîòîííî ïî
u ∈ [0, 1] è ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå ũ2(y) = 0.Îòìåòèì, ÷òî â (2.23) τ ∈ (0, 1), µ > 0, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

a > σ. (2.35)�àññìîòðèì ïðè y > 1 óðàâíåíèå
r(y, 1) = 0. (2.36)Íåòðóäíî âèäåòü (ñì. (2.33)), ÷òî óðàâíåíèå (2.36) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü

C+
= e

(a−σ)τ
a(1−β)(1−τ) . (2.37)Èç �îðìóëû (2.33) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè y > C+

r(y, 1) > 0,à ïðè y ∈ (1, C+
)

r(y, 1) < 0.Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé 1 èìååò ìåñòî ïðè y > C+, à ñëó÷àè 2, 3 âîçìîæíûëèøü ïðè y ∈ (1, C+
).�àññìîòðèì äàëåå ïðè y > 1 óðàâíåíèå r(y, 0) = 0, ò. å. óðàâíåíèå

a(1 − β) ln y − aτ + σyβτ = 0. (2.38)Èç íåðàâåíñòâà (2.35) âûòåêàåò, ÷òî ïðè y > 1 è y áëèçêèõ ê 1, r(y, 0) < 0,à ïðè y äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r(y, 0) > 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.38)ïðè y > 1 èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü. Ïóñòü y = θ > 1 îäèí èç òàêèõêîðíåé. Íåòðóäíî âèäåòü (ñì. (2.38)), ÷òî ïðè y ∈ (1, θ) r(y, 0) < 0, à ïðè y > θ
r(y, 0) > 0. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (2.38) èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü
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θ > 1, ìû åãî îáîçíà÷èì ÷åðåç C−. Èç ñêàçàííîãî è �îðìóë (2.32){(2.34)âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ:

1 < C− < C+, (2.39)
ũ2(y) =

{
0 ïðè 0 < y 6 C−

1 ïðè y > C+,
(2.40)

ũ2(y) ∈ (0, 1) ïðè y ∈ (C−, C+
). (2.41)Îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâ �óíêöèè ũ2(y) ïðè y > 0 ìîæíî âûñêàçàòü ñëåäóþ-ùåå óòâåðæäåíèå.Ë åììà 3. Ôóíêöèÿ ũ2(y) íåïðåðûâíà ïðè y > 0.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Êàê âèäíî èç (2.39), (2.40), äîñòàòî÷íî îáîñíîâàòüíåïðåðûâíîñòü �óíêöèè ũ2(y) ïðè y > 1. Âûøå áûëè ðàññìîòðåíû òðè ñëó-÷àÿ ïîâåäåíèÿ �óíêöèè r(y, u) (ñì. (2.32), (2.33)) è áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè

y > 1 �óíêöèÿ f2(y, u) èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìàêñèìóìà ïî u ∈ [0, 1].Ýòó òî÷êó ìû è îáîçíà÷èëè ÷åðåç ũ2(y). Ó÷èòûâàÿ íåïðåðûâíîñòü ïî ñîâî-êóïíîñòè ïåðåìåííûõ �óíêöèè f2(y, u) ïðè y > 1, u ∈ [0, 1] è èñïîëüçóÿ åäèí-ñòâåííîñòü ìàêñèìèçàòîðà ũ2(y), ìîæíî îò ïðîòèâíîãî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ
ũ2(y) íåïðåðûâíà ïðè y > 1.Ïðè t ∈ [0, T ], ∆ ∈ [0, T ], y > 0 îïðåäåëèì íîâóþ �óíêöèþ u∗(t, ∆, y)ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñì. (2.31), (2.40), (2.41)):

u∗(t, ∆, y) = ũ1(y) ïðè t ∈ [0, ∆),
u∗(t, ∆, y) = ũ2(y) ïðè t ∈ [∆, T ].

(2.42)Èç ñêàçàííîãî ïðè t ∈ [0, T ], ∆ ∈ [0, T ], y > 0 ìû ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî
G(t, ∆, y) = F (t, ∆, y, u∗(t, ∆, y)) (2.43)è òî, ÷òî �óíêöèÿ ŷ(t, ∆) (ñì. (2.26){(2.28)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùèõçàäà÷ Êîøè:

ẏ = F (t, ∆, y, u∗(t, ∆, y)),

y(0) = C0 > 0,

ẏ = F (t, ∆, y, u∗(t, ∆, ŷ(t, ∆))),

y(0) = C0 > 0.Èç (2.42) è ëåììû 3 âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè u∗(t, ∆, ŷ(t, ∆)) ïî
t ∈ [∆, T ].Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî �óíêöèÿ u∗(t, ∆, ŷ(t, ∆)) èçìåðèìà ïî t ∈ [0, ∆), ãäå
∆ ∈ (0, T ]. Èç (2.23) è (2.29) ñëåäóåò, ÷òî

max
u∈[0,1]

f1(y, u) >
µ

1 − τ
y (2.44)ïðè y > 0. Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ŷ(t, ∆) ñëåäóåò, ÷òî

dŷ(t, ∆)

dt
>

τµ

1 − τ
C0 > 0 (2.45)ïî÷òè âñþäó ïðè t ∈ [0, ∆).



304 À.Â. Ê�ßÆÈÌÑÊÈÉ, Ñ.Ï. ÊÎÍÎÂÀËÎÂ, Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉÈç (2.31), (2.45) âûòåêàåò èçìåðèìîñòü �óíêöèè ũ1(ŷ(t, ∆)) ïðè t ∈ [0, ∆),ò. å. èçìåðèìîñòü �óíêöèè u∗(t, ∆, ŷ(t, ∆)) ïî t ∈ [0, ∆). Èç ñêàçàííîãî ñëå-äóåò, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ] �óíêöèÿ u∗(t, ∆, ŷ(t, ∆)) ÿâëÿåòñÿèçìåðèìûì óïðàâëåíèåì íà [0, T ].Òàêèì îáðàçîì, ïðè �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ] �óíêöèÿ ŷ(t, ∆) ÿâëÿåòñÿðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (2.5), (2.6) ñ èçìåðèìûì óïðàâëåíèåì
û(t, ∆) = u∗(t, ∆, ŷ(t, ∆)). (2.46)Ôèêñèðóåì äàëåå ïðîèçâîëüíîå ∆ ∈ [0, T ], ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå óïðà-âëåíèå u(·) è ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.5), (2.6)

C(t) = C(t | ∆, u(·)). Èç (2.24), (2.43) ïðè t ∈ [0, T ], y > 0 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
F (t, ∆, y, u(t)) 6 F (t, ∆, y, u∗(t, ∆, y)).Îòñþäà è èç âûøåñêàçàííîãî ñ ïîìîùüþ èçâåñòíûõ òåîðåì ñðàâíåíèÿ (ñì. [7℄,[8℄) ïðè t ∈ [0, T ] ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

C(t | ∆, u(·)) 6 ŷ(t, ∆). (2.47)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèîíàë I(∆, u(·)), ê ìàêñèìèçàöèè êîòîðîãî ñòðå-ìèòñÿ ïðåäïðèÿòèå, èìååò âèä (2.19). Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî �óíêöè-îíàë I1(∆, C(·)) (ñì. (2.19)) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ] îïðåäåëåííà ìíîæåñòâå ñêàëÿðíûõ íåïðåðûâíûõ íà [0, T ] �óíêöèé è óäîâëåòâîðÿåòñëåäóþùåìó óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè:èç òîãî, ÷òî äëÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ íåïðåðûâíûõ íà [0, T ] �óíêöèé C1(t),
C2(t) âûïîëíÿåòñÿ ïîòî÷å÷íîå íåðàâåíñòâî

C1(t) 6 C2(t), t ∈ [0, T ] (2.48)ñëåäóåò, ÷òî
I1(∆, C1(·)) 6 I1(∆, C2(·)).Èç ñêàçàííîãî âûøå (ñì. â ÷àñòíîñòè íåðàâåíñòâî (2.47)) è ñ�îðìóëèðî-âàííîãî óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.Ëåììà 4. Ïðè ëþáîì ∆ ∈ [0, T ] óïðàâëåíèå û(t, ∆) (ñì. (2.46)) ÿâëÿåòñÿîïòèìàëüíûì äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà I1(∆, C(·)).Âîïðîñ î äîñòèæåíèè ìèíèìóìà ïî u(·) ∈ Ω(∆) â (2.22) óïðîùàåòñÿ, åñëèìíîæåñòâî Ω(∆) ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì ñ îáû÷íûì îòîæäåñòâëåíèåì ïðîèç-âîëüíûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u1(·), u2(·), êîãäà u1(t) = u2(t) ïî÷òè âñþäóíà [0, T ].Ë åììà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâî (ñð. ñ (2.23))

(a − σ)(1 − τ) > µ (2.49)è ñëåäóþùåå óñèëåííîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè:1) �óíêöèîíàë I1(∆, C(·)) óäîâëåòâîðÿåò âûøåñ�îðìóëèðîâàííîìó óñëî-âèþ ìîíîòîííîñòè;2) ïðè ïðîèçâîëüíîì �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ], åñëè C1(t), C2(t) | ïðî-èçâîëüíûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè íà [0, T ], ïðè÷åì äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ïî-òî÷å÷íîå íåðàâåíñòâî (2.48) è C1(t1) < C2(t1) õîòÿ áû ïðè îäíîì t1 ∈ [0, T ],òî
I1(∆, C1(·)) < I1(∆, C2(·)).Òîãäà ìíîæåñòâî Ω(∆) îäíîòî÷å÷íî äëÿ êàæäîãî ∆ ∈ [0, T ].



ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÓÏ�ÎÙÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÁÎ�À ÍÀËÎ�ÎÂ Ñ Ï�ÅÄÏ�ÈßÒÈß 305Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè äàííîì ∆ ∈ [0, T ] ïîìèìî óïðà-âëåíèÿ û(t, ∆) (ñì. (2.46)) îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåêîòîðîå äðóãîåäîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u0(t), t ∈ [0, T ], ïðè÷åì îíî îòëè÷àåòñÿ îò û(t, ∆) íàìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû èç [0, T ]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0(t) ñîîòâåò-ñòâóþùåå åìó ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.5), (2.6). Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøåïðè t ∈ [0, T ] äëÿ C0(t) âûïîëíÿåòñÿ ïîòî÷å÷íîå íåðàâåíñòâî (2.47). Åñëèîíî âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãî õîòÿ áû ïðè îäíîì t1 ∈ [0, T ], òî â ñèëó óñèëåííîãîóñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ íàøèì èñõîäíûì ïðåä-ïîëîæåíèåì. Äîïóñòèì, ÷òî
C0(t) = ŷ(t, ∆) ∀t ∈ [0, T ]è ïîïðîáóåì ïðèéòè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïðè àíàëèçå ñâîéñòâ �óíêöèé f1(y, u),

f2(y, u) (ñì. (2.29), (2.30)) áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëî-æåíèÿõ ìàêñèìóì ïî u ∈ [0, 1] îò ýòèõ �óíêöèé äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîéòî÷êå ũ1(y), ũ2(y) ñîîòâåòñòâåííî, åñëè y ∈ (0, 1) èëè y > 1. Ïðè y = 1 âêà÷åñòâå ìàêñèìèçèðóþùèõ òî÷åê äëÿ f1(y, u) âûñòóïàþò âñå òî÷êè îòðåçêà
[0, 1], à äëÿ f2(1, u) ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè u = 0. Ïðè y > 0 äëÿ
f1(y, u) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (2.44). Äàëåå, â ñèëó (2.30), (2.49) ïðè y > 0âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max
u∈[0,1]

f2(y, u) > (a − σ)(1 − τ)y.Ïðè ∆ ∈ [0, T ] îòñþäà è èç ëåììû 2 âûòåêàåò ïî÷òè âñþäó ïðè t ∈ [∆, T ]íåðàâåíñòâî (ñð. ñ (2.45))
dŷ(t, ∆)

dt
> θ1ŷ(∆, ∆),ãäå

θ1 = (a − σ)(1 − τ) − µ > 0. (2.50)Èç (2.45), (2.50) ïî÷òè âñþäó ïðè t ∈ [0, T ] ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
dŷ(t, ∆)

dt
> θ2C0 > 0, (2.51)ãäå

θ2 = min

{
τµ

1 − τ
, θ1

}
.Èç íåðàâåíñòâà (2.51) ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå ŷ(t, ∆) = 1 îòíîñèòåëüíî

t ∈ [0, T ] ïðè �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ] èìååò íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ. Íà îñíî-âàíèè ñêàçàííîãî ïî÷òè âñþäó íà [0, T ] ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî u0(t) = û(t, ∆).×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ëåììû 5 �îðìóëà (2.22) ïåðåïèñûâàåòñÿ âáîëåå ïðîñòîì âèäå (ñì. (2.46)):
γ = max

∆∈[0,T ]
J(∆, û(·, ∆)). (2.52)Îäíàêî âîïðîñ î äîñòèæåíèè çäåñü ìàêñèìóìà ïî ∆ ∈ [0, T ] îñòàåòñÿ îò-êðûòûì. Ïîïûòàåìñÿ îáîñíîâàòü íåïðåðûâíîñòü ïî ∆ íà [0, T ] �óíêöèè

J(∆, û(·, ∆)) â óñëîâèÿõ ëåììû 5. Îáîçíà÷èì (ñð. ñ (2.2), (2.29), (2.30)) ïðè
y > 0, u ∈ [0, 1]

g1(y, u) = f1(y, u) − µy, (2.53)
g2(y, u) = f2(y, u) − µy (2.54)
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ξ̇ = max

u∈[0,1]
g1(ξ, u), (2.55)

ξ(0) = C0 > 0,

η̇ = max
u∈[0,1]

g2(η, u), (2.56)
η(0, ∆) = ξ(∆),ãäå ∆ ∈ [0, T ]. Îòìåòèì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ]

ŷ(t, ∆) = ξ(t) ïðè t ∈ [0, ∆),

ŷ(t, ∆) = η(t − ∆, ∆) ïðè t ∈ [∆, T ] (2.57)è ÷òî ïðàâûå ÷àñòè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.55), (2.56) íåîòðèöà-òåëüíû ñîîòâåòñòâåííî ïðè ξ > 0, η > 0. Îòñþäà âûòåêàþò íåðàâåíñòâà
ξ(t) > C0 > 0 ïðè t > 0,

η(t, ∆) > C0 > 0 ïðè t > 0, ∆ ∈ [0, T ].Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî �óíêöèè g1(y, u), g2(y, u) (ñì. (2.53), (2.54)) óäîâëåòâî-ðÿþò ïðè y > C0 > 0 ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî y ñ íåêîòîðîé êîí-ñòàíòîé χ > 0, íå çàâèñÿùåé îò u ∈ [0, 1]. Ïîýòîìó �óíêöèè max
u∈[0,1]

g1(y, u),
max

u∈[0,1]
g2(y, u) ïðè y > C0 > 0 òîæå óäîâëåòâîðÿþò ïî y ãëîáàëüíîìó óñëî-âèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé χ > 0. Îòñþäà è èç íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè

ξ(∆) ïðè ∆ ∈ [0, T ] ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà �ðîíóîëëà (ñì. [7℄) ïîëó÷àåìíåïðåðûâíîñòü �óíêöèè η(t, ∆) ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ïðè t ∈ [0, T ],
∆ ∈ [0, T ]. Òåïåðü (ñì. (2.14){(2.16), (2.18)) íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþëåììû 3 è �îðìóë (2.46), (2.57) èñêîìóþ íåïðåðûâíîñòü �óíêöèè J(∆, û(·, ∆))ïî ∆ ∈ [0, T ].Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ëåììû 5 ìàêñèìóì ïî ∆ ∈ [0, T ] â (2.52) äî-ñòèãàåòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Ïóñòü ∆∗ îäíà èç òàêèõ òî÷åê. Òîãäà ïàðàñòðàòåãèé (∆∗, û(·, ∆∗)) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Øòàêåëüáåðãó â ðàññìàòðè-âàåìîé èãðå.Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà �óíêöèîíàë I(∆, u(·)), ê ìàêñèìèçàöèèêîòîðîãî ñòðåìèòñÿ ïðåäïðèÿòèå, èìååò âèä (2.20). Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæèì,÷òî �óíêöèîíàë I2(∆, C(·), P (·)) (ñì. (2.20)) ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì
∆ ∈ [0, T ] îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå ïàð ñêàëÿðíûõ íåïðåðûâíûõ íà [0, T ]

C(t), P (t) è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ìîíîòîííîñòè: èç òîãî, ÷òîäëÿ íåïðåðûâíûõ íà [0, T ] �óíêöèé C1(t), C2(t), P1(t), P2(t) âûïîëíÿþòñÿ ïðè
t ∈ [0, T ] ïîòî÷å÷íûå íåðàâåíñòâà

C1(t) 6 C2(t), P1(t) 6 P2(t), (2.58)ñëåäóåò, ÷òî
I2(∆, C1(·), P1(·)) 6 I2(∆, C2(·), P2(·)).Äëÿ äàëüíåéøåãî áóäåò ïîëåçíî íàéòè óñëîâèÿ íà ïîëîæèòåëüíûå êîí-ñòàíòû a, σ è êîíñòàíòû β ∈ (0, 1), τ ∈ (0, 1), îáåñïå÷èâàþùèå äëÿ �óíêöèè

f2(y, u) (ñì. (2.30)) ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
f2y(y, u) > 0

∀y ∈ (0, C+
],

∀u ∈ [0, 1],
(2.59)
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C+ > 1 è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (2.37). Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (2.29), (2.30) èíåðàâåíñòâî 1− τ > 0, íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî âìåñòî íåðàâåíñòâà (2.59) ìîæíîðàññìîòðåòü ýêâèâàëåíòíîå íåðàâåíñòâî

f1y(y, u) > 0 ∀y ∈ (0, C+
], ∀u ∈ [0, 1]. (2.60)Ó÷èòûâàÿ �îðìóëó

f1y(y, u) = aγ(u)yγ(u)−1 − σè íåðàâåíñòâî (2.7), äåëàåì âûâîä, ÷òî
f1y(y, u) > aγ(u)ζγ(u)−1 − σ (2.61)ïðè y ∈ (0, C+

], u ∈ [0, 1], ãäå
ζ = C+ > 1. (2.62)Èç (2.61), (2.62) è îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè γ(u) ïîëó÷àåì ïðè y ∈ (0, C+

],
u ∈ [0, 1] íåðàâåíñòâî

f1y(y, u) > aβζβ−1 − σ.Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåòËåììà 6. Äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ (2.59), (2.60) äîñòàòî÷íî ïîòðå-áîâàòü âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà
a >

σ

β
(C+

)
1−β . (2.63)Àíàëîãîì ëåììû 4 äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî òåïåðü ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäó-þùàÿ ëåììà.Ëåììà 7. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåí-ñòâà (2.63) äëÿ ëþáîãî ∆ ∈ [0, T ] óïðàâëåíèå û(t, ∆) (ñì. (2.46)) ÿâëÿåòñÿîïòèìàëüíûì äëÿ ìàêñèìèçèðóåìîãî �óíêöèîíàëà I2(∆, C(·), P (·)).Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì ∆ ∈ [0, T ] è äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå u(·).Ïîêàæåì, ÷òî ïðè t ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

P (t) = P1(t, ∆, C(t), u(t)) 6 P̂ (t) = P1(t, ∆, ŷ(t, ∆), û(t, ∆)). (2.64)Äëÿ ýòîãî ìû èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé P1(t, ∆, y, u), u∗(t, ∆, y)(ñì. (2.14), (2.15), (2.42)) è ñîîòíîøåíèÿ (2.31), (2.40), (2.47), (2.60). Ôèêñèðóåì
t ∈ [0, T ] è ðàññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.1) Ïóñòü ŷ(t, ∆) 6 C+, òîãäà èìååì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

P (t) 6 P1(t, ∆, ŷ(t, ∆), u(t)) 6 P̂ (t).2) Ïóñòü C(t) 6 C+ 6 ŷ(t, ∆), òîãäà ïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ
P (t) 6 P1(t, ∆, C+, u(t)) 6 P1(t, ∆, C+, 1) 6 P̂ (t).3) Ïóñòü C+ 6 C(t), òîãäà

P (t) 6 P1(t, ∆, C(t), 1) 6 P̂ (t).



308 À.Â. Ê�ßÆÈÌÑÊÈÉ, Ñ.Ï. ÊÎÍÎÂÀËÎÂ, Ì.Ñ. ÍÈÊÎËÜÑÊÈÉÈñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (2.47), (2.64) è ìîíîòîííîñòü �óíêöèîíàëà I2(∆, C(·),
P (·)) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ] è ïðè ïðîèçâîëüíîì äîïó-ñòèìîì óïðàâëåíèè u(·) èìååò ìåñòî èñêîìîå íåðàâåíñòâî

I2(∆, C(·), P (·)) 6 I2(∆, ŷ(·, ∆), P̂ (·)).Âîïðîñ î äîñòèæåíèè ìèíèìóìà ïî u(·) ∈ Ω(∆) â (2.22) óïðîùàåòñÿ, åñëèìíîæåñòâî Ω(∆) ÿâëÿåòñÿ îäíîòî÷å÷íûì ñ îáû÷íûì îòîæäåñòâëåíèåì ïðîèç-âîëüíûõ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé u1(·), u2(·), êîãäà u1(t) = u2(t) ïî÷òè âñþäóíà [0, T ]. Ïîýòîìó è äëÿ �óíêöèîíàëà I(∆, u(·)) âèäà I2(∆, C(·), P (·)) âàæ-íûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îá óñëîâèÿõ, îáåñïå÷èâàþùèõ îäíîòî÷å÷íîñòü ìíîæå-ñòâà Ω(∆) ïðè ëþáîì ∆ ∈ [0, T ]. Ìû õîòèì ïîëó÷èòü àíàëîã ëåììû 5 äëÿ�óíêöèîíàëîâ I(∆, u(·)) âèäà I2(∆, C(·), P (·)).Ë åììà 8. Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (2.49), (2.63) è ñëåäóþùåå óñè-ëåííîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè:1) �óíêöèîíàë I2(∆, C(·), P (·)) óäîâëåòâîðÿåò âûøåñ�îðìóëèðîâàííîìóóñëîâèþ ìîíîòîííîñòè;2) ïðè ïðîèçâîëüíîì �èêñèðîâàííîì ∆ ∈ [0, T ], åñëè C1(t), P1(t), C2(t),
P2(t) | ïðîèçâîëüíûå íåïðåðûâíûå �óíêöèè íà [0, T ], ïðè÷åì äëÿ íèõ âû-ïîëíÿþòñÿ ïîòî÷å÷íûå íåðàâåíñòâà (2.58) è C1(t1) < C2(t1) õîòÿ áû ïðèîäíîì t1 ∈ [0, T ], òî

I2(∆, C1(·), P1(·)) < I2(∆, C2(·), P2(·)).Òîãäà ìíîæåñòâî Ω(∆) îäíîòî÷å÷íî äëÿ êàæäîãî ∆ ∈ [0, T ].Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ∆ ∈ [0, T ]. Â äîêàçàòåëü-ñòâàõ ëåìì 4, 7 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì äîïóñòèìîì óïðàâëå-íèè u(·) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà (2.47), (2.64). Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 5 ñïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (2.49) áûëî îáîñíîâàíî: èç ðàâåíñòâà
C(t | ∆, u(·)) = ŷ(t, ∆), t ∈ [0, T ]âûòåêàåò, ÷òî ïî÷òè âñþäó íà [0, T ] u(t) = û(t, ∆). Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò,÷òî ïðè ïðîèçâîëüíîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè u(t), t ∈ [0, T ], êîòîðîå îòëè÷à-åòñÿ îò û(t, ∆) íà ìíîæåñòâå ïîëîæèòåëüíîé ìåðû, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà(ñì. (2.47), (2.64))
C(t | ∆, u(·)) 6 ŷ(t, ∆), t ∈ [0, T ]

P (t | ∆, u(·)) 6 P̂ (t, ∆), t ∈ [0, T ]è õîòÿ áû ïðè îäíîì t1 ∈ [0, T ] âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî
C(t1 | ∆, u(·)) < ŷ(t1, ∆).Îòñþäà è èç óñèëåííîãî óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè ïîëó÷àåì èñêîìîå íåðàâåí-ñòâî
I(∆, u(·)) < I(∆, û(·, ∆)).Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ëåììû 8 �îðìóëà (2.22) ïåðåïèñûâàåòñÿ ââèäå (2.52). Íåïðåðûâíîñòü æå �óíêöèè J(∆, û(·, ∆)) ïî ∆ ∈ [0, T ] â óñëîâèÿõëåììû 8 âûòåêàåò èç äîêàçàòåëüñòâà íåïðåðûâíîñòè ýòîé �óíêöèè â óñëî-âèÿõ ëåììû 5 (ñì. âûøå). Òàêèì îáðàçîì, â óñëîâèÿõ ëåììû 8 ìàêñèìóìïî ∆ ∈ [0, T ] â (2.52) äîñòèãàåòñÿ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå. Ïóñòü ∆∗ îäíà èç



ÈÇÓ×ÅÍÈÅ ÓÏ�ÎÙÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÑÁÎ�À ÍÀËÎ�ÎÂ Ñ Ï�ÅÄÏ�ÈßÒÈß 309òàêèõ òî÷åê. Òîãäà ïàðà ñòðàòåãèé (∆∗, û(·, ∆∗)) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïîØòàêåëüáåðãó â ðàññìàòðèâàåìîé èãðå.Ïðè íàïèñàíèè ýòîé ñòàòüè áûëè èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èðèñóíêè èç äèïëîìíîé ðàáîòû ñòóäåíòêè Ì.Ìîõîâîé, âûïîëíåííîé íà êà-�åäðå Îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ �àêóëüòåòà ÂÌÊ Ì�Ó ïîä ðóêîâîäñòâîìÀ.Â. Êðÿæèìñêîãî. Ìû ïðèíîñèì áëàãîäàðíîñòü Ë.Í. Ëóêüÿíîâîé, êîòîðàÿíàì î÷åíü ïîìîãëà ïðè íàáîðå ñòàòüè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðîåêò ¹ 09-01-00633). Ïðèëîæåíèå. Îáîçíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ
Y | âåëè÷èíà âàëîâîãî âûïóñêà ïðîäóêöèè ïðåäïðèÿòèÿ;
C | îáúåì êàïèòàëà ïðåäïðèÿòèÿ;
∆Y | ãîäîâîé ïðèðîñò âàëîâîãî âûïóñêà;
∆C | ãîäîâîé ïðèðîñò êàïèòàëà;
∆Y/Y | îòíîñèòåëüíûé ïðèðîñò ãîäîâîãî êàïèòàëà;
Clegal | ëåãàëèçîâàííûé (áåëûé) êàïèòàë;
Cshady | òåíåâîé êàïèòàë;
∆Clegal | ãîäîâîé ïðèðîñò ëåãàëèçîâàííîãî (áåëîãî) êàïèòàëà;
∆Cshady | ãîäîâîé ïðèðîñò òåíåâîãî êàïèòàëà;
∆Clegal/C | îòíîñèòåëüíûé òåìï ïðèðîñòà ëåãàëèçîâàííîãî (áåëîãî) êà-ïèòàëà;
∆Cshady/C | îòíîñèòåëüíûé òåìï ïðèðîñòà òåíåâîãî êàïèòàëà;
C+ | ëåãàëèçóþùèé êàïèòàë;
a | ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè;
α | ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, 0 < α 6 1;
β | ïîëîæèòåëüíûé êîý��èöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, 0 < β 6 1;
α/β | ý��åêòèâíîñòü îò÷èñëåíèÿ â ïðîèçâîäñòâî åäèíèöû áåëîãî êàïè-òàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ îò÷èñëåíèåì äëÿ åäèíèöû òåíåâîãî êàïèòàëà;
u | äîëÿ ëåãàëèçîâàííîãî (áåëîãî) êàïèòàëà, 0 6 u 6 1;
µ | êîý��èöèåíò óñòàðåâàíèÿ êàïèòàëà, µ > 0;
Π | âàëîâàÿ ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ;
S | ñåáåñòîèìîñòü ïðîäóêöèè;
σ | ñåáåñòîèìîñòü ïðîäóêöèè ïðè åäèíè÷íîì êàïèòàëå, σ > 0;
Πlegal | äîëÿ ëåãàëèçîâàííîé (áåëîé) âàëîâîé ïðèáûëè, ñîîòâåòñòâóþùàÿäîëå áåëîãî êàïèòàëà;
P | ÷èñòàÿ ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ;
N | íàëîã;
τ | óñòàíîâëåííàÿ ãîñóäàðñòâîì äîëÿ íàëîãîâûõ îò÷èñëåíèé ïðåäïðèÿ-òèÿ, 0 < τ < 1;
t | âðåìÿ;
∆opt | îïòèìàëüíàÿ äëèòåëüíîñòü äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà;
∆ | äëèòåëüíîñòü äîíàëîãîâîãî ïåðèîäà;
u∆ | äîëÿ u, ìàêñèìèçèðóþùàÿ ÷èñòóþ ïðèáûëü â òåíåâîé çîíå, u∆ < 1;
Z | ñóììàðíûé íàëîã çà âðåìÿ îò íà÷àëà äåÿòåëüíîñòè ïðåäïðèÿòèÿ;
N (s) | ãîäîâîé íàëîã, îòâå÷àþùèé ñîñòîÿíèþ ïðåäïðèÿòèÿ â ìîìåíò

s < t;
λ | êîý��èöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ.
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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 311{326Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2009ÄÈÍÀÌÈÊÀ Â ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÏÀ�ÀÕ ÂÑÅËÅÍÍÛÕÈ ÍÎÂÛÅ ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÅÏÎÑÒÎßÍÍÛÅÝ.�. ÑìîëüÿêîâÈçëàãàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè îáîñíîâàííàÿ ãèïîòåçà îáðàçîâàíèÿ íàøåé âñåëåííîé îä-íîâðåìåííî ñ äâîéñòâåííîé ê íåé, ÷òî îáúÿñíÿåò íàëè÷èå â íàøåé âñåëåííîé îáèëèÿñâîáîäíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è ìàãíèòíûõ äèïîëåé ïðè ïîëíîì îòñóòñòâèè ñâîáîä-íûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ íîâûõ �óíäàìåíòàëüíûõ�èçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, îñíîâàííàÿ íà ðàñøèðåíèè êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ðàçìåðíîñòåéçà ñ÷åò ââåäåíèÿ â íåãî ïðèíöèïà ýêñòðåìàëüíîñòè.1. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòàõ [1{4℄ ïîñòðîåíà òåîðèÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó äâîéñòâåííûìè ïðî-ñòðàíñòâàìè Ìèíêîâñêîãî è íàéäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â îáîèõ ïðîñòðàí-ñòâàõ. Ñîãëàñíî ýòîé òåîðèè, ëþáîå ìàññèâíîå òåëî ìîæíî ïåðåâåñòè èç íà-øåãî ïðîñòðàíñòâà â äâîéñòâåííîå ê íåìó ñ ïîìîùüþ ìîùíîãî ýëåêòðîìàã-íèòíîãî ïîëÿ ñ çàòðàòàìè ýíåðãèè √
2mc2/

√
1 − v2/c2 (ãäå c| ñêîðîñòü ñâåòàâ âàêóóìå). Ïåðåõîä ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè ïðè óêàçàííîì ðàñõîäå ýíåðãèèìîæíî îñóùåñòâèòü, ïîìåñòèâ òåëî â ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, íàïðÿæåííîñòüêîòîðîãî, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êîðíþ êâàäðàòíîìó èç ìàññû òåëà, äîëæíà ïðè-äàòü òåëó îáúåìíóþ ýíåðãèþ, ïðåâûøàþùóþ âûøåóêàçàííîå çíà÷åíèå.Åùå â íà÷àëå XX âåêà Ì. Ïëàíê óêàçûâàë íà âîçìîæíîñòü è íåîáõîäè-ìîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ãèïîòåòè÷åñêîé ÷àñòèöû, â 10

10 ðàç ìåíüøåé ðàçìåðàïðîòîíà, áåç êîòîðîé ñîâðåìåííàÿ �èçèêà íå â ñîñòîÿíèè ïëîäîòâîðíî ðàçâè-âàòüñÿ. Ýòà ÷àñòèöà ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü ñòðîåíèå è ïðîèñõîæäåíèå ëþáûõèçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è ïîíÿòü ìåõàíèçìâñåõ èçâåñòíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèé â ïðèðîäå.Ñîãëàñíî âåêàìè ñîçäàâàâøåéñÿ òåîðèè ýëåêòðè÷åñòâà è ìàãíåòèçìà [5℄,îñíîâàííîé íà ðåàëüíîì îïûòå, è â ñîîòâåòñòâèè ñ àëüòåðíàòèâíûìè òåî-ðèÿìè, ýëåêòðè÷åñòâî è ìàãíåòèçì â ýíåðãåòè÷åñêîì îòíîøåíèè àáñîëþòíîñèììåòðè÷íû (åñëè íå ñêàçàòü áîëüøåãî | èäåíòè÷íû). Ýòà ñèììåòðèÿ íà-øëà ñâîå âûðàæåíèå è â ïðåäëîæåííîé �àóññîì ñèñòåìå åäèíèö (Ñ�Ñ), âêîòîðîé ñîîòâåòñòâóþùèå äðóã äðóãó ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå âåëè÷èíûèìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü. Ïîñêîëüêó â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâà-åòñÿ äèíàìèêà ýëåêòðîìàãíåòèçìà, òî â óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ êàê â íàøåìïðîñòðàíñòâå X , òàê è â äâîéñòâåííîì ê íåìó X∗, èñïîëüçóåòñÿ íàèáîëåååñòåñòâåííàÿ äëÿ ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ ãàóññîâà ñèñòåìà åäèíèö, ïðèâîäÿùàÿâ ýòîì ïîñëåäíåì ê óðàâíåíèÿì, �óíêöèîíàëüíî òîæäåñòâåííûì óðàâíåíèÿìâ íàøåì ïðîñòðàíñòâå, åñëè â íèõ çàìåíèòü ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä íà ìàãíèò-íûé.
c© Ý.�. Ñìîëüÿêîâ, 2009



312 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂÎäíàêî, íåñìîòðÿ íà óêàçàííóþ ñèììåòðèþ ýëåêòðè÷åñòâà è ìàãíåòèçìà,â íàøåé Âñåëåííîé íàáëþäàåòñÿ ÿâíàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ àñèììåòðèÿ, ïðî-ÿâëÿþùàÿñÿ â òîì, ÷òî èìååòñÿ îáèëèå îäèíî÷íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ (âñâÿçè ñ ÷åì íàøó Âñåëåííóþ åñòåñòâåííî íàçâàòü \ýëåêòðè÷åñêîé") è ïîëíîåîòñóòñòâèå åäèíè÷íûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, íåñìîòðÿ íà àêòèâíûå ïîèñêè èõâ òå÷åíèå ïîñëåäíèõ äâóõ âåêîâ.Ëîãè÷íîå îáúÿñíåíèå ýòîãî �àêòà, êàê íàì êàæåòñÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü,åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ìîìåíò \áîëüøîãî âçðûâà", ïîðîäèâøåãî íàøóÂñåëåííóþ, îáðàçîâàëàñü íå îäíà Âñåëåííàÿ, à äâå: íàøà | â ÷åòûðåõìåð-íîì ïðîñòðàíñòâå X = (x1, x2, x3, ict) è äâîéñòâåííàÿ ê íåé | â ÷åòûðåõìåð-íîì ïðîñòðàíñòâå X∗
= (ix1, ix2, ix3, ct) [1, 2℄.Èíà÷å íè â ðàìêàõ êëàññè÷åñêèõ âîççðåíèé [5℄, íè â ðàìêàõ òåîðèè èèíûõ èçâåñòíûõ òåîðèé [7, 8℄ íåâîçìîæíî îáúÿñíèòü íàáëþäàåìóþ â íàøåéÂñåëåííîé ýëåêòðîìàãíèòíóþ àñèììåòðèþ. Âñå âñòàåò íà ñâîè ìåñòà, åñëèäîïóñòèòü, ÷òî íåâîçìóùåííûé âàêóóì ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ðàç-ìåðîì ∼ 10

−25 ì (â ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ âåðèë åùå Ì. Ïëàíê), ïðî÷íîñâÿçûâàþùèõ äâà ïðîòèâîïîëîæíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ è äâà ïðîòèâîïîëîæíûõìàãíèòíûõ çàðÿäà. È â ìîìåíò \áîëüøîãî âçðûâà" [7℄, ïîðîäèâøåãî íàøóÂñåëåííóþ, êàêàÿ-òî èõ ÷àñòü ðàñïàëàñü, îáðàçîâàâ ñâîáîäíûå åäèíè÷íûåýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå çàðÿäû, à òàêæå ýëåêòðè÷åñêèå è ìàãíèòíûå äè-ïîëè (ïîñëåäíèå ÿðêî ïðîÿâëÿþò ñåáÿ âî ìíîæåñòâå ìàãíåòèêîâ).Ñîãëàñíî íàøåé ãèïîòåçå, â ìîìåíò ïåðâè÷íîãî ëîêàëüíîãî âçðûâà â âàêó-óìå ðàçâàëèâøèåñÿ íåéòðàëüíûå ÷àñòèöû ñîçäàëè íå îäíó íàøó Âñåëåííóþ,îêàçàâøóþñÿ \ýëåêòðè÷åñêîé" (ò. å. ñîäåðæàùåé îáèëèå ñâîáîäíûõ ýëåêòðè-÷åñêèõ çàðÿäîâ) è îäíîâðåìåííî ìàãíèòíî íåéòðàëüíîé (ò. å. ñîäåðæàùåéòîëüêî ìàãíèòíûå äèïîëè è íèêàêèõ åäèíè÷íûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ), à äâå.Ïðè÷åì äâîéñòâåííàÿ ê íàøåé âñåëåííîé ïðè ýòîì äîëæíà áûòü \ìàãíèò-íîé" (ò. å. ñîäåðæàùåé îáèëèå ñâîáîäíûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ) è îäíîâðå-ìåííî ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíîé (ò. å. âêëþ÷àþùåé òîëüêî ýëåêòðè÷åñêèåäèïîëè). È â ýòîé äâîéñòâåííîé Âñåëåííîé äîëæíî áûòü òàêîå æå îáèëèååäèíè÷íûõ ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ è ýëåêòðè÷åñêèõ äèïîëåé, êàêîå èìååòñÿ îáè-ëèå åäèíè÷íûõ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è ìàãíèòíûõ äèïîëåé â íàøåé Âñå-ëåííîé. Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñòàíîâèòñÿ íà ñâîè ìåñòà: íàøà Âñåëåííàÿ â ÷å-òûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X âîáðàëà â ñåáÿ âñå ñâîáîäíûå ýëåêòðè÷åñêèåçàðÿäû è ìàãíèòíûå äèïîëè, à äâîéñòâåííàÿ åé Âñåëåííàÿ â äâîéñòâåííîì÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X∗ [1, 2℄ âîáðàëà â ñåáÿ âñå åäèíè÷íûå ìàãíèò-íûå çàðÿäû è ýëåêòðè÷åñêèå äèïîëè.Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî äâîéñòâåííîé ê íàøåé \ýëåêòðè÷åñêîé" Âñåëåííîé ÿâ-ëÿåòñÿ âûøåóêàçàííàÿ \ìàãíèòíàÿ" Âñåëåííàÿ, òî ïåðåõîä ìåæäó ïîäîá-íûìè �èçè÷åñêè ðàçíûìè Âñåëåííûìè òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâà-íèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïðîâåäåííîìó â [1, 2℄, ïîñêîëüêó â [1, 2℄ ïðåäïîëàãàëîñü,÷òî äâîéñòâåííàÿ íàøåé Âñåëåííàÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ \ýëåêòðè÷åñêîé". Îä-íàêî, åñëè ïðèíÿòü \êâàíòîííóþ" ñòðóêòóðó âàêóóìà è âûøåïðèâåäåííûåðàññóæäåíèÿ, òî âîçíèêàþò ñåðüåçíûå îñíîâàíèÿ îæèäàòü, ÷òî äâîéñòâåííàÿê íàøåé Âñåëåííàÿ ÿâëÿåòñÿ, ñêîðåå, íå \ýëåêòðè÷åñêîé", à \ìàãíèòíîé".Â [1, 2℄ íà îñíîâå ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ [6℄, ðàñøèðåííîãî ïðî-ñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî è íåíóëåâûõ ñ�åð Ìèíêîâñêîãî ïîëó÷åíû áàçîâûåïîëîæåíèÿ òåîðèè ïåðåõîäîâ ìåæäó äâîéñòâåííûìè ïðîñòðàíñòâàìè Ìèí-êîâñêîãî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî �èçèêà äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà X∗ àíà-ëîãè÷íà �èçèêå íàøåãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè÷åì ââåäåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî àï-ïàðàòà óïðàâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûìè ïîëÿìè [1, 3, 4℄ ïîçâîëèëî ïîëó÷èòüíå òîëüêî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, íî è íàéòè íå-êîòîðûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, ïðè÷åì ýòè ðåçóëüòàòû,ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ íèæå, îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ìàãíèòíîéâñåëåííîé.



ÄÈÍÀÌÈÊÀ Â ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÏÀ�ÀÕ ÂÑÅËÅÍÍÛÕ 313Â äàííîé ðàáîòå, îïèðàþùåéñÿ íà ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè âîçíèêíîâå-íèè íàøåé (\ýëåêòðè÷åñêîé") Âñåëåííîé â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå X∗îáðàçîâàëàñü òàêæå è äâîéñòâåííàÿ åé (\ìàãíèòíàÿ") Âñåëåííàÿ, ïðèâî-äÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ìàãíèòíî çàðÿæåííûõ ìàññâ \ìàãíèòíîé" Âñåëåííîé, à òàêæå ðàññ÷èòûâàåòñÿ ýíåðãèÿ ïåðåõîäà ìåæäó\ýëåêòðè÷åñêîé" è \ìàãíèòíîé" Âñåëåííûìè. Ïðè÷åì ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (âñèëó ñèììåòðèè ìåæäó ýëåêòðè÷åñòâîì è ìàãíåòèçìîì) âñå ïîëó÷åí-íûå â [1, 2℄ ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ â ñèëå âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÿâëÿåòñÿëè äâîéñòâåííàÿ Âñåëåííàÿ \ýëåêòðè÷åñêîé" èëè \ìàãíèòíîé". Èçëàãàåòñÿòàêæå íîâûé ïîäõîä ê íàõîæäåíèþ íîâûõ �èçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, îñíîâàí-íûé íà èñïîëüçîâàíèè ïðåäëàãàåìîãî ïðèíöèïà ýêñòðåìàëüíîñòè â àíàëèçåðàçìåðíîñòåé. 2. Äèíàìèêà ýëåêòðîìàãíåòèçìà â\ýëåêòðè÷åñêîé" è \ìàãíèòíîé" âñåëåííûõÓ÷èòûâàÿ, ÷òî êëàññè÷åñêèå ìåòîäû âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, äî ñèõïîð èñïîëüçîâàâøèåñÿ âî âñåõ ó÷åáíèêàõ ïî òåîðåòè÷åñêîé �èçèêå [5℄, íåïðè-ãîäíû äëÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì 8-ìåðíîì êîìïëåêñíîìïðîñòðàíñòâå ñ êîìïëåêñíûìè îïòèìèçèðóåìûìè �óíêöèîíàëàìè, ïðèøëîñüâîñïîëüçîâàòüñÿ ïîñëåäíèìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-íèÿ, ñëåäóþùèìè èç îáùåé òåîðèè êîí�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé [6℄. Ê òîìóæå, â \ïðèíöèïå ýêñòðåìàëüíîãî äåéñòâèÿ" ìû äîïóñêàåì ê ðàññìîòðåíèþòàêæå è îãðàíè÷åííûå óïðàâëÿåìûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ [1, 3, 4℄, íèêîãäàíå ðàññìàòðèâàâøèåñÿ â òåîðåòè÷åñêîé �èçèêå.Ïóñòü
(x0, x1, x2, x3)

∆
= (ict, x1, x2, x3)

∆
= (ict, ~r)| âåêòîð â ÷åòûðåõìåðíîé ìîäåëè Ìèíêîâñêîãî

X
∆
= {ict, ~r}íàøåãî ïðîñòðàíñòâà, à ds | èíòåðâàë ìåæäó áåñêîíå÷íî áëèçêèìè ñîáûòè-ÿìè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå; àíàëîãè÷íî, ïóñòü (ct, i~r) | âåêòîð â ÷åòûðåõìåð-íîì äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå

X∗ ∆
= {ct, i~r},à ds∗ | èíòåðâàë â X∗. Ïîñêîëüêó â òåîðåòè÷åñêîé �èçèêå [5℄ óñëîâèëèñüîïðåäåëÿòü èíòåðâàë (ds) â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî âåëè÷èíîé

ds =

√√√√−
3∑

k=0

dx2
k =

√
c2dt2 − d~r2 = cdt

√
1 − v2

c2
,òî, ÷òîáû íå íàðóøàòü ýòîé òðàäèöèè, ìû è â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå

X∗ ∆
= {t, i~r}ïðèìåì àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå äëÿ èíòåðâàëà ds∗

ds∗ =

√√√√−
3∑

k=0

(dx∗k)2 = icdt

√
1 − v2

c2
.



314 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂÓðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêè â X è X∗ áóäåì èñêàòü,ïîëüçóÿñü \Ïðèíöèïîì ýêñòðåìàëüíîãî äåéñòâèÿ" Ëàãðàíæà, îïòèìèçèðóÿ�óíêöèîíàë
J =

t1∫

t0

Ldt,ãäå L | �óíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, â îá-ùåì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé àääèòèâíóþ �óíêöèþ íåñêîëüêèõ ñâîèõñîñòàâëÿþùèõ
L =

∑

i

Li,ãäå êàæäàÿ èç �óíêöèé Li îòâåòñòâåííà çà òå èëè èíûå ïðîöåññû, â êîòî-ðûõ ó÷àñòâóåò ñèñòåìà, ïðè÷åì êàæäàÿ èç �óíêöèé Li ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéèñòèííûé ñêàëÿð, èìåþùèé ðàçìåðíîñòü ýíåðãèè.Äëÿ ñâîáîäíî äâèæóùåéñÿ â X ìàññû m �óíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä [5,ñ. 46℄
L = mc2

√
1 − v2/c2,à îïòèìèçèðóåìûé (ìàêñèìèçèðóåìûé) �óíêöèîíàë | âèä:

J = J1 = mc

∫
ds = mc2

t′∫

t0

√
1 − v2/c2 dt, (1)ãäå t′ | ìîìåíò ïåðåõîäà ìàññû m èç ïðîñòðàíñòâà X â ïðîñòðàíñòâî X∗.Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå äëÿ èíòåðâàëà ds∗ â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå X∗,íàõîäèì, ÷òî â X∗ �óíêöèÿ Ëàãðàíæà ñâîáîäíî äâèæóùåéñÿ ìàññû äîëæíàèìåòü âèä

L∗

1 = imc2
√

1 − v2/c2,à îïòèìèçèðóåìûé �óíêöèîíàë (1) | âèä:
J∗

1 = mc

∫
ds∗ = imc2

t1∫

t′

√
1 − v2/c2 dt. (2)Åñëè ìàññà m íåñåò ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä e è íàõîäèòñÿ â ýëåêòðîìàãíèò-íîì ïîëå, îïðåäåëÿåìîì ÷åòûðåõìåðíûì ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîòåíöèàëîì

(iϕ,A1, A2, A3) = (iϕ, ~Ar),ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî, îïðåäåëÿþùàÿ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë ϕ(x), áå-ðåòñÿ â òîé æå �îðìå, ÷òî è ñèñòåìà êîîðäèíàò Ìèíêîâñêîãî (ict, x1, x2, x3),à îñòàëüíûå êîìïîíåíòû îáðàçóþò îáû÷íûé òðåõìåðíûé âåêòîðíûé ïîòåí-öèàë ~Ar = (A1, A2, A3), òî ýòîò ÷åòûðåõìåðíûé ïîòåíöèàë ïîðîæäàåò íåêî-òîðûé èíòåãðàë äåéñòâèÿ J2, ïîäûíòåãðàëüíîé �óíêöèåé êîòîðîãî äîëæåíáûòü ñêàëÿð, îáðàçîâàííûé èç êîìïîíåíò ïîòåíöèàëà è êîîðäèíàò, ïðè÷åìýòîò ìàêñèìèçèðóåìûé èíòåãðàë äîëæåí ëèíåéíî çàâèñåòü îò çàðÿäà e. Ïå-ðå÷èñëåííûì òðåáîâàíèÿì óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî èíòåãðàë âèäà
J2 = −e

c

t′∫

t0

3∑

k=0

Akdxk =

t′∫

t0

(
eϕ− e

c
~Ar~v
)
dt. (3)



ÄÈÍÀÌÈÊÀ Â ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÏÀ�ÀÕ ÂÑÅËÅÍÍÛÕ 315Çäåñü ìíîæèòåëü (1/c) ïåðåä èíòåãðàëîì ïðèñóòñòâóåò â ñâÿçè ñ èñïîëü-çîâàíèåì íàìè ãàóññîâîé ñèñòåìû åäèíèö.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñ�îðìóëèðóåì èíòåãðàë äåéñòâèÿ â ýëåêòðîìàã-íèòíîì ïîëå \ìàãíèòíîé" Âñåëåííîé â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå
X∗

= (ct, i~r),â êîòîðîì ÷åòûðåõìåðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïî àíàëîãèè)äîëæåí èìåòü âèä (ψ, i ~Ag):
J∗

2 =

t1∫

t′+0

(
−gψ +

g

c
~Ag~v
)
dt. (4)Äâèæåíèå â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîòåíöèàëîì

A(x) çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ìàññîé m ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ íåîáõîäèìûõóñëîâèé ýêñòðåìóìà (ìàêñèìóìà) �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ, ïðåäñòàâëÿþùåãîñîáîé ñóììó èíòåãðàëîâ (1) è (3):
J12 = J1 + J2 =

t′∫

t0

(
mc2

√
1 − v2/c2 + eϕ− e

c
~Ar~v
)
dt (5)ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

ẋi = vi, xi(t0) = x0
i , |~v(t)| 6 c, i = 1, 2, 3, (6)ãäå t′ | ìîìåíò âõîäà â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî X∗.Ïîñêîëüêó çàòðàòû ýíåðãèè íà ïåðåõîä ìåæäó äâîéñòâåííûìè \ýëåêòðè-÷åñêèìè" Âñåëåííûìè áûëè íàéäåíû â [1, 2℄, à íàñ ñåé÷àñ èíòåðåñóåò ýíåðãèÿïåðåõîäà ìåæäó \ýëåêòðè÷åñêîé" Âñåëåííîé â X è \ìàãíèòíîé" Âñåëåííîéâ X∗, òî ïðåæäå ÷åì èñêàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ìàññû â \ìàã-íèòíîé" Âñåëåííîé, íàì ïîòðåáóåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è (5), (6), íàéäåííîå â [1,2℄. Ïðèâåäåì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ïîëó÷åííîå íà îñíîâå òåîðåìû 5.1.1 èëè5.3.1 èç [6℄.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ãàìèëüòîíèàí H12 äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (5), (6) èìååò âèä

H12 = mc2
√

1 − v2/c2 + eϕ− e

c
( ~Ar~v) +

3∑

k=1

λkvk,ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:
λ̇k = −∂H12

∂xk

= −e ∂ϕ
∂xk

+
e

c

3∑

k=1

vi

∂Ai

∂xk

, i = 1, 2, 3, (7)
∂H12

∂vk

= λk − mvk√
1 − v2/c2

− e

c
Ak = 0. (8)Óðàâíåíèÿ (7) è (8) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â ñëåäóþùåé âåêòîðíîé �îðìå:

~̇λ = −e grad ϕ+
e

c
grad (~v ~Ar) = −e grad ϕ+

e

c
(~v∇) ~Ar +

e

c
[~v × rot ~Ar], (9)

~λ =
m~v√

1 − v2/c2
+
e

c
~Ar. (10)



316 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂÂâîäÿ â ðàññìîòðåíèå îïðåäåëåíèå èìïóëüñà â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå
~p = m~v/

√
1 − v2/c2è âû÷èñëÿÿ ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò óðàâíåíèÿ (10), ïîëó÷àåì

~̇λ = ~̇p+
e

c

(
∂ ~Ar

∂t
+ (~v∇) ~Ar

)
. (11)Èñêëþ÷àÿ ~̇λ èç óðàâíåíèé (9) è (10), ïðèõîäèì ê õîðîøî èçâåñòíîìó âðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ýëåê-òðîìàãíèòíîì ïîëå

~̇p = e

{(
−1

c

∂ ~Ar

∂t
− grad ϕ

)
+

1

c

[
~v × rot ~Ar

]
}

= e ~E +
e

c
[~v × ~H ], (12)ãäå ~E è ~H | íàïðÿæåííîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãîïîëåé.Íåîáõîäèìîå óñëîâèå (5.1.14) èç [6, ñ. 203℄ (ò. å. óñëîâèå max
v

H12) íå óäî-âëåòâîðÿåòñÿ ïðè |~v| = c èëè |vk| = c, ÷òî óêàçûâàåò íà íåîïòèìàëüíîñòüäâèæåíèÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.Åñëè ïðè ïîèñêå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â âåùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå Xâïîëíå äîïóñòèìî áûëî áû ïðèìåíåíèå äàæå êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãîèñ÷èñëåíèÿ, òî ïðè ïîèñêå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ â äâîéñòâåííîì âåêòîðíî-êîìïëåêñíîì ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X∗
= (i~r, t) íåîáõîäèìî èñïîëü-çîâàòü òåîðåìû 5.1.1 è 5.3.1 èç [6℄, äîêàçàííûå äëÿ ïðèíöèïîâ îïòèìàëü-íîñòè è ðàâíîâåñíîñòè, ñóùåñòâåííî áîëåå îáùèõ, ÷åì êëàññè÷åñêîå ïîíÿ-òèå îïòèìàëüíîñòè, äà, ê òîìó æå, ïðèìåíèìûå â ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðíî-êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñò-âå X∗ áóäåì èñêàòü, ìàêñèìèçèðóÿ íèæåñëåäóþùèé èíòåãðàë (J∗

12), ïðåäñòà-âëÿþùèé ñîáîé ñóììó èíòåãðàëîâ (2) è (4), íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà (t′ + 0) âõîäàìàññû m â ïðîñòðàíñòâî X∗ è äî ìîìåíòà t1 âîçâðàùåíèÿ â X :
J∗

12 =

t1∫

t′+0

(
imc

√
1 − v2/c2 − gψ +

g

c
( ~Ag~v)

)
dt, (13)

ẋi = vi, i = 1, 2, 3, |v| 6 c, (14)
xi(t

′
+ 0) = xi(t

′ − 0), (15)ãäå xi(t
′ − 0) | ðåøåíèå çàäà÷è (5), (6).Ò å î ð å ì à 1. Ïóñòü ~x(t) | àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ òðåõìåðíàÿ âåê-òîð-�óíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (14), à ~v(t) | ïî÷òè âñþäóíà (t0, t1) èçìåðèìàÿ ïî Ëåáåãó òðåõìåðíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ; ïóñòü, äà-ëåå, (ψ, ~Ag

) | ÷åòûðåõìåðíûé ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöèàë â ïðîñòðàí-ñòâå X∗ è ïóñòü ïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ f0(~x, ~u, t) �óíêöèîíàëà (13)íåïðåðûâíà, íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìà è åå ìîäóëü ìàæîðèðóåòñÿ íà
(t′, t1) �óíêöèåé s(t)(|~x| + 1), ãäå s(t) | íåêîòîðàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ èí-òåãðèðóåìàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà äâèæåíèå â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå X∗
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~̇p = −i
{
g

c

∂ ~Ag

∂t
+ g grad ψ − g

c
[~v × rot ~Ag

]

}
. (16)Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (òåîðåìû 5.1.1è 5.3.1 èç [6, ñ. 203{203, 232{233℄) ñïðàâåäëèâû è äëÿ âåêòîðíî-êîìïëåêñíîãî�óíêöèîíàëà (13) è ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèÿì

λ̇∗k = −∂H
∗
12

∂xk

= g
∂ψ

∂xk

− g

c

3∑

i=1

vi

∂A
g
i

∂xk

, i = 1, 2, 3, (17)
∂H∗

12

∂vk

= λ∗k − mvk√
1 − v2/c2

+
g

c
A

g
k = 0, k = 1, 2, 3, (18)ãäå

H∗

12
∆
= imc2

√
1 − v2/c2 − gψ +

g

c
~Ag~v +

3∑

k=1

λ∗kvk.Êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è (5), (6), óðàâíåíèÿ (17) è (18) ìîæíî çàïèñàòüâ âåêòîðíîé �îðìå, ïðîäè��åðåíöèðîâàòü óðàâíåíèÿ (18) è èñêëþ÷èòü èçâñåõ óðàâíåíèé �óíêöèè λ̇∗k. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîðíîå óðàâíåíèåäâèæåíèÿ (16) â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå X∗.×òîáû îöåíèòü íà îñíîâå çàäà÷ (5) è (13), êàêèå òðåáóþòñÿ ýíåðãèè ïðèïåðåõîäå ìàññû è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè X è X∗,íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âåëè÷èíó ðàçðûâà ãàìèëüòîíèàíà â òî÷êå t′ ïåðåõîäàìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè, ò. å. îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ðàçíîñòè
|H∗

12(t
′
+ 0) − H12(t

′ − 0)|.Ïðè âûõîäå èç ïðîñòðàíñòâà X èìååì
H12(t

′ − 0) = mc2
√

1 − v2/c2 + eϕ− e

c
( ~Ar~v) + (~λ~v) =

mc2√
1 − v2/c2

+ eϕ, (19)à ïðè âõîäå â ïðîñòðàíñòâî X∗ ïîëó÷àåì
H∗

12(t
′
+ 0) = imc2

√
1 − v2/c2 − gψ +

g

c
( ~Ag~v) + (~λ∗~v) =

imc2√
1 − v2/c2

− gψ. (20)Î÷åâèäíî, ïåðåõîä ìàññû m ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè X è X∗ òðåáóåò äî-ïîëíèòåëüíîé ýíåðãèè √
2mc2/

√
1 − v2/c2,à ïåðåõîä ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè (â äàííîì ñëó÷àå ïîðîæäàåìîé ñêàëÿð-íûìè ïîòåíöèàëàìè ϕ è ψ) òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîé ýíåðãèè

eϕ+ gψ.Íî ýòà ñóììà, âñëåäñòâèå ñèììåòðèè äâîéñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ X è X∗ è ðà-âåíñòâà ýíåðãèé, ïîðîæäàåìûõ ýëåêòðè÷åñêèì è ìàãíèòíûì ïîòåíöèàëàìè,ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó
2eϕ = 2gψ.



318 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂÒàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ Âñåëåííàÿ, äâîéñòâåííàÿê íàøåé, \ýëåêòðè÷åñêîé" èëè \ìàãíèòíîé", ýíåðãåòèêà ïåðåõîäîâ ìåæäóíèìè îêàçûâàåòñÿ îäèíàêîâîé, ÷òî äåëàåò çàêîííûìè ñîîòâåòñòâóþùèå �îð-ìóëû, íàéäåííûå â [1, 2℄ äëÿ ñëó÷àÿ ïåðåõîäà ìåæäó äâîéñòâåííûìè \ýëåê-òðè÷åñêèìè" âñåëåííûìè.3. Îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè êëàññè÷åñêîé òåîðèè ðàçìåðíîñòåéÏîêàæåì, êàê ñ ïîìîùüþ òåîðèè ðàçìåðíîñòåé, äîïîëíåííîé ïîèñêîì îñî-áûõ ýêñòðåìàëåé, îòêðûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü íàõîäèòü íîâûå �óíäàìåíòàëü-íûå �èçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå è äàæå îòêðûâàòü íîâûå �èçè÷åñêèå çàêîíû íàîñíîâå àíàëèçà âñåãî ëèøü ðàçìåðíîñòåé �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Â ÷àñòíî-ñòè, óäàëîñü îïðåäåëèòü ãðàíèöû òðåõ ñìåæíûõ ìèðîâ | ñóáìèêðîêîñìîñà,ìèêðîêîñìîñà è ìàêðîêîñìîñà, íàéòè àíàëîãè ïîñòîÿííîé Ïëàíêà äëÿ ýòèõìèðîâ ðàçíîãî ðàçìåðà è ïîêàçàòü, ÷òî \ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû" ìî-æåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç èçâåñòíûå ðàçìåðíûå �óíäàìåíòàëüíûå �èçè÷å-ñêèå ïîñòîÿííûå è ÷òî êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáûõ ìèðîâ,äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíà íèæíÿÿ ãðàíèöà è íàéäåí îòâå÷àþùèé êàæäîìóìèðó àíàëîã ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Îòñþäà ñäåëàí âûâîä, ÷òî óãëîâûå ñêîðî-ñòè âðàùåíèÿ íåâîçìóùåííûõ èëè ñëàáîâîçìóùåííûõ íåáåñíûõ òåë ñòðîãîêâàíòîâàíû.Òåîðèÿ ðàçìåðíîñòåé, èñïîëüçîâàâøàÿñÿ äî ñèõ ïîð äëÿ íàõîæäåíèÿ ïà-ðàìåòðîâ ïîäîáèÿ è ÷àñòíûõ ðåøåíèé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ïîñòî-ÿííîé) ñëîæíûõ çàäà÷ (ïîëíîå ðåøåíèå êîòîðûõ ïîëó÷èòü âñåìè èçâåñòíûìèìåòîäàìè ìàòåìàòèêè, ìåõàíèêè è �èçèêè îêàçûâàëîñü âåñüìà çàòðóäíè-òåëüíûì), ñòðàäàåò òåì íåäîñòàòêîì, ÷òî åå ïðèìåíåíèå çà÷àñòóþ ïðèâîäèòê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ, ïðåâûøàþùèì ÷èñëî óðàâíåíèé.Ïðè÷åì ïðàêòèêóåìûå â ýòîé òåîðèè ïîïûòêè îáõîäèòü ýòó ìíîãîçíà÷íîñòüïîñðåäñòâîì èñêóññòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ ÷èñëà îñíîâíûõ åäèíèö äàëåêî íåâñåãäà äîïóñòèìû êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé, òàê è ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷åê çðå-íèÿ. È, ê òîìó æå, íå èìååòñÿ íèêàêèõ êðèòåðèåâ äëÿ óäà÷íîãî âûáîðàäîïîëíèòåëüíûõ îñíîâíûõ åäèíèö. Áëàãîäàðÿ æå èñïîëüçîâàíèþ îñîáûõ ýêñ-òðåìàëåé, íåçàâèñèìî îò ïðèìåíÿåìûõ â òåîðèè ðàçìåðíîñòåé ñèñòåì åäèíèöèçìåðåíèÿ è îò ÷èñëà îñíîâíûõ (íåçàâèñèìûõ) åäèíèö èçìåðåíèÿ, ðåøåíèåâñåãäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ (ðàçóìååòñÿ, ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîéïîñòîÿííîé). Òàê ÷òî îñîáûå ýêñòðåìàëè ÿâèëèñü èìåííî òåì çâåíîì, êîòî-ðîãî òàê íåäîñòàâàëî òåîðèè ðàçìåðíîñòåé.Íåñìîòðÿ íà îòíîñèòåëüíóþ ïðîñòîòó òåîðèè ðàçìåðíîñòåé, â îòíîøåíèèíåå äî ñèõ ïîð íå óòèõàþò íàó÷íûå ñïîðû [10{14℄. Îñòàíîâèìñÿ òîëüêîíà îñíîâíûõ ðàçíîãëàñèÿõ ñïåöèàëèñòîâ. �ëàâíîå èç íèõ êàñàåòñÿ âûáîðàîñíîâíûõ (íåçàâèñèìûõ) åäèíèö èçìåðåíèÿ è èõ ÷èñëà. Êàê ïèøåò Ë.À. Ñåíà,îäíè ñ÷èòàþò, ÷òî ÷èñëî \îñíîâíûõ åäèíèö çàäàíî íàì ïðèðîäîé è îïðåäåëÿ-åòñÿ õàðàêòåðîì òåõ ÿâëåíèé, êîòîðûå ïîäëåæàò ðàññìîòðåíèþ", [10, ñ. 30℄.À ïîñêîëüêó \êà÷åñòâà ìàòåðèàëüíîãî ìèðà áåñêîíå÷íî ìíîãîîáðàçíû, ... òî÷èñëî òàêèõ åäèíèö áóäåò òàêæå áåñêîíå÷íî áîëüøèì", [10, ñ. 30℄. Äðóãèåñ÷èòàþò, ÷òî \äîëæíà áûòü òîëüêî îäíà îñíîâíàÿ åäèíèöà. Îáà ýòè âûâîäàÿâëÿþòñÿ îøèáî÷íûìè," [10, ñ. 31℄. Ñîãëàøàÿñü, â îñíîâíîì, ñ ýòèì ìíåíèåìË.À. Ñåíà, ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî íåóäà÷íîå òðàêòîâàíèå òåîðèè ðàçìåðíî-ñòåé â ìèðîâîé ëèòåðàòóðå ÿâèëîñü ïðè÷èíîé îäíîñòîðîííåãî è îãðàíè÷åí-íîãî åå èñïîëüçîâàíèÿ, à çàòåì ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê çà ñ÷åò âñåãî ëèøüíàäëåæàùåãî åå òðàêòîâàíèÿ è äîïîëíåíèÿ åå ïðîöåäóðîé ïîèñêà îñîáûõýêñòðåìàëåé ïðèîòêðûâàþòñÿ íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ �èçèêè è òåõíèêè.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ëþáûå �îðìóëû ðàçìåðíîñòè â ëþ-áîé ñèñòåìå åäèíèö âûðàæàþò íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå çàêîíû, ïðè÷åì êàêóæå èçâåñòíûå, òàê è åùå íåèçâåñòíûå, êîòîðûå íàóêå ïðåäñòîèò îòêðûòü



ÄÈÍÀÌÈÊÀ Â ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÏÀ�ÀÕ ÂÑÅËÅÍÍÛÕ 319â áóäóùåì è â îòêðûòèè êîòîðûõ òåîðèÿ ðàçìåðíîñòåé (äîïîëíåííàÿ íàìèïîíÿòèåì îñîáîé ýêñòðåìàëè [6℄) ìîæåò ñûãðàòü ñóùåñòâåííóþ ðîëü (âî-ïðåêè ñêåïòè÷åñêîìó îòíîøåíèþ ê íåé Ì. Ïëàíêà [14℄ è ñîëèäàðíîãî ñ íèìË.À. Ñåíà [10℄). Â ïîäòâåðæäåíèå òîãî, ÷òî �îðìóëû òåîðèè ðàçìåðíîñòåéíå áåññìûñëåííû (âîïðåêè íàìåêàì Ë.À. Ñåíà [10℄ íà èõ áåññìûñëåííîñòü),ðàññìîòðèì òîò æå ñàìûé ïðèìåð ðàçìåðíîñòè ýëåêòðè÷åñêîé åìêîñòè (êîí-äåíñàòîðà) C, êîòîðûé ïðèâîäèòñÿ Ë.À. Ñåíà â êà÷åñòâå äåìîíñòðàöèè àá-ñóðäíîñòè ïîèñêà �èçè÷åñêîãî ñìûñëà â �îðìóëàõ ðàçìåðíîñòè. Ë.À. Ñåíàïèøåò: \... �îðìóëà ìîæåò ïðèîáðåñòè äîâîëüíî ïðè÷óäëèâûé âèä. Äëÿ ïðè-ìåðà ïðèâåäåì ðàçìåðíîñòü åìêîñòè â Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö", [10,ñ. 74℄:
[C] = [L]
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[M ]
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[T ]

4
[I]2, (21)ãäå [L], [M ], [T ] è [I] | ðàçìåðíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, äëèíû, ìàññû, âðåìåíèè ñèëû òîêà.Îäíàêî �îðìóëà (21) âîâñå íå \ïðè÷óäëèâà", à âûðàæàåò ÷åðåç ñåáÿ íå-ÿâíî çàëîæåííûå â íåé óæå èçâåñòíûå íàì çàêîíû �èçèêè. Â ñàìîì äåëå,ïîñêîëüêó åìêîñòü C îïðåäåëÿåòñÿ êàê ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ çàðÿäà Q íà íà-ïðÿæåíèå U , òî ïîëó÷àåì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé
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[I]2,ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îïðåäåëåíèå çàðÿäà

Q = ITè ìîùíîñòè, ñ îäíîé ñòîðîíû, ÷åðåç ïîñðåäñòâî çàêîíà Îìà (P = IU), à ñäðóãîé, ÷åðåç ïîñðåäñòâî �îðìóëû
P = W/T,ãäå W | ðàáîòà. Òàêèì îáðàçîì, äàæå ïðèìåð (21), ñïåöèàëüíî âûáðàííûéË.À. Ñåíà äëÿ äåìîíñòðàöèè îòñóòñòâèÿ âñÿêîãî ñìûñëà â �îðìóëå ðàçìåð-íîñòè åìêîñòè, äåìîíñòðèðóåò, ñêîðåå, îáðàòíîå, à èìåííî, ÷òî ýòà ðàçìåð-íîñòü ÿâíî âûðàæàåò èìåííî òå �èçè÷åñêèå çàâèñèìîñòè, ÷åðåç ïîñðåäñòâîêîòîðûõ åìêîñòü ñåáÿ îïðåäåëÿåò è ïðîÿâëÿåò â ðàçëè÷íûõ ÿâëåíèÿõ.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö Ñ�Ñ åìêîñòü õàðàê-òåðèçóåòñÿ ñëåäóþùåé öåïî÷êîé òîæäåñòâ, çàâÿçàííûõ ÷åðåç çàêîí Êóëîíà
F = Q2/L2è ðàçëè÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðàáîòû è ìîùíîñòè:

[C] = [L] =

[
Q

U

]
=

[
Q

W/Q

]
=

[
Q2

W

]
=

[
Q2

FL

]
=

[
Q2

(Q2/L2)L

]
= [L].Ïîäîáíûì æå îáðàçîì ìîãóò áûòü ïðîàíàëèçèðîâàíû ëþáûå �îðìóëûðàçìåðíîñòè â ëþáûõ ñèñòåìàõ åäèíèö. Ïðè÷åì ïîäîáíûé àíàëèç â êàêèõ-òîñëó÷àÿõ ïîçâîëèò îáíàðóæèòü ñîâåðøåííî íîâûå �èçè÷åñêèå çàêîíû. Ïðîäå-ìîíñòðèðîâàííûé ïðèìåð àíàëèçà ïîäòâåðæäàåò ìíåíèå À. Çîììåð�åëüäà,ñ÷èòàâøåãî, ÷òî ñëåäóåò îáðàùàòü âíèìàíèå íà ðàçìåðíîñòü �èçè÷åñêèõ âå-ëè÷èí è ñêàçàâøåãî [15℄: \Ìû íå ïðèäåðæèâàåìñÿ òî÷êè çðåíèÿ Ïëàíêà, ñî-ãëàñíî êîòîðîé âîïðîñ î äåéñòâèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè �èçè÷åñêîé âåëè÷èíûëèøåí ñìûñëà".



320 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂÍåñåðüåçíûì ñ÷èòàåì ìû è ñëåäóþùåå âîçðàæåíèå Ë.À. Ñåíà ïðîòèâ �è-çè÷åñêîãî ñìûñëà �îðìóë ðàçìåðíîñòè: \È óæ, êîíå÷íî, íèêàêèõ êîíêðåòíûõïðåäñòàâëåíèé íå âûçûâàþò �îðìóëû ðàçìåðíîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ åäèíèö âñèñòåìå Ñ�Ñ, â êîòîðîé ñèìâîëû ðàçìåðíîñòè îñíîâíûõ åäèíèö ñòîÿò â äðîá-íûõ ñòåïåíÿõ", [10, ñ. 74℄. Íî ðàçâå �îðìóëà (21) äëÿ åìêîñòè â Ìåæäóíà-ðîäíîé ñèñòåìå (ÑÈ) íå ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà, ê ïðèìåðó, â ñëåäóþùåìýêâèâàëåíòíîì (21) âèäå:
[T ] = [C]

1
4 [M ]

1
4 [L]

1
2 [I]−

1
2 , (22)â êîòîðîì îíà çàäàåòñÿ èìåííî äðîáíûìè ñòåïåíÿìè?Âîïðîñ î öåëûõ èëè äðîáíûõ ñòåïåíÿõ | ýòî âîïðîñ ëèøü óäîáñòâà ïîëü-çîâàíèÿ, à âîâñå íå ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (22) âäðîáíûõ ñòåïåíÿõ ìîæíî âîçâåñòè â ÷åòâåðòóþ ñòåïåíü è ïîëó÷èòü ñëåäóþ-ùóþ �îðìóëó ðàçìåðíîñòè óæå â öåëûõ ñòåïåíÿõ:

[T ]
4

= [C][M ][L]
2
[I]−2,àáñîëþòíî ýêâèâàëåíòíóþ (21) è (22).È âñå æå, íåñìîòðÿ íà âûøåïðèâåäåííûå àðãóìåíòû â ïîäòâåðæäåíèåìíåíèÿ À. Çîììåð�åëüäà, ìû íå ìîæåì íå ñîãëàñèòüñÿ è ñ ìíåíèåì Ì. Ïëàí-êà, ñ÷èòàâøåãî, ÷òî âîïðîñ îá \èñòèííîé" ðàçìåðíîñòè �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí\èìååò íå áîëåå ñìûñëà, ÷åì âîïðîñ îá \èñòèííîì" íàçâàíèè êàêîãî-ëèáîïðåäìåòà", [14℄.Ìû ïîêàæåì, ÷òî ðîëü òåîðèè ðàçìåðíîñòåé â ðàçâèòèè íàóêè íåñîìíåííîãîðàçäî áîëüøàÿ, ÷åì ìíåíèå î íåé Ì. Ïëàíêà. Â ïðèíöèïå, ÷èñëî ïðîèç-âîëüíî âûáèðàåìûõ îñíîâíûõ åäèíèö èçìåðåíèÿ ìîæåò áûòü ëþáûì. Îä-íàêî, åñëè äîâåñòè ÷èñëî ýòèõ åäèíèö äî íóëÿ, ò. å. ïî ñóùåñòâó ïîëíîñòüþóñòðàíèòü ñàìî ïîíÿòèå ðàçìåðíîñòè, òî, êàê ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì íèæå,áóäåò óòåðÿí íåêèé äîïîëíèòåëüíûé ìåõàíèçì, ïîçâîëÿþùèé âûÿâëÿòü åùåíåîòêðûòûå ñâÿçè (çàêîíû �èçèêè) ìåæäó ðàçëè÷íûìè �èçè÷åñêèìè âåëè÷è-íàìè.Åñëè áû íàóêà ñ ñàìîãî ñâîåãî çàðîæäåíèÿ è äî íàñòîÿùåãî âðåìåíèîïèðàëàñü íà ïðèíöèï áåçðàçìåðíîñòè ëþáûõ âåëè÷èí, òî, ìîæíî íå ñîìíå-âàòüñÿ, ÷òî ê XXI âåêó îíà íå äîñòèãëà áû óðîâíÿ äàæå íà÷àëà XIX âåêà.Ñîâðåìåííîìó íàó÷íî-òåõíè÷åñêîìó ïðîãðåññó ìû îáÿçàíû â çíà÷èòåëüíîéñòåïåíè òåì, ÷òî â íàóêå è òåõíèêå øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü ïîíÿòèÿ ðàçìåð-íîñòè [10{14℄.Ë.À. Ñåíà, \ïîëíîñòüþ ðàçäåëÿþùèé òî÷êó çðåíèÿ Ì. Ïëàíêà" [10, ñ. 78℄,òåì íå ìåíåå, ïðèáåãàåò íå ê ïðîöåäóðå óìåíüøåíèÿ ÷èñëà îñíîâíûõ åäèíèö(÷òî åñòåñòâåííî ñëåäîâàëî áû èç ëîãèêè Ì. Ïëàíêà è Ë.À. Ñåíà), à ê ïðî-öåäóðå èñêóññòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ ÷èñëà îñíîâíûõ åäèíèö â òåõ ñëó÷àÿõ,êîãäà òåîðèÿ ðàçìåðíîñòåé íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÷èñëà óðàâíåíèé, ðàâíîãî÷èñëó íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí, [10, ñ. 81{90℄. Íî è ýòà ïðîöåäóðà ëèøü â îò-äåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê æåëàåìîé öåëè. Â îáùåì æå ñëó÷àå íåîáõîäèìîèñïîëüçîâàòü îñîáûå ýêñòðåìàëè, îáùèå ìåòîäû ïîèñêà è ðàñ÷åòà êîòîðûõ âëþáûõ îáëàñòÿõ íàóêè ìîæíî íàéòè â [6℄.4. Îñîáûå ýêñòðåìàëè â òåîðèè ðàçìåðíîñòåéÎñîáûìè íàçûâàþò ýêñòðåìàëè (èëè ðåøåíèÿ), â îòíîøåíèè êîòîðûõ âîç-íèêàþò ïðèíöèïèàëüíûå çàòðóäíåíèÿ â âîïðîñå âûÿñíåíèÿ òîãî, îïðåäåëÿþòîíè ìàêñèìóì, ìèíèìóì èëè êàêèå-òî èíûå ýêñòðåìàëüíûå ñîñòîÿíèÿ äèíà-ìè÷åñêîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, â \íåâûïóêëûõ" çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðà-âëåíèÿ, ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü çàäà÷ îïòèìèçàöèè, èìåííî



ÄÈÍÀÌÈÊÀ Â ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÏÀ�ÀÕ ÂÑÅËÅÍÍÛÕ 321íà îñîáûõ ýêñòðåìàëÿõ, íà êîòîðûõ ðåàëèçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå \ñêîëüçÿ-ùèå ðåæèìû", çà÷àñòóþ è äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì.Â èãðîâûõ æå çàäà÷àõ ðåøåíèå íåðåäêî âîçìîæíî òîëüêî â êëàññå òàê íàçû-âàåìûõ \ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé", ðåàëèçóþùèõñÿ òîæå çà÷àñòóþ íà îñîáûõýêñòðåìàëÿõ. �îëü îñîáûõ ýêñòðåìàëåé â òåîðèè èãð è îïòèìèçàöèè íåâîç-ìîæíî ïåðåîöåíèòü.Â ïðåäåëüíî óïðîùåííîì âèäå ñóùåñòâîâàíèå îñîáîãî ðåøåíèÿ ìîæíîïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè èëè ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé�óíêöèè y = kx, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå (−∞ < x < +∞). Ôîðìàëüíîîñîáûé ýêñòðåìóì ýòîé ëèíåéíîé �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òåõ òî÷êàõ x ∈ R,â êîòîðûõ dy/dx = 0. Åñëè k 6= 0, òî ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ òî÷åê ïóñòî, àåñëè k = 0, òî ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì R âñåõ âåùåñòâåííûõ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ �óíêöèÿ y(x) = const �îðìàëüíî ÿâëÿåòñÿîñîáîé ýêñòðåìàëüþ. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî, êàçàëîñü áû, òðèâèàëüíîãî �àêòàïîçâîëèëî â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷èòü äàëåêî íå òðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû âîòíîøåíèè òåîðèè ðàçìåðíîñòåé è �óíäàìåíòàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ.Òåîðèÿ ðàçìåðíîñòåé ñ ïðèìåíåíèåì ïîíÿòèÿ îñîáîé ýêñòðåìàëè ïðåäî-ñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü óòî÷íÿòü ìåíåå òî÷íî èçâåñòíûå �èçè÷åñêèå ïîñòîÿí-íûå ñ ïîìîùüþ áîëåå òî÷íî èçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ è äàæå íàõîäèòü íåèç-âåñòíûå íîâûå �èçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî \ýêñòðåìàëüíîé" ïîñòîÿííîé ĥ ñîîòâåòñòâóåò íå-êîòîðàÿ \ýêñòðåìàëüíàÿ" ïîñòîÿííàÿ
L̂0 = e

√
G/c2 = 1, 3804513 · 10

−34 ñì,îïðåäåëÿþùàÿ ðàçìåð êàêîé-òî óñòîé÷èâîé ñóá÷àñòèöû â ñóáìèêðîêîñìîñå(çäåñü e | çàðÿä ýëåêòðîíà, c | ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå è G | ãðàâè-òàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ). Çàòåì íà îñíîâå ýòîãî íàéäåì ïðåäñòàâëåíèå \ïî-ñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû" (1/α) ÷åðåç èçâåñòíûå íà ñåãîäíÿ ðàçìåðíûå�èçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå (e, c,G, Lq) è ïîïðîáóåì íàéòè ïàðó (hp, Lp) �óíäà-ìåíòàëüíûõ ïîñòîÿííûõ äëÿ ìàêðîêîñìîñà.×òîáû ó÷åñòü â ðàñ÷åòàõ îñíîâíûå �óíäàìåíòàëüíûå �èçè÷åñêèå ïîñòî-ÿííûå, íàéäåì íà îñíîâå òåîðèè ðàçìåðíîñòåé [10℄ ïðåäñòàâëåíèå êîíñòàíòûìîùíîñòè (P ) ÷åðåç ýòè ïîñòîÿííûå, ðàññìàòðèâàÿ âñå ïîñòîÿííûå â ñèñòåìåÑ�Ñ, ò. å. çàïèøåì, îïóñêàÿ âîçìîæíûé áåçðàçìåðíûé êîý��èöèåíò,
P = eβ · cγ · Lδ

0 ·Gp · hq,èëè, â áàçîâûõ ðàçìåðíîñòÿõ ñèñòåìû Ñ�Ñ (ïðèíèìàÿ îáîçíà÷åíèÿ: M |ìàññà, L | äëèíà, T | âðåìÿ):
[P ]

∆
=

[
ML2

T 3

]
=

[
L3/2M1/2

T

]β

·
[
L

T

]γ

· [L]
δ ·
[
L3

MT 2

]p

·
[
ML2

T

]q

.Ïðèðàâíèâàÿ ðàçìåðíîñòè ñ îáåèõ ñòîðîí, ïîëó÷àåì ñèñòåìó òðåõ ëèíåé-íûõ óðàâíåíèé ñ ïÿòüþ íåèçâåñòíûìè
1 =

1

2
β − p+ q,

2 =
3

2
β + γ + δ + 3p+ 2q,

3 = β + γ + 2p+ q.



322 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂ�åøàÿ åå îòíîñèòåëüíî (β, γ, δ), íàõîäèì
β = 2(1 + p− q), γ = 1 − 4p+ q, δ = −2(1 + p). (23)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì äëÿ P ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äîáåçðàçìåðíîãî ìíîæèòåëÿ):

P = e2(1+p−q) · c(1−4p+q) · L−2(1+p)
0 ·Gp · hq. (24)Ëîãàðè�ìèðóÿ (24) è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò lgP ïî pè q (ò. å. îïðåäåëÿÿ îñîáûå ýêñòðåìàëè), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ýêñòðåìàëüíûåáàçîâûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ h è L0:

ĥ =
e2

c
= 7, 6957018 · 10

−30

[ã · ñì2
åê ]
,

L̂0 =
e
√
G

c2
= 1, 3804513 · 10

−34
[ñì].

(25)Çàìåòèì, ÷òî êàêèå áû ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ëþáîé èç ðàññìîòðåííûõ âûøå�óíäàìåíòàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ÷åðåç ëþáûå îñòàëüíûå íè èñïîëü-çîâàëèñü, ðåçóëüòàòîì âñåãäà îêàçûâàåòñÿ íàéäåííàÿ ïàðà (25) ýêñòðåìàëü-íûõ áàçîâûõ �èçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ĥ è L̂0, ïðè÷åì èõ ýêâèâàëåíòíûå ïðåä-ñòàâëåíèÿ ìîãóò áûòü ìíîãîîáðàçíû, íàïðèìåð:
ĥ =

e2

c
=
ecL̂0√
G

=
e(3/2)L̂

(1/2)
0

G(1/4)
=
c3L̂2

0

G
= . . . ,

L̂0 =
e
√
G

c2
=
ĥ2

√
G

e3
= . . . .

(26)Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ýêñòðåìàëüíûå êîý��èöèåíòû ĥ è L̂0 â âûðàæåíèå(24) äëÿ êîíñòàíòû ìîùíîñòè P , ïîëó÷àåì äëÿ ýòîãî êîý��èöèåíòà ýêñòðå-ìàëüíîå áàçîâîå ïðåäñòàâëåíèå
P̂ =

c5

G
= 0, 36295049 · 10

60
[Ñ�Ñ] = 0, 36295049 · 10

53Âò. (27)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íåòðóäíî íàéòè ýêñòðåìàëüíûå áàçîâûå ïîñòîÿí-íûå, íàïðèìåð, äëÿ ìàññû (M), âðåìåíè (T ), ýíåðãèè (W ), ñèëû (F ) è íàïðÿ-æåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (E):
M̂ =

e√
G

= 1, 859544 · 10
−6ã,

T̂ =
e
√
G

c3
= 4, 6046906 · 10

−45ñåê,
Ŵ =

ec2√
G

= 1, 6712748 · 10
15

[Ñ�Ñ] = 1, 6712748 · 10
8Äæ,

F̂ =
c4

G
= 1, 2106724 · 10

49
[Ñ�Ñ] = 1, 2106724 · 10

44Í,
Ê =

e

L̂2
0

=
G(1/6)ĥ(2/3)

L̂
(7/3)
0

= 2, 5205326 · 10
58

[Ñ�Ñ] = 7, 5615978 · 10
62Â/ì. (28)



ÄÈÍÀÌÈÊÀ Â ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÏÀ�ÀÕ ÂÑÅËÅÍÍÛÕ 3235. Àíàëîãè ïîñòîÿííîé Ïëàíêà è ãðàíèöû òðåõ ìèðîâÈòàê, ìû íàøëè ëèøü îäíó áàçîâóþ ýêñòðåìàëüíóþ ïàðó (ĥ, L̂0), îòâå÷àþ-ùóþ êëàññè÷åñêîé òðîéêå �óíäàìåíòàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ (e, c,G).Îäíàêî ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïàðû (hk, Lk) ýòèõ æå �óíäàìåíòàëüíûõ �è-çè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òîé æå òðîéêå (e, c,G). Íàïðèìåð, âñîâðåìåííîé ÿäåðíîé �èçèêå îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò âîâñå íå ýêñòðåìàëüíûéïàðàìåòð ĥ, à ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà
~ =

1

α
ĥ.Ïîýòîìó âàæíî óçíàòü, êàêîãî ðàçìåðà Lq óñòîé÷èâàÿ ïðà÷àñòèöà �îðìè-ðóåò ìèêðîêîñìîñ ñîâìåñòíî ñ êîíñòàíòîé ~, è âûÿñíèòü, ÷òî çà ñòðàííûéáåçðàçìåðíûé ìíîæèòåëü ñâÿçûâàåò ~ ñ ĥ.×òîáû ðàçîáðàòüñÿ â ýòîì, à çàîäíî è îïðåäåëèòü, ìîæåò ëè áåçðàçìåðíàÿ\ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû" (

1
α
) âûðàæàòüñÿ ÷åðåç ðàçìåðíûå �óíäàìåí-òàëüíûå �èçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì

~ = eβ · cγ · Lδ
q ·Gp,äëÿ êîòîðîãî íàõîäèì

β = 2 − δ, γ = 2δ − 1, p = −δ/2,à, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì
~ = e(2−δ) · c(2δ−1) · Lδ

q ·G(−δ/2). (29)Èñêàòü ñíîâà îñîáóþ ýêñòðåìàëü äëÿ ðàâåíñòâà (29) íå èìååò ñìûñëà,êàê ìû óæå îá ýòîì ãîâîðèëè, ïîñêîëüêó ñíîâà ïîëó÷èì ýêñòðåìàëüíóþ ïàðó
(ĥ, L̂0). Òàê ÷òî òåïåðü íåîáõîäèìî ëèøü íàéòè òàêîå Lq, êîòîðîå îòâå÷àåòêîíñòàíòå ~.Ïîäñòàâëÿÿ â (29) δ ≡ 1/5, ïîëó÷àåì òî÷íîå çíà÷åíèå äëÿ íîâîé �óíäà-ìåíòàëüíîé �èçè÷åñêîé ïîñòîÿííîé: Lq = 6,6710825 ·10

−24 ñì.×òîáû íàéòè ïðåäñòàâëåíèå äëÿ \ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû" ÷åðåç�óíäàìåíòàëüíûå �èçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå (e, c, Lq, G), äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòüâ (29) δ = (1/5) è âûïîëíèòü ýëåìåíòàðíûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
~ = e

9
5 · c− 3

5 · L
1
5
q ·G−

1
10 =

e2

c

[(
c2Lq

e
√
G

) 1
5

]
= ĥ

(
Lq

L̂0

) 1
5

= ĥ

(
1

α

)
, (30)îòêóäà íàõîäèì

1

α
=

(
c2Lq

e
√
G

) 1
5

= 137, 03604.Òàêèì îáðàçîì, áàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ Lq îêàçàëàñü ñòðîãî îïðåäåëåííîé �óíê-öèåé îò îñíîâíûõ �óíäàìåíòàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ
(e, c,G, ~, 1/α).Èòàê, ïîìèìî ýêñòðåìàëüíîé ïàðû �óíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò (ĥ, L̂0) (îò-âåòñòâåííîé çà ïðîöåññû â ñóáìèêðîêîñìîñå), óäîâëåòâîðÿþùåé (29) ïðè



324 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂëþáîì δ, ýòîìó ðàâåíñòâó ïðè δ = 1/5 óäîâëåòâîðÿåò òàêæå ïàðà (~, Lq),ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿþùàÿ ñïèíû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö è îòâåò-ñòâåííàÿ çà ïðîöåññû â ìèêðîêîñìîñå, êîòîðûìè çàíèìàåòñÿ ñîâðåìåííàÿÿäåðíàÿ �èçèêà [16, 18℄.Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî íåêîòîðàÿ óñòîé÷èâàÿ ãèïîòåòè÷åñêàÿ ÷à-ñòèöà ðàçìåðîì L̂0 �îðìèðóåò ñóáìèêðîêîñìîñ, óñòîé÷èâàÿ ÷àñòèöà (\êâàí-òîí") ðàçìåðîì Lq �îðìèðóåò èçâåñòíûé íàì ìèð ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö (ìè-êðîêîñìîñ). È ïîêàæåì åùå, ÷òî óñòîé÷èâàÿ ÷àñòèöà ïðîòîí ðàçìåðîì Lp�îðìèðóåò îêðóæàþùèé íàñ ìàòåðèàëüíûé ìèð (ìàêðîêîñìîñ) ïî êðàéíåéìåðå â äèàïàçîíå 10
−13 − 10

10 ñì (ãäå âåðõíÿÿ ãðàíèöà, íåñóùåñòâåííàÿ âíàøèõ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ, ïîêà åùå íàìè ñòðîãî íå îïðåäåëåíà). Èç òîãî,÷òî âñå ðàññìîòðåííûå âûøå ýêñòðåìàëüíûå è íåýêñòðåìàëüíûå �óíäàìåí-òàëüíûå ïîñòîÿííûå âûðàæàþòñÿ òîëüêî ÷åðåç òðè êîíñòàíòû (e, c,G), ñëå-äóåò, ÷òî ýòè ïîñëåäíèå ëåæàò â îñíîâå îáðàçîâàíèÿ ïî êðàéíåé ìåðå òðåõìèðîâ | ñóáìèêðîêîñìîñà, ìèêðîêîñìîñà è ìàêðîêîñìîñà.Ïîñêîëüêó òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè [16℄ ïîñòðîåíû âíåçàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîâà êîíêðåòíàÿ âåëè÷èíà ïîñòîÿííîé Ïëàíêà ~ (èîòâå÷àþùåé åé ïîñòîÿííîé Lq), òî ýòà ìåõàíèêà äîëæíà áûòü ñïðàâåäëèâà íåòîëüêî äëÿ ìèêðîêîñìîñà, �îðìèðóåìîãî ïàðîé (~, Lq), íî è äëÿ ëþáûõ äðó-ãèõ ìèðîâ, äëÿ êîòîðûõ ëèøü äîëæíû áûòü èíûìè àíàëîãè÷íûå ïàðû ïîñòî-ÿííûõ (hk, Lk). Ìåæäó ïðî÷èì, îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî óãëîâûå ñêîðîñòèâðàùåíèÿ (çàâèñÿùèå îò hk) ëþáûõ íåâîçìóùåííûõ (èëè ñëàáîâîçìóùåí-íûõ) îáúåêòîâ èç ìèðà ðàçìåðîì (Lk, Lk+1), �îðìèðóåìîãî ïàðîé êîíñòàíò
(hk, Lk), äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ

hk

2
=

∫

V

ωr2ρdV = const , (31)ãäå ρ | ðàñïðåäåëåííàÿ ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü îáúåêòà, à ω óãëîâàÿ ñêîðîñòüåãî âðàùåíèÿ. Â (31) áåðåòñÿ hk/2 â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëàìè (58.1) è (59.15)êâàíòîâîé ìåõàíèêè [16℄.À èç (31), â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ëþáûõíåâîçìóùåííûõ (èëè ñëàáîâîçìóùåííûõ) îáúåêòîâ â ëþáîì ìèðå âîâñå íåñëó÷àéíû è íå ïðîèçâîëüíû. Îíè | êâàíòîâàíû. Òàê ÷òî, íàïðèìåð, êàê áûëþáîå íåâîçìóùåííîå èëè ñëàáî âîçìóùåííîå íåáåñíîå òåëî èñêóññòâåííî íåðàñêðóòèëè (èëè íå çàòîðìîçèëè), îíî (â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé) íåèçáåæíî(âñëåäñòâèå ýëåêòðîìàãíèòíîé ïðèðîäû âàêóóìà) âåðíåòñÿ ê ñâîåé, ïðåäíà-÷åðòàííîé åé óðàâíåíèåì (31) óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ. À ñèëüíî âîçìó-ùåííûå òåëà (íàïðèìåð, Ëóíà â ïîëå Çåìëè) óñëîâèþ (31) óäîâëåòâîðèòü íåâ ñîñòîÿíèè. 6. Ïðèìåð ïðåäñêàçàíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõïîñòîÿííûõ äëÿ ìàêðîêîñìîñàÂ êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîïðîáóåì ñïðîãíîçèðîâàòü õîòÿ áû îäíó ïàðó êîí-ñòàíò (hp, Lp), îòâåòñòâåííóþ çà ïðîöåññû â ìàêðîêîñìîñå. Óñïåõ ïðåäñêàçà-íèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðàâèëüíîñòè âûáîðà \ýòàëîííîãî" òåëà, â îòíî-øåíèè êîòîðîãî äîëæíà áûòü óâåðåííîñòü, ÷òî åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ êîíñòàíò (hk, Lk), à íå ðåçóëüòàòîì âîçìóùåíèÿ âíåø-íåé ñðåäû. Íà ðîëü ïîäîáíîãî òåëà âïîëíå ìîæåò ïðåòåíäîâàòü Çåìëÿ, äëÿêîòîðîé èçâåñòíû óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ω = 7,29213 ·10
−5 ðàä/ñ è ìî-ìåíò èíåðöèè J = 8, 104 · 10

44 ã·ñì2 [17℄, à, ñëåäîâàòåëüíî, è êèíåòè÷åñêèéìîìåíò he = ωJ = 5,9095422 ·10
40 ã·ñì2/ñ. Çåìëÿ ðàñïîëîæåíà íà ñòîëü áîëü-øèõ ðàññòîÿíèÿõ îò Ñîëíöà è áîëüøèõ ïëàíåò, ÷òî îíè îòíîñèòåëüíî ñëàáî



ÄÈÍÀÌÈÊÀ Â ÑÎÏ�ßÆÅÍÍÛÕ ÏÀ�ÀÕ ÂÑÅËÅÍÍÛÕ 325âëèÿþò íà åå óãëîâóþ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ. Âñëåäñòâèå ìàëîñòè Ëóíû ïîñðàâíåíèþ ñ Çåìëåé åå âëèÿíèå íà ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè òàêæå íåçíà-÷èòåëüíî. Ïðàâäà, îáðàòíîå âëèÿíèå Çåìëè íà Ëóíó ñòîëü âåëèêî, ÷òî ïîääåéñòâèåì ìîùíîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ Çåìëè Ëóíà ïîëíîñòüþ ïîòåðÿëàñïîñîáíîñòü ñâîáîäíî âðàùàòüñÿ âîêðóã ñâîåé îñè.Íà ðîëü �óíäàìåíòàëüíîé êîíñòàíòû Lp äëÿ ìàêðîêîñìîñà âïîëíå ìîæåòïðåòåíäîâàòü äèàìåòð ïðîòîíà Lp = 1, 628·10
−13 ñì. Ïðè÷åì òðåáóåòñÿ íàéòèåùå è ñîîòâåòñòâóþùóþ êîíñòàíòå Lp ïîñòîÿííóþ hp. Â ýòîì ìîæåò ïîìî÷üóðàâíåíèå (29), åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ âîçìîæíûì âûðàçèòü ïîñòîÿííûå Lpè hp ÷åðåç �óíäàìåíòàëüíûå ïîñòîÿííûå (e, c,G), èñïîëüçóÿ ñòåïåíè, îïðåäå-ëÿåìûå ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (29) he âìåñòî ~ è Lp âìåñòî Lq è ïåðåïèñàâ åãîâ âèäå, àíàëîãè÷íîì óðàâíåíèþ (30), ïîëó÷àåì δ ≈ 3, 3165 ≈ 10/3. Åñëè æåòåïåðü â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïîäñòàâèòü δ ≡ 10/3, òî ìû íàéäåì íîâóþáåçðàçìåðíóþ �èçè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ

1/αp
∆
= hp/ĥ = (Lp/L̂0)

(10/3)
= 1, 7329162 · 10

70è íîâóþ ðàçìåðíóþ �óíäàìåíòàëüíóþ �èçè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ äëÿ ìàêðî-êîñìîñà hp =1,3336·10
41 ã·ñì2/ñ.Ñîãëàñíî (31) è �îðìóëàì (58.1) è (59.15) èç [16℄ êèíåòè÷åñêèé ìîìåíòÇåìëè (ñïèí) â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé äîëæåí ðàâíÿòüñÿ âåëè÷èíå ĥe =

hp

2 =

= 6,668 ·10
40 Ñ�Ñ, à ðàññîãëàñîâàíèå ∆he = ĥe − he ñëåäóåò îòíåñòè íà ñ÷åòâîçìóùåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè Çåìëè Ñîëíöåì è äðóãèìè ïëàíåòàìè è (èëè)íà ñ÷åò íåòî÷íîãî çíàíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè Çåìëè J , óòî÷íèòü êîòîðûé äëÿÇåìëè è äëÿ òàêèõ ñëàáî âîçìóùåííûõ ïëàíåò, êàê Þïèòåð, Ñàòóðí è Óðàí,ìîæíî ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (31).Åñëè æå ïðèâëå÷ü ê ðàñ÷åòàì è äðóãèå èçâåñòíûå �óíäàìåíòàëüíûå ïî-ñòîÿííûå è îñîáûå ýêñòðåìàëè, òî ìîæíî íàéòè íîâûå áàçîâûå ýêñòðåìàëü-íûå è íåýêñòðåìàëüíûå �óíäàìåíòàëüíûå �èçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå è äëÿ äðó-ãèõ îáëàñòåé íàóêè è òåõíèêè. Ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ \êâàð-êîâ" [18℄ íåñîâìåñòèìà ñ ýêñòðåìàëüíîé òåîðèåé ðàçìåðíîñòåé.�àáîòà âûïîëíåíà ïî ïðîãðàììå \Ôóíäàìåíòàëüíûå îñíîâû èí�îðìàöè-îííûõ òåõíîëîãèé è ñèñòåì" �ÀÍ, Ïðîåêò ¹ 1.3, è ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ,ïðîåêò ¹ 09-01-00655-à. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìåæçâåçäíûõ ïîëåòîâ.|Ì.: ÅäèòîðèàëÓ�ÑÑ, 2005.2. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. Äèíàìèêà è ýíåðãåòèêà ïåðåõîäîâ ìåæäó äâîéñòâåííûìè ïðî-ñòðàíñòâàìè //ÄÀÍ.|2006.|Ò. 404, ¹ 6.|Ñ. 734{737.3. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. Âàðèàöèîííûå óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè //Äè��åðåíö. óðàâ-íåíèÿ.|2007.|Ò. 43, ¹ 4.|Ñ. 475{480.4. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå // ÄÀÍ.|2007.|Ò. 414, ¹ 4.|Ñ. 459{463.5. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëè�øèö Å.Ì. Òåîðèÿ ïîëÿ.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003.6. Ñìîëü ÿ ê îâ Ý.�. Òåîðèÿ êîí�ëèêòíûõ ðàâíîâåñèé.|Ì.: Åäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 2005.7. Êëèìèøèí È.À. �åëÿòèâèñòñêàÿ àñòðîíîìèÿ.|Ì.: Íàóêà, 1989.8. Áî ó ëå ð Ì. �ðàâèòàöèÿ è îòíîñèòåëüíîñòü.|Ì.: Ìèð, 1979.9. Áðèäæìåí Ï.Â. Àíàëèç ðàçìåðíîñòåé.|Ë.-Ì.: �ÒÒÈ, 1934.10. Ñ å íà Ë.À. Åäèíèöû �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí è èõ ðàçìåðíîñòè.|Ì.: Íàóêà, 1977.



326 Ý.�. ÑÌÎËÜßÊÎÂ11. Ñ å äî â Ë.È. Ìåòîäû ïîäîáèÿ è ðàçìåðíîñòè â ìåõàíèêå.|Ì.: Íàóêà, 1987.12. Áóðäóí �.Ä. Ñïðàâî÷íèê ïî Ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå åäèíèö.|Ì.: Èçä-âî Ñòàí-äàðòîâ, 1972.13. × å ð ò î â À.�. Åäèíèöû �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí.|Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1977.14. Ïëàíê Ì. Ââåäåíèå â òåîðåòè÷åñêóþ �èçèêó. Ýëåêòðè÷åñòâî è ìàãíåòèçì. ×. 3.|Ë.-Ì.: �ÒÒÈ, 1933.15. Ç îììåð�åëü ä À. Ýëåêòðîäèíàìèêà.|Ì.: ÈË, 1958.16. Áë î õ è íö å â Ä.È. Îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè.|Ì.: Íàóêà, 1976.17. Êîñìîíàâòèêà. Ìàëåíüêàÿ ýíöèêëîïåäèÿ / Ïîä ðåä. Â.Ï.�ëóøêî.|Ì.: Ñîâåòñêàÿýíöèêëîïåäèÿ, 1970.18. Áî ïï Ô. Ââåäåíèå â �èçèêó ÿäðà, àäðîíîâ è ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö.|Ì.: Ìèð, 1999.
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1. Ââåäåíèå. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáðàùåíèÿ. Çàäàíà äèñ-êðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ âåêòîðíûì âõîäîì:

xt+1
= Axt

+ B~ξ t, t = 0, 1, 2, . . ., (1)ãäå xt ∈ R
n | âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, A ∈ R

n×n, B ∈ R
n×m | èçâåñòíûåìàòðèöû ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè, ~ξ ∈ R

m | íåèçâåñòíîå âõîäíîåâîçäåéñòâèå. (×òîáû ïîä÷åðêíóòü îñîáåííîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è, âõîäíóþïåðåìåííóþ áóäåì äîïîëíÿòü çíà÷êîì âåêòîðà). Òðåáóåòñÿ ïî èçâåñòíîìó�àçîâîìó âåêòîðó xt, ëèáî ïî èçìåðåíèÿì âûõîäíîãî ñèãíàëà
yt

= Cxt, t = 0, 1, 2, . . ., (2)

(ãäå C ∈ R
l×n | èçâåñòíàÿ ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè) ïîñòðî-èòü îöåíêó ~̃ξ t íåèçâåñòíîãî ñèãíàëà ~ξ t â ìîìåíò âðåìåíè t, ñ÷èòàÿ èçâåñòíûìèçíà÷åíèÿ xt, ëèáî, ñîîòâåòñòâåííî, yt â ìîìåíòû âðåìåíè 0, 1, . . ., t.Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à îáðàùåíèÿ âõîäíîãî ñèãíàëà íå ìîæåò áûòü ðåøåíàâ òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè (áåç çàïàçäûâàíèÿ), òî åñòü ~ξ t íå ìîæåò áûòüíàéäåí áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé íè òî÷íî, íè ïðèáëèæ¸ííî, â÷¸ì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ïðîàíàëèçèðîâàâ óðàâíåíèÿ (1){(2). Â ñàìîì äåëå,ðàñïîëàãàÿ â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè t âåëè÷èíàìè xt, yt, ìîæíî äåëàòüâûâîäû ëèøü î õàðàêòåðå òåõ çíà÷åíèé ξ, êîòîðûå ó÷àñòâîâàëè â �îðìèðî-âàíèè äàííûõ âåëè÷èí (xt, yt

), òî åñòü î çíà÷åíèÿõ ~ξ 0, ~ξ 1, . . ., ~ξ t−1. Âåëè÷èíà
~ξ t

(êàê ýòî âèäíî èç óðàâíåíèé (1){(2)) íå âõîäèò â ñîîòíîøåíèÿ äëÿ xt, yt, àïîÿâëÿåòñÿ âïåðâûå ëèøü â �îðìóëàõ äëÿ xt+1, yt+1, è ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåòáûòü ïîëó÷åíà ëèøü ïðè àíàëèçå ýòèõ ñîîòíîøåíèé, òî åñòü ñ çàäåðæêîé.
c© À.Â. Êðàåâ, 2010



328 À.Â. Ê�ÀÅÂ
2. Îáðàùåíèå ïî �àçîâîìó âåêòîðóÂ ýòîì ïàðàãðà�å áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè t èçâåñòåí âåñü�àçîâûé âåêòîð xt. Ýòî óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå ïðè îïðåäåë¸ííûõóñëîâèÿõ ìîæåò áûòü ñíÿòî, ÷òî áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì.

2.1. Âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî âõîäà ñ çàïàçäûâàíèåìÑíà÷àëà âûïîëíèì ñëåäóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå:
xt+1

= Axt
+ B~ξ t ⇐⇒ xt+1 − Axt

= B~ξ t
=⇒ . . . . (3)Äîìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà íà íåêîòîðóþ ìàòðèöó H ∈

∈ R
m×n, âûáîð êîòîðîé áóäåò ðàññìîòðåí â äàëüíåéøåì:

. . . =⇒ Hxt+1 − HAxt
= HB~ξ t. (4)Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè âûáîðîì ìàòðèöû H äîáèòüñÿ ðàâåíñòâà HB =

= I, ãäå I | åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, çàïèñàííîå äëÿìîìåíòà âðåìåíè t − 1, ïðèìåò âèä
~ξ t−1

= Hxt − HAxt−1. (5)Â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5) âñå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ â ìîìåíò âðå-ìåíè t èçâåñòíû, ñëåäîâàòåëüíî, èçâåñòíî è ñòîÿùåå ñëåâà çíà÷åíèå ~ξ t−1.Çàìåòèì, ÷òî òàêóþ ìàòðèöó H (÷òîáû HB = I) ìîæíî ïîäîáðàòü íåâñåãäà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùå-ñòâîâàíèÿ ìàòðèöû H òàêîé, ÷òî HB = I, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå
det(B⊤B) 6= 0.Â äàííîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòîì ýòîãî óñëîâèÿ ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå
rankB = m.Åñëè �àçîâûé âåêòîð xt èçìåðÿåòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíàìàæîðàíòà, òî åñòü èçâåñòíî çíà÷åíèå x̃t òàêîå, ÷òî:

|εt| = |x̃t − xt| 6 ε0, (6)òî îöåíêà âõîäíîãî ñèãíàëà òàêæå áóäåò èìåòü ïîãðåøíîñòü, îïðåäåëÿåìóþèç íåðàâåíñòâà
|∆~ξ t−1| = |~̃ξ t−1 − ~ξ t−1| =

= |Hx̃t − HAx̃t−1 − Hxt
+ HAxt−1| 6 |H |ε0(1 + |A|). (7)Îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì H , ïðè êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü (7) äà¸ò íàèëó÷øóþîöåíêó ïðè îãðàíè÷åíèè HB = I, ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå

H = (B⊤B)
−1B⊤.Â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

|∆~ξ t−1| 6 ε0(1 + |A|)|(B⊤B)
−1B⊤|. (8)
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2.2. Âîññòàíîâëåíèå âõîäà ïðè èçâåñòíîé âîëíîâîé ìîäåëè×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêó íåèçâåñòíîãî âõîäà áåç çàäåðæêè, íåîáõîäèìî íà-êëàäûâàòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè,îäíèì èç ïóòåé äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì,÷òî âõîäíîé ñèãíàë èìååò âîëíîâóþ ïðèðîäó, à èìåííî, ÿâëÿåòñÿ âûõîäîìèçâåñòíîãî ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî îáúåêòà ñ íåèçâåñòíûì íà÷àëüíûì ñî-ñòîÿíèåì: {
wt+1

= Qwt,
~ξ t

= qwt, t = 0, 1, 2, . . .,
(9)ãäå wt ∈ R

s | íåèçâåñòíûé �àçîâûé âåêòîð âîëíîâîé ìîäåëè, à Q ∈ R
s×s è

q ∈ R
m×s | èçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à îáðàùåíèÿ (1){(2) âýòîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ (òî÷íîìó èëè ñ ïîãðåøíîñòüþ) âåëè÷èíû

w0. Â ñàìîì äåëå, çíàÿ âîëíîâóþ ìîäåëü (9) è å¸ íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå w0,ìîæíî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïîäñ÷èòàòü âûõîä, êîòîðûé è ñîâïàäàåò ñèñêîìûì íåèçâåñòíûì. Â ñëó÷àå, åñëè w0 îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ,íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè îöåíèâàíèå îøèáêè ïðè âû÷èñëåíèè ~ξ t.Â ðàáîòå [1] äëÿ ñëó÷àÿ m = 1 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à èìååò ðåøåíèå âñëó÷àå íàáëþäàåìîñòè ïàðû {q, Q}, åñëè èçâåñòíî s ïåðâûõ çíà÷åíèé âûõîäà
ξ: ξ0, ξ1, . . ., ξs−1. Â îáùåì ñëó÷àå òðåáîâàíèå íàáëþäàåìîñòè {q, Q} îñòà¸òñÿâ ñèëå, îäíàêî òåïåðü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìåíüøååêîëè÷åñòâî èçìåðåíèé, à èìåííî òàêîå èõ êîëè÷åñòâî ν (íàçûâàåìîå èíäåêñîìíàáëþäàåìîñòè ñèñòåìû), ÷òî

rank




q

qQ
· · ·

qQν−1



 = s. (10)Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ w0 äîñòàòî÷íî ðàçðåøèòü ïîäñèñòåìó ñèñòåìû





~ξ0
= qw0,

~ξ1
= qQw0,

· · ·
~ξν−1

= qQν−1w0,

(11)ñîñòàâëåííóþ èç ëþáûõ s ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé. Åñëè îáîçíà÷èòüáóêâîé G êâàäðàòíóþ ìàòðèöó âûáèðàåìîé äëÿ ðåøåíèÿ ïîäñèñòåìû,
Gw0

= ~ξG, (12)òî îöåíêà ðåøåíèÿ áóäåò ñîäåðæàòü ìíîæèòåëü G−1:
w0

= G−1 · ~ξG, (13)

(~ξ) t
= qQt · w0

= qQtG−1 · ~ξG. (14)Çäåñü ÷åðåç ~ξG îáîçíà÷åí âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé ïîäñèñòåìû ñèñòåìû (11) ñìàòðèöåé G.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè âìåñòî ~ξ èçâåñòíà åãî îöåíêà ~̃ξ, òî äëÿ ìèíè-ìèçàöèè ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç âñåõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ïîäñè-ñòåì (11) ðàçìåðíîñòè s âûáèðàòü ïîäñèñòåìó ñ òàêîé ìàòðèöåé G, ÷òîáû
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|G−1| áûëà ìèíèìàëüíà. Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ìàòðèöû G îäíîçíà÷íî �èê-ñèðóåò è âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé ~ξG, íî ó÷åñòü îñîáåííîñòü âûáîðà äàííîãîâåêòîðà â îöåíêå ïîãðåøíîñòè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì â ñèëó òîãî,÷òî íåò èí�îðìàöèè î ïîêîìïîíåíòíûõ ïîãðåøíîñòÿõ äëÿ âåêòîðà ~ξ, â òîâðåìÿ êàê ðàçëè÷èÿ â âûáîðå ìàòðèöû G óäà¸òñÿ îòðàçèòü â âûðàæåíèè äëÿïîãðåøíîñòè. Èìåííî ïîýòîìó ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè âûáîð ïîäñèñòåìûíóæíî ïðîèçâîäèòü, îñíîâûâàÿñü íà ñâîéñòâàõ ìàòðèöû ïîäñèñòåìû (G), àíå ïðàâîé ÷àñòè ïîäñèñòåìû (~ξG). Åñëè îáîçíà÷èòü òàêóþ \îïòèìàëüíóþ"ìàòðèöó ÷åðåç Ḡ, òî ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî ïî ïðèáëèæ¸ííîéîöåíêå ~̃ξ, òàêîâà:

|∆~ξ t| = |qQtḠ−1| · |(~̃ξ)Ḡ − (~ξ)Ḡ| 6 |q||Q|t|Ḡ−1|√s|(B⊤B)
−1B⊤|(1 + |A|)ε0. (15)Ýòîò ñïîñîá, îäíàêî, èìååò íåäîñòàòîê. Åñëè çíà÷åíèå w0 íàéäåíî íåòî÷íî, à ñ ïîãðåøíîñòüþ (íàïðèìåð, âñëåäñòâèå íåòî÷íîñòè èçìåðåíèé ~ξ), òîñ óâåëè÷åíèåì t îøèáêà ïðè âû÷èñëåíèè ~ξ t áóäåò íåîãðàíè÷åííî ðàñòè, åñëèìàòðèöà Q íåóñòîé÷èâà. Äàííûé íåäîñòàòîê ìîæíî ïðåîäîëåòü, åñëè â êàæ-äûé òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, çíàÿ ν (ãäå ν | èíäåêñ íàáëþäàåìîñòè ñèñ-òåìû) ïîñëåäíèõ èçìåðåíèé ~ξ t−ν , . . ., ~ξ t−1, ðåøàòü ñèñòåìó, àíàëîãè÷íóþ (11),ñîñòàâëåííóþ äëÿ íåèçâåñòíîãî wt−ν :






~ξ t−ν
= qwt−ν ,

~ξ t−ν+1
= qQwt−ν ,

· · ·
~ξ t−1

= qQν−1wt−ν .

(16)Â ýòîì ñëó÷àå äàæå åñëè ìàòðèöà Q íåóñòîé÷èâà, å¸ ñòåïåíü ïðè âû÷è-ñëåíèè ~ξ t íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü ν, ÷òî ãàðàíòèðóåò îãðàíè÷åííîñòü îøèáêèìàëîé êîíñòàíòîé. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ íåèçâåñòíîãî âåêòîð-ñèãíàëà ~ξ t èìåþòìåñòî ðàâåíñòâà:
(~ξ) t−1

Ḡt−ν
= Ḡt−νwt−ν , (17)

(~ξ) t
= qQrwt−ν

= qQrḠ−1
t−ν(~ξ) t−1

Ḡt−ν
, (18)ãäå Ḡt−ν | êâàäðàòíàÿ s× s ìàòðèöà ëèíåéíî-íåçàâèñèìîé ïîäñèñòåìû (17)ñèñòåìû (16), òàêàÿ, ÷òî |Ḡ−1

t−ν | ìèíèìàëüíà ñðåäè âñåõ êâàäðàòíûõ íåâûðî-æäåííûõ ïîäñèñòåì ýòîé ñèñòåìû.Â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ ïðè íåòî÷íîì çíàíèè ïðåäûäóùèõçíà÷åíèé âõîäà íå ïðåâîñõîäèò ñëåäóþùóþ êîíñòàíòó:
|∆~ξ t| 6 |q||Q|r|Ḡ−1

t−ν |
√

s|(B⊤B)
−1B⊤|(1 + |A|)ε0. (19)

2.3. Âîññòàíîâëåíèå âõîäà â \çîíå ðàçãîíà"Àëãîðèòì îáðàùåíèÿ èç ïóíêòà 2.2 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ íàõî-æäåíèÿ ~ξ t, òîëüêî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè, â êîòîðûé íàìñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíû r ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé ~ξ, âû÷èñëÿåìûõ, íàïðèìåð, ïîàëãîðèòìó èç ïóíêòà 2.1. Òî åñòü ñóùåñòâóåò íåêîòîðûé \ó÷àñòîê ðàçãîíà",



ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÀË�Î�ÈÒÌÛ ÎÁ�ÀÙÅÍÈß ÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 331çíà÷åíèÿ â êîòîðîì íå óäà¸òñÿ íàéòè íè òî÷íî, íè äàæå ïðèáëèæ¸ííî. Ýòîòíåäîñòàòîê ìîæíî ïðåîäîëåòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé íàáëþäàòåëåé.Ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ìîäåëü êàê äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ èçâåñòíûìâûõîäîì vt+1: {
wt+1

= Qwt,

vt+1
= ~ξ t

= qwt, t = 0, 1, 2, . . ..
(20)Åñëè ïàðà {q, Q} íàáëþäàåìà, òî çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ �àçîâîãî âåêòîðà

wt ðåøàåò íàáëþäàòåëü Ëþåíáåðãåðà äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì:
{

w̃t
= Qw̃t−1 − L(qw̃t−1 − ~ξ t−1

),

(~̄ξ) t
= qw̃t,

(21)ãäå ìàòðèöà L îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì æåëàåìîãî ñïåêòðà (èç ñîîáðàæåíèéóñòîé÷èâîñòè) ìàòðèöû QL = Q − Lq (ýòî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü, åñëè ïàðà
{q, Q} íàáëþäàåìà). Â ÷àñòíîñòè, âûáîðîì ñïåêòðà, ñîñòîÿùåãî èç íóëåé,ñòðîèòñÿ �èíèòíûé íàáëþäàòåëü, êîòîðûé áóäåò äàâàòü çíà÷åíèÿ áåç äîïîë-íèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà s. Äî ýòîãî ìîìåíòà âðåìåíèçíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåìûå ïðè ïîìîùè (äàæå �èíèòíîãî) íàáëþäàòåëÿ, âîîáùåãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæ¸ííûìè, ÷òî îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîñòüþ âû-áîðà ñòàðòîâîãî çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ (w̃0

) äëÿ ðåêóððåíòíîé �îð-ìóëû (21). Îäíàêî ýòè çíà÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè èëè �èíèòíî ñõîäÿòñÿ êòî÷íûì, åñëè ìàòðèöà QL óñòîé÷èâà.Çàìåòèì, ÷òî åñëè âìåñòî ~ξ t−1 èçâåñòíà îöåíêà ~̃ξ t−1, îïðåäåëÿåìàÿ ïîä-ñòàíîâêîé â (5) ïðèáëèæ¸ííî èçìåðåííûõ çíà÷åíèé �àçîâîãî âåêòîðà, òî âìå-ñòî òî÷íîãî çíà÷åíèÿ âûõîäà â (20) èçâåñòíà åãî îöåíêà, êîòîðóþ è èñïîëü-çóåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ íàáëþäàòåëÿ, ïîýòîìó âìåñòî (21) èìååì:
{

w̃t
= Qw̃t−1 − L(qw̃t−1 − ~̃ξ t−1

),

(~̄ξ) t
= qw̃t.

(22)Â ýòîì ñëó÷àå îøèáêà íàáëþäåíèÿ
∆wt

= w̃t − wtóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∆wt

= QL∆wt
+ L∆~ξ t. (23)Äëÿ ñëó÷àÿ íèëüïîòåíòíîé ìàòðèöû QL îöåíêà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèéâèä:

|∆wt| = |QL∆wt−1
+ L∆~ξ t−1| = |Q2

L∆wt−2
+ QLL∆wt−2

+ L∆~ξ t−1| = . . .

. . . = |Qs
L∆wt−s−1

+ QLL∆wt−s
+ . . . + L∆~ξ t−1| 6 (24)

6 ε0(1 + |A|)|(B⊤B)
−1B⊤||L|(1 + |QL + . . . + |QL|s).Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå îøèáêè â èçìåðåíèè xt

(à çíà÷èò, è â ïîñòðîåíèè
(
~̃
ξ) t−1

) âîçíèêàåò íåèñ÷åçàþùàÿ ñòàòè÷åñêàÿ îøèáêà, îïðåäåëÿåìàÿ âòîðûìñëàãàåìûì â (24). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè (
~̄ξ) t èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|∆~ξ t| = |(~̄ξ) t − ~ξ t| 6 |q|ε0(1 + |A|)|(B⊤B)
−1B⊤||L| (|QL|s+1 − 1)

|QL| − 1
. (25)
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3. Âîññòàíîâëåíèå âåêòîðíîãî âõîäà ïî âåêòîðíîìó âûõîäóÓñëîæíèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Áóäåì òåïåðü ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîñòîÿíèåñèñòåìû (1){(2) íàì íåèçâåñòíî, à èçâåñòåí òîëüêî å¸ âûõîä (2), èçìåðÿåìûéâ òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè. Åñëè ðàçìåðíîñòü âõîäà áîëüøå ðàçìåðíîñòèâûõîäà, èëè èíûìè ñëîâàìè,

rankC < rankB,òî â îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò ñïîñîáà ðåøèòü ýòó çàäà÷ó, è ìîæíî ïî-ñòðîèòü òðèâèàëüíûå ïðèìåðû, äåìîíñòðèðóþùèå, ÷òî ïðè ñêîëü óãîäíî ðàç-ëè÷àþùèõñÿ çíà÷åíèÿõ âõîäà ñèñòåìà áóäåò èìåòü îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ âû-õîäà. Ïîýòîìó ñîäåðæàòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à îáðàùåíèÿ âòîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü âõîäà íå ïðåâîñõîäèò ðàçìåðíîñòè âûõîäà.�àññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé \êâàäðàòíîé" ñèñòåìû, ò. å. ñëó÷àé, êîãäàðàçìåðíîñòè âõîäà è âûõîäà ñîâïàäàþò, èëè, áîëåå òî÷íî,
rankB = rankC = l. (26)Ñëó÷àé, êîãäà èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

rankB < rankC,êîíñòðóêòèâíî ñâîäèòñÿ ê ýòîìó ñëó÷àþ �èêñèðîâàíèåì íóæíîãî ïîäìíîæå-ñòâà âûõîäîâ.Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (1){(2) ïîìèìî óñëîâèÿ (26) âû-ïîëíåíî îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà âåêòîðíîé ñèñòåìû ïî Èñè-äîðè, [2].Îïð å ä å ë å íè å 1 (ïî Èñèäîðè). Âåêòîð r = (r1, . . ., rl) | âåêòîð îòíîñè-òåëüíîãî ïîðÿäêà ñèñòåìû (1){(2), åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) CiA

jB = 0, j = 1, . . ., ri − 2; CiA
ri−1B 6= 0, äëÿ âñåõ i = 1, . . ., l;

2)

detH(r1, . . ., rl) = det

(
C1A

r1−1B
· · ·

ClA
rl−1B

)
6= 0,ãäå Ci | ñòðîêè ìàòðèöû C.Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ñèñòåìû, äëÿ êîòîðûõ îïðåäåëåíèå îòíîñèòåëü-íîãî ïîðÿäêà ïî Èñèäîðè íå âûïîëíÿåòñÿ, ò. å. óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ íåñî-âìåñòíû. Îäíàêî, åñëè ýòî îïðåäåëåíèå âûïîëíÿåòñÿ, òî èìååò ìåñòî ñëå-äóþùåå êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå âåêòîðíîé ñèñòåìû ñ âûäåëåíèåì íóëåâîéäèíàìèêè, [3]:






(x′
)
t+1

= A11(x
′
)
t
+ A12y

t,

(y1
i )

t+1
= (y1

i+1)
t
, i = 1, . . ., r1 − 1,

(y2
i )

t+1
= (y2

i+1)
t
, i = 1, . . ., r2 − 1,

· · ·
(yl

i)
t+1

= (yl
i+1)

t
, i = 1, . . ., rl − 1,




(y1

r1
)
t+1...

(yl
rl

)
t+1



 = A21(x
′
)
t
+
∑l

i=1 Ai
22ȳ

t
i + H(r)~ξ t.

(27)



ÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÀË�Î�ÈÒÌÛ ÎÁ�ÀÙÅÍÈß ÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ 333Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâëåí èç êîîðäèíàò x′ è êîîð-äèíàò, ñîâïàäàþùèõ ñ âûõîäàìè ñèñòåìû (2) çà, ñîîòâåòñòâåííî, r1, r2, . . ., rlìîìåíòîâ âðåìåíè, íà÷èíàÿ ñ òåêóùåãî. Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòü âåêòîðà ñî-ñòîÿíèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èç ýòèõ êîîðäèíàò, áóäåò èçâåñòíà ñ çàäåðæêîé r, ãäå
r = max{r1, r2, . . ., rl}.Íåèçâåñòíûé âõîä ~ξ íå âëèÿåò íà âåêòîð x′, è ýòîò âåêòîð ìîæíî îöåíèòü èçïåðâîãî óðàâíåíèÿ (27), èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû òåîðèè íàáëþäàòåëåé, â òîìñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà A11 óñòîé÷èâà. Ïðè �îðìóëèðîâêå îñíîâíîãî ðåçóëü-òàòà èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà �îçåíáðîêà. Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöåé �îçåí-áðîêà äëÿ ñèñòåìû (1){(2) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ñëåäóþùåãî âèäà:

R(z) =

(
zI − A −B

C 0

)
. (28)Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà.Ò å î ð å ì à 1. Â ðàçëîæåíèè (27) ñèñòåìû (1){(2) ñîáñòâåííûå ÷èñëàìàòðèöû A11 ñîâïàäàþò ñ èíâàðèàíòíûìè íóëÿìè ñèñòåìû, ò. å. òà-êèìè çíà÷åíèÿìè z, êîòîðûå ïîíèæàþò ðàíã ìàòðèöû �îçåíáðîêà (28)ñèñòåìû (1){(2).Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èíâàðèàíòíûå íóëè ìàòðèöû �îçåíáðî-êà (28) óñòîé÷èâû. Â ýòîì ñëó÷àå ñõîäÿùóþñÿ îöåíêó íåèçâåñòíîãî �àçîâîãîâåêòîðà x′ äà¸ò íàáëþäàòåëü

(x̃′
)
t+1

= A11(x̃
′
)
t
+ A12y

t, (29)â óðàâíåíèè êîòîðîãî ìàòðèöà A11 óñòîé÷èâà, à âåêòîð yt èçâåñòåí. Òåïåðü,÷òîáû îöåíèòü íåèçâåñòíûé âåêòîðíûé âõîä ~ξ t, äîìíîæèì ïîñëåäíåå óðàâ-íåíèå (27) íà H−1
(r), êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò â ñèëó òðåáîâàíèÿ 2 îïðåäåëåíèÿîòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà ïî Èñèäîðè. Òîãäà:

~ξ t
= H−1

(r)




(y1

r1
)
t+1...

(yl
rl

)
t+1



− H−1
(r)A21(x

′
)
t −

l∑

i=1

H−1
(r)Ai

22ȳ
t
i . (30)Íà ìåñòî x′ ïîäñòàâëÿåì îöåíêó, äàâàåìóþ íàáëþäàòåëåì. Ýòî ïîçâî-ëÿåò ïîëó÷èòü ñõîäÿùóþñÿ îöåíêó âõîäà â èäóùèå ñ çàäåðæêîé r ìîìåíòûâðåìåíè. Äàëåå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì îáðàùå-íèÿ ïî ïîëíîìó �àçîâîìó âåêòîðó. Ïðåäïîëàãàÿ èçâåñòíîé âîëíîâóþ ìîäåëüâõîäíîãî ñèãíàëà, â ïîëíîé àíàëîãèè ñ ïóíêòîì 2, íàõîäèòñÿ îöåíêà âõîäíîãîñèãíàëà â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè, åñëè ýòîò ìîìåíò íå íàõîäèòñÿ â \çîíåðàçãîíà", îïðåäåëÿåìîé çàäåðæêîé r. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè, äàâàåìûå äëÿñëó÷àÿ ïðèáëèæ¸ííî èçâåñòíîãî âõîäà, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ê î ð îâ èí Ñ.Ê., Êðàå â À.Â., Ô îìè÷ å â Â.Â. Íåêîòîðûå àëãîðèòìû îáðàùåíèÿäèñêðåòíûõ ñèñòåì //Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèå. Âûï. 4 / Ïîä ðåä. Ñ.Â. Åìå-ëüÿíîâà, Ñ.Ê. Êîðîâèíà.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004.|Ñ. 119{126.
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2. I s i d o r i A. Nonlinear 
ontrol systems.|London: Springer Verlag, 1995.
3. Ê î ð îâ èí Ñ.Ê., Ôîìè÷ å â Â.Â. Íàáëþäàòåëè ñîñòîÿíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì ñíåîïðåäåë¸ííîñòüþ.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2007.
4. Èëü èí À.Â., Ê îð îâ èí Ñ.Ê., Ôîìè÷ å â Â.Â. Ìåòîäû ðîáàñòíîãî îáðàùåíèÿ äè-íàìè÷åñêèõ ñèñòåì.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2009.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 335{348Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈßÂ�ÀÙÅÍÈÅÌ ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀÀ.Í. ÊàíàòíèêîâÏðèâåäåí âûâîä êèíåìàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, â êîòîðîìíå èñïîëüçóþòñÿ �èçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ. Ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà óïðàâëåíèé
(ìîìåíòîâ ñèë), îáåñïå÷èâàþùèõ çàäàííûé çàêîí âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Àëãîðèòìûóïðàâëåíèÿ ïðîâåðåíû â ïðîöåññå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.1. ÂâåäåíèåÄâèæåíèå òâåðäîãî òåëà | èçâåñòíàÿ è õîðîøî èçó÷åííàÿ çàäà÷à. Îíà,ñ îäíîé ñòîðîíû, äîâîëüíî ïðîñòàÿ, à ñ äðóãîé, èìååò âàæíûå ïðàêòè÷åñêèåïðèìåíåíèÿ. Ýòîé çàäà÷å ïîñâÿùàåòñÿ îáøèðíûé ìàòåðèàë ïðàêòè÷åñêè âëþáîì ó÷åáíèêå ïî òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå [1, 2, 3℄. Òðàäèöèîííî äâèæåíèåòâåðäîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ óãëîâ òðåõ ïîâîðîòîâ, ïðè ïîìîùè êî-òîðûõ òâåðäîìó òåëó ìîæíî â ïðîñòðàíñòâå ïðèäàòü ëþáîå ïîëîæåíèå (íà-ïðèìåð, óãëû Ýéëåðà èëè óãëû Êðûëîâà). Îäíàêî ïðè òàêîì îïèñàíèè â ñè-ñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âîçíèêàþò îñîáåííîñòè, êîòîðûå íèêàêíå ñâÿçàíû ñ ïðîöåññîì äâèæåíèÿ, à òîëüêî ñ âûáðàííûì ñïîñîáîì îïèñà-íèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâîòâåðäîãî òåëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîãîîáðàçèå SO(3), äëÿ êîòîðîãî íå ñó-ùåñòâóåò àòëàñà èç îäíîé êîîðäèíàòíîé êàðòû. Âûáîð óãëîâ Ýéëåðà èëèÊðûëîâà çàäàåò êîîðäèíàòíóþ êàðòó, êîòîðàÿ íå ïîëíîñòüþ íàêðûâàåò êîí-�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî.Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ îïèñàííîé òðóäíîñòè â èñïîëüçîâàíèè óãëîâ ïîâîðîòàìîæíî èñïîëüçîâàòü äâå êîîðäèíàòíûå ñèñòåìû è ïåðåõîäèòü â îïðåäåëåí-íûõ ñèòóàöèÿõ èç îäíîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû â äðóãóþ. Äðóãîé ïîäõîä |èñïîëüçîâàíèå ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì äâèæåíèå òâåðäîãîòåëà îïèñûâàåòñÿ êàê äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè, ïîä÷èíåííîé óðàâíå-íèþ ñâÿçè. Â êà÷åñòâå òàêîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàèáîëåå óäîá-íûì ÿâëÿåòñÿ âûáîð ÷åòûðåõìåðíîé àëãåáðû êâàòåðíèîíîâ, â êîòîðîé äîïîë-íèòåëüíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü çàïèñü óðàâíåíèé.�àññìîòðåíû âñå îïèñàííûå âûøå ïîäõîäû ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ òâåð-äîãî òåëà è ïðèâåäåí âûâîä ñîîòâåòñòâóþùèõ êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñåäèíûõ ïîçèöèé.2. Êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âðàùåíèÿÂðàùåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè ìîæíî îïèñàòü, ñâÿ-çàâ ñ òâåðäûì òåëîì ñèñòåìó êîîðäèíàò (ñâÿçàííóþ) è çàäàâ óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé. Ïîëîæåíèåñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ìîìåíò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïå-ðåõîäà P (t), êîòîðàÿ, êàê ìàòðèöà ïåðåõîäà èç îäíîãî îðòîíîðìèðîâàííîãî

c© À.Í. Êàíàòíèêîâ, 2010



336 À.Í. ÊÀÍÀÒÍÈÊÎÂáàçèñà â äðóãîé, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé (ò. å. P (t)⊤P (t) = E | åäèíè÷íàÿìàòðèöà). Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó îðèåíòàöèÿ áàçèñà íå èçìåíÿåòñÿ, P (t) èìååòïîëîæèòåëüíûé îïðåäåëèòåëü. Ìíîæåñòâî îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ åäèíè÷-íûì îïðåäåëèòåëåì îáðàçóåò ãðóïïó, îáîçíà÷àåìóþ SO(3). Òàêèì îáðàçîì,
P (t) | ýëåìåíò ãðóïïû SO(3).Ïîëîæåíèå òî÷êè òâåðäîãî òåëà â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò îïèñûâà-åòñÿ íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì âåêòîðîì y0, à ïîëîæåíèå x(t) ýòîé æå òî÷êè âíåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó x(t) = P (t)y0. Äè��å-ðåíöèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì:

ẋ(t) = Ṗ (t)y0 = Ṗ (t)P (t)−1P (t)y0 = Ṗ (t)P (t)−1
x(t).Îòñþäà âèäèì, ÷òî âåêòîð Ṗ (t)P (t)−1

x ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòü òî÷êè,îïèñûâàåìîé âåêòîðîì x, â ìîìåíò âðåìåíè t. Èòàê, â íåïîäâèæíîé ñèñòåìåêîîðäèíàò êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
ẋ = Ṗ (t)P (t)−1

x. (1)Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöà ṖP−1 â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ êîñîñèì-ìåòðè÷åñêîé. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ PP⊤
= E îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû

P çàêëþ÷àåì, ÷òî ṖP⊤
+ PṖ⊤

= 0, îòêóäà
(Ṗ P−1

)
⊤

+ ṖP−1
= (ṖP⊤

)
⊤

+ ṖP⊤
= PṖ⊤

+ ṖP⊤
= 0.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå y = Aωx 
 êîñîñèììåòðè÷åñêîéìàòðèöåé Aω âèäà

Aω =

(
0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

)
,ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíîå óìíîæåíèå âåêòîðà x ñëåâà íà âåêòîð

ω = (ωx, ωy, ωz):
ω×x =

∣∣∣∣∣
i j k

ωx ωy ωz
x1 x2 x3

∣∣∣∣∣=
(−ωzx2 +ωyx3

ωzx1 −ωxx3
−ωyx1 +ωxx2

)
=

(
0 −ωz ωy
ωz 0 −ωx
−ωy ωx 0

)(
x1
x3
x3

)
=Aωx.Ïîëàãàÿ Aω = ṖP−1, ìîæåì çàïèñàòü âåêòîðíîå óðàâíåíèå (1) â âèäå

ẋ = Aωx = ω × x.Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî âåêòîð ω, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå Aω = ṖP−1,ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè. Èç ñîîòíîøåíèÿ
Aω = ṖP−1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Ṗ = AωP, (2)èçâåñòíîå êàê óðàâíåíèå Ïóàññîíà. Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà îïèñàíèÿ ìà-òðèöû P (t), èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïîëó÷àåì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû êèíåìà-òè÷åñêèõ óðàâíåíèé âðàùåíèÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè.



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß Â�ÀÙÅÍÈÅÌ ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀ 3373. Îïèñàíèå ìàòðèöû P (t) ñ ïîìîùüþ óãëîâ ÝéëåðàÏóñòü x, y, z | íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ïî ìåñòíîé âåðòèêàëèíàïðàâëåíà îñü Oz), à ξ, η, ζ | ñâÿçàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Ïðåîáðàçî-âàíèå ïåðâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âî âòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü òðåìÿ ïîñëå-äîâàòåëüíûìè ïîâîðîòàìè. Äëÿ ýòîãî ââîäèì îñü óçëîâ, ðàñïîëîæåííóþ íàïðÿìîé ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé Oxy è Oξη. Ïîâåðíåì ñèñòåìó Oxyz âîêðóãîñè Oz íà óãîë ψ äî ñîâìåùåíèÿ îñè Ox ñ îñüþ óçëîâ. Çàòåì ïîâîðîòîìñèñòåìû êîîðäèíàò âîêðóã îñè óçëîâ íà óãîë θ ñîâìåùàåì îñü Oz ñ îñüþ Oζ.Íàêîíåö, ïîâîðîòîì âîêðóã îñè Oζ íà óãîë ϕ ñîâìåùàåì ïîëîæåíèå ñèñòåìûêîîðäèíàò ñ Oξηζ.Óêàçàííûå óãëû (óãëû Ýéëåðà) â òåîðèè äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà èìåþòíàçâàíèÿ1): ψ | óãîë ïðåöåññèè; θ| óãîë íóòàöèè; ϕ| óãîë ñîáñòâåííîãîâðàùåíèÿ.Óãëû Ýéëåðà ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó ïåðåõîäà P êàê ïðîèçâåäå-íèå òðåõ ìàòðèö ñïåöèàëüíîãî âèäà: P = AψBθCϕ. Çäåñü
Aψ =

(
cosψ −sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1

)
, Bθ=

(
1 0 0

0 cosθ −sinθ
0 sinθ cosθ

)
, Cϕ=

(
cosϕ −sinϕ 0

sinϕ cosϕ 0

0 0 1

)
.Äè��åðåíöèðóÿ ïðîèçâåäåíèå P = AψBθCϕ, ïîëó÷èì:

ṖP−1
= (ȦψBθCϕ +AψḂθCϕ +AψBθĊϕ)C−1

ϕ B−1
θ A−1

ψ =

= ȦψA
−1
ψ +Aψ(ḂθB

−1
θ )A−1

ψ + (AψBθ)(ĊϕC
−1
ϕ )(AψBθ)

−1. (3)Êàæäîå èç òðåõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (3) ïðåäñòàâëÿåò ñî-áîé êîñîñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó: ïåðâàÿ ñâÿçàíà ñ îðòîãîíàëüíîé ìàòðè-öåé Aψ, âòîðàÿ è òðåòüÿ ïîëó÷àþòñÿ îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì êî-ñîñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö ḂθB
−1
θ è ĊϕC

−1
ϕ . Êàæäîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåòìãíîâåííûé ïîâîðîò âîêðóã íåêîòîðîé îñè. Â ñîâîêóïíîñòè ìû ïîëó÷àåìñóììàðíûé ïîâîðîò ñ âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ω, ïîëó÷åííûì ñëîæåíèåìòðåõ âåêòîðîâ.Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ìàòðèöà

ȦψA
−1
ψ çàäàåò âðàùåíèå, îïðåäåëÿåìîå âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ωψ =

= (0, 0, 1)
⊤ψ̇, ò. å. âðàùåíèå âîêðóã îñè Oz ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ψ̇. Ìàòðèöà

Aψ(ḂθB
−1
θ )A−1

ψ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàíèå, ðåàëèçóåìîå ìàòðèöåé
ḂθB

−1
θ â ïðîìåæóòî÷íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Ox1y1z, ïîëó÷åííîé èç Oxyz ñïîìîùüþ ìàòðèöû ïåðåõîäà Aψ (ò. å. ïðè ïîâîðîòå âîêðóã Oz íà óãîë ψ).ßñíî, ÷òî ýòî ìàòðèöà âðàùåíèÿ âîêðóã îñè óçëîâ ñî ñêîðîñòüþ θ̇. Íàêîíåö,òðåòüÿ ìàòðèöà (AψBθ)(ĊϕC

−1
ϕ )(AψBθ)

−1 çàäàåò âðàùåíèå âîêðóã îñè Oζ ñîñêîðîñòüþ ϕ̇.Çàïèøåì êîîðäèíàòû òðåõ âåêòîðîâ óãëîâûõ ñêîðîñòåé â ñâÿçàííîé ñè-ñòåìå êîîðäèíàò:
ωψ =

(
sin θ sinϕ
sin θ cosϕ

cos θ

)
ψ̇; ωθ =

(
cosϕ
− sinϕ

0

)
θ̇; ωϕ = C⊤

ϕ

(
0

0

1

)
ϕ̇ =

(
0

0

1

)
ϕ̇.

1
) Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñü Oz íàïðàâëåíà ïî âåðòèêàëè ââåðõ.



338 À.Í. ÊÀÍÀÒÍÈÊÎÂÑêëàäûâàÿ ýòè âåêòîðû, ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû âåêòîðà ω â ñâÿçàííîéñèñòåìå êîîðäèíàò:
ω =

(
sin θ sinϕ
sin θ cosϕ

cos θ

)
ψ̇ +

(
cosϕ
− sinϕ

0

)
θ̇ +

(
0

0

1

)
ϕ̇ =

(
sin θ sinϕ cosϕ 0

sin θ cosϕ − sinϕ 0

cos θ 0 1

)


ψ̇

θ̇
ϕ̇



.Èñïîëüçóÿ îáðàòíóþ ìàòðèöó, íàõîäèì ïðîèçâîäíûå óãëîâ Ýéëåðà:



ψ̇

θ̇
ϕ̇



 =
1

sin θ

(
sinϕ cosϕ 0

sin θ cosϕ − sin θ sinϕ 0

− cos θ sinϕ − cos θ cosϕ sin θ

)
ω. (4)Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿâðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà â óãëàõ Ýéëåðà.4. Îïèñàíèå ìàòðèöû P (t) ñ ïîìîùüþ óãëîâ ÊðûëîâàÏîëîæåíèå ëåòàòåëüíîãî àïïàðàòà ìîæíî îïèñûâàòü íå ÷åðåç óãëû Ýé-ëåðà, à ÷åðåç óãëû Êðûëîâà:| óãîë ðûñêàíèÿ ψ | óãîë ìåæäó ïðîåêöèåé îñè Oξ íà ïëîñêîñòü Oxy èîñüþ Ox;| óãîë òàíãàæà θ | óãîë ìåæäó îñüþ Oξ è ïëîñêîñòüþ Oxy;| óãîë êðåíà γ | óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ Oξζ è ïëîñêîñòüþ, ïðîâåäåííîé÷åðåç îñè Oξ è Oz (ìåñòíîé âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòüþ).Êàê è â ñëó÷àå óãëîâ Ýéëåðà, íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò Oxyz ìî-æåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ñâÿçàííóþ òðåìÿ ïîâîðîòàìè: íà óãîë ψ âîêðóãâåðòèêàëüíîé îñè (îñè Oz), çàòåì íà óãîë θ âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè, ïåð-ïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè Oξζ (íîâîãî ïîëîæåíèÿ îñè Oy ïîñëå ïåðâîãî ïî-âîðîòà) è, íàêîíåö, íà óãîë γ âîêðóã îñè Oξ. Çíà÷èò, ìàòðèöà ïåðåõîäà Pðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå òðåõ ìàòðèö

P = AψBθCγ ,ãäå
Aψ =

(
cosψ −sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1

)
, Bθ =

(
cosθ 0 −sinθ

0 1 0

sinθ 0 cosθ

)
, Cγ =

(
1 0 0

0 cosγ −sinγ
0 sinγ cosγ

)
.Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ñëó÷àå óãëîâ Ýéëåðà, ïîëó÷àåìñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè:

ω =

(
sin θ 0 1

sinγ cos θ − cos γ 0

cos γ cos θ sin γ 0

)


ψ̇

θ̇
γ̇



. (5)Îáðàùàÿ ìàòðèöó, íàõîäèì



ψ̇

θ̇
γ̇



 =




0

sinγ

cos θ

cos γ

cos θ

0 − cosγ sin γ
1 − sinγ tg θ − cos γ tg θ



ω. (6)



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß Â�ÀÙÅÍÈÅÌ ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀ 3395. Èñïîëüçîâàíèå êâàòåðíèîíîâÎïèñàíèå ïîëîæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ ïîìîùüþ óãëîâ Ýéëåðà èëè Êðû-ëîâà ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îñîáåííîñòüþ(θ = 0, π â óðàâíåíèÿõ (4) äëÿ óãëîâ Ýéëåðà, θ = ±π/2 â óðàâíåíèÿõ (6) äëÿóãëîâ Êðûëîâà). Ýòî çàêîíîìåðíî, òàê êàê íà ìíîãîîáðàçèè SO(3) íåò åäè-íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìèíèìóì äâå ëîêàëüíûåñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðè ïðèáëèæåíèè ê îñîáûì òî÷êàì ïðèõîäèòñÿ ìåíÿòüëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è ïåðåñ÷èòûâàòü óãëû.Äðóãîé ñïîñîá ó÷åñòü ýòó îñîáåííîñòü ìíîãîîáðàçèÿ SO(3) | èñïîëüçî-âàòü ÷åòûðå èëè áîëåå �àçîâûõ ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì îäíèìèëè íåñêîëüêèìè óðàâíåíèÿìè ñâÿçè. Íà ïðàêòèêå ýòî ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñïîìîùüþ êâàòåðíèîíîâ.Ñðåäè âñåõ êâàòåðíèîíîâ âûäåëèì åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû, ò. å. òå, êî-òîðûå ïî ìîäóëþ ðàâíû 1. Ïîëó÷èì ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ ñî ñâîéñòâàìèìíîãîîáðàçèÿ | ãðóïïó Ëè. Â R
4 ýòî ìíîãîîáðàçèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéåäèíè÷íóþ ñ�åðó. Ñóùåñòâóåò ãîìîìîð�èçì ãðóïïû åäèíè÷íûõ êâàòåðíè-îíîâ íà ãðóïïó SO(3), ÿäðî êîòîðîãî ñîäåðæèò ÷èñëà 1 è −1. Ýòîò ãîìî-ìîð�èçì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì ìíîãîîáðàçèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîìíîãîîáðàçèå SO(3) ïîëó÷àåòñÿ, åñëè íà åäèíè÷íîé ñ�åðå â R

4 îòîæäåñòâèòüïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè.Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ãîìîìîð�èçìà ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ëþáóþîðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó ñ îïðåäåëèòåëåì, ðàâíûì åäèíèöå, êàê åäèíè÷íûéêâàòåðíèîí, à òðàåêòîðèþ âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà | êàê êðèâóþ íà åäè-íè÷íîé ñ�åðå â R
4. Õîòÿ ãîìîìîð�èçì óñòàíàâëèâàåò íåîäíîçíà÷íîå ñîîò-âåòñòâèå ìåæäó åäèíè÷íûìè êâàòåðíèîíàìè è îðòîãîíàëüíûìè ìàòðèöàìèñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì, ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íà÷àëüíûì ïîëîæåíèåìòâåðäîãî òåëà è îäíèì èç äâóõ êâàòåðíèîíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó ïî-ëîæåíèþ, îäíîçíà÷íî ðåàëèçóåò òðàåêòîðèþ òâåðäîãî òåëà êàê êðèâóþ íàñ�åðå â R

4.Îòìåòèì, ÷òî ãîìîìîð�èçì ãðóïïû åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ íà SO(3)îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî | ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ãðóïïû àâòîìîð�èçìîâ
SO(3). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî èíòåðïðåòàöèé îðòîãîíàëüíûõìàòðèö ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì êàê åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ. �àññìî-òðèì îäíó èç òàêèõ èíòåðïðåòàöèé.Äëÿ êàæäîãî êâàòåðíèîíà Λ åäèíè÷íîé äëèíû ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèåàëãåáðû âñåõ êâàòåðíèîíîâ âèäà

ϕΛ(M) = ΛMΛ
−1.Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå â R

4 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Ïðèýòîì îíî ñîõðàíÿåò íîðìó, ïîñêîëüêó
|ϕΛ(M)| = |Λ| |M| |Λ|−1

= |M|.Êðîìå òîãî, ýòî îòîáðàæåíèå êîììóòèðóåò ñ îïåðàöèåé ñîïðÿæåíèÿ êâàòåð-íèîíîâ, òàê êàê
ϕΛ(M) = Λ−1 M Λ = ΛMΛ

−1â ñèëó ðàâåíñòâà Λ = Λ
−1, âåðíîãî äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî êâàòåðíèîíà.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

ReϕΛ(M) =
ϕΛ(M) + ϕΛ(M)

2
= Λ

M + M

2
Λ
−1

=
M + M

2
= ReM,



340 À.Í. ÊÀÍÀÒÍÈÊÎÂò. å. îòîáðàæåíèå ñîõðàíÿåò äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü êâàòåðíèîíà è, â ÷àñòíî-ñòè, ìíèìûé êâàòåðíèîí ïåðåâîäèò â ìíèìûé.�àññìàòðèâàÿ ìíèìûé êâàòåðíèîí ζ = ai+bj+ck êàê âåêòîð ζ = ai+bj+ckâ ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V3 òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ, çàäàííûé ðàçëîæåíèåì âïðàâîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå i, j, k, ïðèõîäèì ê îòîáðàæåíèþ ϕΛ èç V3â V3, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è ñîõðàíÿåò åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà, ò. å.ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì îïåðàòîðîì. Âûÿñíèì, êàê äåéñòâóåò ýòîò îïåðàòîð.Ïðåäñòàâèì åäèíè÷íûé êâàòåðíèîí Λ â âèäå
Λ = a+ bξ,ãäå a, b | äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì

b > 0, a2
+ b2 = 1,à ξ | ìíèìûé êâàòåðíèîí (âåêòîð) åäèíè÷íîé äëèíû. �àçëîæèì âåêòîð ζ íàîðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ αξ íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ξ è íà îðòîãîíàëüíóþñîñòàâëÿþùóþ βξ

⊥, ãäå ξ
⊥ | åäèíè÷íûé âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé ξ, ò. å.

ζ = αξ + βξ
⊥.Òîãäà

ϕΛ(ζ) = αϕΛ(ξ) + βϕΛ(ξ
⊥

).Èìååì
ϕΛ(ξ) = (a+ bξ)ξ(a− bξ) = (a+ bξ)(a− bξ)ξ = (a2

+ b2)ξ = ξ,òàê êàê êâàòåðíèîíû a+ bξ, ξ, a− bξ êîììóòèðóþò áóäó÷è ìíîãî÷ëåíàìè îòîäíîãî êâàòåðíèîíà ξ. �àññìîòðèì îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà ζ:
ϕΛ(ξ

⊥
) = (a+bξ)ξ

⊥
(a−bξ) = (aξ⊥

+bξξ
⊥

)(a−bξ) = a2
ξ
⊥

+abξξ
⊥−abξ⊥

ξ−b2ξξ
⊥

ξ.Èç ñâîéñòâ óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ íåòðóäíî ïîëó÷èòü �îðìóëó óìíî-æåíèÿ ìíèìûõ êâàòåðíèîíîâ, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê âåêòîðû â V3:
ζ1ζ2 = −(ζ1, ζ2) + [ζ1, ζ2], (7)ãäå (ζ1, ζ2) è [ζ1, ζ2] | ñêàëÿðíîå è âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ζ1 è

ζ2. Èç ýòîé �îðìóëû ñ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ξ è ξ
⊥ ïîëó÷àåì:

ξξ
⊥

= [ξ, ξ
⊥

], ξξ
⊥

ξ =
[
[ξ, ξ

⊥
], ξ

]
= ξ

⊥.Ñëåäîâàòåëüíî,
ϕΛ(ξ

⊥
) = (a2 − b2)ξ⊥

+ 2ab[ξ, ξ
⊥

].Èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà a2
+ b2 = 1, ìîæåì çàïèñàòü
a = cos

θ

2

, b = sin
θ

2äëÿ íåêîòîðîãî óãëà θ (ýòîò óãîë îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî íà ïîëóèíòåð-âàëå (−π, π]). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ϕΛ(ξ

⊥
) =

(
cos

2 θ

2
− sin

2 θ

2

)
ξ
⊥

+ 2 sin
θ

2
cos

θ

2
[ξ, ξ

⊥
] = cos θ ξ

⊥
+ sin θ [ξ, ξ

⊥
].
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ϕΛ(ζ) = ϕΛ(αξ + βξ

⊥
) = αξ + (β cos θ)ξ⊥

+ (β sin θ)[ξ, ξ
⊥

],ïðåäñòàâëÿþùåìó ñîáîé çàïèñü äåéñòâèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â ïðàâîì îð-òîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ξ, ξ
⊥, [ξ, ξ⊥

]. Èç ýòîé çàïèñè ëåãêî ñäåëàòü âûâîä,÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð ϕΛ ïîâîðà÷èâàåò âåêòîð ζ âîêðóã îñè, îïðåäåëÿåìîéâåêòîðîì ξ, íà óãîë θ. Ìàòðèöó ýòîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â íåïîäâèæíîéñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ìàòðèöó ïåðåõîäà â ñâÿçàí-íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ò. å. ϕΛ ∈ SO(3).Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå, êîòîðîå åäèíè÷íîìó êâà-òåðíèîíó Λ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð ϕΛ, ïðîèçâåäåíèåêâàòåðíèîíîâ ïåðåâîäèò â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ò. å. ÿâëÿåòñÿãîìîìîð�èçìîì ãðóïïû åäèíè÷íûõ êâàòåðíèîíîâ íà ãðóïïó îðòîãîíàëüíûõîïåðàòîðîâ ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì. ßäðîì ýòîãî ãîìîìîð�èçìà ÿâëÿ-þòñÿ êâàòåðíèîíû 1 è −1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ϕΛ | åäèíè÷íûé ëèíåéíûéîïåðàòîð, òî ΛiΛ−1
= i, ΛjΛ−1

= j è ΛkΛ−1
= k, à èç ýòèõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò,÷òî â ýòîì ñëó÷àå êâàòåðíèîí Λ | äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, à òàê êàê |Λ| = 1,òî Λ = ±1.Ïîñòðîåííûé ãîìîìîð�èçì ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü òðàåêòîðèþ P (t)âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà êàê êðèâóþ Λ(t) íà åäèíè÷íîé ñ�åðå â R

4, ðàññìà-òðèâàÿ åå òî÷êè êàê åäèíè÷íûå êâàòåðíèîíû. Èç óñëîâèÿ
Λ(t)Λ(t) ≡ 1âûòåêàåò, ÷òî

Λ̇ Λ + Λ
˙
Λ ≡ 0.Äëÿ êâàòåðíèîíà M = Λ̇Λ = Λ̇Λ

−1 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî M = −M, ò. å. îí ÷è-ñòî ìíèìûé. �àâåíñòâî M = Λ̇Λ
−1 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå Λ̇ = MΛ, ÷òîïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êèíåìàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ êðèâîé íà òðåõìåðíîéñ�åðå.Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó êâàòåðíèîíîì M â óðàâíåíèè Λ̇ = MΛ è ìàòðèöåé

Aω â óðàâíåíèè Ṗ = AωP . Îòìåòèì, ÷òî ýòà ñâÿçü çàâèñèò îò âûáîðà ñîîò-âåòñòâèÿ ìåæäó åäèíè÷íûìè êâàòåðíèîíàìè è îðòîãîíàëüíûìè ìàòðèöàìèñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì. Â äàííîì ñëó÷àå P = ϕΛ è, åñëè âåêòîðû â V3îòîæäåñòâëÿþòñÿ ñ ìíèìûìè êâàòåðíèîíàìè, òî
x = Py0 = ϕΛ(y0) = Λy0Λ.Äè��åðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî:

ẋ = Ṗy0 = Λ̇y0Λ + Λy0
˙
Λ = Λ̇y0Λ − Λ̇y0Λ =

= 2 Im Λ̇y0Λ = 2 Im Λ̇Λ
−1

(Λy0Λ) = 2 Im Λ̇Λ
−1

x.Ìû âèäèì, ÷òî ñêîðîñòü â òî÷êå, îïðåäåëÿåìîé òåêóùèì ïîëîæåíèåì
x = Λy0Λ,ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì x ñëåâà íà êâàòåðíèîí 2Λ̇Λ

−1 è âûáîðîì ìíèìîé÷àñòè ïðîèçâåäåíèÿ. Íî êâàòåðíèîíû Λ̇Λ
−1 è x ìíèìûå, ñëåäîâàòåëüíî, ìíè-ìóþ ÷àñòü èõ ïðîèçâåäåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

2 Im Λ̇Λ
−1

x = [2Λ̇Λ
−1,x] = [2M,x].



342 À.Í. ÊÀÍÀÒÍÈÊÎÂÎòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ẋ = [2M,x] è ìíèìûå êîìïîíåíòû êâàòåðíèîíà
2M = 2Λ̇Λ

−1 ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ω óãëîâîé ñêîðîñòè, ò. å.ìîæíî çàïèñàòü: 2M = ω, îòêóäà
Λ̇ =

1

2
ωΛ. (8)Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (8) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë |Λ|2 = C, îçíà÷à-þùèé, ÷òî åñëè íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå Λ(t0) êðèâîé â R

4 íàõîäèòñÿ íà åäèíè÷-íîé ñ�åðå (ò. å. |Λ|2 = 1), òî è âñÿ êðèâàÿ Λ(t) áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ýòîé ñ�åðå.Ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ýòîñâîéñòâî áóäåò íàðóøàòüñÿ è òðåáóåòñÿ òàêàÿ ìîäè�èêàöèÿ èñïîëüçóåìîãîìåòîäà, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðîñòåéøèé âà-ðèàíò | íîðìèðîâêà ïîëó÷àåìîãî êâàòåðíèîíà íà êàæäîì øàãå èíòåãðèðî-âàíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîì Ýéëåðà âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
Λn+1 = Λn +

1

2

ωnΛn∆tnìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñõåìó:
Λ̂n+1 = Λn +

1

2

ωnΛn∆tn, Λn+1 =
Λ̂n+1

|Λ̂n+1|
,êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ðàçíîñòíîé ñõåìå

Λn+1 =
2 + ωn∆tn√
4 + ω

2
n∆t

2
n

Λn.Óêàçàííàÿ êîððåêòèðîâêà ìåòîäà Ýéëåðà äàåò äîïîëíèòåëüíóþ îøèáêó ïî-ðÿäêà O(∆t2), êîòîðàÿ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ îøèáêîé ñàìîãî ìåòîäà.6. Óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ÝéëåðàÄâèæåíèå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïîä÷èíÿåòñÿ îñíîâíîìó çàêîíóäèíàìèêè (2-ìó çàêîíó Íüþòîíà)
miv̇i = F i, (9)ãäå mi | ìàññà i-é òî÷êè ñèñòåìû; vi | ñêîðîñòü i-é òî÷êè ñèñ-òåìû; F i | ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà i-þ òî÷êó ñèñòåìû. Íàëè÷èå ñâÿçåé(äëÿ òâåðäîãî òåëà | íåèçìåííîñòü ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè) íàêëàäûâàåòîïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ íà ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òî÷êè ñèñòåìû, êîòîðûåñîñòîÿò â òîì, ÷òî ñêîðîñòü òî÷åê òâåðäîãî òåëà ïîä÷èíÿþòñÿ óñëîâèþ
vi = ω × ri, (10)ãäå ω | âåêòîð ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè; ri | ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êèîòíîñèòåëüíî öåíòðà âðàùåíèÿ.Óìíîæèâ óðàâíåíèå (9) âåêòîðíî ñëåâà íà ri ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà ṙi× vi =

= vi × vi = 0, ïîëó÷èì
d

dt
(ri ×mivi) = ri × F i. (11)



ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ Ï�ÎÖÅÑÑÎÂ ÓÏ�ÀÂËÅÍÈß Â�ÀÙÅÍÈÅÌ ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀ 343Âåëè÷èíà ri×mivi íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì (ìîìåíòîì êîëè-÷åñòâà äâèæåíèÿ) K ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, à âåëè÷èíà ri × F i | ìîìåíòîìñèëû F i. Ñóììèðóÿ óðàâíåíèÿ (11) ïî âñåì òî÷êàì ñèñòåìû, ïðèõîäèì êóðàâíåíèþ äèíàìèêè ñèñòåìû â ñëåäóþùåé �îðìå:
K̇ = M ,ãäå K | êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò ñèñòåìû; M | ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë, äåé-ñòâóþùèõ íà ñèñòåìó.Êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò K = ri ×mivi ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ó÷èòûâàÿ (10),ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

K = −miri × (ri × ω).Äâîéíîå âåêòîðíîå óìíîæåíèå ñëåâà íà ri | ýòî ëèíåéíûé îïåðàòîð Lri
,êîòîðûé â çåìíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìååò ìàòðèöó

[Lri
] =

(
0 −rz ry
rz 0 −rx
−ry rx 0

)2

=




−(r2y + r2z) rxry rxrz

rxry −(r2x + r2z) ryrz
rxrz ryrz −(r2x + r2y)



.Ìàòðèöà Ii = −mi[Lri
] â òåîðèè ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì èçâåñòíà êàê ìà-òðèöà èíåðöèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ri. Åå ýëåìåíòû ñîñòàâëÿþò òåíçîðèíåðöèè Ii. Òàêèì îáðàçîì,

Ki = Iiω.Òàê êàê ó âñåõ òî÷åê òâåðäîãî òåëà ìãíîâåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü îäíà è òàæå, êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò K òâåðäîãî òåëà âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé K = Iω, âêîòîðîé I åñòü ñóììà ìîìåíòîâ èíåðöèè ñîñòàâëÿþùèõ ýòî òåëî ìàòåðèàëü-íûõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìîæíî çàïèñàòü òàê:
d

dt
(Iω) = M . (12)Âûÿñíèì, êàêîé âèä óðàâíåíèå (12) èìååò â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ó÷òåì, ÷òî â çåìíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò âåêòîð-�óíêöèÿ äè��åðåíöèðóåòñÿïîêîîðäèíàòíî. Ïîýòîìó (12) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðè÷íóþ çàïèñüóðàâíåíèé â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðåîáðàçîâàíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíå-íèÿ â ñâÿçè ñ çàìåíîé áàçèñà âûïîëíÿåòñÿ ïî îáû÷íûì �îðìóëàì ëèíåéíîéàëãåáðû:

I = PIbP
−1, ω = Pωb, M = PMb,ãäå Ib, ωb, Mb | çàïèñü â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (â ìàòðè÷íîé �îðìå)òåíçîðà èíåðöèè I, óãëîâîé ñêîðîñòè ω è ìîìåíòà ñèë M ; P | ìàòðèöà ïåðå-õîäà èç çåìíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ñâÿçàííóþ. Ïîäñòàâèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿâ óðàâíåíèå äèíàìèêè (12), ïîëó÷èì:

d

dt
(PIbP

−1Pωb) = PMb,èëè
d

dt
(PIbωb) = PMb.Äè��åðåíöèðóÿ ïðîèçâåäåíèå â ëåâîé ÷àñòè ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì, íàõî-äèì:

Ṗ Ibωb + P
d

dt
(Ibωb) = PMb.
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P−1

(Ṗ P−1
)PIbωb +

d

dt
(Ibωb) = Mb.Òåïåðü ó÷òåì, ÷òî êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, à ìàòðèöà P−1

(ṖP−1
)P åñòü ìàòðèöà îïå-ðàòîðà Aω óìíîæåíèÿ ñëåâà íà âåêòîð ω, çàïèñàííàÿ â ñâÿçàííîé ñèñòåìåêîîðäèíàò. Â ðåçóëüòàòå:

Ibω̇b + ωb × Ibωb = Mb, (13)ãäå ω̇b | âåêòîð îòíîñèòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè, ò. å. âåêòîð, ïîëó÷åííûéïîêîîðäèíàòíûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ωb. Ñëàãàåìîå ωb × Ibωb ìîæåò áûòüçàïèñàíî â èíâàðèàíòíîé �îðìå ω × Iω è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîñòàâëÿþ-ùóþ óãëîâîé ñêîðîñòè, ñâÿçàííóþ ñ ïåðåíîñíûì äâèæåíèåì (ò. å. äâèæåíèåìñâÿçàííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî çåìíîé).7. Óïðàâëåíèå âðàùåíèåì òâåðäîãî òåëà â óãëàõ Êðûëîâà�àññìîòðèì çàäà÷ó óïðàâëÿåìîãî âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà, â êîòîðîéóïðàâëåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû ìîìåíòà ñèë â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò. Îðèåíòàöèþ òâåðäîãî òåëà áóäåì çàäàâàòü óãëàìè Êðûëîâà. Òî-ãäà âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé {
Ω̇ = Cω;

ω̇ = I−1
M − I−1

(ω × Iω),
(14)ãäå

Ω =

(
ψ
θ
γ

)
, C =




0

sinγ

cos θ

cos γ

cos θ

0 − cosγ sinγ
1 − sin γ tg θ − cosγ tg θ



 ,

ω | âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, çàïèñàííûé â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,
M | ñóììàðíûé ìîìåíò ñèë, çàïèñàííûé â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Îáùèå ïðèíöèïû ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íà îñ-íîâå êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè èçëîæåíû â [6℄. Îäèí èç ïîäõîäîâáàçèðóåòñÿ íà ïðèâåäåíèè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó [7℄.Äè��åðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (14) ïî âðåìåíè è èñïîëüçóÿ âòîðîå óðàâ-íåíèå òîé æå ñèñòåìû, íàõîäèì:

Ω̈ = Ċω + CI−1
(M − ω × Iω). (15)Ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (14) âûðàçèì âåêòîð ω ÷åðåç êàíîíè÷åñêèåïåðåìåííûå è ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå:

Ω̈ = ĊDΩ̇ + CI−1
(M −DΩ̇× IDΩ̇), (16)ãäå D = C−1 | ìàòðèöà èç óðàâíåíèÿ (5).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà â âèäåèçâåñòíîé �óíêöèè Ω∗(t). Òîãäà ìàòðèöû C è D, çàâèñÿùèå îò óãëîâ îðèåí-òàöèè, èçâåñòíû êàê �óíêöèè âðåìåíè. Ìàòðèöà Ċ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç óãëû
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Ċ =





0
sin γ sin θ

cos
2 θ

cos γ sin θ

cos
2 θ

0 0 0

1 − sinγ

cos
2 θ

− sinγ

cos
2 θ



 θ̇ +




0

cos γ

cos θ
− sinγ

cos θ

0 sin γ cos γ
1 − cosγ tg θ sin γ tg θ



 γ̇.Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàâèñèìîñòåé èç óðàâíåíèÿ (16) ìîæíî íàéòè óïðàâëåíèå M∗,ðåàëèçóþùåå çàäàííóþ òðàåêòîðèþ Ω∗(t):
M∗ = ID∗(Ω̈∗ − Ċ∗D∗Ω̇∗) +D∗Ω̇∗ × ID∗Ω̇∗,ãäå D∗, C∗, Ċ∗ âû÷èñëåíû ÷åðåç êîìïîíåíòû θ∗, ψ∗ âåêòîðà Ω∗ è ïðîèçâîä-íûå ýòèõ êîìïîíåíò. Óïðàâëåíèå M∗ åñòü �óíêöèÿ âðåìåíè, ò. å. ÿâëÿåòñÿïðîãðàììíûì.Äëÿ ó÷åòà âîçìîæíûõ îòêëîíåíèé òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ Ω(t) îò ïðåä-ïèñàííîé Ω∗(t) ðàññ÷èòàåì óïðàâëåíèå â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè, ïîòðåáîâàâäîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû îòêëîíåíèå z = Ω−Ω∗ óäîâëåòâîðÿëî äè��åðåíöèàëü-íîìó óðàâíåíèþ

z̈ +K1ż +K2z = 0,â êîòîðîì äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû K1 è K2 âûáðàíû òàê, ÷òî íóëåâîå ïîëî-æåíèå ðàâíîâåñèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì2).Ïîëàãàÿ, ÷òî òåêóùàÿ îðèåíòàöèÿ Ω è òåêóùàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ω òâåð-äîãî òåëà èçâåñòíû, çàêëþ÷àåì, ÷òî òàêæå èçâåñòíû îòêëîíåíèÿ z = Ω − Ω∗è ż = Ω̇ − Ω̇∗ = Cω − Ω̇∗. Ñîîòíîøíåíèå z̈ = Ω̈ − Ω̈∗ ñ ó÷åòîì (15) ïîçâîëÿåòíàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå:
M = ID(Ω̈ − Ċω) + ω × Iω = ID(Ω̈∗ −K1ż −K2z) − IDĊω + ω × Iω. (17)Â ïîëó÷åííîì óïðàâëåíèè ìàòðèöû K1 è K2 îïðåäåëÿþò ïåðåõîäíûé ïðî-öåññ ïî îòêëîíåíèÿì òâåðäîãî òåëà îò ïðåäïèñàííîé òðàåêòîðèè. ×òîáû åãîîöåíèòü, îïðåäåëèì äëÿ j = 1, 2, 3 çíà÷åíèå αj êàê ìàêñèìàëüíîå èç äåéñòâè-òåëüíûõ ÷àñòåé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

λ2
j + k1jλj + k2j = 0,ãäå k1j è k2j | ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèö K1 è K2.Òîãäà îòêëîíåíèÿ zj óãëîâûõ ïåðåìåííûõ áóäóò óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì

|zj | 6 Ceαjt.8. Óïðàâëåíèå âðàùåíèåì òâåðäîãî òåëà â êâàòåðíèîíàõÂ óðàâíåíèè (8) âåêòîð ω óãëîâîé ñêîðîñòè çàäàí â íåïîäâèæíîé ñèñòåìåêîîðäèíàò. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðà ïðè ïåðåõîäå âñâÿçàííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â êâàòåðíèîííîé �îðìå âûãëÿäÿò ñëåäóþùèìèîáðàçîì:
ω = ΛωbΛ

−1,ãäå ωb | êîîðäèíàòû âåêòîðà ω â ñâÿçàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò; Λ | åäèíè÷-íûé êâàòåðíèîí, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå ïåðåõîäà èç íåïîäâèæíîé ñèñ-òåìû êîîðäèíàò â ñâÿçàííóþ.
2
) Óñëîâèå äèàãîíàëüíîñòè óïðîùàåò àíàëèç äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà àñèì-ïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü.
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Λ̇ =

1

2
Λωb. (18)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâà-þùåé äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà, ê óðàâíåíèþ (18) íåîáõîäèìî äîáàâèòü óðàâ-íåíèå îñíîâíîãî çàêîíà äèíàìèêè (13):

{
Λ̇ =

1

2
Λωb,

ω̇b = I−1
b Mb − I−1

b (ωb × Ibωb).
(19)Îäíàêî ñèñòåìà (19) íåóäîáíàÿ, ïîñêîëüêó â íåé èñïîëüçóþòñÿ ðàçíîðîä-íûå îïåðàöèè (îïåðàöèè íàä êâàòåðíèîíàìè â êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíåíèÿõè îïåðàöèè íàä òðåõìåðíûìè âåêòîðàìè â äèíàìè÷åñêèõ). Íåîáõîäèìî ëèáîêâàòåðíèîííûå îïåðàöèè ïðåîáðàçîâàòü â âåêòîðíûå, ëèáî íàîáîðîò, âåê-òîðíûå â êâàòåðíèîííûå. Ïåðâûé âàðèàíò ðåàëèçîâàí â [8℄, îñòàíîâèìñÿ íàâòîðîì âàðèàíòå.Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, ñîãëàñíî (7), ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïðîèçâåäå-íèå êâàòåðíèîíîâ è îïåðàöèþ ñîïðÿæåíèÿ:

[ζ1, ζ2] =
1

2
(ζ1ζ2 − ζ1ζ2) = Im(ζ1ζ2).Ìàòðèöà Ib ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â R

3. Ýòîòîïåðàòîð ìîæíî ðàñøèðèòü äî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà â R
4 ñëåäóþùèì îáðà-çîì:

Ĩ =

(
1 0

0 Ib

)
.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó, ýêâèâàëåíòíóþ (19), íî öåëèêîì çàïèñàííóþâ êâàòåðíèîíàõ: {

Λ̇ =
1

2
Λωb,

ω̇b = Ĩ−1
[
Mb − Im(ωb(Ĩωb))

]
.

(20)Çäåñü ωb è Mb | ìíèìûå êâàòåðíèîíû, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîèìåííûì âåê-òîðàì.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ ïðèâåäåì åå ê êàíîíè÷åñêîìóâèäó. Äëÿ ýòîãî ïðîäè��åðåíöèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå (20) è èñïîëüçóåìâòîðîå:
Λ̈ =

1

2
Λ̇ωb +

1

2
Λω̇b = Λ̇Λ

−1
Λ̇ +

1

2
Λ

(
Ĩ−1

[
Mb − Im(ωb(Ĩωb))

])
. (21)Çäåñü íåîáõîäèìî ωb çàìåíèòü íà 2Λ

−1
Λ̇.Ïóñòü çàäàíà òðàåêòîðèÿ âðàùåíèÿ â âèäå íåêîòîðîé �óíêöèè Λ∗(t),

t ∈ [t0, t∗]. Óðàâíåíèå (21) ïîçâîëÿåò óïðàâëåíèå Mb∗ âûðàçèòü ÷åðåç �óíê-öèþ Λ∗(t) è åå ïðîèçâîäíûå:
Mb∗ = 2Ĩ

(
Λ
−1
∗ (Λ̈∗ − Λ̇∗Λ

−1
∗ Λ̇∗)

)
+ Im(ωb∗(Ĩωb∗)),ãäå ωb∗ = 2Λ

−1
∗ Λ̇∗. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîãðàìì-íîå óïðàâëåíèå, ïîñêîëüêó ïðè çàäàííîé �óíêöèè Λ∗(t) âåëè÷èíà M∗ åñòü�óíêöèÿ âðåìåíè.
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z̈ +K1ż +K2z = 0ñ óñòîé÷èâûì íóëåâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó-÷àåì:

Λ̈ − Λ̈∗ +K1(Λ̇ − Λ̇∗) +K2(Λ − Λ∗) = 0.Ñëåäîâàòåëüíî,
Λ̈ = Λ̈∗ −K1(Λ̇ − Λ̇∗) −K2(Λ − Λ∗).Òðåáóåìîå óñêîðåíèå Λ̈, ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (21), îáåñïå÷èâàåò óïðàâëå-íèå

Mb = 2Ĩ
[
Λ
−1
(
Λ̈∗ −K1(Λ̇ − Λ̇∗) −K2(Λ − Λ∗) − Λ̇Λ

−1
Λ̇
)]

+ Im(ωb(Ĩωb)), (22)ãäå Λ, Λ̇ | ïàðàìåòðû òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ, âåëè÷èíà ωb = 2Λ̇Λ
−1 òàêæåîïðåäåëÿåòñÿ òåêóùèì ïîëîæåíèåì. Îòìåòèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñîòíîøåíèÿ(22) ìîæåò íå áûòü ìíèìûì êâàòåðíèîíîì, ïîñêîëüêó òðàåêòîðèÿ

Λ(t) = z(t) + Λ∗(t)âûõîäèò çà ïðåäåëû åäèíè÷íîé ñ�åðû â R
4. Ïðîåêòèðîâàíèå óêàçàííîé òðà-åêòîðèè íà åäèíè÷íóþ ñ�åðó îçíà÷àåò, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè óïðàâëåíèååñòü ìíèìàÿ ÷àñòü êâàòåðíèîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â ïðàâîé ÷àñòè (22).9. Ìîäåëèðîâàíèå âðàùåíèÿ â óãëàõ Êðûëîâà è êâàòåðíèîíàõÑ öåëüþ àíàëèçà ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ âðàùåíèåì òâåð-äîãî òåëà ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå â çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè ïîëîæåíèÿ èñêóñ-ñòâåííîãî ñïóòíèêà Çåìëè 1963 22A, èìåþùåãî ñëåäóþùèå ãëàâíûå ìîìåíòûèíåðöèè [6℄: I1 = I2 = 99êã ·ì2, I3 = 3êã ·ì2. Â êà÷åñòâå òðàåêòîðèè âðàùåíèÿçàäàíî �èêñèðîâàííîå ïîëîæåíèå ñ óãëàìè Êðûëîâà ψ = 20

◦, θ = 30
◦, γ = 40

◦,à â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî | ïîëîæåíèå, îïðåäåëÿåìîå íóëåâûìè çíà÷åíèÿìèóãëîâ Êðûëîâà.Ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿëîñü â óãëàõ Êðûëîâà è â êâàòåðíèîíàõ. Èí-òåãðèðîâàíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (14) ïðîâîäèëîñü ìå-òîäîì Ýéëåðà ñ øàãîì 0,01. Äëÿ ðàñ÷åòà ñòàáèëèçèðóþùèõ óïðàâëåíèé èñ-ïîëüçîâàíû ñêàëÿðíûå ìàòðèöû K1 è K2 ñî çíà÷åíèÿìè 0,5 è 0, 05 íà ãëàâíîéäèàãîíàëè. Ìîäåëèðîâàíèå â äâóõ âàðèàíòàõ äàëî ñõîæèå ðåçóëüòàòû, íî ýòèðåçóëüòàòû íå ñîâïàäàþò. �àñõîæäåíèå ïî óãëàì îðèåíòàöèè íå ïðåâûøàåò
2
◦, à ïî êîîðäèíàòàì óãëîâîé ñêîðîñòè îñòàåòñÿ â ïðåäåëàõ 0,01 ñ−1.Óïðàâëåíèÿ íàèáîëüøåãî ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ äîñòèãàþò íà íà÷àëüíîìó÷àñòêå òðàåêòîðèè. Íà ýòè çíà÷åíèÿ ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå îêàçûâàþò êî-ý��èöèåíòû ñòàáèëèçàöèè: èç ñòðóêòóðû óïðàâëåíèÿ âèäíî, ÷òî íà÷àëü-íûå çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèé ïðîïîðöèîíàëüíû êîý��èöèåíòàì ñòàáèëèçàöèè.Óìåíüøåíèå êîý��èöèåíòîâ ñòàáèëèçàöèè ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ìàêñèìàëü-íûõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèé óïðàâëåíèé, íî â òî æå âðåìÿ óâåëè÷èâàåò âðåìÿ,çà êîòîðîå òðàåêòîðèÿ ïîïàäåò â çàäàííóþ îêðåñòíîñòü êîíå÷íîãî ïîëîæå-íèÿ. Òàê, ïðè çàäàííûõ êîý��èöèåíòàõ ñòàáèëèçàöèè ñíèæåíèå íà÷àëüíîãîîòêëîíåíèÿ â ñòî ðàç ïðîèñõîäèò çà 37 ñ. Óìåíüøåíèå êîý��èöèåíòîâ k1jâ äâà ðàçà, êîý��èöèåíòîâ k2j â ÷åòûðå ðàçà ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âðå-ìåíè â äâà ðàçà, ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíûå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ óïðàâëåíèéñîêðàùàþòñÿ â ÷åòûðå ðàçà.



348 À.Í. ÊÀÍÀÒÍÈÊÎÂ�àññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàäà÷ó ïåðåîðèåíòàöèè.Ïðè ýòîì ìîæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ñ ìåíüøåé âåëè÷èíîé ìàêñèìàëüíîãî ïîìîäóëþ çíà÷åíèÿ ìîìåíòîâ ñèë.Äëÿ ýòîãî ïîñòàâèì äâóõòî÷å÷íóþ çàäà÷ó, çàäàâ âðåìÿ äâèæåíèÿ
T = 20 ñ, íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, õàðàêòåðèçóåìîå íóëåâûìè çíà÷åíèÿìè óãëîâîðèåíòàöèè, óãëîâûõ ñêîðîñòåé è óãëîâûõ óñêîðåíèé, è êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå,õàðàêòåðèçóåìîå çíà÷åíèÿìè óãëîâ îðèåíòàöèè ψ = 20

◦, θ = 30
◦, γ = 40

◦,íóëåâûìè óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè è óñêîðåíèÿìè â êîíå÷íîé òî÷êå. Çàäàííûåãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî ïîñòðîèòü ïîëèíîìû ψ∗(t), θ∗(t),
γ∗(t) ïÿòîé ñòåïåíè. Ïåðåñ÷èòàåì êðèâóþ (ψ∗(t), θ∗(t), γ∗(t)) â ÷åòûðåõìåð-íóþ êðèâóþ Λ∗(t) íà åäèíè÷íîé ñ�åðå â R

4. Óïðàâëåíèå ðàññ÷èòûâàåì ïî�îðìóëå (22). Ìû ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ, ïðè êîòîðîé ïåðåîðèåíòà-öèÿ ñïóòíèêà ïðîõîäèò çà ìåíüøåå âðåìÿ ïðè ìåíüøèõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿõóïðàâëåíèé. Óâåëè÷åíèå èíòåðâàëà âðåìåíè äâèæåíèÿ ïðèâîäèò ê äàëüíåé-øåìó óìåíüøåíèþ ìàêñèìàëüíûõ ïî ìîäóëþ çíà÷åíèé óïðàâëåíèé (ðèñ. 1).
�èñ. 1. Ìàêñèìóì ìîäóëÿ âåêòîðà óïðàâëåíèÿâ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äâèæåíèÿ�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 06-07-89265, 09-07-00327).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. À é ç å ð ì à í Ì.À. Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà.|Ì.: Íàóêà, 1980.2. Æ ó ð à â ë å â Â.Ô. Îñíîâû òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè.|Ì.: Ôèçìàòëèò, 2001.3. Ì à ð ê å å â À.Ï. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà.|Ì.: ×å�î, 1999.4. Á î ð è ñ î â À.Â., Ì à ì à å â È.Ñ. Äèíàìèêà òâåðäîãî òåëà.|Èæåâñê: ÍÈÖ \�åãó-ëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà", 2001.5. Á ð à í å ö Â.Í., Ø ì û ã ë å â ñ ê è é È.Ï. Ïðèìåíåíèå êâàòåðíèîíîâ â çàäà÷àõ îðè-åíòàöèè òâåðäîãî òåëà.|Ì.: Íàóêà, 1973.6. Ê ð ó ò ü ê î Ï.Ä. Îáðàòíûå çàäà÷è äèíàìèêè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì: Íåëèíåéíûåìîäåëè.|Ì.: Íàóêà, 1988.7. Ê ð è ù å í ê î À.Ï., Ê à â è í î â À.Â. Ñòàáèëèçàöèÿ à��èííûõ ñèñòåì //Äè��åðåíö.óðàâí.|2000.|Ò. 36, ¹ 11.|Ñ. 1{6.8. Å ð ì î ø è í à Î.Â., Ê ð è ù å í ê î À.Ï. Ñèíòåç ïðîãðàììíûõ óïðàâëåíèé îðèåíòà-öèåé êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà ìåòîäîì îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè //Èçâ. �ÀÍ. Òåîðèÿ èñèñòåìû óïðàâëåíèÿ.|2000.|¹ 2.|Ñ. 155{162.



Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 349{382Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2010ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈÏ�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ Ï�È ÔÎ�ÌÈ�ÎÂÀÍÈÈÒ�ÀÍÑÍÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ Ï�ÎÅÊÒÎÂÀ.À. Ïèñêóíîâ, À.Â. Ëû÷åâ, Ì.À. Ïèñêóíîâà, Â.Å. ÊðèâîíîæêîÂ ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà äëÿ îöåíêè ðåçóëüòàòîâ �îðìèðîâàíèÿ òðàíñíàöè-îíàëüíûõ ïðîåêòîâ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðåãîâîðíûé ïðîöåññ ìåæäó ñòðàíàìè ìîæíîïðåäñòàâèòü êàê ïîâåäåíèå îáúåêòîâ (ñòðàí) â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýêîíîìè÷åñêèõïîêàçàòåëåé íà îñíîâå ìåòîäîëîãèè Àíàëèçà Ñðåäû Ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (ÀÑÔ). Â òàêîìñëó÷àå öåëè, êîòîðûå ñòðàíû äîñòèãíóò â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ñîâìåñòíîãî ïðîåêòà,ìîæíî îïðåäåëèòü êàê òî÷êè â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Îïòèìàëüíûå íàïðàâëåíèÿäâèæåíèÿ ê ïîñòàâëåííûì öåëÿì è êîíóñû âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé ïðåäëàãàåòñÿ íàõî-äèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àíàëèçà èåðàðõèé (ÌÀÈ). Ïðèìåíèìîñòü ïîäõîäà èëëþñòðèðó-åòñÿ íà ðåàëüíûõ äàííûõ, âçÿòûõ èç îòêðûòûõ ìåæäóíàðîäíûõ èñòî÷íèêîâ.
1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èíñòðóìåíòàðèé äëÿ îöåíêè ðåçóëüòàòîâ �îðìè-ðîâàíèÿ òðàíñíàöèîíàëüíûõ ïðîåêòîâ. Ëþáàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿâëÿ-åòñÿ âñåãî ëèøü àïïðîêñèìàöèåé ïîâåäåíèÿ ðåàëüíûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷å-ñêèõ ïðîöåññîâ è ÿâëåíèé. Òåì áîëåå ñëîæíî ñìîäåëèðîâàòü äåëîâûå ïå-ðåãîâîðíûå ïðîöåññû ïî �îðìèðîâàíèþ òðàíñíàöèîíàëüíûõ ïðîåêòîâ, ãäå âïðèíÿòèè ðåøåíèé ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò ÷åëîâå÷åñêèé �àêòîð. Íàøàçàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðåäëîæåííûé èíñòðóìåíòàðèé ïîçâîëÿëäàâàòü ïðîçðà÷íóþ ìíîãîìåðíóþ êàðòèíó ïîâåäåíèÿ îáúåêòîâ â êàæäûé ìî-ìåíò ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, à òàêæå äàâàë áû âîçìîæíîñòü ïîëó÷àòü êîëè÷å-ñòâåííóþ îöåíêó ðàçâèòèÿ ñèòóàöèè â ðåçóëüòàòå êîíêðåòíûõ øàãîâ ïðèíÿ-òèÿ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, â íàøåé ìîäåëè ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþòýêñïåðòû, ÷üå ìíåíèå ó÷èòûâàåòñÿ â êàæäîì àêòå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.Èìååòñÿ äâå èëè áîëåå ñòðàí. Ñòðàíû äîãîâàðèâàþòñÿ î �îðìèðîâàíèèòðàíñíàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà, íàïðèìåð, î ñòðîèòåëüñòâå ïîðòà, èíâåñòèöèÿõâ ñòðîèòåëüñòâî è äîëÿõ âëàäåíèÿ ïîðòîì â áóäóùåì. Íà ïåðâûé âçãëÿääîëè âëàäåíèÿ ïîðòîì ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîïîðöèîíàëüíî èíâåñòèöèÿì âñòðîèòåëüñòâî. Îäíàêî, òàêîé ïîäõîä íå ñîâñåì êîððåêòíî îòðàæàåò ýêî-íîìèêî-ïîëèòè÷åñêóþ ñèòóàöèþ. Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ îäíîãî ðåãèîíà ïîðòìîæåò äàòü ñóùåñòâåííîå ïðèðàùåíèå äîõîäîâ ýòîãî ðåãèîíà, à äëÿ äðóãîãîðåãèîíà ïðèðàùåíèå äîõîäîâ áóäåò íåçíà÷èòåëüíî, íî çàòî ñòðîèòåëüñòâîïîðòà èìååò áîëüøîå ñòðàòåãè÷åñêîå çíà÷åíèå. Èç ýòîãî ïðèìåðà ñëåäóåò,÷òî îïðåäåëèòü äîëè â èíâåñòèöèÿõ òîëüêî íà îñíîâå áóäóùåãî äîõîäà íåâïîëíå êîððåêòíî. Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà íàøåì ïîäõîäå.Íà ï åðâ îì ý ò àï å íà îñíîâå ïîêàçàòåëåé äåÿòåëüíîñòè ñòðàí ñòðîèòñÿâ ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé.

c© À.À. Ïèñêóíîâ, À.Â. Ëû÷åâ, Ì.À. Ïèñêóíîâà, Â.Å. Êðèâîíîæêî, 2010



350 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎÏî ñóùåñòâó, ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ìîæíî ïîñòðî-èòü ñ ïîìîùüþ äâóõ îñíîâíûõ ãðóïï ìåòîäîâ.Ìåòîäû ïåðâîé ãðóïïû ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì è óñëîæíåíèåì èäåè ïðîèç-âîäñòâåííîé �óíêöèè, íî ñ ïîïûòêîé ñîõðàíèòü ÿâíûé àíàëèòè÷åñêèé âèä�óíêöèè è íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà, íàïðèìåð, ñäåëàòü ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷-íîñòü çàìåùåíèÿ (CES �óíêöèè) [1, 2, 3]. Íà íàø âçãëÿä òàêîå ñòðåìëåíèåñêîðåå âûäàåò æåëàíèå òåîðåòèêîâ èìåòü óäîáíûé îáúåêò äëÿ èññëåäîâàíèÿ,÷åì ïîïûòêó àäåêâàòíî îïèñàòü �óíêöèîíèðîâàíèå ðåàëüíûõ ñëîæíûõ îáú-åêòîâ.Îäíàêî, �óíêöèîíèðîâàíèå ñëîæíûõ îáúåêòîâ (ñèñòåì) ïðîèñõîäèò â ìíî-ãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîêàçàòåëåé äåÿòåëüíîñòè ýòèõ îáúåêòîâ. Ïîýòîìó âñîâðåìåííîì íåîêëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ðàññìàòðèâàåòñÿ îòîáðàæåíèå âåê-òîðà ðåñóðñîâ (çàòðàò) âî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ âûïóñêà [4, 5, 6]. Â ìà-òåìàòèêå ýòî íàçûâàåòñÿ òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì. Äàëåå,ãðàíèöà ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ñòðîèòñÿ êàê âûïóêëàÿîáîëî÷êà ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ (ýêîíîìè÷åñêèõ) îáúåê-òîâ.Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå ãðàíèöà ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåí-íûõ âîçìîæíîñòåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Ïàðåòî-ý��åêòèâíîå ìíîæåñòâî [6,
7, 8]. Òàêîé ïîäõîä ãîðàçäî áîëåå ðåàëüíî îòîáðàæàåò ýêîíîìè÷åñêóþ ðå-àëüíîñòü. Ìåòîäîëîãèÿ Àíàëèçà Ñðåäû Ôóíêöèîíèðîâàíèÿ (ÀÑÔ) îáúåäè-íÿåò ìåòîäû è ìîäåëè âòîðîé ãðóïïû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîãîìåðíîãî ìíî-æåñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé è èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ íåì.Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîäîëîãèþ ÀÑÔ äëÿ íàøèõïîñòðîåíèé.Íà â ò î ðîì ý ò àï å íàøåãî ïîäõîäà êàæäàÿ ñòðàíà (ðåãèîí, êîðïîðàöèÿè ò. ä.) îïðåäåëÿåò öåëü, êîòîðóþ îíà äîñòèãíåò ÷åðåç çàäàííîå êîëè÷åñòâîëåò, ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåò äëÿ äâóõ ñòðàí t1 è t2. Ñ �îðìàëüíîéòî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîêàçàòåëåéçàäàþòñÿ äâå òî÷êè A è B, êîòîðûå íàøè ñòðàíû äîñòèãíóò ÷åðåç t1 è t2 ëåò.Íà òðå ò ü åì ý ò àïå, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà àíàëèçà èåðàðõèé (ÌÀÈ) [9]è ïðèâëå÷åíèÿ ýêñïåðòîâ íàõîäÿòñÿ âåêòîðû a è b îïòèìàëüíîãî äâèæåíèÿê öåëÿì äëÿ äâóõ ñòðàí. Êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ âåñîâûìè êî-ý��èöèåíòàìè, ïîêàçûâàþùèìè çíà÷èìîñòü êàæäîãî �àêòîðà (ïîêàçàòåëÿ),âõîäÿùåãî â ìîäåëü.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû a è b ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåí-òàìè �óíêöèè ïîòåíöèàëà äëÿ êàæäîé ñòðàíû, êîòîðàÿ îöåíèâàåò ñîñòîÿíèåîáúåêòà â êàæäîé òî÷êå ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîêàçàòåëåé.Íà ÷ å ò â å ð ò îì ý ò àïå âû÷èñëÿåòñÿ ìåðà ý��åêòèâíîñòè äëÿ êàæäîéñòðàíû Z1 è Z2 êàê îòíîøåíèå çíà÷åíèé �óíêöèè ïîòåíöèàëà â íà÷àëüíûõòî÷êàõ è êîíå÷íûõ òî÷êàõ äëÿ êàæäîãî îáúåêòà. Çàòåì íàõîäèòñÿ ïðèðàùå-íèå ìåðû ý��åêòèâíîñòè äëÿ âûáðàííûõ ñòðàí.Åñëè ïðèðàùåíèÿ ìåðû ý��åêòèâíîñòè îêàæóòñÿ ïðèìåðíî îäèíàêîâûìèè óäîâëåòâîðÿò ðóêîâîäèòåëåé ñòðàí (ðåãèîíîâ), òî ïðîöåññ ïåðåãîâîðîâ ìîæ-íî îêîí÷èòü è ïðèíÿòü íà÷àëüíûå äîëè âëàäåíèÿ ïîðòîì äëÿ îáåèõ ñòîðîí.Îäíàêî òàêîå ðåäêî âñòðå÷àåòñÿ íà ïðàêòèêå. Òîãäà ïåðåãîâîðíûé ïðîöåññïðîäîëæàåòñÿ. �óêîâîäñòâî ðåãèîíîâ äîãîâàðèâàåòñÿ î íîâûõ äîëÿõ âî âëà-äåíèè ïîðòîì. Ýòè äîëè âëèÿþò íà äîõîä ðåãèîíîâ A è B â ìîìåíò âðåìåíè
t1. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîêàçàòåëü äîõîäà ðåãèîíà ìîæåò âõîäèòü â ìîäåëü âêà÷åñòâå îäíîé èç ïåðåìåííûõ.Â ðåçóëüòàòå öåëü â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîêàçàòåëåé ñìåñòèòñÿ, èòîãäà íàäî ðàññìàòðèâàòü íîâûå öåëè. Èëè öåëè ìîãóò áûòü äîñòèãíóòû çàâðåìÿ (t1 + τ1) äëÿ ñòðàíû A, çà âðåìÿ (t2 + τ2) äëÿ ñòðàíû B. Òîãäà äëÿ



ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ 351ïðèðàùåíèé ìåð ý��åêòèâíîñòåé ìîæíî ââåñòè ïîïðàâî÷íûå ìíîæèòåëè, íà-ïðèìåð, (t1 + τ1) äëÿ ñòðàíû A è (t2 + τ2) äëÿ ñòðàíû B.Çàòåì èòåðàöèè ïåðåãîâîðíîãî ïðîöåññà ìîãóò ïðîäîëæàòüñÿ.Äàëåå, îïòèìàëüíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ (âåêòîðû a è b) ê ïîñòàâëåí-íûì öåëÿì ÿâëÿþòñÿ íà ïðàêòèêå íåêîòîðûìè èäåàëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè.Â ðåàëüíîé ýêîíîìè÷åñêîé æèçíè òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòîâ â ìíîãî-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áóäåò îòêëîíÿòüñÿ ñ îïðåäåëåííîé ïîãðåøíîñòüþ.Ïîýòîìó, íà ïÿ ò îì ý ò àïå ñ ïîìîùüþ ýêñïåðòîâ îïðåäåëÿåì êîíóñûâîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ êàæäîãî ðåãèîíà C1 è C2, ñîîòâåòñòâåííî. Âåð-øèíû êîíóñîâ áóäóò íàõîäèòüñÿ â òî÷êàõ äîñòèæèìûõ öåëåé äëÿ ðåãèîíîâ Aè B. À ñàìè êîíóñû íàïðàâëåíû ââåðõ, â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ âûõîäíûõ ïî-êàçàòåëåé. Â ñàìîì ïðîñòîì ñëó÷àå êîíóñû ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþçàäàíèÿ ïîïàðíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè ìîäåëè. Òàêèì îáðà-çîì, ïîñòðîèòü òàêèå êîíóñû | äîñòàòî÷íî ðóòèííàÿ çàäà÷à â ýêîíîìè÷åñêîéäåÿòåëüíîñòè. Äàëåå ìû ïîêàæåì, êàê çàäàòü êîíóñû â áîëåå ñëîæíîì ñëó-÷àå, â ìàòåìàòèêå òàêèå êîíóñû íàçûâàþòñÿ ðåöåññèâíûìè êîíóñàìè [10].Øå ñ ò î é ý ò àï. �àíåå ìû ãîâîðèëè, ÷òî âåêòîðû a è b (èäåàëüíûåíàïðàâëåíèÿ) ÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíòàìè �óíêöèé ïîòåíöèàëà â òî÷êàõ A è B,êîòîðûå îïðåäåëÿþò ýêâèïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè. Òåïåðü ìû ìîæåì ìî-äè�èöèðîâàòü âèä �óíêöèé ïîòåíöèàëà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàíåå ïîëàãàëîñü,÷òî îïòèìàëüíîå äâèæåíèå ê òî÷êàì A è B áóäåò âäîëü âåêòîðîâ a è b. Îä-íàêî, êàê ìû ïîíèìàåì, ðåàëüíîå äâèæåíèå îáúåêòîâ áóäåò ïðîèñõîäèòü âïðåäåëàõ êîíóñîâ C1 è C2.Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíî ñå÷åíèå ìíîãîìåðíîãî ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåí-íûõ âîçìîæíîñòåé ïî âûõîäíûì (ðåçóëüòèðóþùèì) ïîêàçàòåëÿì, êàê ñòðî-èòü òàêèå ñå÷åíèÿ äëÿ ìíîãîìåðíûõ ìíîæåñòâ, èçëîæåíî â ðàáîòàõ [7, 11].Òî÷êàìè Z1 è Z2 îáîçíà÷åíû èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ ðåãèîíîâ, à òî÷êè A è
B ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàìå÷åííûå öåëè äëÿ ðåãèîíîâ. Íàïðàâëåíèÿ a è
b ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè (èäåàëüíûìè) íàïðàâëåíèÿìè äâèæåíèÿ ê öåëè.Êîíóñû C1 è C2 îïðåäåëÿþò äîïóñòèìûå, áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì, íàïðàâëå-íèÿ ðàçâèòèÿ ðåãèîíîâ.

�èñ. 1. Èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ ðåãèîíîâ è äîñòèæèìûå öåëè



352 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎÏîýòîìó îáúåäèíåíèå âñåõ íàïðàâëåíèé, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû A(B) èèìåþùèõ îñòðûé óãîë ñ ëþáûì âåêòîðîì èç êîíóñà C1(C2), äàñò íàì íàïðà-âëåíèå âîçðàñòàíèÿ �óíêöèè ïîòåíöèàëà. Âñå òàêèå íàïðàâëåíèÿ îáðàçóþòñîïðÿæåííûé êîíóñ C∗
1 (C∗

2 ), ãðàíèöà ýòîãî êîíóñà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâè-ïîòåíöèàëüíóþ ïîâåðõíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîäè�èöèðîâàëè �îðìó�óíêöèè ïîòåíöèàëà. Òåïåðü îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûïóêëóþ �óíêöèþ.Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíèöà êîíóñà C∗
1 , èñõîäÿùåãî èç âåðøèíû A,ÿâëÿåòñÿ ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ ïîñòðîåííîé âûïóêëîé �óíêöèè.Ïîäîáíûì îáðàçîì �óíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîé òî÷êè, ðàñïîëî-æåííîé íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(B), è îïðåäåëÿåìîé âåêòîðà-ìè a è b, ñîîòâåòñòâåííî. Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíà ýêâèïîòåíöèàëüíàÿ ïîâåðõ-íîñòü âûïóêëîé �óíêöèè, ïîñòðîåííàÿ äëÿ òî÷åê Bi è Bj .

�èñ. 2. Óòî÷íåíèå �óíêöèè ïîòåíöèàëîâÑåä üìîé ý ò àï. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, â íàøåé çàäà÷å öåëè A è Bïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòè÷ü ÷åðåç îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ëåò. Îäíàêî íàïðà-âëåíèÿ a è b, íàéäåííûå íàìè êàê îïòèìàëüíûå íà ïîñëåäíèõ ãîäàõ äâèæåíèÿê öåëè, ìîãóò íå áûòü îïòèìàëüíûìè â íà÷àëüíûå ãîäû ðàçâèòèÿ ðåãèîíîâ.Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîðò, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà çàïó-ñòèòü çàâîä æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé, ïîäâåñòè æåëåçíîäîðîæíóþ âåòêóè ò. ä. Ïîýòîìó â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàçâèòèÿ ýêñïåðòû ñ ïîìîùüþ ìåòîäààíàëèçà èåðàðõèé íàõîäÿò íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ ðåãèîíîâ.Íà ðèñóíêå 3 ýòè íàïðàâëåíèÿ îáîçíà÷åíû êàê d1 èç òî÷êè Z1 è g1 èçòî÷êè Z2. Öåëåñîîáðàçíî ýòè íàïðàâëåíèÿ âûáèðàòü òàê, ÷òîáû îíè áûëèíàïðàâëåíû âíóòðü îáëàñòåé S1 è S2, ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçîâàííûõ ïåðåñå-÷åíèåì ãðàíèöû ìíîæåñòâà T è êîíóñîâ (øàòðîâ) −C1 è −C2, íàïðàâëåííûõèç òî÷åê A è B, ñîîòâåòñòâåííî, âíèç, ñì. ðèñóíîê 3.Â î ñ üìîé ý ò àï. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ãðàíèöà ìíîæåñòâà ïðîèçâîä-ñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ìåíÿåòñÿ, íà ðèñóíêå 3 íîâàÿ ãðàíèöà îáîçíà÷åíàïóíêòèðíîé ëèíèåé. Îïðåäåëÿåì íîâûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ òàê, ÷òîáûîíè íàõîäèëèñü â ïîñòðîåííûõ êîíóñàõ (øàòðàõ), íà ðèñóíêå 3 ýòè íàïðàâëå-íèÿ îáîçíà÷åíû d2 è g2, ñîîòâåòñòâåííî.
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�èñ. 3. Èçìåíåíèå ãðàíèöû ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåéè âûáîð íàïðàâëåíèé äëÿ óâåëè÷åíèÿ çíà÷åíèé �óíêöèè ïîòåíöèàëîâÄàëåå ïðåäûäóùèå øàãè ìîæíî ïîâòîðèòü. Ñòðîèì íîâóþ ãðàíèöó ìíî-æåñòâà T , âûáèðàåì òàêòè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ è ò. ä. Íà êàæäîì øàãå äî-ñòèãíóòûå äîãîâîðåííîñòè ìîæíî óòî÷íÿòü â çàâèñèìîñòè îò ý��åêòèâíîñòèäîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé.Â äàííîì ïðèìåðå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ðàññìàòðèâàëèñü äâå ñòðà-íû (ðåãèîíà). Îäíàêî, ïîäîáíûé èíñòðóìåíòàðèé ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ âñåõñòðàí, ó÷àñòâóþùèõ â �îðìèðîâàíèè òðàíñíàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà.
2. Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé�àññìîòðèì ìíîæåñòâî èç n íàáëþäàåìûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ

(ÏÎ), äåÿòåëüíîñòü êîòîðûõ íåîáõîäèìî îöåíèòü. Êàæäûé ÏÎ ïîòðåáëÿåò
m âõîäíûõ ïðîäóêòîâ è ïðîèçâîäèò r âûõîäíûõ ïðîäóêòîâ. Òàêèì îáðàçîì,ïóñòü

Xj = (x1j , . . ., xmj) > 0ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ (çàòðàò), à
Yj = (y1j , . . ., yrj) > 0, j = 1, . . ., n,áóäåò âåêòîðîì âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ (âûïóñêà). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæ-äûé ÏÎ èìååò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ïîëîæèòåëüíûé âõîä è îäèí ïîëîæè-òåëüíûé âûõîä.Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé T îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæå-ñòâî òàêèõ âåêòîðîâ (X, Y ), ÷òî âåêòîð âûïóñêà Y ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíïðè âåêòîðå çàòðàò X , ò. å. T = {(X, Y ) | âûõîäíîé âåêòîð Y > 0 ìîæåò áûòüïîëó÷åí ïðè âõîäíîì âåêòîðå X > 0} [4, 5].Íà îñíîâå íàáëþäàåìûõ âåêòîðîâ (Xj , Yj), j = 1, . . ., n, ìíîæåñòâî ïðîèç-âîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé T ýìïèðè÷åñêè çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ïîñòóëà-òàìè [4].



354 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎÏî ñ ò ó ëà ò 1 (âûïóêëîñòü). Åñëè (X, Y ) ∈ T è (X ′, Y ′
) ∈ T, òî (λX + (1 −

− λ)X ′, λY + (1 − λ)Y ′
) ∈ T äëÿ âñåõ λ ∈ [0, 1].Ïî ñ ò ó ëà ò 2 (ìîíîòîííîñòü). Åñëè (X, Y ) ∈ T è X ′ > X, Y ′ 6 Y, òî

(X ′, Y ′
) ∈ T .Ïî ñ ò ó ëà ò 3 (ìèíèìàëüíàÿ ýêñòðàïîëÿöèÿ). Ìíîæåñòâî T ÿâëÿåòñÿïåðåñå÷åíèåì âñåõ ìíîæåñòâ T ′, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðåäûäóùèì ïîñòóëà-òàì, ïðè óñëîâèè, ÷òî (Xj , Yj) ∈ T ′ äëÿ âñåõ j = 1, . . ., n.Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî T ñòðîèòñÿ êàê ðàñøèðåíèå ïî íàáëþäàåìûìïðîèçâîäñòâåííûì âåêòîðàì (Xj , Yj), j = 1, . . ., n è îïðåäåëÿåò âîçìîæíûå,ýêîíîìè÷åñêè äîïóñòèìûå âåêòîðû âûïóñêà Y ïî âåêòîðàì çàòðàò X . Âäàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå îáîçíà÷åíèå Zj = (Xj , Yj) ∈ Em×n.Â àëãåáðàè÷åñêîì âèäå ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé T çà-ïèøåòñÿ êàê [4]

T =




(X,Y )

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

Xjλj 6 X,

n∑

j=1

Yjλj > Y,

n∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . ., n




 . (1)Ïîñòóëàòû 1-3 è �îðìóëà (1) îïðåäåëÿþò ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõâîçìîæíîñòåé T äëÿ ìîäåëè BCC (Banker, Charnes, Cooper) [4], êîòîðàÿÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ìîäåëåé ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ. Áîëåå òîãî, ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî T ìîäåëè BCC ÿâëÿåòñÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëåìèíèìàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèåé, ïîñòðîåííîé ïî ðåàëüíûì íàáëþäàåìûì îáú-åêòàì Zj = (Xj , Yj), j = 1, . . ., n.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò äåñÿòêè ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ìåòîäîëîãèèÀÑÔ, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ â îñíîâíîì �îðìîé ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíî-ñòè (ãðàíèöû ìíîæåñòâà T ) è ñïîñîáîì âû÷èñëåíèÿ ìåðû ý��åêòèâíîñòèïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ.Âî âõîäíîé ìîäåëè BCC äåÿòåëüíîñòü íåý��åêòèâíîãî îáúåêòà (Xo, Yo)óëó÷øàåòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå ãèïîòåòè÷åñêè, ñ ïîìîùüþ ïðîïîðöèîíàëüíîãîñîêðàùåíèÿ âåêòîðà çàòðàò, ïîêà îáúåêò (θXo, Yo) íå äîñòèãíåò ãðàíèöû ìíî-æåñòâà T .Ïðîåêöèÿ (Xo, Yo) → (θ∗Xo, Yo) äàåò ãðàíè÷íóþ òî÷êó ìíîæåñòâà T , ìíî-æåñòâî òàêèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê îáîçíà÷èì êàê ìíîæåñòâî ñëàáî ý��åêòèâíûõòî÷åê WEffI T ïî âõîäíîé ìîäåëè.Ìåðà ý��åêòèâíîñòè âî âõîäíîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ïà-ðàìåòðîì θ∗. Ñìûñë ìåðû ý��åêòèâíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà ïî-êàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâóþò äðóãèå îáúåêòû â ìíîæåñòâå ïðîèçâîäñòâåííûõâîçìîæíîñòåé, ðåàëüíûå èëè ãèïîòåòè÷åñêèå, êîòîðûå ïðîèçâîäÿò òàêîå æåêîëè÷åñòâî âûõîäíûõ ïðîäóêòîâ, âåêòîð Yo, íî ïðè ýòîì ó íèõ âåêòîð çàòðàòìîæåò áûòü ìåíüøå, θ∗Xo.Â ìîäåëè BCC, îðèåíòèðîâàííîé ïî âûõîäó, ý��åêòèâíîñòü îáúåêòà ïî-âûøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîïîðöèîíàëüíîãî óâåëè÷åíèÿ âûïóñêà, ïîêà îáú-åêò (Xo, ηYo) íå äîñòèãíåò ãðàíèöû ìíîæåñòâà T . Òàêèì îáðàçîì, ïðîåê-öèÿ (Xo, Yo) → (Xo, η
∗Yo) îïðåäåëÿåò ãðàíè÷íóþ òî÷êó ìíîæåñòâà T , ìíîæå-ñòâî òàêèõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê íàçîâåì ìíîæåñòâîì ñëàáî ý��åêòèâíûõ òî÷åêWEffO T ïî âûõîäíîé ìîäåëè.



ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ 355Âûõîäíàÿ ìîäåëü BCC çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [4, 5]:
max ηïðè îãðàíè÷åíèÿõ n∑

j=1

Xjλj 6 Xo,

n∑

j=1

Yjλj > ηYo,

n∑

j=1

λj = 1, λj > 0, j = 1, . . ., n.

(2)

Ìåðà ý��åêòèâíîñòè äëÿ ýòîé ìîäåëè âû÷èñëÿåòñÿ êàê (1/η∗
). Ñìûñëìåðû ý��åêòèâíîñòè â äàííîé ìîäåëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ïîêàçûâàåò,÷òî ñóùåñòâóþò äðóãèå îáúåêòû â ìíîæåñòâå ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíî-ñòåé, ðåàëüíûå èëè ãèïîòåòè÷åñêèå, êîòîðûå çàòðà÷èâàþò òàêîå æå êîëè-÷åñòâî âõîäíûõ ïðîäóêòîâ, âåêòîð Xo, íî ïðè ýòîì ó íèõ âåêòîð âûõîäíûõïðîäóêòîâ ìîæåò áûòü áîëüøå, η∗Yo.Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ ìåðû ý��åêòèâíîñòè â çàâè-ñèìîñòè îò ñîäåðæàíèÿ çàäà÷è è ñ�åðû ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé [5].Â íàøåì ïîäõîäå ìû èñïîëüçóåì ìåðó ý��åêòèâíîñòè êàê

µ =
f(Z1)

f(A)
,ò. å. êàê îòíîøåíèå çíà÷åíèé �óíêöèè ïîòåíöèàëà â íà÷àëüíîé òî÷êå è êîíå÷-íîé òî÷êå. Ôóíêöèþ ïîòåíöèàëà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî îïðåäåëèòüêàê ëèíåéíóþ �óíêöèþ

f(Z) =

m+r∑

i=1

aizi.Ñðåäè ìíîæåñòâà ñëàáî ý��åêòèâíûõ òî÷åê WEffI T ∪WEffO T ìîæíîâûäåëèòü ý��åêòèâíûå îáúåêòû | ýòî òàêèå îáúåêòû, ñîñòîÿíèå êîòîðûõíåëüçÿ óëó÷øèòü èçìåíåíèåì õîòÿ áû îäíîé êîîðäèíàòû. Ìíîæåñòâî òàêèõòî÷åê îáîçíà÷èì Eff T .Â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè îñíîâîïîëàãàþùèì ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-ëåíèå ý��åêòèâíîñòè è ñëàáîé ý��åêòèâíîñòè ïî Ïàðåòî. Äàäèì ýòè îïðå-äåëåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ [5].Îïð å ä å ë å íè å 1. Ïðîèçâîäñòâåííûé îáúåêò (X∗, Y ∗
) ý��åêòèâåí ïîÏàðåòî, åñëè (X∗, Y ∗

) ∈ T è íå ñóùåñòâóåò âåêòîðà (X, Y ) ∈ T , îòëè÷íîãî îò
(X∗, Y ∗

) è òàêîãî, ÷òî X 6 X∗, Y > Y ∗.Ýòî îïðåäåëåíèå îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿ óëó÷øèòü íè îäèí èç ïàðàìåòðîâîáúåêòà (X∗, Y ∗
), íå óõóäøèâ ïðè ýòîì êàêîé-ëèáî äðóãîé ïàðàìåòð, îñòàâà-ÿñü ïðè ýòîì âî ìíîæåñòâå ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé T .Ìíîæåñòâî ý��åêòèâíûõ ïî Ïàðåòî òî÷åê îáîçíà÷èì ÷åðåç EffP T .Îïð å ä å ë å íè å 2. Ïðîèçâîäñòâåííûé îáúåêò (X∗, Y ∗

) ñëàáî ý��åêòèâåíïî Ïàðåòî, åñëè (X∗, Y ∗
) ∈ T è íå ñóùåñòâóåò âåêòîðà (X, Y ) ∈ T òàêîãî, ÷òî

X < X∗, Y > Y ∗.



356 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎÄðóãèìè ñëîâàìè, ñëàáàÿ ý��åêòèâíîñòü ïî Ïàðåòî îçíà÷àåò, ÷òî íåëüçÿîäíîâðåìåííî óëó÷øèòü âñå ïàðàìåòðû îáúåêòà, åñëè îáúåêò (X∗, Y ∗
) ñëàáîý��åêòèâåí. Ìíîæåñòâî ñëàáî ý��åêòèâíûõ òî÷åê ïî Ïàðåòî îáîçíà÷èì÷åðåç WEffP T .Â ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ [5, 6] ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî (Xo, Yo) ∈ Eff T òîãäà è òîëüêîòîãäà, êîãäà (Xo, Yo) ∈ EffP T . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî ý��åêòèâíûõ òî÷åê ïîÏàðåòî áóäåì òàêæå îáîçíà÷àòü ÷åðåç Eff T .Â [8] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî Eff T ⊂WEffI T ∩WEffO T , WEffI T ∪WEffO T ⊂

⊂ WEffP T = Bound T , ãäå Bound T îáîçíà÷àåò ãðàíèöó ìíîæåñòâà T . Ýòîóòâåðæäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî òîëüêî ìíîæåñòâî ñëàáî ý��åêòèâíûõ ïî Ïàðåòîòî÷åê ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé.Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé â ðàìêàõ ìåòî-äîëîãèè ÀÑÔ. Ñäåëàåì êðàòêèé îáçîð äðóãèõ ìîäåëåé ÀÑÔ [5, 6].Èñòîðè÷åñêè, ìîäåëü CCR (Charnes, Cooper, Rhodes) ïîÿâèëàñü ïåðâîé âìåòîäîëîãèè ÀÑÔ. Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ìîäåëè BCC òåì, ÷òî â íåé îòñóò-ñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ íà ñóììó λi, i = 1, . . ., n, ðàâíîé åäèíèöå. Ïîýòîìóìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ýòîé ìîäåëè ïðåäñòàâëÿåòñîáîé âûïóêëûé ìíîãîãðàííûé êîíóñ. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè îáúåêò z ∈ Tc,ãäå Tc | ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ïî ìîäåëè CCR, òî èîáúåêò λz ∈ Tc, ãäå λ > 0. Ïîýòîìó, ýòó ìîäåëü ÷àñòî íàçûâàþò ìîäåëüþ ñïîñòîÿííûì ý��åêòîì ìàñøòàáà.Îäíàêî, äàííàÿ îñîáåííîñòü ìîäåëè CCR íå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåàëü-íîé ýêîíîìèêîé, â êîòîðîé ÷àùå íàáëþäàþòñÿ íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè. Ïîýòîé ïðè÷èíå ìîäåëü BBC, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò ìîäåëüþ ñ ïåðåìåííûìý��åêòîì ìàñøòàáà, ïîëó÷èëà áîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå.Â ìîäåëè ST îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå λj , j = 1, . . ., n, çàïèñûâàþòñÿ ââèäå
n∑

j=1

λj > 1. (3)Â îòëè÷èå îò ìîäåëè BCC, îãðàíè÷åíèå (3) îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî îáúåêòà,ðàñïîëîæåííîãî íà ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, áóäåò íàáëþäàòüñÿ óâå-ëè÷åíèå ý��åêòà ìàñøòàáà, ïîýòîìó ìîäåëü (3) íàçûâàåòñÿ òàêæå ìîäåëüþIRS (in
reasing returns-to-s
ale) [5].Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ìîäåëè ST îïðåäåëÿåòñÿêàê:
TST =




(X,Y )

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

Xjλj 6 X,

n∑

j=1

Yjλj > Y,

n∑

j=1

λj > 1, λj > 0, j = 1, . . .,n




 . (4)Â ìîäåëè FG îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåìåííûå λj , j = 1, . . ., n, çàïèñûâàþòñÿ ââèäå
n∑

j=1

λj 6 1. (5)Â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèé (5), â îòëè÷èå îò ìîäåëè BCC, îáúåêòû, ðàñïîëî-æåííûå íà ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, áóäóò âñåãäà èìåòü óáûâàþùèéý��åêò ìàñøòàáà, ïîýòîìó ìîäåëü (5) íàçûâàåòñÿ òàêæå ìîäåëüþ DRS
(de
reasing returns-to-s
ale) [5].



ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ 357Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ìîäåëè FG çàäàåòñÿ ââèäå:
TFG =




(X,Y )

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

Xjλj 6 X,

n∑

j=1

Yjλj > Y,

n∑

j=1

λj 6 1, λj > 0, j = 1, . . .,n




 . (6)Â ìîäåëè GRS (generalized returns to s
ale) îãðàíè÷åíèÿ íà λj , j = 1, . . ., n,çàäàþòñÿ â îáîáùåííîì âèäå
L 6

n∑

j=1

λj 6 M. (7)Òàêèå îãðàíè÷åíèÿ (7) äåëàþò íåêîòîðûå ý��åêòèâíûå îáúåêòû â BCC ìî-äåëè íåý��åêòèâíûìè.Â äàííîé ìîäåëè ý��åêòèâíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòðîèòñÿ íå òîëüêî ïîý��åêòèâíûì îáúåêòàì, íî è ïî íåêîòîðûì âèðòóàëüíûì îáúåêòàì ñîãëàñíî
(7).Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ìîäåëè GRS â àíàëèòè-÷åñêîì âèäå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

TG =




(X,Y )

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

Xjλj 6X,

n∑

j=1

Yjλj >Y, L6

n∑

j=1

λj 6M, λj >0, j =1, . . .,n




. (8)�àññìîòðèì ìîäåëü 
 îáîáùåííûì ý��åêòîì ìàñøòàáà ïîäðîáíåå.Ïðîèçâîäñòâåííûé îáúåêò èíîãäà äëÿ óäîáñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü îäíîéáóêâîé Zj = (Xj , Yj) ∈ Em+r. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ïðîèçâîä-ñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé TBCC (1) ìîäåëè BCC:
F (Z) =

{
Z

∣∣∣Z = ρZ̃, L 6 ρ 6 U, Z̃ ∈ TBCC

}
. (9)Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé TG (8) ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîæåñòâà

TBCC (1) ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ (9).Ò å î ð å ì à 1 ([6]). Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé TG (8)ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå îòîáðàæåíèÿ F (Z) (9) ìíîæåñòâà ïðîèçâîä-ñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé TBCC (1).Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëè îïðåäåëÿþòñÿ �îðìîé ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõ-íîñòè è ñïîñîáîì ïðîåêòèðîâàíèÿ îáúåêòà íà ý��åêòèâíóþ ãèïåðïîâåðõ-íîñòü. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îáùåì ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå âèä ìíî-ãîìåðíîé ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè íå ñòîëü î÷åâèäåí. Íåîáõîäèìîáûëî ðàçðàáîòàòü åùå ìåòîäû âèçóàëèçàöèè äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëüçîâàòåëüìîã ïðåäñòàâèòü âèä ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé [7, 11].Ñ îäíîé ñòîðîíû ðàçíîîáðàçèå ìîäåëåé ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëþ âûáðàòüïîäõîäÿùóþ ìîäåëü äëÿ íàñòðîéêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñäåëàòü ýòî òîëüêî íàîñíîâå òåîðåòè÷åñêèõ ïîëîæåíèé äîñòàòî÷íî òðóäíî.Ïîýòîìó â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäóò ðàññìîòðåíû ìîäåëè, ïîçâîëÿ-þùèå ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ â âèäå ýêñïåðòíûõ îöåíîê, àòàêæå êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä òðàíñ�îðìàöèè ý��åêòèâíîãî �ðîíòà.



358 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎ
3. Ìîäåëè ÀÑÔ ñ äîáàâëåíèåì ýêñïåðòíûõ çíàíèéÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ìîäåëè ÀÑÔ. Âñåîíè ñòðîèëèñü òîëüêî íà îñíîâå ðåàëüíîé èí�îðìàöèè îá îáúåêòàõ è íåêîòî-ðûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïîñòóëàòàõ. Òàêèì îáðàçîì ìû ìèíèìèçèðîâàëè íåîáõî-äèìîñòü äîáàâëåíèÿ â ìîäåëü äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé èëè îãðàíè÷å-íèé. Îäíàêî íà ïðàêòèêå âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îïðàâäàíî âêëþ÷åíèåäîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé â ìîäåëü ÀÑÔ:

1. Èçâåñòíà èí�îðìàöèÿ, êîòîðàÿ íå ìîæåò áûòü íåïîñðåäñòâåííî ó÷òåíàâ ìîäåëè.
2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòàì, êîòîðûå ñëî-æíî èíòåðïðåòèðîâàòü. Íàïðèìåð, ðàñ÷åòû ïî ìîäåëè ÀÑÔ äàþò 100% ý�-�åêòèâíîñòü äëÿ îáúåêòîâ, êîòîðûå ýêñïåðòû ñ÷èòàþò íåý��åêòèâíûìè [5].
3. Â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ ïîëó÷àåòñÿ ìíîãî ý��åêòèâíûõ îáúåêòîâ, ïîýòîìóàíàëèòèêàì ïðèõîäèòñÿ ïðèâëåêàòü äðóãèå ìåòîäû äëÿ äàëüíåéøåãî èõ ðàí-æèðîâàíèÿ, ÷òî, åñòåñòâåííî, ïðèâîäèò ê ïîòåðå ýêîíîìè÷åñêîé ñîäåðæàòåëü-íîñòè ðåçóëüòàòîâ [12].Äëÿ ó÷åòà ïîäîáíûõ ñèòóàöèé â ìèðîâîé ëèòåðàòóðå áûë ïðåäëîæåí ïîä-õîä, îñíîâàííûé íà îãðàíè÷åíèè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðèíè-ìàòü äâîéñòâåííûå îöåíêè.Â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò èñïîëüçîâàíèå â ìåòîäîëîãèèÀÑÔ êîíóñîâ äîìèíèðîâàíèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â ìíîãîêðèòåðèàëüíîéîïòèìèçàöèè [14, 15]. Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûåìîäåëè ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ, â êîòîðûå äîáàâëåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ ââèäå îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâà çíà÷åíèé äâîéñòâåííûõ îöåíîê.Â íåêîòîðûõ ìîäåëÿõ ÀÑÔ äëÿ 100% ý��åêòèâíûõ îáúåêòîâ â îïòèìàëü-íûõ îöåíêàõ (v∗i , u∗

j ) ìû ìîæåì íàáëþäàòü ìíîæåñòâî íóëåâûõ âåëè÷èí, ÷òîãîâîðèò î ñëàáîé ý��åêòèâíîñòè ýòèõ îáúåêòîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿîò ñëàáîé ý��åêòèâíîñòè, è áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ãàðàíòèðîâàííûõ îáëà-ñòåé1
) [16, 17, 18], êîòîðûé íàëàãàåò îãðàíè÷åíèÿ íà îòíîñèòåëüíûå âåëè÷èíûäëÿ íåêîòîðûõ äâîéñòâåííûõ îöåíîê. Íàïðèìåð, ìîæíî äîáàâèòü îãðàíè÷å-íèå íà îòíîøåíèå äâóõ âõîäíûõ îöåíîê v1 è v2:

L1,2 6
v2

v1
6 U1,2, (10)ãäå L1,2 è U1,2 | íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöà äëÿ îòíîøåíèÿ v2/v1. Ñàìîíàçâàíèå ìåòîäà ïðîèñõîäèò îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü çíà÷åíèé, êî-òîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü äâîéñòâåííûå îöåíêè. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè äîáàâëå-íèè òàêîãî ðîäà îãðàíè÷åíèé ìåðà ý��åêòèâíîñòè â ñîîòâåòñòâóþùåé ìî-äåëè ÀÑÔ ìîæåò óìåíüøèòüñÿ è îáúåêò, êîòîðûé áûë ý��åêòèâíûì (ñëàáîý��åêòèâíûì), ìîæåò ñòàòü íåý��åêòèâíûì.Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî îòíîøåíèå îöåíîê äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿìîæåò ñîâïàñòü ñ âåðõíåé èëè íèæíåé ãðàíèöåé. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî âûáè-ðàòü ýòè ãðàíèöû ñ îñòîðîæíîñòüþ, äëÿ ýòîãî ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ âñïîìî-ãàòåëüíîé èí�îðìàöèåé, òàêîé êàê öåíû, çàòðàòû è äð. Äåéñòâèòåëüíî, êàêñ÷èòàþò àâòîðû äàííîãî ïîäõîäà [16, 17, 18], ìåòîä ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåììåòîäîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ \ý��åêòèâíîñòè ïî öåíàì" (\pri
e" effi
ien
y) è\ý��åêòèâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñîâ" (\allo
ative" effi
ien
y), êîòîðûåòðåáóþò òî÷íûõ çíàíèé î öåíàõ è çàòðàòàõ.Ìåòîä ãàðàíòèðîâàííûõ îáëàñòåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ê ìîäåëè ÀÑÔ äîáà-âëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå âèäà (10) íà ïàðó äâîéñòâåííûõ îöåíîê. Ýòî îãðàíè÷å-

1
) Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòîò ìåòîä íîñèò íàçâàíèå \Assuran
e region method".



ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ 359íèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîì ëèíåéíîì âèäå:
L1,2 v1 6 v2 6 U1,2 v1.Íåêîòîðûå àâòîðû [19] âìåñòî îãðàíè÷åíèé âèäà (10) èñïîëüçóþò àáñîëþò-íûå îãðàíè÷åíèÿ íà äâîéñòâåííûå îöåíêè, ò. å. âèäà Li 6 vi 6 Ui. Ýòîò ïðèåìõîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ êîíöåïöèåé \Ìåðû öåííîñòè" (Numeraire) [20], îïðå-äåëÿåìîé êàê áàçèñíàÿ åäèíèöà ðàñ÷åòîâ, â êîòîðîé èçìåðÿþòñÿ âñå òîâàðûè óñëóãè.Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìû ìîæåì ââåñòè \Ìåðó öåííîñòè âõîäíîãî òî-âàðà" è \Ìåðó öåííîñòè âûõîäíîãî òîâàðà". Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòèáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî v1 è u1 ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè òîâàðàìè. Òîãäà âñå îãðà-íè÷åíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

v1 l1,i 6 vi 6 v1 u1,i, i = 2, . . ., m,

u1 L1,r 6 ur 6 u1 U1,r, r = 2, . . ., s.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî v1 è u1 ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè òîâàðàìè, òî åñòü
v1 = u1 = 1,ïîëó÷èì (m + s − 2) îãðàíè÷åíèÿ â àáñîëþòíîé �îðìå. Åñëè íåêîòîðûå èçïîëó÷åííûõ îãðàíè÷åíèé íå òðåáóþòñÿ, òî èõ ìîæíî îòáðîñèòü.Ìîäåëü ñ äîáàâëåíèåì ãàðàíòèðîâàííûõ îáëàñòåé CCR-AR çàïèøåòñÿ ââèäå:

max
v,u

r∑

i=1

uiyioïðè îãðàíè÷åíèÿõ m∑

k=1

vkxko = 1,

−
m∑

k=1

vkxkj +

r∑

i=1

uiyij 6 0, j = 1, . . ., n,

m∑

k=1

vkpkj 6 0,

r∑

i=1

uiqij 6 0, j = 1, . . ., n,

ui > ε, i = 1, . . ., r,
vk > ε, k = 1, . . ., m,

(11)

ãäå pkj è qij | ýëåìåíòû ìàòðèö
P =




l1,2 u1,2 l1,3 u1,3 · · · · · ·
−1 1 0 0 · · · · · ·
0 0 −1 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·



è
Q =




L1,2 U1,2 L1,3 U1,3 · · · · · ·
−1 1 0 0 · · · · · ·
0 0 −1 1 · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·







360 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî âûáîð áàçèñíîãî òîâàðà v1 â (10) ïðî-èçâîëåí, ïîýòîìó ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷åíèÿ âèäà
l1,2 v1 6 v2 6 u1,2 v1 è l2,3 v2 6 v3 6 u2,3 v2ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èçìåíåíèåì ìàòðèöû P è/èëè Q.Çàïèøåì çàäà÷ó â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå, òàê êàê â ýòîì âèäå åå ëåã÷åðåøàòü è èíòåðïðåòèðîâàòü,

min
θ,λ,π,τ

θïðè îãðàíè÷åíèÿõ θxko −
n∑

j=1

xkjλj −
n∑

j=1

pkjπj − s−k = 0,

k = 1, . . ., m,
n∑

j=1

yijλj +

n∑

j=1

qijτj − s+
i = yio, i = 1, . . ., r,

s−k > 0, k = 1, . . ., m,

s+
i > 0, i = 1, . . ., r,

λj > 0, πj > 0, τj > 0, j = 1, . . ., n.

(12)

Ïóñòü (θ∗, λ∗, π∗, τ∗, s−∗, s+∗
) | îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (12), ãäå äî-ïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå s−∗ è s+∗ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âåêòîðíîì âèäå:

s−∗
= θ∗Xo − Xλ∗

+ Pπ∗,
s+∗

= −Yo + Y λ∗
+ Qτ∗.Íåý��åêòèâíûé îáúåêò (Xo, Yo) ìîæíî ñäåëàòü ý��åêòèâíûì ñ ïîìîùüþïðåîáðàçîâàíèÿ

(θ∗Xo − s−∗
+ Pπ∗, Yo + s+∗ − Qτ∗

).Âûõîäíàÿ ìîäåëü CCR-AR îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñî âõîäíîé ìîäåëüþ.Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå âõîäíûå è âûõîäíûå ïàðàìåòðû ÿâëÿþòñÿòåõíîëîãè÷åñêèìè (íå äåíåæíûìè). Êàê ìû îòìå÷àëè â ïåðâîé ãëàâå, âèðòó-àëüíûé âõîä è âûõîä äëÿ îáúåêòà (Xk, Yk) âûðàæàåòñÿ â âèäå:
Ck = v1x1,k + · · · + vmxm,k è Pk = u1y1,k + · · · + uryr,k.Ìû ìîæåì èíòåðïðåòèðîâàòü vi êàê åäèíèöó çàòðàò âõîäà xik . Ýòà èíòåðïðå-òàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèÿì äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïåðåìåííûõ v è s−, âêîòîðûõ îïòèìàëüíàÿ îöåíêà vi ñîîòâåòñòâóåò óñëîâíîé öåíå (imputed pri
e)

i-ãî âõîäà.Àíàëîãè÷íî uj èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê åäèíèöà ñòîèìîñòè âûõîäà yjk , ÷òîñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèÿì äâîéñòâåííîñòè ìåæäó ïåðåìåííûìè u è s+, âêîòîðûõ îïòèìàëüíàÿ îöåíêà uj ÿâëÿåòñÿ òåíåâîé öåíîé (shadow pri
e) j-ãîâûõîäà.Ïóñòü ci,k | �àêòè÷åñêàÿ ñåáåñòîèìîñòü (a
tual unit 
ost) åäèíèöû ïðî-äóêöèè âõîäà xi,k . Ñ òî÷êè çðåíèÿ òàêîé èíòåðïðåòàöèè, ðàçóìíî îïðåäåëèòüíèæíþþ è âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ îòíîøåíèÿ vj/vi ïî ñëåäóþùåé ñõåìå:
li,j = min

cj,k

ci,k

, k = 1, . . ., n è ui,j = max
cj,k

ci,k

, k = 1, . . ., n.



ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ 361Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ìîæåì ïîñòàâèòü îãðàíè÷åíèÿ íà âûõîäíûåäâîéñòâåííûå îöåíêè ñ ïîìîùüþ �àêòè÷åñêèõ ïðîèçâîäñòâåííûõ öåí. Îä-íàêî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ �àêòè÷åñêèå öåíû (èëè óäåëüíûå çàòðàòû) íå èç-âåñòíû òî÷íî.Òåì íå ìåíåå ìû ìîæåì íàëîæèòü íà íèõ îãðàíè÷åíèÿ âèäà (10). Â ýòîìñëó÷àå ìû ïîëó÷èì ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ óðîâíåé öåí (èëè óäåëüíûõ çà-òðàò). Åñëè ýòè çíà÷åíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûìè, îíè ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû äëÿ âûáîðà íîâûõ ãðàíèö, è ò. ä.Òàêèì îáðàçîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà äâîéñòâåííûå îöåíêèìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ýêñïåðòíûå îöåíêè, òàê è äîïîëíèòåëüíûå äàííûåî ðûíî÷íûõ öåíàõ è �àêòè÷åñêîé ñåáåñòîèìîñòè ïðîäóêöèè.Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ìåòîäà êîíóñîâ îòíîøåíèé2
) [21, 22,

23]. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ÷åì ìåòîä ãàðàíòèðîâàííûõ îáëà-ñòåé, è ïîêðûâàåò áîëåå øèðîêèé êðóã çàäà÷. Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî óñòàíîâèìâçàèìîñâÿçü ìåæäó ýòèìè äâóìÿ ìåòîäàìè.Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî îöåíîê v. Ïóñòü ìíîæåñòâî äîïó-ñòèìûõ çíà÷åíèé îöåíîê v ïðèíàäëåæèò âûïóêëîìó ìíîãîãðàííîìó êîíóñó
V , îáðàçîâàííîìó k íåîòðèöàòåëüíûìè âåêòîðàìè aj , j = 1, . . ., k.Òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé îöåíîê ìîæåò áûòü çà-ïèñàíî â âèäå:

V =

k∑

j=1

αjaj = A⊤α, (13)ãäå A⊤
= (a1, . . ., ak) ∈ Em×k è α⊤

= (α1, . . ., αk), αj > 0, j = 1, . . ., k.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ìîæåì îãðàíè÷èòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà-÷åíèé îöåíîê u âûïóêëûì ìíîãîãðàííûì êîíóñîì U , îáðàçîâàííûì l íåîòðè-öàòåëüíûìè âåêòîðàìè bj , j = 1, . . ., l,
U =

l∑

j=1

βjbj = B⊤β, (14)ãäå
B⊤

= (b1, . . ., bl) ∈ Er×lè
β⊤

= (β1, . . ., βl), βj > 0, j = 1, . . ., l.Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä ãàðàíòèðîâàííûõ îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûìñëó÷àåì ìåòîäà êîíóñîâ îòíîøåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ìåòîäå ãàðàíòè-ðîâàííûõ îáëàñòåé ìû íàëàãàåì îãðàíè÷åíèÿ âèäà
l1,2 6

v2

v1
6 u1,2,òî ýòî ðàâíîñèëüíî âûáîðó ñëåäóþùèõ äâóõ îáðàçóþùèõ êîíóñ âåêòîðîâ:

a⊤

1 = (1, l1,2, 0, 0, . . ., 0) è a⊤

2 = (1, u1,2, 0, 0, . . ., 0),â êîòîðûõ òîëüêî äâà ýëåìåíòà îòëè÷íû îò íóëÿ. Îäíàêî, ìåòîä êîíóñîâ îò-íîøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì, ïîñêîëüêó äîïóñêàåò ÷òîáû âñå êîìïîíåíòûâåêòîðîâ áûëè íå íóëåâûìè.
2
) Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòîò ìåòîä íîñèò íàçâàíèå \Cone-ratio method".



362 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎÄîáàâëÿÿ â ìîäåëü CCR âûïóêëûå ìíîãîãðàííûå êîíóñû U è V , îáðàçî-âàííûå ìàòðèöàìè A è B, ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ CCR-CR ìîäåëü:
max
v,u

uYoïðè îãðàíè÷åíèÿõ vXo = 1,
−vX + uY 6 0,
u ∈ U,
v ∈ V,

(15)êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ìîäåëüþ CCR, êîãäà V = Em
+ è U = Er

+ | ïî-ëîæèòåëüíûå îðòàíòû â m-ìåðíîì è r-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâåííî.Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (13) è (14), ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (15) ê çàäà÷å âïåðåìåííûõ α è β:
max
α,β

β(BYo)ïðè îãðàíè÷åíèÿõ α(AXo) = 1,
−α(AX) + β(BY ) 6 0,
α > 0,
β > 0.

(16)Ïðÿìàÿ çàäà÷à â ïåðåìåííûõ θ è λ = (λ1, . . ., λn)
⊤ çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåìâèäå:

max
θ,λ

θïðè îãðàíè÷åíèÿõ θ(AXo) − (AX)λ > 0,
(BYo) − (BY )λ 6 0,
λ > 0.

(17)Ýòà çàäà÷à î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ìîäåëüþ CCR, ðàññ÷èòûâàåìîéäëÿ òîãî æå ñàìîãî îáúåêòà òîëüêî ñ òðàíñ�îðìèðîâàííûìè äàííûìè X è Y :
X = AX ∈ Ek×n è Y = BY ∈ El×n.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà ìîäåëè ñ êîíóñàìè îòíîøåíèé íà ïåðâîì øàãåâû÷èñëÿþòñÿ òðàíñ�îðìèðîâàííûå äàííûå X è Y . Íà âòîðîì øàãå ðàññ÷è-òûâàåòñÿ îáû÷íàÿ ìîäåëü ÀÑÔ, â êîòîðóþ ïîäñòàâëåíû ïîëó÷åííûå òðàíñ-�îðìèðîâàííûå äàííûå.Â ëèòåðàòóðå ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âûáîðà (aj) è (bj), èç êîòî-ðûõ ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ñïîñîáà.

1. Äëÿ âûáîðà äîïóñòèìûõ ñîîòíîøåíèé îöåíîê èñïîëüçîâàòü ìíåíèå ýêñ-ïåðòîâ.
2. �àññ÷èòàòü ý��åêòèâíîñòè ïî èñõîäíîé ìîäåëè, à çàòåì âûáðàòü ñðåäèý��åêòèâíûõ îáúåêòîâ òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìèïî ìíåíèþ ýêñïåðòîâ. Äàëåå èñïîëüçîâàòü íàáîð ñðåäíèõ îïòèìàëüíûõ îöå-íîê u∗ è v∗ äëÿ âûáðàííûõ îáúåêòîâ â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé.Îäíàêî îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîèòü êîíóñ â äâîéñòâåííîì ìíîãîìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå îöåíîê | çàäà÷à äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ íå òîëüêî äëÿ ðóêîâîäèòåëåéè ýêñïåðòîâ, íî è äëÿ ìàòåìàòèêîâ. Íàïðèìåð, â ñòàòüå [23] ïî àíàëèçó òåõàñ-ñêèõ áàíêîâ ãîâîðèòñÿ, ÷òî ýêñïåðòû íå ñìîãëè íàéòè ïîïàðíûå ñîîòíîøåíèÿìåæäó äâîéñòâåííûìè îöåíêàìè.Ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíóñîâ èñïîëüçîâàëèñü ñðåäíèå äâîéñòâåííûåîïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ âûáðàííûõ ý��åêòèâíûõ áàíêîâ. Ïðî-èëëþñòðèðóåì äàííûé ïîäõîä íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.



ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ 363Íà ðèñóíêå 4 ñïëîøíîé ëèíèåé ABCDEF èçîáðàæåíà èçîêâàíòà ïî âû-õîäíûì ïàðàìåòðàì ïî ìîäåëè BCC. Êàê èçâåñòíî, îïòèìàëüíûì ðåøåíèÿìâ äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóþò ãèïåðïëîñêîñòè â ïðÿìîì ïðî-ñòðàíñòâå, êîòîðûå íà äàííîì ñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþò îòðåçêàì AB, BC, CD,
DE è EF . �èïåðïëîñêîñòè îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ñâîèìè âåêòîðàìè íîðìàëè,êîòîðûå îáîçíà÷èì ~nAB , ~nBC è ò. ä. Äàëåå ïîñòðîèì êîíóñ â äâîéñòâåííîìïðîñòðàíñòâå ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, îáúåêòîâ B è E. Âû÷èñëèì äëÿîáúåêòà B ñðåäíèå äâîéñòâåííûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ, ÷òî, ñ ó÷åòîì âûøå-ñêàçàííîãî, îçíà÷àåò âû÷èñëåíèå ñóììû âåêòîðîâ ~nAB è ~nBC , êîòîðûå äàþòâåêòîð ~nB . Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå äâîéñòâåííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äëÿîáúåêòà B â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòüþ îðòîãîíàëüíîéâåêòîðó ~nB .Àíàëîãè÷íî äëÿ îáúåêòà E ïîëó÷èì âåêòîð ~nE . Â ðåçóëüòàòå òàêîé òðàíñ-�îðìàöèè ïîëó÷àåòñÿ èçîêâàíòà B′BCDEE′. Îäíàêî ìíîæåñòâî ïðîèçâîä-ñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé â ýòîì ñëó÷àå ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî è ý��åêòèâ-íîñòü îáúåêòîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå, íå ìåíÿåòñÿ. Åñëè æå äëÿ ïîñòðî-åíèÿ êîíóñà âûáðàòü ñðåäíèå äâîéñòâåííûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ îáú-åêòîâ C è D, òî â ðåçóëüòàòå òðàíñ�îðìàöèè ïîëó÷àåòñÿ èçîêâàíòà C′CDD′.Â ýòîì ñëó÷àå îáúåêòû B è E ñòàíîâÿòñÿ íåý��åêòèâíûìè, ìåðà ý��åêòèâ-íîñòè ïî âûõîäó äëÿ îáúåêòîâ G è H óìåíüøèòñÿ.Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûáîðå êîíóñà äîìèíèðîâàíèÿ íà îñíîâå ñðåäíèõäâîéñòâåííûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ðåçóëüòàò òðàíñ�îðìàöèè ý��åêòèâ-íîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñèëüíî çàâèñèò îò òîãî, êàêèå îáúåêòû âûáðàíû äëÿâû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ äâîéñòâåííûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Òàêæå ðåçóëüòàòçàâèñèò îò ñïîñîáà âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñðåäíåãî ðåøåíèÿ.Ïîìèìî ýòîãî, êîíóñ ñòðîèòñÿ â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå, â òî âðåìÿêàê ìîäåëü ðåøàåòñÿ è èíòåðïðåòèðóåòñÿ â ïðÿìîì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìå-òðîâ. Âñå ýòî ñèëüíî îñëîæíÿåò çàäà÷ó àíàëèòèêà ïðè ðàñ÷åòàõ ñ ïîìîùüþìåòîäà êîíóñîâ îòíîøåíèé.�àññìîòðèì ìîäåëü GDEA [13], êîòîðàÿ ðàçâèâàåò ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå

�èñ. 4. Èçîêâàíòà ïî âûõîäíûì ïàðàìåòðàì ìîäåëè BCC



364 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎòåõíèêó êîíóñîâ [14, 15], à òàêæå ñóììèðóåò áîëüøîå ìíîæåñòâî ìîäåëåéìåòîäîëîãèè ÀÑÔ [21, 22, 13, 18, 23]

min θïðè îãðàíè÷åíèÿõ (
Xλ − θXo

−Y λ + Yo

)
∈ W ∗,

δ1e
⊤λ + δ1δ2(−1)

δ3λn+1 = δ1,

λ ∈ −K∗, λn+1 > 0, θ ∈ E1.

(18)Äâîéñòâåííàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ê çàäà÷å (18) çàïèøåòñÿ â âèäå:
max (µT Yo − δ1µo)ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ωT X − µT Y + µoδ1e

T ∈ K,
ωT Xo = 1,(

ω
µ

)
∈ W, δ1δ2(−1)

δ3µo > 0,

ω ∈ Em, µ ∈ Er, µo ∈ E1,

(19)ãäå
X = (X1, . . ., Xn)ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòè m × n, â êîòîðîé

Xj = (x1j , . . ., xmj) > 0åñòü âåêòîð âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ (çàòðàò) ïðîèçâîäñòâåííîãî îáúåêòà j; ìà-òðèöà
Y = (Y1, . . ., Yn)èìååò ðàçìåðíîñòü r × n, â êîòîðîé Yj = (y1j , . . ., yrj) > 0, j = 1, . . ., n, áóäåòâåêòîðîì âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ (âûïóñêà) îáúåêòà j. Ïåðåìåííûå λ ∈ En è

λn+1 ∈ E1.Ïàðàìåòðû δ1, δ2, δ3 ïðèíèìàþò òîëüêî äâîè÷íûå çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Ïðè-äàâàÿ ýòèì ïàðàìåòðàì êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷èì òó èëè èíóþ ìîäåëüèç ìíîæåñòâà ìîäåëåé (18){(19).Â çàäà÷àõ (18), (19) îïðåäåëÿåòñÿ ìåðà ý��åêòèâíîñòè îáúåêòà (Xo, Yo),êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îáúåêòîâ j = 1, . . ., n. Âåêòîð e îïðåäåëÿåòñÿ êàê
e = (1, . . ., 1) ∈ En.Ìíîãîãðàííûå âûïóêëûå êîíóñû W ⊆ Em+r

+ è K ⊆ En
+ ÿâëÿþòñÿ îñòðûìè,ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ int W 6= ∅ è int K 6= ∅, ïîýòîìó äëÿ íèõ ñóùåñòâóþòíåïóñòûå ïîëÿðíûå êîíóñû W ∗ è K∗.Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ìîäåëè GDEA çàïèñûâàåòñÿâ âèäå [13]:

TGDEA =

{
(X, Y )

∣∣∣∣

(
Xλ − X

−Y λ + Y

)
∈ W ∗, λ ∈ −K∗,

δ1e
⊤λ + δ1δ2(−1)

δ3λn+1 = δ1, λn+1 > 0

}
. (20)Â ðàáîòå [13] âûäåëåíî ÷åòûðå îñíîâíûõ êëàññà ìîäåëåé, îáîáùåíèå êîòî-ðûõ ïðèâåëî ê ìîäåëè (18){(19). Âûáîð ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé ïàðàìåòðîâ
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δ1, δ2, δ3 äàñò íàì ýòè ÷åòûðå îñíîâíûå ìîäåëè. Ïðè ýòîì êîíóñû ñòðîÿòñÿòàêèì îáðàçîì, ÷òî èñõîäíûå ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåéìîãóò òîëüêî ðàñøèðèòüñÿ [21, 22, 13, 18, 23].Ñ�îðìóëèðîâàííûå âûøå ðåçóëüòàòû ýëåãàíòíû ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ïîëüçîâàòåëþ òðóäíî îïðåäåëèòüñÿ ñ âûáîðîìòîé èëè èíîé ìîäåëè, ïîñêîëüêó ÷åòêî íå îïðåäåëåíû óñëîâèÿ èõ ïðèìåíåíèÿ.Äëÿ ýòèõ öåëåé äîëæåí áûòü ðàçðàáîòàí áîëåå òîíêèé èíñòðóìåíòàðèé.Â ðàáîòå [13] ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü GDEA ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ìîäåëåéBCC, CCR, FG è ST. Îäíàêî ìîäåëü GRS íå ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþìîäåëè GDEA. Ïîêàæåì ýòî íà ïðîñòîì ïðèìåðå.�àññìîòðèì äâóìåðíóþ ìîäåëü GRS ñ äâóìÿ îáúåêòàìè
Z1 = (X1, Y1) = (1, 1), Z2 = (X2, Y2) = (3, 2)è îãðàíè÷åíèåì íà ñóììó ïåðåìåííûõ λ1 è λ2:

1

2
6 λ1 + λ2 6

3

2
.Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ýòîé ìîäåëè ïðåäñòà-âëåíî íà ðèñóíêe 5. Çäåñü ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ãðàíèöà ìíîæåñòâàïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ìîäåëè BCC, ïîñòðîåííîé íà îñíîâå îáúåê-òîâ Z1 è Z2. Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ìîäåëè GRS ïî-ëó÷àåòñÿ ðàñøèðåíèåì ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ìîäåëèBCC ïóòåì äîáàâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îáúåêòîâ

Z ′
1 = (LX, LY ) =

(
1

2
X1,

1

2
Y1

)
,

Z ′′
1 = (UX, UY ) =

(
3

2
X1,

3

2
Y1

)
,

Z ′
2 =

(
1

2
X2,

1

2
Y2

)
,

Z ′′
2 =

(
3

2
X2,

3

2
Y2

)
.

�èñ. 5. Äâóìåðíàÿ ìîäåëü GRS ñ äâóìÿ îáúåêòàìè



366 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎÎ÷åâèäíî, ÷òî ýòà ìîäåëü íå ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå (18) ñ äâóìÿîáúåêòàìè Z1 è Z2.Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ â ìíîãîìåðíîìñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ìîäåëè GRS íåìîæåò áûòü îïèñàíî ñ ïîìîùüþ ìîäåëè GDEA (18). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáåìîäåëè çàäàþòñÿ îäíèì è òåì æå íàáîðîì îáúåêòîâ
Zj = (Xj , Yj) ∈ Em+r, j = 1, . . ., n.�àññìîòðèì à��èííîå ìíîæåñòâî S, îáðàçîâàííîå îáúåêòàìè Zj, j = 1, . . ., n,ñëåäóþùåãî âèäà:

S =




Z

∣∣∣∣∣∣
Z =

n∑

j=1

λjZj,

n∑

j=1

λj = 1, λj ∈ E1, j = 1, . . ., n




 .Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà S ÷åðåç dimS. Òîãäà äîêàæåì ñëåäóþ-ùóþ òåîðåìó.Ò å î ð å ì à 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî S íå ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò èðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà dimS < (m+r). Òîãäà ìîäåëü GRS íå ìîæåò áûòüîïèñàíà â ðàìêàõ ìîäåëè GDEA. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò îáúåêòû,êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó TG (8), íî íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
TGDEA (20), èëè, íàîáîðîò, ñóùåñòâóþò îáúåêòû èç ìíîæåñòâà TGDEA, íåïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó TG.Êàæäàÿ èç ðàññìîòðåííûõ â äàííîì ðàçäåëå ìîäåëåé äîâîëüíî ñïåöè-�è÷íà è ðàçðàáàòûâàëàñü â ñâîå âðåìÿ äëÿ êîíêðåòíîé îáëàñòè çàäà÷. Ïî-ïûòêè ñäåëàòü îáùóþ ìîäåëü ïðèâåëè ê íàðàùèâàíèþ êàê ìàòåìàòè÷åñêîé,òàê è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ìîäåëè GDEA. Áîëåå òîãî, êàê îêàçàëîñü,ìîäåëü GDEA ïîêðûâàåò ëèøü íåêîòîðóþ ÷àñòü èç âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ ìî-äåëåé ÀÑÔ.Ïî ñóùåñòâó ââåäåíèå êîíóñîâ â ìîäåëÿõ ÀÑÔ ïðîèçâîäèò òðàíñ�îðìà-öèþ ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, òàêàÿ âîçìîæíîñòü äåëàåò ìîäåëè áîëååãèáêèìè è ëåãêî íàñòðàèâàåìûìè ïîä êîíêðåòíûå çàäà÷è. Îäíàêî, êîíóñûñòðîÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå îöåíîê, äâîéñòâåííîì ïî îòíîøåíèþ ê ïðîñòðàí-ñòâó, â êîòîðîì �óíêöèîíèðóþò îáúåêòû. È ïîñòðîåíèå òàêèõ êîíóñîâ |çàäà÷à äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ äëÿ àíàëèòèêîâ è ðóêîâîäèòåëåé.Äî ñèõ ïîð íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿëèñü òîëüêî äâà âèäà ìîäåëåé ìåòîäîëî-ãèè ÀÑÔ ñ êîíóñàìè äîìèíèðîâàíèÿ: ìîäåëü ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îáëàñòÿìèè ìîäåëü ñ êîíóñàìè îòíîøåíèé.Â ïåðâîé ìîäåëè ýêñïåðò äîëæåí çàäàòü îãðàíè÷åíèÿ íà îòíîøåíèÿ äâîé-ñòâåííûõ îöåíîê, ÷òî, êàê îïèñàíî â ðàáîòå [5], áûâàåò äîñòàòî÷íî ïðîáëå-ìàòè÷íî ñäåëàòü íà ïðàêòèêå.Âî âòîðîé ìîäåëè êîíóñ îòíîøåíèé ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñðåäíèõ âåêòîðîâîïòèìàëüíûõ äâîéñòâåííûõ ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, îïðåäåëÿåìûõýêñïåðòàìè. Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî íà ïðèìåðå, òàêîé ïðèåì òàêæåäîñòàòî÷íî ñóáúåêòèâåí è ñëîæåí äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ.Âàæíîå äîñòîèíñòâî ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà ñòðîèòìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ïî ðåàëüíûì äàííûì. Òåì ñà-ìûì ìåòîäîëîãèÿ ÀÑÔ ñëóæèò íàäåæíûì ñâÿçóþùèì ýëåìåíòîì ìåæäó òå-îðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé ýêîíîìèêîé. Èñïîëüçîâàíèå êîíóñîâ â ìîäåëÿõÀÑÔ íàðóøàåò ïîëó÷åííûé áàëàíñ è äåëàåò ñèëüíûé êðåí â ñòîðîíó òåîðèè,òåì ñàìûì ñèëüíî îãðàíè÷èâàÿ èõ ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå.
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4. Îáîáùåííàÿ ìîäåëü ìåòîäîëîãèè ÀÑÔÂ äàííîì ðàçäåëå �îðìóëèðóåòñÿ îáîáùåííàÿ ìîäåëü ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ,êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü ý��åêòèâíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðÿìîì ïðî-ñòðàíñòâå âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, ïðåäëàãàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûéïîäõîä äëÿ òðàíñ�îðìàöèè ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè.Ïåðåä òåì, êàê ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê ðàññìîòðåíèþ ìîäåëè, ñ�îð-ìóëèðóåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿò îáúÿñíèòü ïðè÷èíû, ïîêîòîðûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ áûëà âûáðàíà èñêîìàÿ ìîäåëü.Îïð å ä å ë å íè å 3. Ïóñòü ìîäåëü M2 ñîäåðæèò âñå íàáëþäàåìûå îáúåêòûìîäåëè M1. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìîäåëü M2 àïïðîêñèìèðóåò ìî-äåëü M1, åñëè ìåðû ý��åêòèâíîñòè âñåõ íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ Z1, . . ., Znïî âõîäó è âûõîäó ìîäåëåé M1 è M2 ñîâïàäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êàæäîãîîáúåêòà.Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî äàòü äðóãèå îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñèìàöèè îäíîé ìî-äåëè M1 äðóãîé ìîäåëüþ M2. Ñóòü çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ÷àñòèý��åêòèâíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé ñîâïàäàëè èìåííî íà òåõ ó÷àñòêàõ, ãäå îïðå-äåëÿåòñÿ ý��åêòèâíîñòü îáúåêòîâ.�àññìîòðèì ñëåäóþùóþ îáîáùåííóþ ìîäåëü ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ, îðèåíòè-ðîâàííóþ ïî âûõîäó:
min θïðè îãðàíè÷åíèÿõ n∑

j=1

Xjλj +

∑

i∈I

Diµi +

∑

k∈J

Akρk 6 θXo,

n∑

j=1

Yjλj +

∑

i∈I

Giµi +

∑

k∈J

Bkρk > Yo,

n∑

j=1

λj +

∑

i∈I

µi = 1,

λj > 0, j = 1, . . ., n,
µi > 0, i ∈ I,
ρk > 0, k ∈ J.

(21)

Çäåñü (Di, Gi), i ∈ I | ìíîæåñòâî èñêóññòâåííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ,
(Ak, Bk), k ∈ J | ìíîæåñòâî ëó÷åé, äîáàâëåííûõ â çàäà÷ó.Ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé äëÿ ìîäåëè (21) çàïèøåòñÿâ âèäå:

T =




 (X, Y )

∣∣∣∣∣∣
X >

n∑

j=1

Xjλj +

∑

i∈I

Diµi +

∑

k∈J

Akρk,

Y 6

n∑

j=1

Yjλj +

∑

i∈I

Giµi +

∑

k∈J

Bkρk,

n∑

j=1

λj +

∑

i∈I

µi = 1,

λj > 0, j = 1, . . ., n, µi > 0, i ∈ I, ρk > 0, k ∈ J

}
. (22)Çàäà÷ó (21) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü BCC (2), â êîòîðóþ äî-áàâëåíû èñêóññòâåííûå ïðîèçâîäñòâåííûå îáúåêòû (Di, Gi), i ∈ I è ëó÷è,çàäàâàåìûå âåêòîðàìè (Ak, Bk), k ∈ J .



368 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎÒàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî T (22) îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîðíàÿ ñóììà äâóõìíîæåñòâ: âûïóêëîé êîìáèíàöèè ðåàëüíûõ è èñêóññòâåííûõ ïðîèçâîäñòâåí-íûõ îáúåêòîâ è ìíîãîãðàííîãî êîíóñà, çàäàâàåìîãî íåîòðèöàòåëüíîé êîìáè-íàöèåé ëó÷åé.Äîáàâëåíèå èñêóññòâåííûõ îáúåêòîâ â ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ðàñ-ïðîñòðàíåííûì ïðèåìîì â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé. Â ÷àñòíîñòè, Ôàððåëëââîäèë èñêóññòâåííûå îáúåêòû â ñâîåé ðàáîòå [24]. Äàëåå ìû ïîêàæåì, ÷òî âíåêîòîðûõ ìîäåëÿõ èñêóññòâåííûå îáúåêòû ïîÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðà-çîì.Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îáîáùåííûå ìîäåëè CCR, BCC, FG è ST ìîæíîçàïèñàòü êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ìîäåëè (18).Ò å î ð å ì à 3. Ëþáàÿ ìîäåëü èç ñåìåéñòâà îáîáùåííûõ ìîäåëåé (18) ìî-æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (21), èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæåò áûòüïîëó÷åíà èç ìîäåëè BCC (2) ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ â íåå íîâûõ âåðøèí
(èñêóññòâåííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ) è íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåé-íîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ (ëó÷åé).Äëÿ íàñ ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìîäåëü GDEA (18) ìîæíî ïîëó-÷èòü èç BCC ìîäåëè êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ â íååíîâûõ âåðøèí (ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ) è íåîãðàíè÷åííûõ ðåáåð (ëó÷åé).Êàê ìû óâèäèì, òàêîé ïîäõîä äàåò íàì êîíñòðóêòèâíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿëþáîé ìîäåëè èç ñåìåéñòâà (18){(19), âçÿâ çà îñíîâó ìîäåëü BCC.Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü BCC ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ìèíèìàëüíîéìîäåëüþ, íà îñíîâå êîòîðîé ñòðîÿòñÿ âñå îñòàëüíûå ìîäåëè èç ñåìåéñòâà (18).Íà ñàìîì äåëå ìîäåëü (21) îêàçûâàåòñÿ áîëåå îáùåé, ÷åì ìîäåëü (18).Äåéñòâèòåëüíî, â ìîäåëè (18) íå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿâíî ââåäåíèå íîâûõ èñ-êóññòâåííûõ îáúåêòîâ, â òî æå âðåìÿ íåêîòîðûå ìîäåëè ìåòîäîëîãèè ÀÑÔìîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå âêëþ÷åíèÿ òîëüêî èñêóññòâåííûõ îáúåêòîâ â ìî-äåëü BCC.Â ðàçäåëå 2.2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìîäåëü GRS (7) ïîëó÷àåòñÿ èç ìîäåëèBCC (2) ñ ïîìîùüþ äîáàâëåíèÿ èñêóññòâåííûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ,ñëåäîâàòåëüíî, ìîäåëü GRS (7) ïðåäñòàâèìà â âèäå ìîäåëè (21). Â ïîñëåäíåéãëàâå âòîðîãî ðàçäåëà óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ìîäåëü GRS íå ïðèíàäëåæèòñåìåéñòâó (18).Òåïåðü óñòàíîâèì â íåêîòîðîì ñìûñëå ïðîòèâîïîëîæíîå óòâåðæäåíèå, òîåñòü ÷òî ëþáóþ ìîäåëü èç ñåìåéñòâà (18) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ìîäåëüþBCC.Ò å î ð å ì à 4. Ïóñòü ìîäåëü M ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó (18), è ïðèýòîì íà÷àëî êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâíå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ìîäåëè M .Òîãäà äëÿ ìîäåëè M ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ ìîäåëü BCC, êîòîðàÿ åå àï-ïðîêñèìèðóåò.Äîêà çà ò å ë ü ñ ò â î. Ñïðîåöèðóåì âñå íàáëþäàåìûå îáúåêòû ìîäåëè
M íà ý��åêòèâíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü âäîëü âåêòîðîâ âõîäíûõ è âûõîäíûõïàðàìåòðîâ. Âîçüìåì ìîäåëü BBC, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïîìèìî èñõîäíûõ íà-áëþäàåìûõ îáúåêòîâ èõ ïðîåêöèè íà ý��åêòèâíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü. Â ýòîéìîäåëè BCC âñå ïðîåêöèè íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ òàêæå áóäóò ëåæàòü íàý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó ý��åêòèâíîñòè îáúåêòîâ ïî âõîäó èïî âûõîäó áóäóò òàêèìè æå êàê è â ìîäåëè M .Ïî îïðåäåëåíèþ, ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü BCC áóäåò àïïðîêñèìèðîâàòü èñ-õîäíóþ ìîäåëü M èç ñåìåéñòâà (18). Òåîðåìà äîêàçàíà.Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò, âçÿâ çà îñíîâó ìîäåëüBCC è ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿÿ â íåå èñêóññòâåííûå îáúåêòû/ëó÷è, ïîëó-÷èòü ìîäåëü èç ñåìåéñòâà (18).
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5. Òðàíñ�îðìàöèÿ ý��åêòèâíîãî �ðîíòàÎïðåäåëèì òðåõìåðíîå à��èííîå ïîäïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàíñòâå Em+r

[7, 11]: Pl(Xo, Yo, d1, d2, d3) = (Xo, Yo) + αd1 + βd2 + γd3, (23)ãäå (Xo, Yo) ∈ T , α è β | ëþáûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, âåêòîðû d1, d2, d3 ∈
∈ Em+r è íå ïàðàëëåëüíû. Ïîäïðîñòðàíñòâî (23) ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó
(Xo, Yo) â Em+r è íàòÿíóòî íà âåêòîðû d1, d2 è d3.Äàëåå, îïðåäåëèì ïåðåñå÷åíèå ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ òðåõìåð-íûì à��èííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì [7, 11]:Se
(Xo, Yo, d1, d2, d3) = {(X, Y ) | (X, Y ) ∈ Pl(Xo, Yo, d1, d2, d3) ∩

∩WEffP T, ãäå d1, d2, d3 ∈ Em+r} .Èçìåíåíèå íàïðàâëåíèé âåêòîðîâ d1, d2 è d3 ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ðàçëè÷-íûå ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé, ïðîõîäÿùèå ÷åðåçòî÷êó (Xo, Yo), ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü îáîáùåíèåèçâåñòíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ �óíêöèé, íàïðèìåð, òàêèõ êàê ïðîèçâîäñòâåííàÿ�óíêöèÿ, èçîêâàíòà, èçîêîñòà, èçîïðî�èòà è ò. ä.Â ðàáîòàõ [7, 11] ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû àëãîðèòìû âèçóàëèçàöèè ìíîãî-ìåðíûõ ìíîæåñòâ ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé.Íà ðèñóíêå 6 ïóíêòèðíîé ëèíèåé A′ABCDD′ îáîçíà÷åíî èñõîäíîå ñå÷åíèåïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ ïî ìîäåëè BCC. Íà ãðà�èêå ñå÷åíèÿ äîáàâëåíûèñêóññòâåííûå ëó÷è, êîòîðûå îáðàçóþò êîíóñ Q. Ñïëîøíîé ëèíèåé îáîçíà-÷åíà ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå òðàíñ�îðìàöèè ïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ
B′BCDD′.Ïîñëå èçìåíåíèÿ ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè îáúåêò A ñòàë íåý��åê-òèâíûì, ó îáúåêòà G óìåíüøèëàñü ý��åêòèâíîñòü ïî âõîäó, ý��åêòèâíîñòüîáúåêòîâ E, F è H ïî âûõîäó îñòàëàñü íåèçìåííîé, à ïî âõîäó óìåíüøèëàñü.

�èñ. 6. Äîáàâëåíèå èñêóññòâåííûõ ëó÷åé íà ïðîèçâîäñòâåííîé �óíêöèèâ îáîáùåííîé ìîäåëè ìåòîäîëîãèè ÀÑÔÍà ðèñóíêå 7 ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ABCD ñîîòâåòñòâóåò èçîêâàíòå ïî âõîä-íûì ïàðàìåòðàì ïî ìîäåëè BCC. Äàëåå â ìîäåëü áûëè äîáàâëåíû èñêóñ-ñòâåííûå ëó÷è, ñóììà êîòîðûõ îáðàçóåò êîíóñ Q. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷è-ëîñü ñå÷åíèå ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè, îáîçíà÷åííîå ñïëîøíîé ëèíèåé
B′BCC′.Ý��åêòèâíîñòü îáúåêòîâ A, F , D è H ïî âõîäó óìåíüøèëàñü, à ìåðàý��åêòèâíîñòè îáúåêòîâ B, C, E, G íå èçìåíèëàñü.
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�èñ. 7. Äîáàâëåíèå èñêóññòâåííûõ ëó÷åé íà èçîêâàíòåïî âõîäàì â îáîáùåííîé ìîäåëè ìåòîäîëîãèè ÀÑÔÒåïåðü ïåðåéäåì ê ðèñóíêó 8. Çäåñü ïóíêòèðíîé ëèíèåé ABCD îáîçíà-÷åíà èçîêâàíòà ïî âûõîäíûì ïàðàìåòðàì ïî ìîäåëè BCC. Ñóììà äîáàâëåí-íûõ èñêóññòâåííûõ ëó÷åé îáðàçóåò êîíóñ Q.Ïîñëå òðàíñ�îðìàöèè ý��åêòèâíîãî �ðîíòà èçîêâàíòà ïî âûõîäíûì ïà-ðàìåòðàì, îáîçíà÷åííàÿ íà ðèñóíêå ñïëîøíîé ëèíèåé, ñòàëà ïðîõîäèòü ÷åðåç÷åðåç òî÷êè C′CBB′. Ïðè ýòîì ý��åêòèâíîñòü îáúåêòîâ A, F , D è H ïî âû-õîäíîé ìîäåëè óìåíüøèëàñü, à ìåðà ý��åêòèâíîñòè îáúåêòîâ B, C, E è Gîñòàëàñü áåç èçìåíåíèé.�àññìîòðèì ðèñóíîê 9, íà íåì ïóíêòèðíîé ëèíèåé ABCDEFG èçîáðà-æåíî ñå÷åíèå ñòðóêòóðíàÿ ïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ ïî ìîäåëè BCC.Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ B′BCDEFF ′ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ â ìî-äåëü äâóõ èñêóññòâåííûõ âåêòîðîâ, êîòîðûå â ñóììå îáðàçóþò êîíóñ Q. Ïî-ñëå òðàíñ�îðìàöèè ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè îáúåêò A ñòàë íåý��åê-òèâíûì, â îòëè÷èå îò èñõîäíîé ìîäåëè, ãäå îí áûë ý��åêòèâíûì.Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ ìîäåëü ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ [25],êîòîðàÿ äàåò âîçìîæíîñòü èçìåíÿòü ý��åêòèâíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðÿ-ìîì ïðîñòðàíñòâå âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàçâèòüêîíñòðóêòèâíûé ìåòîä òðàíñ�îðìàöèè ý��åêòèâíîãî �ðîíòà.
6. Ïîñòðîåíèå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ê ïîñòàâëåííûì öåëÿìÂ ðàáîòå Ñààòè [9] ïðåäëîæåí îñòðîóìíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ âåñîâûõêîý��èöèåíòîâ çíà÷èìîñòè êàæäîãî �àêòîðà (ïîêàçàòåëÿ), ó÷àñòâóþùåãî âìîäåëè, ñ ïîìîùüþ ýêñïåðòîâ. Èñïîëüçóåì ýòîò ìåòîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåê-òîðà äâèæåíèÿ ê öåëè A(B), ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòèòî÷êè A(B). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè äâèæåíèè ê öåëè A(B) ïîêàçàòåëè, â íàøèõòåðìèíàõ êîìïîíåíòû âåêòîðà Z, äîëæíû èçìåíÿòüñÿ â íåêîòîðûõ ïðîïîð-öèÿõ, êîòîðûå è îïðåäåëÿþòñÿ âåñîâûìè êîý��èöèåíòàìè.Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå. Ïóñòü äàíû ïîêàçàòåëè äåÿòåëüíîñòèïðîèçâîäñòâåííûõ îáúåêòîâ Z = (Z1, . . ., Zm+r). Êîëè÷åñòâåííûå ñóæäåíèÿ îïàðàõ ïîêàçàòåëåé (Zi, Zj) âûðàæàþòñÿ ìàòðèöåé ðàçìåðà (m + r) × (m + r).

D = (dij), i, j = 1, . . ., m + r. (24)Â ìåòîäå ÌÀÈ [9] ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû ñóæäåíèé (24), êîòîðàÿ çàäàåòñÿýêñïåðòàìè, �àêòîðàì (ïîêàçàòåëÿì) äåÿòåëüíîñòè îáúåêòîâ (Z1, . . ., Zm+r)
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�èñ. 8. Äîáàâëåíèå èñêóññòâåííûõ ëó÷åé íà èçîêâàíòåïî âûõîäàì â îáîáùåííîé ìîäåëè ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ

�èñ. 9. Äîáàâëåíèå èñêóññòâåííûõ ëó÷åé íà ñòðóêòóðíîé ïðîèçâîäñòâåííîé�óíêöèè â îáîáùåííîé ìîäåëè ìåòîäîëîãèè ÀÑÔñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåñîâûå êîý��èöèåíòû ω1, . . ., ωm+r. Ìàòðèöà (24)óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì dii = 1, dij = 1/dji. Êðîìå òîãî, ìàòðèöà (24)ñ÷èòàåòñÿ ñîãëàñîâàííîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
dik = dijdjkäëÿ âñåõ i, j, k. Âåêòîð âåñîâûõ êîý��èöèåíòîâ (ω1, . . ., ωm+r) íàõîäèòñÿ êàêñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû D, ñîîòâåòñòâóþùèé íàèáîëüøåìó ñîáñòâåí-íîìó çíà÷åíèþ λmax.



372 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎÂ êà÷åñòâå êðèòåðèÿ áëèçîñòè ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû D òî÷íûìâåñîâûì êîý��èöèåíòàì áåðåòñÿ èíäåêñ ñîãëàñîâàííîñòè
ρ = (λmax − n)/(n − 1).Åñëè ρ 6 0.1, òî ñóæäåíèÿ, çàäàâàåìûå ìàòðèöåé D, ñ÷èòàþòñÿ óäîâëåòâî-ðèòåëüíûìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàòðèöó ñóæäåíèé íåîáõîäèìî ïåðåñ÷è-òàòü, ñëåäîâàòåëüíî, íàéòè íîâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð è ñîáñòâåííîå ÷èñëî.Â íàøåì ïîäõîäå ìû â êà÷åñòâå âåêòîðà íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ a(b) êïîñòàâëåííîé öåëè A(B) íà ïîñëåäíèõ øàãàõ âîçüìåì ñîáñòâåííûé âåêòîððåøåíèÿ çàäà÷è (24). Ñäåëàåì çäåñü îäíî ñóùåñòâåííîå äîïîëíåíèå.Â ìåòîäå ÌÀÈ [9] ìàòðèöà ñóæäåíèé (24) ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ñóæäåíèå îá îòíîøåíèè çíà÷èìîñòè äâóõ �àê-òîðîâ çàäàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé. Îäíàêî, â íàøåé ìîäåëè óâåëè-÷åíèå îäíîãî �àêòîðà ìîæåò ñîïðîâîæäàòüñÿ óìåíüøåíèåì äðóãîãî. Íàïðè-ìåð, ñîêðàùåíèå ïîòðåáëåíèÿ ýíåðãîðåñóðñîâ â ðåçóëüòàòå âíåäðåíèÿ ýíåð-ãîñáåðåãàþùèõ òåõíîëîãèé. Ïîýòîìó, â íàøåì ñëó÷àå ýêñïåðòû äîëæíû çà-äàâàòü òàêæå îðòàíò, â êîòîðîì áóäåò ïðîèñõîäèòü èçìåíåíèå ïîêàçàòåëåé.Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîì îðòàíòå èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëåé ìîæíîñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûìè. Çàòåì, ïðè �îðìèðîâàíèè âåêòîðà a(b) çíàêè êîì-ïîíåíò îïðåäåëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì îðòàíòà. Ñäåëàòü ýòî ïðè ïàðíîì ñðàâíåíèè�àêòîðîâ íåòðóäíî.Ñ ó÷åòîì ñäåëàííîãî çàìå÷àíèÿ, ìåòîä ÌÀÈ ìîæíî êîððåêòíî ïðèìåíèòüïðè íàõîæäåíèè âåêòîðîâ a(b).Ïðè äâèæåíèè âäîëü âåêòîðà a(b) ê ïîñòàâëåííîé öåëè A(B) â ïðîñòðàí-ñòâå ïîêàçàòåëåé åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò óëó÷øåíèå çíà÷åíèÿ�óíêöèè ïîòåíöèàëà. Èíà÷å, çà÷åì òîãäà äâèãàòüñÿ â óêàçàííûõ íàïðàâëå-íèÿõ? Ïîýòîìó ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Óò â å ðæä åíè å 1. Âåêòîð a(b), íàéäåííûé óêàçàííûì âûøå ñïîñîáîì,ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì �óíêöèè ïîòåíöèàëà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷-êè A(B).Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ âåêòîðó a(b) â òî÷êå

A(B), áóäåò ýêâèïîòåíöèàëüíîé ïîâåðõíîñòüþ �óíêöèè ïîòåíöèàëà â ïåðâîìïðèáëèæåíèè.Îïðåäåëèâ �óíêöèþ ïîòåíöèàëà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, òåïåðü ìû ìî-æåì âû÷èñëèòü ìåðó ý��åêòèâíîñòè êàæäîãî îáúåêòà Z1 è Z2 ñëåäóþùèìîáðàçîì:
µ1 =

f1(Z1)

f1(A)
· 100% =

m+r∑
i=1

aizi1

m+r∑
i=1

aiAi

· 100%,

µ2 =
f2(Z2)

f2(B)
· 100% =

m+r∑
i=1

bizi2

m+r∑
i=1

biBi

· 100%,ãäå a = (a1, . . ., am+r), b = (b1, . . ., bm+r), A = (A1, . . ., Am+r), B = (B1, . . ., Bm+r),çäåñü ai, bi, Ai, Bi | êîìïîíåíòû âåêòîðîâ a, b, A, B, ñîîòâåòñòâåííî.Ñëåäîâàòåëüíî, òåïåðü äîãîâàðèâàþùèåñÿ ñòîðîíû ìîãóò ñðàâíèòü ïðè-ðàùåíèÿ ñâîèõ ý��åêòèâíîñòåé â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà
∆µ1 = 100%− µ1, ∆µ2 = 100% − µ2. (25)



ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ 373Åñëè ñòîðîíû ñîãëàñíû íà ïðèðàùåíèÿ ñâîèõ ìåð ý��åêòèâíîñòåé (25),òî ïåðåãîâîðû ìîæíî çàêîí÷èòü íà ýòîì. Åñëè íåò, òî ñòîðîíû îïðåäåëÿþòíîâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà (âëîæåíèÿ, ñòåïåíü âëàäåíèÿíîâûì ñîîðóæåíèåì â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðîåêòà è ò. ä.). Â ðåçóëüòàòåìîãóò èçìåíèòüñÿ ïîñòàâëåííûå öåëè, åñëè, íàïðèìåð, áóäóùèé äîõîä ðåãèî-íîâ âõîäèò ÿâíûì îáðàçîì â îäíó èç âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ìîäåëè. Òîãäàâû÷èñëåíèÿ ïîâòîðÿþòñÿ è îïÿòü ñðàâíèâàþòñÿ ïðèðàùåíèÿ (25) ìåð ý��åê-òèâíîñòåé. Ëèáî îáúåêòû äîñòèãíóò íàìå÷åííûõ öåëåé çà âðåìÿ (t1 + τ1) è
(t2 + τ2), ñîîòâåòñòâåííî.Çàìåòèì, ÷òî ïîïðàâêè τ1 è τ2 ìîãóò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îò-ðèöàòåëüíûå. Òîãäà äëÿ ïðèðàùåíèÿ ìåð ý��åêòèâíîñòè (25) ìîæíî ââåñòèïîïðàâî÷íûå ìíîæèòåëè

∆µ′

1 = ∆µ1 ·
t1

(t1 + τ1)
, ∆µ′

2 = ∆µ2 ·
t2

(t2 + τ2)
. (26)Òåïåðü ñòîðîíû ìîãóò ñðàâíèòü ïðèðàùåíèå ìåð ý��åêòèâíîñòåé ïî �îð-ìóëå (26). Åñëè ïðèðàùåíèÿ (26) óäîâëåòâîðÿþò ñòîðîíû, òî ïåðåãîâîðíûéïðîöåññ îêàí÷èâàåòñÿ, åñëè íåò, òî ïðåäûäóùèå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ïîâòî-ðèòü ñ èçìåíèâøèìèñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óïîòðåáëÿåìûé íàìè òåðìèí èç �èçèêè \ïîòåíöèàëü-íàÿ �óíêöèÿ" âïîëíå óìåñòåí â äàííîì êîíòåêñòå. Â ñàìîì äåëå, â �èçèêåðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîñòîÿííîé ñèëå è ïîñòîÿííîì íà-ïðàâëåíèè ïåðåìåùåíèÿ òåëà êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà ñèëû íàâåêòîð ïåðåìåùåíèÿ. Ïðè íåïîñòîÿííûõ âåêòîðàõ ñèëû è ïåðåìåùåíèÿ òåëàðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ îïðåäåëÿåòñÿ êàê èíòåãðàë îò ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-íèÿ âåêòîðîâ ñèëû è ïåðåìåùåíèÿ.Â íàøåé ìîäåëè âåêòîðû a è b ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè àíàëîãàìè ñèëû, à ïåðå-ìåùåíèå ïðîèñõîäèò â ïðîñòðàíñòâå ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåéäåÿòåëüíîñòè ðåãèîíîâ, ïðè ýòîì âåêòîðû óêàçûâàþò íàïðàâëåíèÿ óëó÷øå-íèÿ ñîñòîÿíèÿ ðåãèîíîâ.Â ïðèíöèïå, ìû ìîãëè áû èñïîëüçîâàòü â íàøåì êîíòåêñòå òàêæå ïîíÿòèå\ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ" âìåñòî ïðèðàùåíèÿ ìåðû ý��åêòèâíîñòè.Îäíàêî, âî-ïåðâûõ, öåëè è A è B, à, ñëåäîâàòåëüíî, è âåêòîðû a è bðàçíûå äëÿ ðàçíûõ ðåãèîíîâ. Âî-âòîðûõ, òîãäà áû ïðèøëîñü îïðåäåëÿòüåäèíèöû èçìåðåíèÿ ïîòåíöèàëà, à îíè áóäóò ðàçíûìè äëÿ ðàçíûõ ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé, â îòëè÷èå îò �èçèêè, ãäå åäèíèöû èçìåðåíèÿ çàâèñÿòòîëüêî îò âûáðàííîé ñèñòåìû èçìåðåíèÿ.Ïîýòîìó â íàøèõ çàäà÷àõ ìû âûáðàëè äëÿ ñðàâíåíèÿ äåÿòåëüíîñòè ðå-ãèîíîâ âàæíîå ïîíÿòèå ìåðû ý��åêòèâíîñòè èëè ïðèðàùåíèå ìåðû ý��åê-òèâíîñòè, êîòîðûå èçìåðÿþòñÿ â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ.

7. Ìîäè�èêàöèÿ �óíêöèè ïîòåíöèàëîâÂåêòîðû íàïðàâëåíèé a è b, îïðåäåëåííûå íàìè êàê ãðàäèåíòû �óíêöèèïîòåíöèàëîâ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ÿâëÿþòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå èäåàëü-íûìè íàïðàâëåíèÿìè äâèæåíèÿ. Â ðåàëüíîé æèçíè íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿáóäóò îòêëîíÿòüñÿ îò ýòèõ èäåàëüíûõ íàïðàâëåíèé.Ïîýòîìó îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ýêñïåðòîâ êîíóñû âîçìîæíûõ íàïðàâëå-íèé C1 äëÿ öåëè A è C2 äëÿ öåëè B. Òàêèå êîíóñû ìîæíî çàäàòü, íàïðèìåð,ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùèõ ïîïàðíûõ ñðàâíåíèé ìåæäó ïîêàçàòåëÿìè ìîäåëè:
zi

zj

6 kij ,
zi

zj

> k̄ij , i, j = 1, . . ., m + r. (27)



374 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎÎïðåäåëåíèå òàêèõ ïîïàðíûõ ñîîòíîøåíèé | äîñòàòî÷íî îáû÷íàÿ îïåðàöèÿâ ëþáîé ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè. Îäíàêî ñëåäóåò ïîä÷åðê-íóòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (27) íå ìîãóò îïðåäåëèòü ëþáîé ìíîãîãðàííûé êîíóñâ ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîêàçàòåëåé. Áîëåå òîãî, ìîæíî ñ�îðìóëèðî-âàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð å ì à 5. Ñóùåñòâóþò ìíîãîãðàííûå êîíóñû â ìíîãîìåðíîì ïðî-ñòðàíñòâå ïîêàçàòåëåé, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âè-äå (27).Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëî ðåáåð è ãðàíåé êîíóñà âèäà (27) îãðàíè÷åíî íå-êîòîðûì ÷èñëîì, çàâèñÿùèì îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà. Â òî æå âðåìÿìíîãîãðàííûå êîíóñû â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè (m+r) ìîãóò èìåòü ëþáîåíàïåðåä çàäàííîå ÷èñëî ðåáåð è ãðàíåé.Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîñòðîèòü îñìûñëåííî ïðîèçâîëüíûé ìíîãîãðàííûé êî-íóñ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå | äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ çàäà÷à, ïîýòîìóíà ïðàêòèêå îãðàíè÷èâàþòñÿ ïîñòðîåíèåì êîíóñîâ âèäà (27).�àçðàáîòàííàÿ íàìè ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò âèçóàëèçèðîâàòüìíîãîìåðíîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé ñ ïîìîùüþ ïîñòðî-åíèÿ ðàçëè÷íûõ äâóõìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ñå÷åíèé ýòîãî ìíîæåñòâà è çàäà-âàòü ïðîèçâîëüíûå íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû íåîãðàíè÷åííûõ ðåáåð êîíóñà âèíòåðàêòèâíîì ðåæèìå.Òåì ñàìûì èìååòñÿ âîçìîæíîñòü äëÿ ýêñïåðòîâ ïîñòðîèòü ïðîèçâîëüíûéêîíóñ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïîêàçàòåëåé.Èòàê, ïóñòü îïðåäåëåíû êîíóñû C1 è C2 â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâåïîêàçàòåëåé è èñõîäÿùèå èç òî÷êè A è B, ñîîòâåòñòâåííî, â ìàòåìàòèêå îíèíàçûâàþòñÿ ðåöåññèâíûìè êîíóñàìè [10], ñì. ðèñóíîê 1. Êîíóñû (−C1) è
(−C2), èñõîäÿùèå èç òåõ æå âåðøèí, ÿâëÿþòñÿ øàòðàìè, îíè âûðåçàþò íàãðàíèöå ìíîæåñòâà T íåêîòîðûå îáëàñòè S1 è S2, ñì. ðèñóíîê 3. Â ýòèîáëàñòè îáúåêòû ñòðåìÿòñÿ ïîïàñòü ïðè ïëàíèðîâàíèè òàêòè÷åñêèõ øàãîâðàçâèòèÿ îáúåêòîâ.Ïóñòü òåïåðü îáúåêò Z ′

1(Z
′
2) íàõîäèòñÿ â îáëàñòè øàòðà, âûáåðåì íàïðà-âëåíèå äâèæåíèÿ ci ê öåëè A(B). Ýòî íàïðàâëåíèå áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò íà-ïðàâëåíèÿ a(b), íî îíî áóäåò äîñòàòî÷íî õîðîøèì äëÿ äâèæåíèÿ ê öåëè A(B),ò. å. ci ∈ C1(C2).Ïîýòîìó ëþáîå íàïðàâëåíèå, èñõîäÿùåå èç òî÷êè A(B) è èìåþùåå îñòðûéóãîë ñ ëþáûì âåêòîðîì èç êîíóñà C1(C2), äàñò íàì íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ�óíêöèè ïîòåíöèàëà. Âñå òàêèå íàïðàâëåíèÿ îáðàçóþò ñîïðÿæåííûé êîíóñ

C+
1 (C+

2 ), ò. å.
C+

1 =
{
w

∣∣ w⊤c > 0, c ∈ C1

}
, C+

2 =
{
v

∣∣ v⊤c > 0, c ∈ C2

}
.�ðàíèöû ñîïðÿæåííûõ êîíóñîâ C+

1 è C+
2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýêâèïîòåíöè-àëüíûå ïîâåðõíîñòè íîâûõ ïîòåíöèàëüíûõ �óíêöèé f̃1(Z), f̃2(Z). Òåïåðü îíèÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè �óíêöèÿìè.Íà ðèñóíêå 2 ïîêàçàíû ýêâèïîòåíöèàëüíûå ïîâåðõíîñòè äëÿ òî÷åê B, Bi,

Bj , ñîîòâåòñòâåííî.Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìåðà ý��åêòèâíîñòè âû÷èñëÿëàñü èñõîäÿ èç òîãî,÷òî �óíêöèÿ f1(Z) (f2(Z)) ëèíåéíàÿ.Ïîêàæåì òåïåðü, êàê âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå �óíêöèè, êîãäà îíà âûïóêëàÿ.�åøàåì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó
min αïðè îãðàíè÷åíèè Zl ∈ (A − αa) + C+.

(28)



ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ 375Òîãäà çíà÷åíèÿ �óíêöèé f̃1(Zl) è f̃2(Zl) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè Zl îïðåäå-ëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì
f̃1(Zl) = (A − α∗a)

⊤a, f̃2(Zl) = (B − α∗b)⊤b, (29)ãäå α∗ | îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà â çàäà÷å (28).Ñìûñë �îðìóë (28) è (29) ïîÿñíÿåòñÿ íà ðèñóíêå 10. Íà ïðÿìîé, ïðî-õîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó A(B), èùåòñÿ òàêàÿ òî÷êà (A − α∗a) èëè (B − α∗b),êîòîðàÿ èìååò îäèíàêîâûé ïîòåíöèàë ñ òî÷êîé Zl, äëÿ ýòîãî ðåøàåòñÿ îïòè-ìèçàöèîííàÿ çàäà÷à âèäà (28).Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå �óíêöèè äëÿ òî÷êè (A−α∗a)
⊤a, êàê â ëèíåé-íîì ñëó÷àå.Íà ðèñóíêå 10 ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ýêâèïîòåíöèàëüíàÿ ïîâåðõ-íîñòü äëÿ ëèíåéíîé �óíêöèè. Èç ðèñóíêà 10 âèäíî, ÷òî òî÷êè Zi, Zk, (A−α∗a)èìåþò îäèíàêîâûé ïîòåíöèàë îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé �óíêöèè. Îäíàêî, ïî-ëîæåíèå îáúåêòà (A − α∗a) çíà÷èòåëüíî ëó÷øå ñ òî÷êè çðåíèÿ äîñòèæåíèÿöåëè A, ÷åì îáúåêòîâ Zi, Zk, ïîýòîìó ìîäè�èöèðîâàííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ�óíêöèÿ äàåò çíà÷èòåëüíî ëó÷øóþ îöåíêó, ÷åì ëèíåéíàÿ �óíêöèÿ.Âûáðàííûå ýêñïåðòàìè îïòèìàëüíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ, âåêòîðû aè b, ê íàìå÷åííûì öåëÿì ìîãóò íå áûòü íàèëó÷øèìè íàïðàâëåíèÿìè íàíà÷àëüíûõ øàãàõ ðàçâèòèÿ ðåãèîíîâ. Äåéñòâèòåëüíî, íà íà÷àëüíûõ øàãàõðàçâèòèÿ ðåãèîíàì íåîáõîäèìî áóäåò, íàïðèìåð, ñîçäàòü íåêîòîðóþ èí�ðà-ñòðóêòóðó, ðåñòðóêòóðèðîâàòü ýêîíîìèêó ðåãèîíîâ è ò. ä., à ïîòîì óæå äâè-ãàòüñÿ ê íàìå÷åííûì öåëÿì ïî îïòèìàëüíûì íàïðàâëåíèÿì.Îïèøåì òåïåðü íà �îðìàëüíîì ÿçûêå äåéñòâèÿ ðåãèîíîâ íà íà÷àëüíûõøàãàõ ðàçâèòèÿ. Íàçîâåì øàòðàìè êîíóñû C̃1 = −C1 è C̃2 = −C2, èñõîäÿùèå

�èñ. 10. Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ âûïóêëîé �óíêöèè ïîòåíöèàëà



376 À.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂ, À.Â. ËÛ×ÅÂ, Ì.À. ÏÈÑÊÓÍÎÂÀ, Â.Å. Ê�ÈÂÎÍÎÆÊÎèç òî÷åê A è B, íà ðèñóíêå 3 øàòðû èçîáðàæåíû êîíóñàìè, íàïðàâëåííûìèâíèç.Íà ïåðâîì øàãå ýêñïåðòû âûáèðàþò âåêòîðû ðàçâèòèÿ òàê, ÷òîáû îíèáûëè íàïðàâëåíû âíóòðü îáëàñòåé S1 è S2, îáðàçîâàííûõ ïåðåñå÷åíèåì øà-òðîâ C̃1 è C̃2 è ý��åêòèâíîé ãèïåðïîâåðõíîñòè (ãðàíèöû) ìíîæåñòâà T . Íàðèñóíêå 3 ýòè âåêòîðû îáîçíà÷åíû d1 äëÿ îáúåêòà Z1 è g1 äëÿ îáúåêòà Z2.Åñëè îáúåêòû óæå íàõîäÿòñÿ âíóòðè øàòðîâ è íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà T , òîâåêòîðû ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû îíè áûëè íàïðàâëåíû ê íàìå÷åííûì öå-ëÿì A è B èëè áëèçêî ê íèì, íà ðèñóíêå 3 òàêèå íàïðàâëåíèÿ îáîçíà÷åíûâåêòîðàìè d2 è g2, ñîîòâåòñòâåííî.Íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ðàçâèòèÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà T áóäåò ìåíÿòüñÿâ ñîîòâåòñòâèè ñ èçìåíåíèåì ñîñòîÿíèÿ âñåõ ðåãèîíîâ, íà ðèñóíêå 3 íîâàÿý��åêòèâíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïîêàçàíà ïóíêòèðíîé ëèíèåé.Íàø ïðîãðàììíûé èíñòðóìåíòàðèé ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî ïîñòðî-èòü èçìåíèâøóþñÿ ý��åêòèâíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü ïî íîâûì íàáëþäàåìûìîáúåêòàì. Ëèáî äëÿ êàæäîãî îáúåêòà ìîæíî íàéòè íîâîå ñîñòîÿíèå ñ ïî-ìîùüþ ýêîíîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ íà áëèæàéøèå íåñêîëüêî øàãîâ, à çàòåìïîñòðîèòü ãðàíèöû äëÿ ýòèõ øàãîâ. Çàòåì íà êàæäîì øàãå íàïðàâëåíèåäâèæåíèÿ êîððåêòèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû îáúåêòû ñõîäèëèñü ê öåëÿì A è B.Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìû ïðèâåëè îáùóþ ñõåìó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé âïåðåãîâîðíîì ïðîöåññå. Îòäåëüíûå ýòàïû ñõåìû ìîãóò óòî÷íÿòüñÿ è ìîäè-�èöèðîâàòüñÿ ñ ó÷åòîì ðàçðàáîòàííîãî èíñòðóìåíòàðèÿ.Îáùàÿ ñõåìà îïèñàíà äëÿ äâóõ ðåãèîíîâ, ÷òîáû íå óñëîæíÿòü èçëîæåíèå.Îäíàêî ñõåìà ìîæåò áûòü ëåãêî ðàñøèðåíà íà âñå ðåãèîíû, ó÷àñòâóþùèå â�îðìèðîâàíèè òðàíñíàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà.
8. �åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïî �îðìèðîâàíèþòðàíñíàöèîíàëüíûõ ïðîåêòîâ ñòðàí ó÷àñòíèö ÑÍ��àññìîòðèì âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà äëÿ ìî-äåëèðîâàíèÿ ïåðåãîâîðíîãî ïðîöåññà ïðè �îðìèðîâàíèè òðàíñíàöèîíàëüíûõïðîåêòîâ ñòðàí ó÷àñòíèö ÑÍ�. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìîäåëè áûëà âçÿòà ìî-äåëü BCC ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ [4, 5]. Çàòåì ý��åêòèâíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü,ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ, áûëà ñãëàæåíà ñ ïðèìåíåíèåì òåõ-íèêè, îïèñàííîé â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå, äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ðàçðûâîâïðåäåëüíûõ ïîêàçàòåëåé (÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) âòîðîãî ðîäà. Òàêèì îáðà-çîì, â ðåçóëüòàòå ïîÿâèëàñü îáîáùåííàÿ ìîäåëü ìåòîäîëîãèè ÀÑÔ [6].Â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïîêàçàòåëåé áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå ñòàòè-ñòè÷åñêèå äàííûå: ïîòðåáëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè (êÂò-÷); ïîòðåáëåíèå íå�òè

(áàðð. â ñóò.); ðàáî÷àÿ ñèëà (òûñ. ÷åë.).Âûõîäíûå äàííûå ìîäåëè: ÂÂÏ ñ ó÷åòîì ïàðèòåòà ïîêóïàòåëüñêîé ñïî-ñîáíîñòè.Âñå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå áûëè âçÿòû èç îòêðûòûõ ìåæäóíàðîäíûõ èñ-òî÷íèêîâ. Âñåãî â ìîäåëü áûëè âêëþ÷åíû äàííûå ïî 109 ñòðàíàì ìèðà,âêëþ÷àÿ ñòðàíû ÑÍ�, çà 2007 ã. Áîëåå ïîçäíèõ äàííûõ íå èìåëîñü íà ìî-ìåíò âûïîëíåíèÿ ðàáîòû.Ñíà÷àëà áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïî âõîäíîé è âûõîäíîé îáîáùåííûììîäåëÿì. Íàïîìíèì, ÷òî ìåðû ý��åêòèâíîñòè ïî âõîäíîé è âûõîäíîé ìî-äåëÿì õàðàêòåðèçóþò ðàññòîÿíèå â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ äî ý��åêòèâ-íîé ãèïåðïîâåðõíîñòè âäîëü, óñëîâíî ãîâîðÿ, ãîðèçîíòàëüíîãî è âåðòèêàëü-íîãî íàïðàâëåíèÿ, òî åñòü âäîëü âåêòîðà çàòðàò è âåêòîðà âûïóñêà êàæäîãîîáúåêòà, âêëþ÷åííîãî â ìîäåëü. Áîëüøèíñòâî ñòðàí èìååò ïðèáëèçèòåëüíîðàâíûå ìåðû ý��åêòèâíîñòè ïî âõîäíîé è âûõîäíîé ìîäåëÿì. Ìåðû ý��åê-òèâíîñòè ïî ðàçíûì ìîäåëÿì îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå ñòðàíû â ìíîãîìåðíîìïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.



ÈÍÑÒ�ÓÌÅÍÒÀ�ÈÉ ÏÎÄÄÅ�ÆÊÈ Ï�ÈÍßÒÈß �ÅØÅÍÈÉ 377Ìåíåå 30% ñòðàí èìååò ìåðó ý��åêòèâíîñòè â ïðåäåëàõ 95-100%. Äàëååâñå ñòðàíû èìåþò ý��åêòèâíîñòè ñ äîñòàòî÷íî ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëå-íèåì îò 35% äî 95%. Ëèøü îäíà ñòðàíà, Çèìáàáâå, èìååò ìåðó ý��åêòèâíî-ñòè 5%. Â öåëîì, ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î äîñòàòî÷íîéñîäåðæàòåëüíîñòè ìîäåëè.Äëÿ íàãëÿäíîé äåìîíñòðàöèè ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ðàññìîòðèì ñëå-äóþùóþ ãèïîòåòè÷åñêóþ ñèòóàöèþ. Ïóñòü òðè ñòðàíû ÑÍ� | Áåëàðóñü,Êàçàõñòàí è �îññèÿ | äîãîâàðèâàþòñÿ î ñîâìåñòíîì òðàíñíàöèîíàëüíîìïðîåêòå, íàïðèìåð, î ñòðîèòåëüñòâå è ñîâìåñòíîé ýêñïëóàòàöèè íå�òåõèìè-÷åñêîãî çàâîäà, íà ñòðîèòåëüñòâî êîòîðîãî íåîáõîäèìî ñåìü ëåò.Íà ðèñóíêå 11 èçîáðàæåíî ñå÷åíèå ïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ èñõîäíîãî÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïðîâåäåííîå ÷åðåç îáúåêò Êàçàõñòàí. Ñïëîø-íîé ëîìàíîé ëèíèåé ïîêàçàíî ñå÷åíèå ìíîãîìåðíîé ý��åêòèâíîé ãèïåðïî-âåðõíîñòè. Îáúåêò Áåëàðóñü èçîáðàæåí â âèäå ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü ñå÷å-íèÿ. Íà ðèñóíêå 12 ïðåäñòàâëåíî ñå÷åíèå ïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ, ïðî-âåäåííîå ÷åðåç îáúåêò �îññèÿ. Îáúåêòû Áåëàðóñü è Êàçàõñòàí èçîáðàæåíûíà ýòîì ðèñóíêå êàê ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ.Íà ðèñóíêàõ 11 è 12 òî÷êàìè A, B è C îáîçíà÷åíû öåëè, êîòîðûå ïîñòà-âèëî ðóêîâîäñòâî ñòðàí Áåëàðóñü, Êàçàõñòàí è �îññèè ñîîòâåòñòâåííî, äëÿäîñòèæåíèÿ â ñðåäíåñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå. Òàê êàê Áåëàðóñü è Êàçàõñòàí âñðàâíåíèè ñ �îññèåé èìåþò çíà÷èòåëüíî ìåíüøèé ìàñøòàá â ïðîñòðàíñòâåðàññìàòðèâàåìûõ ïîêàçàòåëåé, òî äëÿ óäîáñòâà âñå ïîñòðîåíèÿ äëÿ �îññèèâûïîëíåíû íà îòäåëüíîì ðèñóíêå.Ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îïèñàííîãî â ñòàòüå, áûëè ïîñòðîåíû êîíóñû, ñî-äåðæàùèå íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ îáúåêòîâ, íàðèñóíêàõ îíè èçîáðàæåíû ðåáðàìè a1, a2, b1, b2, c1 è c2, ñîîòâåòñòâåííî,èñõîäÿùèìè èç òî÷åê A, B è C.

�èñ. 11. Ñå÷åíèå ïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ äëÿ îáúåêòà Êàçàõñòàí
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�èñ. 12. Ñå÷åíèå ïðîèçâîäñòâåííàÿ �óíêöèÿ äëÿ îáúåêòà �îññèÿÄëÿ îáúåêòîâ áûëè íàéäåíû ìåðû ý��åêòèâíîñòè, êîòîðûå ñîñòàâèëè
31%, 27% è 34% äëÿ Áåëàðóñè, Êàçàõñòàíà è �îññèè, ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-ñëå ýòîãî ñ ïîìîùüþ ýêñïåðòíûõ îöåíîê è ìåòîäà ÌÀÈ áûëè âûáðàíû îïòè-ìàëüíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ê ïîñòàâëåííûì öåëÿì. Âåêòîðû a, b è cïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïòèìàëüíûå íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàå-ìûõ ñòðàí, ñîîòâåòñòâåííî, íà ðèñóíêàõ 11 è 12. À òàêæå áûëè ðàññ÷èòàíûïðèðàùåíèÿ ìåð ý��åêòèâíîñòè äëÿ óêàçàííûõ îáúåêòîâ.Äàëåå áûëî ïðîèçâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå íåñêîëüêèõ èòåðàöèé ïåðåãîâîð-íîãî ïðîöåññà, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ áûëè óòî÷íåíû ïðèðàùåíèÿ ý��åêòèâ-íîñòåé è âåêòîðû äâèæåíèÿ îáúåêòîâ.Íà ðèñóíêå 12 ïóíêòèðíîé ëèíèåé ïîêàçàíî ñå÷åíèå ý��åêòèâíîé ãèïåð-ïîâåðõíîñòè, ïîñòðîåííîé ïî ïðîãíîçèðóåìûì çíà÷åíèÿì ÷åðåç òðè ãîäà ïî-ñëå íà÷àëà ñîâìåñòíîãî òðàíñíàöèîíàëüíîãî ïðîåêòà. Îòìåòèì, ÷òî â ïðî-öåññå ðàçâèòèÿ ïðîåêòà íåêîòîðûå äàííûå ìîãóò óòî÷íÿòüñÿ, â ýòîì ñëó÷àåíåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ âíîñÿòñÿ â ìîäåëü è, ñîãëàñíî îïèñàííîé â ïðåäû-äóùåì ðàçäåëå ñõåìå, ïåðåãîâîðíûé ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ.Íà ðèñóíêå 13 èçîáðàæåíî òðåõìåðíîå ñå÷åíèå èñõîäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãîìíîæåñòâà, ïîñòðîåííîå ÷åðåç îáúåêò Êàçàõñòàí, è öåëè ðàçâèòèÿ äëÿ îáú-åêòîâ Áåëàðóñü è Êàçàõñòàí, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî ñå÷åíèå ïðîâåäåíî ÷åðåçòðè ïîêàçàòåëÿ èñõîäíîé ìîäåëè: ïîòðåáëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè, ïîòðåáëåíèåíå�òè, ÂÂÏ ïî ïàðèòåòó ïîêóïàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè.Íà ðèñóíêå 14 èçîáðàæåíî òðåõìåðíîå ñå÷åíèå ÷åòûðåõìåðíîãî ìíîæå-ñòâà ïðîèçâîäñòâåííûõ âîçìîæíîñòåé, ïðîâåäåííîå ÷åðåç îáúåêò �îññèÿ.Äàííîå ñå÷åíèå ïîñòðîåíî íà îñíîâå ïðîãíîçíûõ äàííûõ ÷åðåç òðè ãîäàïîñëå íà÷àëà ñîâìåñòíîãî ïðîåêòà. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ý��åêòèâíàÿ ãè-ïåðïîâåðõíîñòü ïðîõîäèò âûøå, â ðåçóëüòàòå êîíóñ ñòàë ìåíüøå, à îáúåêòûïðèáëèçèëèñü ê ñâîèì íàìå÷åííûì öåëÿì.
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�èñ. 13. Òðåõìåðíîå ñå÷åíèå èñõîäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,ïðîâåäåííîå ÷åðåç îáúåêò Êàçàõñòàí
9. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé ïî âèçóà-ëèçàöèè è îöåíêå ðåçóëüòàòîâ �îðìèðîâàíèÿ òðàíñíàöèîíàëüíûõ ïðîåêòîâñòðàí ó÷àñòíèö ÑÍ�. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âèçóàëèçàöèÿ èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëüâ ïðåäëîæåííîì èíñòðóìåíòàðèè [6, 7, 11, 26].Äåéñòâèòåëüíî, ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âèçóàëèçàöèÿ ìíîãîìåðíûõìíîæåñòâ çíà÷èòåëüíî óñèëèâàåò èíòóèöèþ è òâîð÷åñêèå âîçìîæíîñòè ëèö,ïðèíèìàþùèõ ðåøåíèÿ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íè îäèí ñòðîèòåëü íå íà÷íåòñòðîéêó áåç ïîëíîãî íàáîðà ÷åðòåæåé, íè îäèí êàïèòàí íå ïîéäåò â ïëàâàíèåáåç òî÷íîãî ìàðøðóòà íà êàðòå, íè îäèí âðà÷ íå áóäåò íàçíà÷àòü ëå÷åíèåáåç ïðåäâàðèòåëüíîé äèàãíîñòèêè (ðåíòãåí, ÓÇÈ è ò. ä.). È òîëüêî ðóêî-âîäèòåëü ñëîæíûìè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèìè îáúåêòàìè ÷àñòî ïðèíèìàåòðåøåíèÿ, îñíîâûâàÿñü ëèøü íà òàáëèöàõ äàííûõ, ïðîñòûõ ãðà�èêàõ è äèà-ãðàììàõ, áåç ñîîòâåòñòâóþùåãî èíòåëëåêòóàëüíîãî èíñòðóìåíòàðèÿ. Õîòÿòàêîé ðóêîâîäèòåëü ÷àñòî íåñåò îòâåòñòâåííîñòü çà ãðîìàäíûå ÷åëîâå÷åñêèåè ìàòåðèàëüíûå ðåñóðñû.Ìåæäó òåì â ðåàëüíîé ýêîíîìè÷åñêîé æèçíè è â áèçíåñå àíàëèòè÷åñêèåìàòåðèàëû ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåñÿòêè, åñëè íå ñîòíè, ñòðàíèö ëè-òåðàòóðíîãî òåêñòà, ÷àñòî äàæå ñ ïðîñòûìè ãðà�èêàìè, äèàãðàììàìè, òà-áëèöàìè, íî áåç ïàíîðàìíîãî ìíîãîìåðíîãî âèäåíèÿ ïîëÿ äåÿòåëüíîñòè, áåçðåàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé.
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�èñ. 14. Òðåõìåðíîå ñå÷åíèå èñõîäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,ïîñòðîåííîå ïî ïðîãíîçíûì äàííûì ÷åðåç òðè ãîäàÍàø ïîäõîä è ðàçðàáîòàííûé èíñòðóìåíòàðèé äàåò âîçìîæíîñòü âèäåòüîáúåìíîå ìíîãîìåðíîå ýêîíîìè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ìîäåëèðîâàòü âîçìîæ-íûå ñèòóàöèè ðàçâèòèÿ ñîáûòèé â íåì è, òåì ñàìûì, îïðåäåëÿòü îïòèìàëü-íûå òàêòè÷åñêèå è ñòðàòåãè÷åñêèå ïóòè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ [6, 7, 26].Öåëåâóþ (ïîòåíöèàëüíóþ) �óíêöèþ ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü êàê ñóì-ìó ìàòåðèàëüíûõ áëàã, êîòîðûå áóäåò èìåòü îáúåêò, â äàííîé òî÷êå ìíîãî-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â äåíåæíîì ýêâèâàëåíòå.Îäíàêî, âîïðîñû ïðèáûëè è ìàòåðèàëüíûõ áëàã íå âñåãäà èãðàþò ïåðâóþðîëü â ìåæãîñóäàðñòâåííûõ îòíîøåíèÿõ. Íàïðèìåð, â Àíãëèè ïî êàíàëóÂÂÑ íå ïîêàçûâàþò ðåêëàìó ïèâà, è âîîáùå ëþáóþ ðåêëàìó, õîòÿ, êàçà-ëîñü áû, ïîòåðÿ ïðèáûëè î÷åâèäíà, ïîýòîìó ëèáî òàì íå ïîíèìàþò íè÷åãî âáèçíåñå, ëèáî èìåþòñÿ êàêèå-òî äðóãèå íå âñåãäà ïîíÿòíûå ìîòèâàöèè.Êàæäàÿ ñòîðîíà (ãîñóäàðñòâî) â òðàíñíàöèîíàëüíûõ ïðîåêòàõ âûáèðàåòñàìà ñåáå äîñòèæèìûå öåëè, è, êàê óæå áûëî ñêàçàíî, íå âñåãäà ýòè öåëèìîæíî èçìåðèòü â äåíåæíîì ýêâèâàëåíòå, èëè äðóãèõ åäèíèöàõ.Ïîýòîìó â ðàáîòå ðåêîìåíäóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïðèðàùåíèÿ ìåðû ý�-�åêòèâíîñòè êàæäîé ñòîðîíîé â êà÷åñòâå àðãóìåíòîâ â ïåðåãîâîðíîì ïðî-öåññå.
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Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà è óïðàâëåíèåÂûï. 7, ñ. 383{398Ì., ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2009ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅÓÏ�ÀÂËßÅÌÎ�Î Ï�ÎÄÎËÜÍÎ�Î ÄÂÈÆÅÍÈßÏÀ�ÀÏËÀÍÀÀ.Ì. Ôîðìàëüñêèé, Ï. Â. ÇàéöåâÏàðàïëàí ñîñòîèò èç ãîíäîëû è ïàðóñà. Îáà òåëà ñ÷èòàþòñÿ àáñîëþòíî òâåðäûìè.Îíè ñîåäèíåíû ñòðîïàìè, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ àáñîëþòíî òâåðäûìè íåâåñîìûìè ñòåðæ-íÿìè. Ýòè ñòåðæíè æåñòêî ïðèêðåïëåíû ê ãîíäîëå è ê ïàðóñó. Òåì ñàìûì, ðàññìàòðèâà-åìàÿ ìîäåëü àïïàðàòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî òâåðäîå òåëî ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.Íà ãîíäîëå àïïàðàòà ñìîíòèðîâàí æåñòêî ñêðåïëåííûé ñ íåé äâèãàòåëü, ñîäåðæàùèé ïðî-ïåëëåð. Ïðîïåëëåð ðàçâèâàåò òÿãó, êîòîðàÿ ïðèêëàäûâàåòñÿ ê ãîíäîëå. Îðèåíòàöèÿâåêòîðà òÿãè îòíîñèòåëüíî ãîíäîëû ïîñòîÿííà. Ñîñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïàðà-ïëàíà, äâèæóùåãîñÿ â ïðîäîëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû äâèæåíèÿàïïàðàòà ïðè ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå òÿãè. Ïîñòðîåí çàêîí àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿòÿãîé, ïðè êîòîðîì ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïîëåò àïïàðàòà íà çàäàííîé âûñîòå. Â ïëîñêîñòèêîý��èöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè ïîñòðîåíû îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè äâè-æåíèÿ ïàðàïëàíà íà ïîñòîÿííîé âûñîòå, â òîì ÷èñëå, ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ. Â ýòîéæå ïëîñêîñòè ïîñòðîåíû îáëàñòè, â êîòîðûõ èìååò ìåñòî çàäàííûé çàïàñ óñòîé÷èâîñòè.Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåòà àïïàðàòà.ÂâåäåíèåÑîçäàíèå äèñòàíöèîííî-óïðàâëÿåìûõ è áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïà-ðàòîâ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì íàïðàâëåíèåì ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé àâèà-öèè [1, 2]. Îäíèì èç òàêèõ ïåðñïåêòèâíûõ ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ ìîæåòáûòü ïàðàïëàí. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ïàðàïëàíàè ñèíòåçà óïðàâëåíèÿ èì ñîñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àïïàðàòà â åãîïëîñêîì ïðîäîëüíîì äâèæåíèè.Îäíîçâåííàÿ ìîäåëü ïàðàïëàíà, êîòîðàÿ èçó÷àåòñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå,ñîñòîèò èç êðûëà (ïàðóñà) è ãîíäîëû. Îáà ýòè òåëà ñ÷èòàþòñÿ àáñîëþòíîòâåðäûìè; îíè ñîåäèíåíû ñòðîïàìè, êîòîðûå ìîäåëèðóþòñÿ íåâåñîìûìè àá-ñîëþòíî òâåðäûìè ñòåðæíÿìè, æåñòêî ñêðåïëåííûìè êàê ñ ãîíäîëîé, òàê èñ ïàðóñîì. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ïàðà-ïëàíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî òâåðäîå òåëî, êîòîðîå â ïëîñêîì ïðîäîëüíîìäâèæåíèè èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû.Íà ãîíäîëå æåñòêî çàêðåïëåí äâèãàòåëü, êîòîðûé ðàçâèâàåò òÿãó ïðè ïî-ìîùè ïðîïåëëåðà. Îðèåíòàöèÿ îòíîñèòåëüíî ãîíäîëû âåêòîðà òÿãè, ðàçâè-âàåìîé ýòèì ïðîïåëëåðîì, íå ìåíÿåòñÿ.Íà ïàðóñ, à çíà÷èò è íà âåñü àïïàðàò, äåéñòâóåò ïîäúåìíàÿ ñèëà è àý-ðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ýòè ñèëû, à òàêæå ñèëà òÿãèè ñèëà ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ãîíäîëû ñîçäàþò ìîìåíòû îòíîñèòåëüíî öåí-òðà ìàññ, êîòîðûå óðàâíîâåøèâàþòñÿ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ïîëåòà. Ïðèîïðåäåëåííîì çíà÷åíèè òÿãè äâèãàòåëÿ ïàðàïëàí â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå
c© À.Ì. Ôîðìàëüñêèé, Ï.Â. Çàéöåâ, 2009



384 À.Ì. ÔÎ�ÌÀËÜÑÊÈÉ, Ï.Â. ÇÀÉÖÅÂäâèæåòñÿ ãîðèçîíòàëüíî, ò.å. íà ïîñòîÿííîé âûñîòå. Ýòîò ãîðèçîíòàëüíûéïîëåò ïðè ïîñòîÿííîé òÿãå íå ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìïî îòíîøåíèþ ê âûñîòå. Îí ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàí ïóòåì óïðàâëåíèÿâåëè÷èíîé âåêòîðà òÿãè.Â íà÷àëå äâèæåíèÿ | íà ñòàðòîâîì ó÷àñòêå | ãîíäîëà ïàðàïëàíà äâè-æåòñÿ ïî çåìëå (êàòèòñÿ íà êîëåñàõ). Ïðèîáðåòÿ íåêîòîðóþ äîñòàòî÷íî áîëü-øóþ ñêîðîñòü, àïïàðàò îòðûâàåòñÿ îò çåìëè, ïîñêîëüêó ïîäúåìíàÿ ñèëà ñòà-íîâèòñÿ áîëüøå âåñà. Òàêèì îáðàçîì, íà ñòàðòîâîì ó÷àñòêå íà ñèñòåìóíàëîæåíà îäíîñòîðîííÿÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåòñÿ â åå ìàòåìàòè÷åñêîéìîäåëè.Ñîñòàâëåíà ïðîãðàììà êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîäîëüíîãî äâè-æåíèÿ ïàðàïëàíà, âêëþ÷àþùàÿ âîçìîæíîñòü àíèìàöèè ïîëåòà.
1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àïïàðàòàÍà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà ñõåìà ïàðàïëàíà. Êðûëî (ïàðóñ) íà ýòîì ðèñóíêåèçîáðàæåíî â âèäå ïðÿìîëèíåéíîãî îòðåçêà BD ñ öåíòðîì â òî÷êå A (âèäñáîêó). Ïóñòü òî÷êà A áóäåò òàêæå öåíòðîì ìàññ êðûëà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîêàê ïîäúåìíàÿ ñèëà ïàðóñà

P = Cy

1

2
ρV 2

AS,òàê è àýðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà åãî ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
Q = Cx

1

2
ρV 2

ASïðèëîæåíû â öåíòðå A ïëàñòèíêè. Âåëè÷èíû Cy è Cx ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéêîý��èöèåíòû ïîäúåìíîé ñèëû è ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ [3, 4], âåëè-÷èíà 1
2ρV 2

AS ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðîñòíîé íàïîð, ρ | ïëîòíîñòü âîçäóõà,
VA | ñêîðîñòü òî÷êè A îòíîñèòåëüíî íàáåãàþùåãî ïîòîêà, S | ïëîùàäüïàðóñà.Òî÷êà ïðèëîæåíèÿ ïîäúåìíîé ñèëû P è ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ Q,êîíå÷íî, ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì ñêîðîñòè è îðèåíòàöèè ïàðóñà. Ýòî îáñòîÿ-òåëüñòâî, îäíàêî, ó÷èòûâàòü íå áóäåì, õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ìîìåíò ýòèõ ñèëîòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ ïàðàïëàíà \ñëàáî" çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè èõïðèëîæåíèÿ, åñëè ðàññòîÿíèå CA ìåæäó öåíòðîì ìàññ àïïàðàòà è ïàðóñîìâåëèêî, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðîì BD ïàðóñà.Îáîçíà÷èì ÷åðåç G öåíòð ìàññ ãîíäîëû. �àññòîÿíèå GA îáîçíà÷èì ÷å-ðåç L. Ïóñòü m1 | ìàññà ãîíäîëû, m2 | ìàññà ïàðóñà è m1 + m2 = M .Òîãäà ðàññòîÿíèå l1 îò öåíòðà ìàññ C àïïàðàòà äî òî÷êè G ðàâíî

l1 =
m2L

m1 + m2
=

m2L

M
.Îáîçíà÷èì ÷åðåç l2 ðàññòîÿíèå CA, ðàâíîå L = l1. Åñëè ìàññà ïàðóñà m2 ñó-ùåñòâåííî ìåíüøå ìàññû ãîíäîëû m1, òî ðàññòîÿíèå l1 ñóùåñòâåííî ìåíüøåðàññòîÿíèÿ l2: l1 << l2. Ïðè ýòîì öåíòð ìàññ âñåãî àïïàðàòà C áëèçîê êãîíäîëå G. ×åðåç T îáîçíà÷èì òÿãó, ðàçâèâàåìóþ äâèãàòåëåì. Áóäåì ñ÷è-òàòü, ÷òî òÿãà T ïðèëîæåíà â öåíòðå ìàññ G ãîíäîëû, è åå âåêòîð âñå âðåìÿïåðïåíäèêóëÿðåí ïðÿìîé GA.
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�èñ. 1. Ñõåìà ïàðàïëàíà: C | öåíòð ìàññ àïïàðàòà; V | ñêîðîñòüòî÷êè C; θ | óãîë, îáðàçóåìûé âåêòîðîì ñêîðîñòè ñ ãîðèçîíòîì; ϑ |óãîë òàíãàæà; ω =
˙ϑ | óãëîâàÿ ñêîðîñòü òàíãàæà; T | òÿãà äâè-ãàòåëÿ; G | öåíòð ìàññ ãîíäîëû; M | ìàññà âñåãî àïïàðàòà; A |öåíòð ìàññ ïàðóñà; σ | óãîë ðàçâîðîòà ïàðóñà; CG = l1; AC = l2Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ìîìåíò èíåðöèè àïïàðàòà îòíîñèòåëüíî åãî öåíòðàìàññ C, ÷åðåç g | óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ. Åñëè äëèíû ñòðîï íåîäè-íàêîâû, òî óãîë ìåæäó ïàðóñîì è ïðÿìîé AG íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì; îáîçíà-÷èì óãîë ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïàðóñó è ïðÿìîé AG ÷åðåç σ (ñì. ðèñ. 1).�àçâîðîò ïàðóñà â ïðîäîëüíîé ïëîñêîñòè íà íåêîòîðûé óãîë σ ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí äëÿ èçìåíåíèÿ åãî ïîäúåìíîé ñèëû. Â ðàññìàòðèâàåìîé íèæåìîäåëè óãîë σ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.Ââåäåì íåïîäâèæíóþ îòíîñèòåëüíî çåìëè ñèñòåìó êîîðäèíàò XOY , îñü

OX êîòîðîé íàïðàâëåíà ãîðèçîíòàëüíî â ñòîðîíó äâèæåíèÿ ïàðàïëàíà, àîñü OY | âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïóñòü x è y { êîîðäèíàòû öåíòðà ìàññ Cïàðàïëàíà, V | ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ, θ | óãîë ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòèöåíòðà ìàññ è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè OX . Óãîë òàíãàæà, ò.å.óãîë ìåæäó âåðòèêàëüíîé îñüþ OY è ïðÿìîé CA, îòñ÷èòûâàåìûé ïðîòèâ÷àñîâîé ñòðåëêè, îáîçíà÷èì ÷åðåç ϑ (ñì. ðèñ. 1). Óãëîâóþ ñêîðîñòü òàíãàæà ϑ̇îáîçíà÷èì ÷åðåç ω.Åñëè âî âðåìÿ ïîëåòà ïàðàïëàí ïîâîðà÷èâàåòñÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ, òîàáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü VA öåíòðà ïàðóñà A, à òàêæå àáñîëþòíàÿ ñêîðîñòü VGöåíòðà ìàññ ãîíäîëû G íå ðàâíû ñêîðîñòè V öåíòðà ìàññ C àïïàðàòà.Âåêòîðû ñêîðîñòè VA è VG òî÷åê A è G ñêëàäûâàþòñÿ èç âåêòîðà ñêî-ðîñòè öåíòðà ìàññ ïàðàïëàíà è âåêòîðîâ ñêîðîñòåé ýòèõ òî÷åê îòíîñèòåëüíî



386 À.Ì. ÔÎ�ÌÀËÜÑÊÈÉ, Ï.Â. ÇÀÉÖÅÂöåíòðà ìàññ. Âåëè÷èíû ýòèõ ñêîðîñòåé âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì:
VA =

√
V 2 + ω2l22 − 2V ωl2 cos(ϑ − θ),

VG =
√

V 2 + ω2l21 + 2V ωl1 cos(ϑ − θ).
(1.1)Óãîë βA ìåæäó âåêòîðàìè V è VA îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû ñèíó-ñîâ ïî �îðìóëå

sin βA = ωl2 sin(ϑ − θ)/VA. (1.2)Óãîë βG ìåæäó âåêòîðàìè ñêîðîñòåé ωl1 è VG ìîæåò áûòü íàéäåí òàêæå ïðèïîìîùè òåîðåìû ñèíóñîâ
sin βG = V sin(ϑ − θ)/VG. (1.3)Êîý��èöèåíò Cy ïîäúåìíîé ñèëû ïàðóñà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïîóãëó àòàêè α ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

Cy = Cα
y ,ãäå Cα

y , òàêæå êàê è Cx, | ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Âûðàæåíèå äëÿ ïðèâåäåí-íîãî óãëà àòàêè ïàðóñà α èìååò âèä:
α = ϑ − θ + βAσ.Ñëàãàåìîå βA â ýòîé ñóììå âîçíèêàåò èç-çà èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòèíàáåãàþùåãî íà ïàðóñ ïîòîêà ïðè âðàùåíèè ïàðóñà îòíîñèòåëüíî öåíòðàìàññ àïïàðàòà C. Ñèíóñ ýòîãî óãëà (ñì. ñîîòíîøåíèå (1.2)) ïðîïîðöèîíàëåíóãëîâîé ñêîðîñòè òàíãàæà ω è ðàññòîÿíèþ l2 îò òî÷êè A äî öåíòðà ìàññ C,åñëè ñêîðîñòü VA áëèçêà ê ñêîðîñòè V .Â êàæäîé òî÷êå ïàðóñà åñòü, êîíå÷íî, ñâîé \ìåñòíûé" óãîë àòàêè, íîîí ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò óãëà ϑ − θ + βA + σ, åñëè ðàçìåð BD ïàðóñà ìàëïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì l2. �àññòîÿíèå æå l2 òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøåäëèíà ñòðîï è áëèæå öåíòð ìàññ àïïàðàòà ê ãîíäîëå. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óãîë àòàêè âî âñåõ òî÷êàõ ïàðóñà ðàâåí âåëè÷èíå
α = ϑ − θ + βAσ.Äëÿ òîãî ÷òîáû ó÷åñòü íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ ïîäúåì-íîé ñèëû è ñèëû ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ îò óãëà àòàêè, íóæíî çíàòü ïîëÿðó,êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò êîý��èöèåíòû Cy è Cx ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ àòàêè [3, 4].Â ïðèâåäåííûõ íèæå óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ áóäåì ó÷èòûâàòü ñèëó ëîáî-âîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ãîíäîëû
QG = CxG

1

2
ρV 2

GS,ãäå CxG = const | êîý��èöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ãîíäîëû. Ïîäú¸ì-íóþ ñèëó ãîíäîëû áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ.Âûâåäåì äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïëîñêîå ïðîäîëü-íîîå äâèæåíèå ïàðàïëàíà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì îáùèå òåîðåìû äèíàìèêèñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê | òåîðåìó î äâèæåíèè öåíòðà ìàññ è òåîðåìóîá èçìåíåíèè ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî öåíòðàìàññ [5].



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÏÀ�ÀÏËÀÍÀ 387Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ àïïàðàòà C â ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþê åãî òðàåêòîðèè èìååò âèä:
MV̇ = −Mg sin θ + T cos(ϑ − θ) + Cα

y (ϑ − θ + βA + σ)
1

2
ρV 2

AS sin βA −

− Cx

1

2
ρV 2

AS cosβA − CxG

1

2
ρS cos(ϑ − θ − βG) + Ry sin θ − Rx cos θ. (1.4)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.4) îïèñûâàåò ïðîåêöèþ íàêàñàòåëüíóþ ê òðàåêòîðèè ñèëû òÿæåñòè àïïàðàòà Mg, âòîðîå | ïðîåêöèþíà êàñàòåëüíóþ ñèëû òÿãè T , òðåòüå | ïðîåêöèþ ïîäúåìíîé ñèëû, ÷åòâåð-òîå è ïÿòîå ñëàãàåìûå îïèñûâàþò ïðîåêöèè íà êàñàòåëüíóþ ñèë ëîáîâîãîñîïðîòèâëåíèÿ, ïðèëîæåííûõ ê ïàðóñó è ê ãîíäîëå ñîîòâåòñòâåííî. Ry |âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû ðåàêöèè îïîðíîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ îò-ëè÷íà îò íóëÿ íà ñòàðòîâîì ó÷àñòêå äâèæåíèÿ ïàðàïëàíà, ò. å. âî âðåìÿ åãîðàçãîíà, êîãäà ãîíäîëà êàòèòñÿ íà êîëåñàõ ïî çåìëå, Rx | ãîðèçîíòàëüíàÿñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû, ïðèëîæåííîé ñî ñòîðîíû çåìëè ê ãîíäîëå; îíà îïèñû-âàåò ñèëó ñîïðîòèâëåíèÿ êà÷åíèþ ãîíäîëû ïî çåìëå. Ñèëà Ry ñ÷èòàåòñÿïîëîæèòåëüíîé, åñëè îíà íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ïðè ìîäåëèðîâà-íèè (÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè) ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî àïïàðàò îòðûâàåòñÿ îò çåìëè,êàê òîëüêî ýòà âåëè÷èíà ìåíÿåò çíàê | ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ïîñëåîòðûâà ïàðàïëàíà îò çåìëè

Ry = Rx = 0.Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ àïïàðàòà C â ïðîåêöèè íà íîðìàëü ê åãîòðàåêòîðèè èìååò âèä:
MV θ̇ = −Mg cos θ + T sin(ϑ − θ) + Cα

y (ϑ − θ + βA + σ)
1

2
ρV 2

AS cosβA +

+ Cx

1

2
ρV 2

AS sinβA −CxG

1

2
ρS sin(ϑ− θ− βG) + Ry cos θ + Ry cos θ + Rx sin θ. (1.5)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.5) îïèñûâàåò ïðîåêöèþíà íîðìàëü ê òðàåêòîðèè ñèëû òÿæåñòè àïïàðàòà, âòîðîå | ïðîåêöèþ íàíîðìàëü ñèëû òÿãè, òðåòüå | ïðîåêöèþ ïîäúåìíîé ñèëû, ïðèëîæåííîé êïàðóñó, ÷åòâåðòîå è ïÿòîå ñëàãàåìûå îïèñûâàþò ïðîåêöèè íà íîðìàëü ñèëëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðèëîæåííûõ ê ïàðóñó è ê ãîíäîëå ñîîòâåòñòâåííî.Òðåòüå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå | óðàâíåíèå ìîìåíòîâ ñèë îòíîñèòåëüíîöåíòðà ìàññ | èìååò âèä:

Jϑ̈=−Cα
y

1

2
ρV 2

AS(ϑ−θ+βA +σ)l2 sin(ϑ−θ+βA)+Cx

1

2
ρV 2

ASl2cos(ϑ−θ+βA)−

− CxG

1

2
ρV 2

GSl1 cosβG + T l1 + (Ry sin ϑ − Rx cosϑ)l1. (1.6)Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ïàðàïëàíà èñïîëüçóåì òàêæå î÷å-âèäíûå êèíåìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ:
ẋ = V cos θ, ẏ = V sin θ. (1.7)�îíäîëà ïàðàïëàíà âî âðåìÿ åãî ðàçãîíà äâèæåòñÿ (êàòèòñÿ) ïî çåìëå, àçàòåì âî âðåìÿ ïîëåòà ïàðàïëàíà | íàä çåìëåé. Ïîýòîìó íà îðäèíàòó höåíòðà G ãîíäîëû íàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå | îäíîñòîðîííÿÿ ñâÿçü:

h = y − l1 cosϑ > 0.



388 À.Ì. ÔÎ�ÌÀËÜÑÊÈÉ, Ï.Â. ÇÀÉÖÅÂÂî âðåìÿ ðàçãîíà àïïàðàòà, êîãäà ãîíäîëà äâèæåòñÿ ïî çåìëå, èìååò ìåñòîòîæäåñòâî:
h = y − l1 cosϑ ≡ 0. (1.8)Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ òîæäåñòâî (1.8) äâàæäû, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå:

V̇ sin θ + V θ̇ cos θ + l1ϑ̈ sin ϑ + l1ϑ̇
2
cosϑ ≡ 0. (1.9)Ïîäñòàâèâ â ðàâåíñòâî (1.9) âûðàæåíèÿ äëÿ V̇ èç óðàâíåíèÿ (1.4), äëÿ θ̇ èçóðàâíåíèÿ (1.5) è äëÿ ϑ̈ èç óðàâíåíèÿ (1.6), ìîæíî ðàçðåøèòü åãî îòíîñè-òåëüíî ñèëû ðåàêöèè Ry (ïðè çàäàííîé ñèëå Rx).Ïîëó÷åííîå ïðè ýòîì âûðàæåíèå äëÿ ðåàêöèè Ry, êîòîðîå çàâèñèò îò �à-çîâûõ êîîðäèíàò ñèñòåìû, çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ èç-çà åãî ãðîìîçäêîñòè. Åãî,îäíàêî, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè äâèæåíèÿ àïïàðàòà íàñòàðòîâîì ó÷àñòêå. Åñëè çíà÷åíèå ýòîé ðåàêöèè ïîëîæèòåëüíî, òî, ïîäñòà-âèâ åãî â ñîîòíîøåíèÿ (1.4){(1.6), ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïàðàïëàíà,ïðè êîòîðîì ãîíäîëà äâèæåòñÿ ïî çåìëå. Â ìîìåíò \îáíóëåíèÿ" ýòîé ðåàê-öèè íà÷èíàåòñÿ �àçà ïîëåòà àïïàðàòà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

(1.4){(1.6) ïðè
Ry = Rx = 0.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òÿãó T â äàëüíåéøåì êàê óïðàâëÿþùåå âîçäåé-ñòâèå, êîòîðîå ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò àïïàðàòà.Îäíàêî, âíà÷àëå íàéäåì ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ ïàðàïëàíà, ñ÷è-òàÿ òÿãó ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé.Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.4){(1.6) | ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûåè íå äîïóñêàþò àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïîýòîìó ïî÷òè âñå ïðèâåäåí-íûå íèæå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïóòåì ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

2. Ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû íåóïðàâëÿåìîãî
(ïðè ïîñòîÿííîé òÿãå) ïîëåòà ïàðàïëàíàÍàéäåì ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ ïàðàïëàíà ïðè ïîñòîÿííîì çíà-÷åíèè òÿãè äâèãàòåëÿ T = const.Ïîëüçóÿñü äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè (1.4){(1.6), áóäåì èñêàòü ñòàöè-îíàðíûé ðåæèì ïîëåòà àïïàðàòà â âèäå:

V ≡ const,

ϑ ≡ const,

θ ≡ const.

(2.1)Ñòàöèîíàðíûé ðåæèì (2.1), åñëè îí ñóùåñòâóåò, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàâ-íîìåðíîå ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå àïïàðàòà âäîëü ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñîñòà-âëÿåò óãîë θ ñ ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ OX . Ïðè óñëîâèÿõ (2.1) èìååì:
V̇ = 0,

ϑ̇ = ω = 0,

θ̇ = 0.

(2.2)Èç âûðàæåíèé (1.1){(1.3) ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèè ω = 0

VA = V,

VG = V,

βA = 0,

βG = ϑ − θ.

(2.3)



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÏÀ�ÀÏËÀÍÀ 389Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ (2.2), (2.3) â óðàâíåíèå (1.4), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñî-îòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå òÿãó T , óãëû ϑ, θ è ñêîðîñòü V â ñòàöèîíàðíîìðåæèìå (íàïîìíèì, ÷òî â ïîëåòå Ry = Rx = 0):
−Mg sin θ + T cos(ϑ − θ) − (Cx + CxG)

1

2
ρV 2S = 0. (2.4)Èç ðàâåíñòâà (2.4) âûòåêàþò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

1

2
ρV 2S =

T cos(ϑ − θ) − Mg sin θ

Cx + CxGèëè (2.5)

1

2
ρT =

(Cx + CxG)ρV 2S + 2Mg sin θ

2 cos(ϑ − θ)
.Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèÿ (2.2), (2.3) â óðàâíåíèå (1.5), ïîëó÷èì

−Mg cos θ + T sin(ϑ − θ) + Cα
y (ϑ − θ + σ)

1

2
ρV 2S = 0. (2.6)Ïðè óñëîâèÿõ (2.2), (2.3) óðàâíåíèå (1.6) ïðèíèìàåò âèä:

1

2
ρV 2S[Cxl2 cos(ϑ − θ) − CxGl1 cos(ϑ − θ) − Cyα(ϑ − θ + σ)l2 sin(ϑ − θ)] = 0. (2.7)Óðàâíåíèÿ (2.5){(2.7) îòíîñèòåëüíî ïðîñòî ðàçðåøèòü, åñëè èñêàòü ñòàöè-îíàðíûé ðåæèì ïîëåòà íà ïîñòîÿííîé âûñîòå, ò. å. êîãäà θ ≡ 0. Ïðè óñëîâèè

θ ≡ 0 ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (2.5) èç óðàâíåíèÿ (2.7) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿîïðåäåëåíèÿ óãëà òàíãàæà ϑ:
(
1 − CxGl1

Cxl2

)
cos

2 ϑ +

(
1 +

CxG

Cx

) l1

l2
−

Cα
y

Cx

(ϑ + σ) sin ϑ cosϑ = 0. (2.8)Èç ðàññìîòðåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (2.8) ñëåäóåò, ÷òî ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèåóãëà òàíãàæà ϑ çàâèñèò îò òðåõ îòíîøåíèé CxG/Cx, Cα
y /Cx, l1/l2 è óãëà σîðèåíòàöèè ïàðóñà è íå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ òÿãè T èëè ñêîðîñòè V .Óðàâíåíèå (2.8) íå ðàçðåøàåòñÿ àíàëèòè÷åñêè îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãîóãëà òàíãàæà ϑ. Îäíàêî, êîðåíü ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè ÷èñëåííî,ïîñòðîèâ ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ àïïàðàòà çàâèñèìîñòü ëåâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.8) îò âåëè÷èíû ϑ.Ïîëîæèâ â ñîîòíîøåíèÿõ (2.5), (2.6) óãîë θ = 0, ìîæíî ñ èõ ïîìîùüþïðè íàéäåííîì çíà÷åíèè óãëà ϑ âû÷èñëèòü çíà÷åíèå òÿãè T , ïðè êîòîðîìïàðàïëàí ëåòèò ãîðèçîíòàëüíî | íà ïîñòîÿííîé âûñîòå:

T =
Mg

Cα
y

Cx

(
1 +

CxG

Cx

)−1

(ϑ + σ) cos ϑ + sinϑ

. (2.9)Ïðè èçâåñòíîé âåëè÷èíå óãëà òàíãàæà ϑ âûðàæåíèÿ (2.5) îïðåäåëÿþò ñîîò-íîøåíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè òÿãè è ñêîðîñòè. Âû÷èñëèâ âåëè÷èíó òÿãè ïî�îðìóëå (2.9), ìîæíî çàòåì ïðè ïîìîùè ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé (2.5) íàéòèñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè V .



390 À.Ì. ÔÎ�ÌÀËÜÑÊÈÉ, Ï.Â. ÇÀÉÖÅÂÑîîòíîøåíèÿ (2.5){(2.7) ïîçâîëÿþò îòûñêèâàòü òàêæå ñòàöèîíàðíûå ðå-æèìû ïîëåòà, ïðè êîòîðûõ óãîë âåêòîðà ñêîðîñòè θ 6= 0. Äëÿ ýòîãî óäîáíîðàçðåøàòü óðàâíåíèÿ (2.5){(2.7) \îáðàòíûì" ñïîñîáîì. Çàäàâøèñü íåêîòî-ðûì çíà÷åíèåì óãëà θ, ïîäñòàâèì åãî â óðàâíåíèÿ (2.5){(2.7). Òîãäà ýòè òðèóðàâíåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü òðè íåèçâåñòíûõ âåëè÷èíû: óãîë òàíãàæà ϑ, ñêî-ðîñòü V è òÿãó T , êîòîðóþ áóäåì ñ÷èòàòü íåèçâåñòíîé ïðè çàäàííîì óãëå θ.Çàòåì ñêîðîñòíîé íàïîð 1
2ρV 2S èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.5) ïîäñòàâèì âäâà óðàâíåíèÿ (2.6) è (2.7).Â ýòèõ äâóõ óðàâíåíèÿõ îñòàíóòñÿ òîëüêî äâå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû: óãîëòàíãàæà ϑ è òÿãà T . Ïðè÷åì òÿãà T âõîäèò â ýòè óðàâíåíèÿ ëèíåéíî èïîýòîìó ëåãêî èñêëþ÷àåòñÿ. Ïîëó÷åííîå ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ òÿãè îäíî íå-ëèíåéíîå óðàâíåíèå ñîäåðæèò òîëüêî îäíó íåèçâåñòíóþ âåëè÷èíó | óãîëòàíãàæà ϑ. Ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü ÷èñëåííî. Ïîñëå îïðå-äåëåíèÿ óãëà ϑ ìîæåò áûòü íàéäåíà èñêëþ÷åííàÿ èç äâóõ óðàâíåíèé òÿãà T ,à çàòåì ïðè ïîìîùè ïåðâîé �îðìóëû (2.5) è ñêîðîñòü V .Íà ðèñ. 2 äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ ïðèâåäåíû ãðà�èêè çàâèñèìîñòåéñêîðîñòè ïîëåòà V , óãëà òàíãàæà ϑ è òÿãè T îò óãëà âåêòîðà ñêîðîñòè θ,ïîñòðîåííûå ïðè σ = 0 è íåêîòîðûõ ãèïîòåòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâïàðàïëàíà (m1 = 100 êã, m2 = 7 êã, L = 7, 3 ì, S = 30 ì2, Cα

y = 1, 2, Cx = 0, 1,
CxG = 0, 1).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÏÀ�ÀÏËÀÍÀ 391Êàê ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñ. 2, ñ óâåëè÷åíèåì òÿãè T ñòàöèîíàðíîåçíà÷åíèå óãëà θ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, îäíàêî, ñêîðîñòü àïïàðàòà V ïðè ýòîìñòàíîâèòñÿ ìåíüøå. Òàêîå óìåíüøåíèå ñêîðîñòè ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òîñ ðîñòîì óãëà θ óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîåêöèÿ ñèëû òÿæåñòè àïïàðàòà íà êàñà-òåëüíóþ ê òðàåêòîðèè Mg sin θ, íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâ ñêîðîñòè (ñì. óðàâíå-íèå (1.4) è ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (2.5)). Ïðè T = 0 ñóùåñòâóåò ñòàöèî-íàðíûé ðåæèì ïëàíèðîâàíèÿ, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿñêîðîñòè V , óãëà òàíãàæà ϑ è óãëà âåêòîðà ñêîðîñòè θ (ñì. ðèñ. 2).Â ýòîì ðåæèìå öåíòð òÿæåñòè ïàðàïëàíà äâèæåòñÿ ïî íàêëîííîé ïðÿ-ìîé âíèç ê çåìëå, ïîñêîëüêó óãîë θ < 0. Óãîë òàíãàæà ϑ òàêæå ÿâëÿåòñÿîòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé. Òàêèì îáðàçîì, â ðåæèìå ïëàíèðîâàíèÿ àïïàðàòäâèæåòñÿ ïî ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè ê çåìëå, è åãî îñü GA íàêëîíåíà âñòîðîíó äâèæåíèÿ, òàê ÷òî ïàðóñ îïåðåæàåò ãîíäîëó.Êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ñðåäè ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ åñòü ðåæèì ãîðèçîí-òàëüíîãî ïîëåòà, êîãäà θ = 0. Ýòîò ðåæèì îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ñîîòâåòñòâó-þùèõ ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ V , ϑ è T . Ïóñòü T∗ | çíà÷åíèå òÿãè, ñîîòâåò-ñòâóþùåå ãîðèçîíòàëüíîìó ïîëåòó ïàðàïëàíà. Îíî ïðè íàéäåííîì çàðàíååçíà÷åíèè óãëà òàíãàæà ϑ âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.9). Ïðèïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ òÿãè T 6= T∗ â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå àïïàðàò ëåòèòïî ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè, íàáèðàÿ èëè òåðÿÿ âûñîòó. Ïðè T > T∗ îííàáèðàåò âûñîòó, à ïðè T < T∗ | òåðÿåò.Óâåëè÷èòü èëè óìåíüøèòü ñêîðîñòü ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëåòà ïàðàïëàíàïóòåì óâåëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ òÿãè äâèãàòåëÿ íåâîçìîæíî. Ýòó ñêîðîñòüìîæíî èçìåíèòü, òîëüêî èçìåíèâ õàðàêòåðèñòèêè àïïàðàòà | àýðîäèíàìè-÷åñêèå, ãåîìåòðè÷åñêèå, ìàññ-èíåðöèîííûå.Ïîëüçóÿñü óðàâíåíèÿìè (1.4){(1.6), ìîæíî îáû÷íûì ïóòåì âûïèñàòü óðà-âíåíèÿ â âàðèàöèÿõ îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíûõ çíà÷åíèé (2.1), ïîëó÷àþ-ùèõñÿ èç óðàâíåíèé (2.5){(2.7). Ñèñòåìà óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ èìååò ÷å-òâåðòûé ïîðÿäîê. Ýòà ñèñòåìà, îäíàêî, èç-çà åå ãðîìîçäêîñòè çäåñü íå ïðè-âåäåíà.Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ ìîæíî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòüñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ïàðàïëàíà ïî îòíîøåíèþ ê ÷åòûðåì ïå-ðåìåííûì V , ω, ϑ è θ ïðè çàäàííîì ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè òÿãè T . Íà ðèñ. 2ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àñèì-ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûìè ïî îòíîøåíèþ ê óêàçàííûì ïåðåìåííûì, ïóíêòè-ðîì æå ïîêàçàíû íåóñòîé÷èâûå ðåæèìû äâèæåíèÿ. Àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-÷èâûìè, êàê ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñ. 2, ÿâëÿåòñÿ è ãîðèçîíòàëüíûéïîëåò ïàðàïëàíà, è ðåæèì ïëàíèðîâàíèÿ ïàðàïëàíà.Ïðè ìàëûõ âûñîòàõ ïîëåòà ïàðàïëàíà çàâèñèìîñòüþ ïëîòíîñòè âîçäóõà ρîò âûñîòû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ðàññìàòðèâàåìîé âûøå ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-äåëè ïëîòíîñòü ρ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. Ïðè ýòîì äâèæåíèå ïàðà-ïëàíà íå çàâèñèò îò åãî âûñîòû íàä çåìëåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîîðäèíàòà
y öåíòðà ìàññ C ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ïåðåìåííîé. Ïîýòîìó ãîðèçîíòàëü-íîå íåóïðàâëÿåìîå (ïðè T = T∗ = const) äâèæåíèå àïïàðàòà áåçðàçëè÷íîê êîîðäèíàòå y è, òåì ñàìûì, íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïîîòíîøåíèþ ê âûñîòå ïîëåòà.

3. Óïðàâëåíèå âûñîòîé ïîëåòàÓñòîé÷èâîñòü ïîëåòà ïàðàïëàíà íà æåëàåìîé âûñîòå ìîæíî îáåñïå÷èòü,óïðàâëÿÿ òÿãîé äâèãàòåëÿ. Óïðàâëåíèå òÿãîé, ñòàáèëèçèðóþùåå ïîëåò àï-ïàðàòà íà çàäàííîé âûñîòå, ïîñòðîèì â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè ïî îòêëîíåíèþâûñîòû h ïîëåòà ãîíäîëû G îò æåëàåìîé (çàäàííîé) è ïî óãëó âåêòîðà ñêî-
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T = Ts − kh(h − hd) − kθθ. (3.1)Çäåñü Tx | çàäàííîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå òÿãè, ðàâíîå âåëè÷èíå T∗, èëèáëèçêîå ê íåé,

h = y − l1 cosϑ, (3.2)

hd | æåëàåìàÿ âûñîòà ïîëåòà ãîíäîëû G íàä çåìëåé, kh, kθ | ïîñòîÿííûåêîý��èöèåíòû îáðàòíîé ñâÿçè. Êîý��èöèåíò kh äîëæåí áûòü ïîëîæèòåëü-íûì, ÷òî âûòåêàåò èç �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûñîòàïîëåòà ïðåâîñõîäèò æåëàåìóþ, òî òÿãó ñëåäóåò óìåíüøèòü, åñëè æå âûñîòàïîëåòà ìåíüøå æåëàåìîé, òî òÿãó ñëåäóåò óâåëè÷èòü. Ïðèâåäåííûå íèæå÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîñòðîåíû îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè, ïîäòâåðæäàþò óêàçàííûé âûâîä. Çàìåòèì, ÷òî, êàê ñëåäóåòèç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.7), ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà θ ïðîèçâîäíàÿ âû-ñîòû y öåíòðà ìàññ àïïàðàòà C íàä çåìëåé (ñêîðîñòü ïîäúåìà)

ẏ ≈ V θ,ò. å. ïðîïîðöèîíàëüíà óãëó âåêòîðà ñêîðîñòè θ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíååñëàãàåìîå â çàêîíå óïðàâëåíèÿ (3.1) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëà θ ïðîïîðöè-îíàëüíî âåðòèêàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ẏ ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ C.Ïðè óïðàâëåíèè (3.1) ñèñòåìà (1.4){(1.7), (3.2) èìååò ñòàöèîíàðíûé ðå-æèì äâèæåíèÿ
V ≡ const, θ ≡ const,

ϑ ≡ const, ω ≡ 0,

y ≡ const, h ≡ const,

T ≡ const.

(3.3)Çíà÷åíèÿ ϑ, T è V îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîîòíîøåíèÿìè (2.8), (2.9)è (2.5). Ïðè ãîðèçîíòàëüíîì ïîëåòå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå òÿãè ðàâíî T .Êàê âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (3.1), ïðè ýòîì ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå âûñîòûïîëåòà ãîíäîëû h îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì
h = hd +

1

kh

(Ts − T∗). (3.4)Èç âûðàæåíèÿ (3.4) ñëåäóåò, ÷òî îøèáêà
∆h = |h − hd|â îòñëåæèâàíèè çàäàííîãî çíà÷åíèÿ âûñîòû hd òåì ìåíüøå, ÷åì áëèæå êíóëþ ðàçíîñòü |Ts − T∗| è (èëè) ÷åì áîëüøå êîý��èöèåíò îáðàòíîé ñâÿçè ïîâûñîòå kh. Èç òåîðèè ðåãóëèðîâàíèÿ [6] èçâåñòíî, îäíàêî, ÷òî, åñëè êîý��è-öèåíò kh (kh > 0 ) îáðàòíîé ñâÿçè ïî ïîëîæåíèþ âûáðàòü ñëèøêîì áîëüøèì,òî ñòàöèîíàðíûé ðåæèì (3.3) ìîæåò ñòàòü íåóñòîé÷èâûì.Èç ðàññìîòðåíèÿ ïîñòðîåííûõ íèæå îáëàñòåé óñòîé÷èâîñòè òàêæå âûòå-êàåò ýòî óòâåðæäåíèå. Îøèáêà

∆h = |h − hd| = 0,åñëè è òîëüêî åñëè Ts = T∗. Åñëè Ts > T∗, òî, êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (3.4),âûñîòà h ïîëåòà ïàðàïëàíà â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå áîëüøå çàäàííîé hd,ýòà âûñîòà h ìåíüøå çàäàííîé hd, åñëè Ts < T∗.Çàìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòèêè àïïàðàòà èçâåñòíû âñåãäà ëèøüïðèáëèæåííî, òî è âåëè÷èíà òÿãè T∗, ïðè êîòîðîé àïïàðàò ëåòèò ãîðèçîí-òàëüíî, ìîæåò áûòü íàéäåíà ëèøü ïðèáëèæåííî. Ïîýòîìó âåëè÷èíó Ts â



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÏÀ�ÀÏËÀÍÀ 393çàêîíå óïðàâëåíèÿ (3.1) íåâîçìîæíî çàäàòü â òî÷íîñòè ðàâíîé çíà÷åíèþ,ïðè êîòîðîì ïàðàïëàí ëåòèò ãîðèçîíòàëüíî.Ïîëüçóÿñü óðàâíåíèÿìè (1.4){(1.6), âòîðûì èç êèíåìàòè÷åñêèõ óðàâíå-íèé (1.7), à òàêæå ñîîòíîøåíèÿìè (3.1), (3.2), ìîæíî âûïèñàòü óðàâíåíèÿâ âàðèàöèÿõ îòíîñèòåëüíî ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ (3.3). Ñèñòåìàóðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ èìååò ïÿòûé ïîðÿäîê. Â å¸ ñîñòàâ âõîäÿò óðàâíåíèÿ ââàðèàöèÿõ, èñïîëüçóåìûå äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìàãîðèçîíòàëüíîãî ïîëåòà â îòñóòñòâèå îáðàòíîé ñâÿçè (3.1) | ïðè
T = T∗ = const .Ýòà ñèñòåìà èç-çà åå ãðîìîçäêîñòè çäåñü íå ïðèâåäåíà.Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ ìîæíî èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòüñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ ïàðàïëàíà ïî îòíîøåíèþ ê ïÿòè ïåðåìåí-íûì V , ω, ϑ, θ è h. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòèïî îòíîøåíèþ ê ýòèì ïåðåìåííûì, ïîñòðîåííàÿ ÷èñëåííî ïðè ïîìîùè óðàâ-íåíèé â âàðèàöèÿõ â ïëîñêîñòè êîý��èöèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè kh, kθ. Èçðàññìîòðåíèÿ ýòîãî ðèñóíêà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî âåëè÷èíà kh, áóäó÷èïîëîæèòåëüíîé, îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïðè êàæäîì çíà÷åíèè êîý��èöèåíòà kθ.Íà ýòîì æå ðèñóíêå ïîêàçàíû ãðàíèöû îáëàñòåé ñ çàäàííûì çàïàñîìóñòîé÷èâîñòè 0, 1, 0, 2 è 0, 3. Ýòî îáëàñòè, â êîòîðûõ âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-íèÿ ñèñòåìû λi (i = 1, . . ., 5) îòñòîÿò îò ìíèìîé îñè âëåâî ìèíèìóì íà 0, 1, 0, 2ëèáî 0, 3. Ñ óâåëè÷åíèåì æåëàåìîãî çíà÷åíèÿ çàïàñà óñòîé÷èâîñòè ñîîòâåò-ñòâóþùàÿ îáëàñòü, åñòåñòâåííî, óìåíüøàåòñÿ.
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�èñ. 3. Îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè è óñòîé÷èâîñòè ñ çàïàñîì 0, 1, 0, 2 ëèáî
0, 3, ïîñòðîåííûå â ïëîñêîñòè êîý��èöèåíòîâ kh, kθÂ çàêîíå óïðàâëåíèÿ (3.1) íå ó÷èòûâàåòñÿ âîçìîæíîå çàïàçäûâàíèå ïðèïîñòóïëåíèè â êîíòóð óïðàâëåíèÿ èí�îðìàöèè î òåêóùåé âûñîòå h àïïàðàòàè (èëè) îá óãëå âåêòîðà ñêîðîñòè θ. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà îáëàñòü àñèìïòîòè-÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïîñòðîåííàÿ â ïëîñêîñòè êîý��èöèåíòîâ kh, kθ ñ ó÷åòîì



394 À.Ì. ÔÎ�ÌÀËÜÑÊÈÉ, Ï.Â. ÇÀÉÖÅÂçàïàçäûâàíèÿ 0, 5 ñåê ïðè ïîñòóïëåíèè èí�îðìàöèè î òåêóùåé âûñîòå h, àòàêæå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè, ïîñòðîåííàÿ íà ðèñ. 3áåç ó÷åòà êàêîãî-ëèáî çàïàçäûâàíèÿ. Çàïàçäûâàíèå ìîäåëèðóåòñÿ àïåðèî-äè÷åñêèì çâåíîì.Ñîïîñòàâëåíèå ïîñòðîåííûõ îáëàñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî çàïàçäûâàíèå ñó-æàåò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì îãðàíè÷åíèå ñâåðõó íà êîý��èöè-åíò kh ñòàíîâèòñÿ áîëåå æåñòêèì. Óìåíüøåíèå îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïðèó÷åòå çàïàçäûâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì, ïîñêîëüêó çàïàçäûâàíèåÿâëÿåòñÿ îáû÷íî äåñòàáèëèçèðóþùèì �àêòîðîì.
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�èñ. 4. Îáëàñòü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè áåç ó÷åòà çàïàçäûâàíèÿ è ðàñïîëîæåííàÿâíóòðè íåå îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè (òåìíàÿ) ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿÂîçìîæíûå çíà÷åíèÿ òÿãè T îãðàíè÷åíû ñâåðõó íåêîòîðîé âåëè÷èíîé Tm,êðîìå òîãî, òÿãà íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé. Ïîýòîìó âìåñòî \÷èñòî"ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè (3.1) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíóþ îáðàòíóþñâÿçü ñ íàñûùåíèåì âèäà
T =






Tm ïðè Ts − kh(h − hd) − kθ > Tm,

Ts − kh(h − hd) − kθθ ïðè 0 6 Ts − kh(h − hd) − kθθ 6 Tm,

0 ïðè Ts − kh(h − hd) − kθθ 6 0.

(3.5)Ñîñòàâëåííàÿ â ñðåäå \ÌÀÒLAB" ïðîãðàììà ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-íèé (1.4){(1.7) ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ðåæèìû äâèæåíèÿ ïàðàïëàíà ñ óïðà-âëåíèåì â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè (3.5). ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñüïðè óêàçàííûõ âûøå ãèïîòåòè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ àïïàðàòà.Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ãðà�èêè èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ñêîðîñòè àïïàðàòà V ,óãëîâ âåêòîðà ñêîðîñòè θ è òàíãàæà ϑ, âûñîòû h ãîíäîëû íàä çåìëåé, òÿãè,à òàêæå ïðèâåäåííîãî óãëà àòàêè
α = ϑ − θ + βA + σïðè óïðàâëåíèè (3.5).



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÏÀ�ÀÏËÀÍÀ 395Íà ó÷àñòêå ðàçãîíà ãîíäîëà äâèæåòñÿ ïî çåìëå: h(t) ≡ 0. Çàòåì îíà îò-ðûâàåòñÿ îò çåìëè | ïàðàïëàí âçëåòàåò. Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïàðàïëàíà V ,êàê ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñóíêà, ñíà÷àëà ðàñòåò, çàòåì ïîñëå íåñêîëü-êèõ êîëåáàíèé \ïðèõîäèò" (àñèìïòîòè÷åñêè) ê ïîñòîÿííîìó çíà÷åíèþ. Óãëûâåêòîðà ñêîðîñòè θ è òàíãàæà ϑ ïîñëå âñïëåñêà â íà÷àëå äâèæåíèÿ è íåêî-òîðîãî ÷èñëà êîëåáàíèé ïðèõîäÿò (àñèìïòîòè÷åñêè) ê ñâîèì ñòàöèîíàðíûìçíà÷åíèÿì. Óãîë âåêòîðà ñêîðîñòè θ ïðèõîäèò ê íóëþ. Ïîñëå âçëåòà âûñîòàãîíäîëû íàä çåìëåé h ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è \âûõîäèò" íà ïîñòîÿííîå çíà-÷åíèå 22 ì. Îäíàêî, ñêîðîñòü íàáîðà âûñîòû ḣ, óãîë âåêòîðà ñêîðîñòè θ èóãîë òàíãàæà ϑ èçìåíÿþòñÿ íåìîíîòîííî.
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�èñ. 5. Âçëåò ïàðàïëàíà è ïîëåò íà ïîñòîÿííîé âûñîòåÊàê ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñ. 5, âî âðåìÿ âçëåòà ïàðàïëàí íàáè-ðàåò âûñîòó òî áûñòðåå, òî ìåäëåííåå. Ýòè êîëåáàíèÿ ñêîðîñòè íàáîðà âû-ñîòû ḣ ñâÿçàíû ñ èçìåíåíèåì ïîäúåìíîé ñèëû àïïàðàòà, ÷òî îáóñëîâëåíîåãî êîëåáàíèÿìè ïî òàíãàæó. Êîëåáàíèÿ ïàðàïëàíà ïî óãëó òàíãàæà â ïðî-öåññå âçëåòà íàïîìèíàþò êîëåáàíèÿ �èçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, ïîäâåøåííîãî âòî÷êå A, âîêðóã íèæíåãî ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Òÿãà T â íà÷àëå äâèæåíèÿïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå Tm, à çàòåì ïîñëå íåñêîëüêèõêîëåáàíèé ïðèõîäèò ê ñâîåìó ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ T∗.Ïðèâåäåííûé óãîë àòàêè ïîñëå âñïëåñêà íà ó÷àñòêå ðàçãîíà ïàðàïëàíà\áûñòðî" ïðèáëèæàåòñÿ ê ñâîåìó ñòàöèîíàðíîìó çíà÷åíèþ. Ïàðàïëàí âñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ëåòèò íà ïîñòîÿííîé âûñîòå h = 22 ì, â òî âðåìÿêàê â óïðàâëåíèè (3.5) çàäàíà æåëàåìàÿ âûñîòà ïîëåòà hd = 20 ì. Òàêèìîáðàçîì, ñòàòè÷åñêàÿ îøèáêà ∆h ñîñòàâëÿåò 2 ì. Å¸ ìîæíî óìåíüøèòü, óâå-ëè÷èâ êîý��èöèåíò kh. Íåëüçÿ çàáûâàòü, îäíàêî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ýòîãî



396 À.Ì. ÔÎ�ÌÀËÜÑÊÈÉ, Ï.Â. ÇÀÉÖÅÂêîý��èöèåíòà ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ìîæåò ñòàòü êîëåáàòåëüíûì è äàæå íå-óñòîé÷èâûì; ïîäàâèòü êîëåáàòåëüíîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü ìîæíî, óâåëè÷èâêîý��èöèåíò kθ.Ñîñòàâëåííàÿ â ñðåäå \ÌÀÒLAB" ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò ïóòåì àíèìàöèèèçó÷àòü äâèæåíèå ïàðàïëàíà ïî çåìëå ïåðåä âçëåòîì è ïîñëåäóþùèé åãî ïî-ëåò íàä çåìëåé. Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåí îäèí êàäð èç àíèìàöèîííîãî �èëüìà, íàêîòîðîì çàïå÷àòëåí ïàðàïëàí, ëåòÿùèé (â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå) íàä çåì-ëåé, íà âûñîòå 3 ì. ñëåâà íàïðàâî. Çåìëÿ ïîêàçàíà â âèäå îòðåçêà ïðÿìîéëèíèè â íèæíåé ÷àñòè ðèñóíêà. Ýòîò êàäð ïîìîãàåò ëó÷øå ïîíÿòü äèíàìèêóïîëåòà. Èç ðàññìîòðåíèÿ ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ãîíäîëà, íåñêîëüêî \îïåðå-æàåò" ïàðóñ. Ñèëà òÿãè, ïðèëîæåííàÿ ê ãîíäîëå, ïðåîäîëåâàåò ïðèëîæåí-íóþ ê íåé ñèëó ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ïðè ïîìîùè ñòðîï ãîíäîëà òÿíåòçà ñîáîé ïàðóñ âïåðåä. Ïàðóñ íåñêîëüêî \îòñòàåò" îò ãîíäîëû èç-çà ñèëûëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, ïðèëîæåííîé ê íåìó. Ïðè ýòîì ïàðàïëàí âìåñòåñ ïàðóñîì îêàçûâàåòñÿ ïîâåðíóòûì â âåðòèêàëüíîé (ïðîäîëüíîé) ïëîñêîñòèíà íåêîòîðûé óãîë ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.Ïðè òàêîì ðàçâîðîòå âîçíèêàåò óãîë àòàêè ïàðóñà è, ñëåäîâàòåëüíî,ïîäúåìíàÿ ñèëà, êîòîðàÿ ïîäíèìàåò ïàðóñ. ×åðåç ñòðîïû ýòà ñèëà ïðè-êëàäûâàåòñÿ òàêæå è ê ãîíäîëå, óäåðæèâàÿ å¸ â âîçäóõå.

�èñ. 6. Êàäð èç àíèìàöèîííîãî �èëüìàÏîñòðîåííàÿ âûøå ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåïðèìåíèìà äëÿ îïèñàíèÿäâèæåíèÿ àïïàðàòà ïî çåìëå ïðè ñòðàãèâàíèè åãî ñ ìåñòà. Ìîäåëèðîâà-íèå ïîêàçûâàåò òàêæå, ÷òî ïðè ìàëîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè V (0) ïàðàïëàíàïðèâåäåííûé óãîë àòàêè
α = ϑ − θ + βA + σâ íà÷àëå äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò \áîëüøèå" çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ ëèíåàðè-çàöèÿ êîý��èöèåíòà ïîäúåìíîé ñèëû Cy ïî óãëó àòàêè (Cy = Cα

y α) íåêîð-ðåêòíà.Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîððåêòíà, íà÷è-íàÿ ñ ìîìåíòà, êîãäà ïàðàïëàí óæå íàáðàë äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ñêîðîñòüè, êðîìå òîãî, ïðè äàëüíåéøåì äâèæåíèè ïî çåìëå íå ñîâåðøàåò áîëüøèõêîëåáàíèé ïî òàíãàæó. Ïîëåò ïàðàïëàíà íà çàäàííîé âûñîòå óäàåòñÿ ñòà-áèëèçèðîâàòü íå òîëüêî ïðè ïîìîùè óïðàâëåíèÿ (3.5), íî òàêæå ïðè ïîìîùè



ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÏÀ�ÀÏËÀÍÀ 397îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûñîòå h è åå ïðîèçâîäíîé ḣ:
T =






Tm ïðè Ts − kh(h − hd) − khḣ > Tm,

Ts − kh(h − hd) − khḣ ïðè 0 6 Ts − kh(h − hd) − khḣ 6 Tm,

0 ïðè Ts − kh(h − hd) − khḣ 6 0.

(3.6)Âûðàæåíèå (3.6) îïèñûâàåò îáðàòíóþ ñâÿçü ïî ïîëîæåíèþ è åãî ïðîèçâîä-íîé, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òàê íàçûâàåìîìó ÏÄ-ðåãóëÿòîðó. Äëÿ ðåàëèçàöèè çà-êîíà óïðàâëåíèÿ (3.6) íåîáõîäèìî èçìåðÿòü êàê âûñîòó ãîíäîëû íàä çåìëåé
(ïðè ïîìîùè àëüòèìåòðà), òàê è ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîé âûñîòû. Çàìåòèì,÷òî, êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèé (1.7), (3.2), ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ θ, ϑ èóãëîâîé ñêîðîñòè ω âåëè÷èíà ḣ ïðîïîðöèîíàëüíà óãëó θ. Òåì ñàìûì, çàêîíûóïðàâëåíèÿ (3.5) è (3.6) áëèçêè. Ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èí âòîðîãî ïîðÿäêàìàëîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû kh è kθ ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîììíîæèòåëåì

V : kḣ
∼= V kθ.Îòìåòèì, ÷òî, çàäàâàÿ âåëè÷èíó hd â âèäå �óíêöèè âðåìåíè hd = hd(t)èëè äàëüíîñòè hd = hd(x), ìîæíî ïëàíèðîâàòü òðàåêòîðèþ âçëåòà àïïàðàòà,ìàðøåâûé ðåæèì, à òàêæå òðàåêòîðèþ ïîñàäêè.Óïðàâëåíèå âûñîòîé ïîëåòà ñàìîëåòà, ðàêåòû îñóùåñòâëÿåòñÿ îáû÷íî ïðèïîìîùè àýðîäèíàìè÷åñêèõ èëè ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ðóëåé âûñîòû. Óïðàâëå-íèå æå âûñîòîé ïîëåòà ïàðàïëàíà, êàê ïîêàçàíî âûøå, ìîæíî ý��åêòèâíîîñóùåñòâëÿòü, ðåãóëèðóÿ òÿãó äâèãàòåëÿ.Òàêàÿ âîçìîæíîñòü âîçíèêàåò áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ñèëà òÿãè äâèãàòåëÿïðèêëàäûâàåòñÿ ê ãîíäîëå, â òî âðåìÿ êàê ïîäúåìíàÿ ñèëà ïðèêëàäûâàåòñÿê ïàðóñó, ðàñïîëîæåííîìó âûøå ãîíäîëû. Èçìåíÿÿ ñèëó òÿãè äâèãàòåëÿ,ìîæíî èçìåíÿòü óãîë òàíãàæà è âñëåä çà ýòèì ïîäúåìíóþ ñèëó ïàðóñà, àçíà÷èò è âûñîòó ïîëåòà ïàðàïëàíà.

4. Çàêëþ÷åíèåÂ ðàáîòå ñîñòàâëåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïàðàïëàíà â åãî ïðîäîëüíîìäâèæåíèè. Íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû äâèæåíèÿ àïïàðàòà ïðè ïîñòî-ÿííîé âåëè÷èíå òÿãè, ðàçâèâàåìîé óñòàíîâëåííûì íà ãîíäîëå äâèãàòåëåì, èèçó÷åí âîïðîñ îá èõ óñòîé÷èâîñòè.Â âèäå îáðàòíîé ñâÿçè ïîñòðîåí çàêîí óïðàâëåíèÿ òÿãîé, ïðè êîòîðîìñòàáèëèçèðóåòñÿ ïîëåò àïïàðàòà íà çàäàííîé âûñîòå. Â ïëîñêîñòè êîý��è-öèåíòîâ îáðàòíîé ñâÿçè ïîñòðîåíû îáëàñòè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòèäâèæåíèÿ ïàðàïëàíà íà ïîñòîÿííîé âûñîòå.Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîëåòà àïïàðàòà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäà-ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 07-01-92167-ÍÖÍÈ-à, 09-01-00593-à, 10-
07-00619-à). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
1. Ë î õ èí Â.Ì., Ìàíü ê î Ñ.Â., �îìàíî â Ì.Ï., � àðö å â È.Á., Å â ñ ò è ãí å å â Ä.Â.,Ê î ëÿäèí Ê.Ñ. Ïåðñïåêòèâíûå ñèñòåìû è êîìïëåêñû íà áàçå ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ/dd Ïåðñïåêòèâíûå ñèñòåìû è çàäà÷è óïðàâëåíèÿ. Òåìàòè÷åñêèé âûïóñê. ÈçâåñòèÿÒ�ÒÓ, ¹ 3.|Òàãàíðîã: Èçä-âî Ò�ÒÓ, 2006.



398 À.Ì. ÔÎ�ÌÀËÜÑÊÈÉ, Ï.Â. ÇÀÉÖÅÂ
2. Àáðàì åíê î �.Â., Âà ñ èë üê î â Ä.Â., Â î ð îí üê î Î.Â. Ïðîåêòèðîâàíèå ñëîæíûõíàóêîåìêèõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì / Ïîä ðåä. À.È. �ðèãîðüåâà.|Ì.: �ÔÔÈ, 2006.
3. Ë å á å ä å â À.À., × å ðí îáð îâ ê èí Ë.Ñ. Äèíàìèêà ïîëåòà áåñïèëîòíûõ ëåòàòåëüíûõàïïàðàòîâ.|Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1973.
4. � î ð ëèí Ñ.Ì. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ àýðîìåõàíèêà.|Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1970.
5. Áó ò å í èí Í.Â., Ëóíö ß.Ë., Ìåðêèí Ä.�. Êóðñ òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè. Äèíà-ìèêà. Ò. 2.|Ì.: Íàóêà, 1979.
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