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ПРЕДИСЛОВИЕ

В механике сплошных сред и теории упругости рассматривают­
ся трехмерные тела, занимаемые сплошной средой. Получены урав­
нения движения (равновесия) и дана постановка начально-краевых 
(краевых) задач. В общем случае трехмерной области построить ре­
шение этих задач сложно. Поэтому в теории упругости конкретные 
решения даны лишь для частного вида таких областей (простран­
ство, полупространство, шар и т.д.), либо рассмотрены двумерные 
(плоская задача, кручение, изгиб) или одномерные задачи.

Во многих практически важных случаях геометрическая область, 
занимаемая сплошной средой, характеризуется тем, что один из ее 
размеров много меньше двух других. Это обстоятельство может быть 
использовано для построения приближенных решений задач меха­
ники сплошной среды. Такой подход можно назвать механикой твер­
дого тела для двумерных областей. Примером является изучаемая в 
сопротивлении материалов безмоментная теория оболочек. Вариан­
том механики одномерных тел являются стержни, также рассматри­
ваемые в сопротивлении материалов. Механика твердого тела для 
двумерных областей, называемая теорией оболочек, рассматривает­
ся в пособии.

Теории оболочек посвящено большое количество монографий, 
статей и учебников (см., например, [1—7]). При этом в основном 
рассматривается классический вариант теории, не учитывающий 
сдвиговые деформации поперечного сечения и обжатие нормально­
го волокна (оболочки Кирхгофа—Лява) и ее различные модифика­
ции. В данном пособии изложение строится с общих позиций, учи­
тывающих указанные факторы. Из построенной модели классичес­
кая теория [1] вытекает как частный случай.

Авторы выражают благодарность доценту С.И. Жаворонку за 
участие в обсуждении материала пособия, позволившее улучшить его 
содержание.
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Глава 1. ГЕОМЕТРИЯ И КИНЕМАТИКА ОБОЛОЧЕК

1Л. Основные определения

Теория оболочек — раздел механики деформируемого твердого 
тела, изучающий напряженно-деформированное состояние тела, 
являющегося оболочкой или пластиной.

Далее везде будем рассматривать поверхности и кривые в трех­
мерном евклидовом пространстве R3.

Определение 1.1Л. Пусть П — гладкая ориентированная повер­
хность (замкнутая или с краем Г = ЭП), п — единичный нормаль­
ный вектор к внешней стороне поверхности П .

Через произвольную точку M e  П проводим прямую с направ­
ляющим вектором пина ней откладываем точки М{ и М2 (рис. 1.1.1) 
так, что

MMl = -h]a, MM2 = h,a(hl,h2>0). (1-1.1)

Совокупности точек и М, образуют соответственно поверх­
ности П и П+ . Образованную движением вдоль кривой Г отрез­
ков М-[ММ2 линейчатую поверхность обозначаем П^.Если П зам­
кнутая, то ПА = 0 .

Область G, ограниченная поверхностью
3G = n _ U n +U n fc, (1.1.2)

называется оболочкой. То же наименование сохраняется за областью 
G, заполненной сплошной средой. При этом совокупность точек на 
отрезке М{М2 называется нормальным волокном.

Поверхности П , П+ , П_ и Пй называются координатной (ос­
новной), внешней, внутренней и боковой (краем, границей) поверхнос­
тями, а величина
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h=h2 + ĥ  (1.1.3)

— толщиной оболочки. При h2 = hl =h/2 поверхность П — средин­
ная.

Если толщина зависит от точки М, то G — оболочка переменной 
толщины, в противном случае (Л = const) G — оболочка постоянной 
толщины.

Если П — плоскость, то G называется пластиной. ■

Определение 1.1.2. Пусть поверхность П ограниченная (не со­
держит бесконечно удаленных точек). Диаметром поверхности П на­
зывается число cl, задаваемое так:

а) если П имеет край Г = ЭП , то

d= sup рП(А,В), pn(J ,5 )= in f
Д.ДеГ ДДсП

б) если П замкнутая, то

d= sup р(А, В), (1.1.5)
Л .B ell

где р{А,В) — расстояние в смысле евклидова пространства.

(1.1.4)
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Характерным размером поверхности П называется следующее 
число

X = min (d,Rlm,Rlm), (1.1.6)

где Rkm = inf Rk (M) (k = 1,2); Rk (M) — главные радиусы кривиз-
M  e l l

ны поверхности П в точке М. Ш
Очевидно, для пластины (см. пример П.6.1) Г — плоская кри­

вая, X = d= sup р(А,В).
А,Be Г

Определение 1.1.3. Оболочка называется тонкой, если

^  = 5<с1, (1.1.7)

где X — характерный размер ее координатной поверхности; 

hm = sup h (М ) — максимальная толщина. ■
Me П

Параметр б и характеризует малость «третьего» размера тела G, 
что позволяет строить приближенные теории (приближенные реше­
ния). От его величины зависит их точность. Некоторые оценки по­
зволяют положить 8 < 1/ 20.

Рассматриваются также оболочки с кусочно-гладкой коордипат-
N

ной поверхностью: П = (J П^, е С1, где площадь пересечения ее
к=1

составляющих равна нулю. Пересечение П̂,. ГШ^+1 составляющих П 
поверхностей схематично изображено па рис. 1.1.2 (здесь и пА_ ( 
единичные нормальные векторы к гладким поверхностям ПА. и

ПЛ+1). В этом случае внешняя и внутренняя поверхности оболочки
нуждаются в доопределении (пунктирные линии). В заштрихован­
ных зонах необходимо рассматривать трехмерные теории. Однако для 
тонких оболочек этими участками обычно пренебрегают.
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1.2. Метрические соотношения

В дальнейшем понадобятся метрические свойства границы (1.1.2) 
оболочки G.

Будем везде полагать, что оболочка тонкая постоянной толщи­
ны /г, а ее координатная поверхность П является срединной. Эту 
поверхность будем задавать следующим образом (см. (П.6.3)):

П :г  = г0($ \52), ((;Ц 2) е 0 с Л 2. (1.2.1)

При этом ее граница Г = ЭП (если она есть) определяется так:

Г: г= г0(4',^2). (5‘,52)еЭЛ (1.2.2)

Тогда внешняя, внутренняя и боковая поверхности 
соотношениями

описывают-

П±: r=ri (5 '4 2)=r0(5l,52)+*n. <5',!г>е0. (1.2.3)

П6: г = r0 ({' £ г ) + гп, )е 3D, - 1 £ г S (1.2.4)
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Базис касательного к срединной поверхности пространства (ка­
сательной плоскости) Р = dU находится следующим образом (см. 
(П.6.4)):

Эг„э, = —--.
1 (1.2.5)

Замечание 1.2.1. Здесь и в последующем изложении полагается, 
что латинские индексы принимают значения 1 и 2, а также исполь­
зуется мнемоническое правило суммирования по ним. При этом по 
греческим индексам суммирование не ведется. ■

В занимаемой оболочкой геометрической области GczR3 вво­

дим связанные с (1.2.1) криволинейные координаты

r = r0($U 2) + zn ($ U 2), ( ^ ^ 2)е д - | < г < | .  (1.2.6)

Отметим, что г отсчитывается в направлении нормального век­
тора n, a z = 0 соответствует срединной поверхности (см. рис. 1.1.1).

Пространственный базис e15e2,e3 согласно (1.2.5) и (1.2.6) на­
ходится так:

Эг Эп Эге, = — -= э , + z— -, е, = — = п.
'  7 3 Эг (1.2.7)

Использование второго соотношения из (П.7.1) позволяет запи­
сать первые равенства в (1.2.7) так:

е, §' -Ь‘г  (1-2.8)

где 5'. — символ Кронекера; й' — компоненты тензора кривизны 
срединной поверхности.

Отметим, что для этих векторов имеют место равенства

(1.2.9)
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Векторы eL,e2 наряду с э,,э2 можно рассматривать как еще один

базис пространства P = dTl. При этом из (1.2.7) вытекает матрич­
ный вид их связи:

(в1’ в2 ) = (Э1 ’ Э2 )Q’ (Э1’ Э2 ) = (в1 ,в2 )

* - « ) >  P=Q" '= W L -  а2ЛО)

где Р и Q — матрицы перехода.
Вычисляя с помощью (П.6.21) определитель матрицы Q (1 и  Н  

— полная и средняя кривизны срединной поверхности)

delQ = г2 del (в- г^Е) = г2 (г-2 - 2Hz~l + k ) = 1-2H z + Rz2, (1.2.11)

находим элементы матрицы Р (вывод приведен только для одного 
из них):

^  = 1 _ 2m l  K z1 = t1 '  ^  i t 1+ 2H z + ° ( z2) ] = l+ z b l + ° ( z2)’ 

р\ =1 + zb\ + 0[z1'), р\ = zb\ + 0 [z2y  р2 = zb2 + 0 (z2y z ->0.

Здесь учтено, что согласно (П.6.22) имеет место равенство 

2 H  = bl + b2.
Следовательно, эта матрица имеет следующий вид:

Р = Е + гВ, р' =bij + zbij . (1.2.12)

Замечание 1.2.2. Здесь и далее, если не оговорено противное, с

использованием малости г отбрасываются слагаемые порядка O^z2 ]

при г -> 0, а приближенные равенства заменяются точными. Ана­
логичное соглашение принимается для соотношений, включающих 
толщину оболочки h. Ш
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Перейдем к построению фундаментальных матриц. В случае 
пространственного базиса (1.2.7) в соответствии с (1.2.8) соответству­
ющая матрица G имеет вид (здесь равенства точные):

G =
O'G

О

«ff =(ec ej)=  ‘lU'jSu = St, -t y z  + , = (э ,,Э,),
(1.2.13)

где G — фундаментальная матрица срединной поверхности, а ком­
поненты с- симметричного тензора второго ранга определены вУ
(П.7.24).

Из (1.2.11) с учетом (1.2.10) получаем следующую связь инва­
риантов (здесь равенства точные):

g = detG = detG2 = g&Qt2 Q = {\-2H z +Kz2} g, g = detG. (1.2.14)

Контравариантные компоненты метрического тензора в про­
странственном базисе (1.2.7) определяются так:

G 1 =
^G; 1 ! 0Л•4 |
T 7 I

V 1
, G^ = ( r ) 2x2, giJ giJ • 2z.br (1.2.15)

Эти равенства получены с учетом (1.2.7), (1.2.13) и (1.2.14) так 
(вывод приведен только для одной компоненты):

р.11 _ _&22_
s detG2 

= ^ [£ 22 + 2г(2Д?22

= |( l I 4Яг }

b22)] = S11 + Ц - Щ  + b\ )g22 -  (b\gn + b\g22 )] -

= g ll + 2z(b\g" + b\gV) = g "  + 2zb".
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Для внешней и внутренней поверхностей оболочки в соответ­
ствии с (1.2.3) в предыдущих формулах необходимо положить
z = ±h/2:

Э±/ e i\;=±!l' S±ij (Э±;’Э±у)
" 2 ' 2

S± = det G± = g|„=±|  = (l =f Hh + К h2/ i f  g, G± = (g±l/ ^ , ( 1 — 16)

где э±/ и G+ — базис и фундаментальная матрица поверхностей П± ;

g± — инварианты соответствующих метрических тензоров.
Рассмотрим теперь боковую поверхность (1.2.4). Положим, что 

граница срединной поверхности (1.2.2) задана в виде (П.5.2):

Г :г  = гг (1), 1е[аф],

гг ( 0 = гоf t  ( 0 ^ 2 (0). ( 0 ^ 2 (0 )е ш

Тогда боковую поверхность можно задать так: 

и ь- r = h ('>г) = гГ (0 + гп(S1 (l), i;2 (0), 

( 4 '( 0 ^ 2(0 )еЭА  te  Dt = [аф], - ^ < z < y

(1.2.17)

(1.2.18)

Отсюда, с учетом (1.2.5), (1.2.7) и (1.2.13), находим формулы для 
ее базисных векторов эм, эЬ2 , компонентов метрического тензора и 
его инварианта:

а  ()гь
эы = гь = е£ ’ эь2=-^- = п’

Sbii = {^bv b i )  = SiA%j = { g j - 2bjZ)i%j ,

S b U  =  ( ЭЫ ’“ ) =  °» Sb22  =  ( “ >“ ) = l ’ 8 b  =  d e t  ( S b i j )  =  8 b lV

(1.2.19)
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Далее с использованием полученных выше результатов рассмот­
рим вопрос о параллельном переносе (см. раздел П.2) тензоров вдоль

волокна из точки в точку на срединной

поверхности. Как показано в примере П.2.1, в используемом здесь 
пространстве В? при параллельном переносе тензоры не меняются.
Поэтому задача сводится только к переходу от базиса е, ,е2,п к ба­

зису э3,э2,п . При этом первые пары векторов связаны между собой
соотношениями (1.2.10), а третий вектор не меняется.

Таким образом, для вектора и п тензора второго ранга d спра­
ведливы равенства [8]:

u = w'e + й3п = и.е' +и,п = м;э . +м3п = м э; +и,п,I I .I j j

d = 4 е .е ;. + d'3ej n + d3Jnej + flr33nn = di]e'eJ + dj3e'n + d3jneJ + d33nn =

= dijsp j + Д3э,п + d3jn3j + rf33nn = dyaV  + Д3э'п + d3jпэу + J33nn. (1.2.20)

Здесь e ',e2,n и э , э 2,п — соответствующие контравариантные ба­
зисы, связь которых с ковариантными базисами вытекает из (1.2.13) 
и (1.2.15) (отсюда же следует неизменность третьего вектора):

е‘ = g h j ,3 l = g h r  (1.2.21)

Ковариантные компоненты вектора и тензора в (1.2.20) связа­
ны между собой с помощью элементов матриц перехода в (1.2.10):

и. = = йу -  zb'jUj, й3 = и3 = м3 = м3 = м3, (1.2.22)

4  = / 4 4  = 4 +  ̂(йЯ +bidkj)>
4  = PkdB = 4  + 4 t 4 ’ d3к = Pkd3i = 4  + 4 4 ’ 4  = 4  = 4

(1.2.23)

Здесь учтен вид фундаментальных матриц в (1.2.13) и (1.2.15), а также 
формулы (1.2.7) и (1.2.12).
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Отметим также, что фундаментальная матрица пространствен­
ного базиса ЭрЭ^п согласно (1.2.13) имеет вид

6 =
( G ! °1

o i l ’
. I .

откуда вытекают следующие равенства:

Sn = §2Ъ = £13 = £23 = О, £зз = £33 = !■

(1.2.24)

(1.2.25)

1.3. Деформированное состояние оболочки

В соответствии с (1.2.20) представим вектор перемещения то­
чек оболочки так:

и = и'е;. +м3п = м;.е' +м3п = м/э / +и3 п = м^э; +м3п. (1.3.1)

Компоненты тензора дисторсии в координатах вычис­
ляются так [9]:

Э« ди.
dij = = - + - Ц йк -  ГЛ ’ dn = VA = ̂ 77 -  Г,А  -  Г3

<#;■

дй:
dM -  ^ 3Lli -  Г з Л  Г3;.г/3, й'зз -  V3w3 -  ^  Г33«А_ Г33г/3,

Эи3

;3W3-’

(1.3.2)

где Г*, Г2, Г 3̂ =Г3;., Г23 =Г3;., Г33 — символы Кристоффеля второго 
рода.

Для дальнейшего будут необходимы компоненты этого тензора

в базисе э1 ,э“,п , связь которых с компонентами (1.3.2) дается фор­
мулами (1.2.23). Кроме того, необходимо выразить их через коорди­

наты вектора перемещения в базисе э1, э2, п и ковариантные произ­

водные в пространстве P = d П.
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Для вычисления с/ ,dj3,d3j,d33 сначала, учитывая (1.2.13), а так­

же уравнения Кодацци в (П.7.12) и второе равенство в (П.7.13), 
находим символы Кристоффеля первого рода:

] %  ij — р Щ П1 д Ь т d b j  '

2 Э ^ '
У ,т Z

я !

=г«,т- ^ А , +2г1;Л-Л (1.3.3)

где Г.>(, Г* — символы Кристоффеля в пространстве Р = с/П.
Остальные символы Кристоффеля первого рода в координатах 

с,1,q2,  ̂ находятся аналогично с использованием (1.2.13):

р ,з  -  by ZCy, ТВт -  Г;т 3, Г3з;/ -  Г/з з -  Гззз -  0. (1.3.4)

Символы Кристоффеля второго рода в координатах с,1 ,с,2,  ̂ на­
ходим с использованием (1.2.15) и уравнений Кодацци:

П  = = (г1" + ,  -  г(У Д ,  + 2Г'*„„)] =

= f t  -  Д ,  + 2 ft  i f  -  2 r / M g *  t f ) = f t  -  zV Д  = f t  -  <V

f t  = f t ’ft ,, = *„ -  к ,, f t  = ft , = f t  = 0,
(1.3.5)

ij * " ij,3 ij ^  ij 5 /3 33 33 ‘

f t  -  = - Д ,  -  - ***" ) = -« ./-  « * .

Подставляя теперь эти равенства в (1.3.2), с использованием 
(1.2.22) получаем следующий результат:

dij = ^ ( й] - - z Sp)  )(йк - Ь'кй^)-(Ь9 - zctj)u3 

= ViMj - b j u3 + Z(cj u3 - b kj Viuk),
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d n = ^  + (bt +к -)(й к -Ь'кй1г) = Щ  + $ й к, (1.з.6)
dll-.

h  = |; (">■ -  Ь! йк^) + (bl + V i ) (йк -  -  ^7> 3̂3 = J 7  ■

Используя теперь эти равенства в (1.2.23), приходим к таким 

формулам для компонентов тензора дисторсии в базисе э1, э2, п :

dy = -  Ъуиъ + г (bi V^ j  ~ СуиЪ )-’

di3= ^T  + bi uk + z к; —f  + с.м, 3 ЭЙ 3 Эи, щ, = —L, я„ = ----.
3' dz 33 Эг

Л (1.3.7)

Далее с учетом малости толщины оболочки раскладываем й. и 
й3 в степенные ряды по г :

й/ (§,^ 2,г) = и/ (§1̂ 2) + ̂ Р ^ 2) г + х 4 ^ /Д51̂ 2)г / ,
” 7'

“з (?1 -^2 > г ) = w (£1 ,^2) + уз ,^2) г + X  7 V 3 , -^2) г ■7,
j = 2 J -

(1.3.8)

где

- I I Эй
и/ = %=0’ w = 4 = 0 ’ V /= -^

du

;=0

¥3 = Эг
d}ii.

'V ‘; =T iz=о ■ z=0

dJu,
v y -  — z=0

Далее принимаем обычно используемое в теории тонких оболо­
чек допущение.

Аксиома 1 (гипотеза прямой нормали). Нормальное к срединной 
поверхности в начальном состоянии прямолинейное материальное 
волокно остается прямолинейным в актуальном состоянии. ■
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Отметим, что здесь, в отличие от вводимой в сопротивлении 
материалов гипотезы Бернулли, не требуется, чтобы волокно было 
нормальным к деформированной срединной поверхности.

Эта гипотеза проиллюстрирована на рис. 1.3.1, где времена t = t0 

и t > t0 соответствуют начальному и актуальному (деформированно­

му) состоянию, П» и п* — деформированная срединная поверхность
оболочки и единичный нормальный вектор к ней. Поскольку время 
здесь является параметром, то в аргументах оно не указывается.

t - L
t>t0

При деформации нормальное волокно /0 = ММ2 переходит в 
криволинейное волокно / = М[М'М'2. Гипотеза же полагает, что оно 
остается прямолинейным:

1 = М[МЩ . (1.3.9)

Для ее аналитической записи используем параметрические урав­
нения волокон:

/о :г = го(^1̂ 2) + пг, (1.3.10)
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/: г = г0(^1,^2) + пг + и = г„(^1,^2) + пг + Аи, 

Au = u(V,^2,z) - u(V ^2,0).
(1.3.11)

Здесь г* — вектор-функция, задающая деформированную срединную 
поверхность:

П*: r = r, (^1,^2) = r0(^1,^2) + u0, u0 = u|;=0. (1.3.12)

Необходимым и достаточным условием выполнения соотноше­

ния (1.3.9) является существование такого вектора m ^ ',^ 2j, чтобы 

последнее слагаемое в (1.3.11) имело следующий вид:

Аи = гаг. (1.3.13)

Только это равенство гарантирует, что волокно / является пря­
мым:

/: г = r0 + S£, s = n + m. (1.3.14)

Сравнивая (1.3.13) с (1.3.11), приходим к выводу, что в (1.3.8) 
следует положить

¥,у = °, ¥зу = °, (1.3.15)
а вектор m имеет вид

m = \|/;.эг + \|/3п. (1.3.16)

При этом соотношения (1.3.8) переходят в следующие равенства:

+ (1-ЗЛ7>

Подставляя теперь (1.3.17) в формулы (1.3.7), приходим к сле­
дующему результату для компонент тензора дисторсии:

4  =аа + Фд> 4  = ~Ъ + (bi Qk + V/¥3)^  4  = ¥,■> 4  = V3> (1-3.18)
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где

Эн-'
a ij = V j  -  bijw ’ -  =  - p  + bi u k  > eA- = ¥ a -  #A >

P// = v , ¥ -  ^¥3 + *fVA.My -  cljW = У,л|/;■ -  ^¥3 + * ,4 7-
(1.3.19)

Последние соотношения позволяют найти компоненты тензора 

деформаций в базисе э1, э2, п :

h = \ { dv + dа ) = е!Г + ZKir ’ ё 33 = 4  = ¥з,

е,-з = \  ( 4  + 4 ) = 1 1э/ + \ z (^ ‘еА + у /¥ з ) >
(1.3.20)

где

еУ = | К + “ >/)’ Ky=l (P&-+ P^)-

Таким образом, поле перемещений и деформированное состоя­
ние оболочки полностью определяется следующими кинематичес­
кими параметрами: их,и0,w,y (,¥ o ■>¥3■>гу> ку■

1.4. Механический смысл кинематических параметров

Для введенных равенствами (1.3.8) величин w; n w из (1.2.20) сле­
дует, что они являются координатами вектора перемещения точек 
срединной поверхности:

u0 = up1 + ни. (1.4.1)

При этом вектор up1 определен на пространстве P = dП. По­
этому используется следующая терминология.

Определение 1.4.1. Вектор up1 (его координаты) и скаляр w на­
зываются тангенциальным и нормальным перемещениями оболочки. Ш

Также на пространстве Р = dU определены векторные

у  = \|/;э', 0  = \}р‘, 0 = 0;э'
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и тензорные

е = е..э'э; , к = к..э'э; , а  = а  э'э; , В = В.э'э;и ’ и ’ и и
ПОЛЯ.

Для выяснения их механического смысла рассмотрим деформи­
рованную срединную поверхность (1.3.12). Ее базисные векторы 
согласно (П.6.4) с учетом (1.2.9) и (1.3.18) вычисляются следующим 
образом [9]:

Эг Эг„ Эи„ ,э = —4 + —-  = э . + а„э] -  фп. 
' дс,‘ дс,' dq' ' 11 1 (1.4.2)

Здесь также использована вытекающая из (1.3.7) формула для 

производной вектора v = vA. + v3 :

dv-  = V.Vj3J + V fv3n,

V.v/ = V/v/ -  b9v3 + zb? iy kvj ~ bjkvз), 

y iv3 = Viv3 + b?vk + zb?(ykv3 + b'kvl ),
(1.4.3)

а именно ее частный случай при z = 0.
Компоненты метрического тензора этой поверхности находим 

по формулам (П.1.10) с учетом (1.3.20):

Svj = (э ■э ' /) = + аи + ajt = Sij + 2 e, ■ (1.4.4)

Замечание 1.4.1. Здесь и далее предполагается, что все кинема­
тические параметры являются малыми и слагаемые второго поряд­
ка малости отбрасываются. ■

Из формулы (1.4.4) вытекает аналогичное механике сплошной 
среды равенство [9]:

Ag*ij gjj),ву (1.4.5)

т.е. тензор в характеризует изменение метрики срединной поверх­
ности П .
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Определение 1.4.2. Тензор 8 называется тензором тангенциаль­
ных деформаций. Ш

Очевидно, этот тензор является симметричным.
Для определения коэффициентов второй квадратичной формы

поверхности П», используя (П.6.5) и (1.4.2), сначала находим нор­
мальный вектор:

N* —[~3*̂ ,3*2J —

= N + <х2/ [э^э7] -  ф  [э15п] + ocu  [V ,э2] -  ф  [п,э2]. (1.4.6)

В результате, учитывая (П.8.8) и (П.8.9), получаем следующее 
представление нормального вектора:

N * = (VF + «2/rtlm - а1/Л 2т)П- + ̂ ш:3”' =
= >/£[(> + (4 iSU )П + V  ] = [(1 + Ae )n + V  ]■ (1 -4'7)

Здесь учтено, что в соответствии с (1.3.20) a k/gkl = I la = = екк,

где 11а и / 1е — первые инварианты тензоров ос и е .
Соответствующий единичный вектор с учетом замечания 1.4.1 

имеет следующий вид:

(1 +4)11 + 8,3'

7 ^ 4
= п + ф э '. (1.4.8)

При вычислении его производных для первого слагаемого ис­
пользуются деривационные уравнения (П.7.1), а дифференцирова­
ние второго слагаемого проводится аналогично (1.4.2):

= —  + V .Эу + bf й .11 = (Уд). -  Ь..) 3J + Ы\) .п. (1 4 а\’ 1 1  V / 1 ч) 1 1 щ.ч.э;

Коэффициенты второй квадратичной формы находим по фор­
муле (П.7.8), принимая во внимание (1.4.2), (1.4.9) и замечание 1.4.1:
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d -4-10)

Отсюда с учетом симметрии тензора кривизны получаем следу­
ющее равенство:

\  К • /;Ч ) - | ( v , - W » 1  d.4.11)

Пусть тангенциальные деформации отсутствуют (е„ = 0 ), что в

силу (1.3.20) эквивалентно равенству а.. = 0. Кроме того, положим,У
что \|/3=0 и 0А = 0, что согласно (1.3.18) эквивалентно равенству

\)к = \\)к (смысл последних двух условий будет ясен из дальнейшего
изложения). Тогда из (1.3.20) и (1.4.11) отсюда получаем следующее 
соотношение:

ь- , г ь,  = ■Д  (v , », - V . - ) = + V ' ) =

( l A U )

Следовательно, тензор к характеризует изменение кривизны 
срединной поверхности.

Определение 1.4.3. Тензор к называется тензором изменения кри­
визны. Ш

Механический смысл величины \|/3 следует из равенства \|/3 = ё33 
в (1.3.20) — это есть относительное удлинение нормального волокна 
М ХММ2 (см. рис. 1.3.1).

Для определения механического смысла кинематических пара­
метров \|/(, й, и 9, положим, что

£„■ = ° К  = 0)’ ¥з = °- (1.4.13)

Сначала, используя (1.3.14) и (1.3.16), получаем следующее ра­
венство:
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(1.4.14)
п.п + ̂ э ') 2 w y  

(п + \|/;.э')2 1 + ¥ /¥г

Следовательно, величины \|/, определяют угол между нормаль­

ным вектором п и направляющим вектором s волокна М[М'М'2.

Для подобного вывода относительно г( необходимо в форму­
лах для нормального вектора п, учесть величины второго порядка 
малости относительно кинематических параметров. При этом в пред­
положениях (1.4.13) формула (1.4.6) сохраняется с учетом того, что
/ 1е =0, а равенство (1.4.8) трансформируется следующим образом:

sin2 (n,s) = 1-

n + фэ'n, =
1+ф.ф

Отсюда получаем такой результат:

sin2 (n,n.) = l - ( n ,n .) -= - м .
+ фФ

(1.4.15)

(1.4.16)

Таким образом, величины гК определяют угол между нормаль­
ными векторами к срединной поверхности в начальном и актуальном 
состояниях. А из равенства 0А =\|)к в (1.3.18) вытекает, что па­

раметры 8, характеризуют угол между векторами п, и s.

1.5. Уравнения совместности деформаций

Как следует из раздела 1.3, поле перемещений оболочки полно­
стью определяется шестью кинематическими параметрами
и1,и2,\|/1,\|/2,и',\|/3. При заданных тензорах ,кг., перемещении w и 

удлинении \|/3, как следует из соотношений (1.3.18) и (1.3.20), пер­
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вые из четырех кинематических параметров удовлетворяют следую­
щей системе дифференциальных уравнений:

(1.5.1)

+ + + й; Ул )  = к// + ̂  + ЬуЪ- (1-5.2)

Следовательно, тензоры £ и к не могут быть заданы произволь­
но. Они должны удовлетворять условиям интегрируемости этой си­
стемы (уравнениям совместности деформаций). Их построим, лине- 
аризовывая шесть независимых уравнений совместности для трех­
мерного тела G [9]:

^1^1^22 + ̂ 2^2^11 = ^1^2^12 + ^2^1е12’ 

^1^2^23 + ̂ 2^3^12 = ^1^3^22 + ^2^2£13’ 

^1^1^23 + ̂ 2^3^11 = ^1^3^21 + ̂ 2 ^Л з’
(1.5.3)

W 33+ ^з^з^-п = ViV3e,3 +

^2^2^33 + ^3^3^22 = ^2^3^23 + ̂ 3^2^23’ 

^1^2^33 + ^3^3^12 = ^1^3^23 + ^3^2е13'
(1.5.4)

Для получения искомого результата сюда необходимо подста­
вить выражения величин ё.. через кинематические параметры обо­
лочки. С этой целью сначала аналогично (1.2.22) находим их связь 
с деформациями е;/. в базисе э .,э2,п (напомним, что все операции 
выполняются с точностью до линейных по г слагаемых):

С, С, z (ьТгт + bi % n j ) . ё,-з = ё,-з -  zbTine, £33 = £33, (1.5.5)

а затем, используя (1.3.20), получаем следующие равенства:

+ ф у  ~ bh > )’ 2ё/з = е, + £33 = V3, v.. = к.. -  b;nemj. (1.5.6)£ = £U U
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После подстановки этих соотношений в (1.5.3) и (1.5.4) придем 
к равенству нулю линейных г функций, что эквивалентно их нуле­
вым коэффициентам при г° и г1. Однако в соотношения (1.5.4) вхо­
дят вторые производные по г. Поэтому они не могут быть удовлет­
ворены в рамках используемого линейного приближения. Также 
нельзя считать справедливыми вытекающие из второго и третьего 
уравнения в (1.5.3) равенства коэффициентов при z1, поскольку в 
этих соотношениях присутствуют первые производные по z-

Следовательно, можно рассматривать только четыре уравнения: 
два, следующие из первого соотношения в (1.5.3), и по одному, ко­
торые вытекают из последних двух соотношений. Для оценки воз­
можности точного удовлетворения этих уравнений в отличие от 
(1.3.18)— (1.3.20) будем учитывать члены второго порядка по г в рядах 
(1.3.8) (приближенное равенство по-прежнему заменяется точным):

- 1 7 1 ,w;. =w;. +\|/;г + - \ |//2г ', щ = w + \|/3z + - \ |/32c .  (1.5.7)

Это представление, вообще-то, противоречит использованным 
выше линейным приближениям. Однако оно находится в рамках 
традиционных допущений теории оболочек и, кроме того, позволя­
ет, по крайней мере, убедиться в том, что коэффициенты квадра­
тичных членов не будут входить в окончательный результат.

Подставляя теперь равенства (1.5.7) в (1.3.7), приходим к сле­
дующему уточнению формул (1.3.18)—(1.3.20):

4  = + гРг  4  = -ф  + ( 4 Ч * * * * 9а + У,л|/3)г, 4  =

= V,- + ¥ /2г, 4  = Y3 + V32C (1.5.8)

Ч  = га + ZKij’ е#з = ^ 1ei + J z ( 4 е* + V/V3 + V,-2 )> 4  = ¥ 3 + ¥ 32г. (1.5.9)

Отсюда с учетом (1.5.5) получаем такую модификацию равенств
(1.5.6):

ё// = е// + ф ц  ~ ^ 4  2ё'3 = е/ + 4 у ,¥3 + V/2). 4  = ¥ 3 + ¥ 32г- (1.5.10)
Отметим, что в (1.5.8)—(1.5.10) по отношению к (1.3.18)—(1.3.20)

изменились только равенства для 4 , 4  > ёг-3, ё33 и в/3, е33.
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Теперь, используя правила ковариантного дифференцирования 
и формулы (1.3.5), находим необходимые находимые для уравнений 
в (1.5.3) первые производные:

V р =  " к1 -  Г т ё -  Г'"ё -  Г 3 ё -  Г3 ё =
r U  Щ /  Д ml j l  кт 1 Д- 3/ 1 ]Г кЪ

V j4 i + г + Ч п У /,'') -  (bjk -  zcjk% , -  (bjt -  zcj, )£ кЗ ~

A jk i + z B j k i  -  \  г { b j k V n  + b j W k i );

Эё;
1)Z

de,
V  p — ~~ A/ — V m p —  Г"'р —  ’'"Mv 3b kl ~  Л ,  1 k l r m l  1 В ь кт ~  ~ ( ¥ + * T )

+ (ЙГ + гс/" )ёА»г = А а/ + г^ЗА/’

£m/ +

36
V ё = __—  -  Г"'с - Г т ё - Г 3 ё =7 А3 Д  ътЪ 1 уЗЧта 1 Д ь33

=  у / аз +  -  bjk ё 33 +  ^ ( £ „,тУ jb " '  +  +  СД  ё 33 ) =

= Лдз + г5д-з + z [ \ v j V n  -  bjkVv

(1.5.11)

(1.5.12)

(1.5.13)

Эё Эе,у  ё =  — - 2 Г"'ё =  зз, 2 (hm + 7cm\p =
} ЪЪ 7'38т3 м  + Z { ° j  + Z C j  ) Z m3

:^.з3 + г 5 .зз + г (у .¥з2 + ь ; х г2); (1.5.14)

Здесь

Эё,V г - теЛЗ f"i- _ ^ аз От * \ п _
V3eA-3- d z  l 3k£ n O ~  d z  + [ 1}к + <-Ск ) £ т З -

= Агкг + zBitг-з + т (¥а-2 + гЬк з|/т2). (1.5.15)

Л'А/ _ v ; eA7 2 (йд 0/ + Йз/0А) ’

25



в ,н = К  -  E„„VA"+ ; +

+^(сДв/ +CA  “ 6/ vi4*3 “ V vi 4*3 )-

A k l  ~  KA7’ -®3A7 =  ^{”V/m +  bT V k m ’ ^ j k 3  ~  +  2  'A A  ~  ^ Л !

« д  3 = * ;» ь ,  + i (  V  Л  + emV / » ) +.Сд¥3,

= 2Am  = ? Д з  + KJB = 2 i 3J, = i" v „ jV3+ c”e„.

Далее вычисляем вторые ковариантные производные:
ЭУ .Ё: ■ ,

v,v д ,  = -  гр тд , -  r£v д ,  -  i- у д  -  г }у д , -

-1' /Л ,Г V “ ̂ Л/У Д  3 = Д / +

+z (V,-Д V Д ,  + У Д  У Д , + У Д 'У Д ,) -  -  zctj ) УЭД  -

~{bik ~ Щ к ) У  fill “(А/ ~ ZCil)y fki = Cjkl + zF)ijkl ~ zFjkf’

W * 3  =

ЭУ ,e,, . _ _, ,  . ,  .
= - ^ Г -  -  Г Д , А з  -  r £ V  Д з  -  Г ^ У д  -  Г*У Д  3 -  Г^У Д  3 =

= V/V Д  3 + г (V,*; • V,A3 + v Д  • V Д 3) + (bj‘ + Д  )■У Д  -  

'“(A -  zCy )У3£аз -  (A* -  <.% )V Д 3 = Cjjk3 + zDjJk3 + Д 3 + г Д 3;

V/V3A/ =

- ̂  - rS* A , - г-Уд, - f"/V3eA.m - Г Д д  - f?,y д 3 =

= v,v3eH + (ef + Д ) У д  + г (■y*ar • А Д  + v д  • У д,) -

~~ (Aк ~ ZCik)y 3E3/ ~~ (А/ ~~ ZCil ) А  Аз = Азы + ZA'3/W + А'3/W + гАзЫ'

(1.5.16)

(1.5.17)

(1.5.18)

(1.5.19)
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Здесь
Сум A jk i  tyjA-ski bjkA J/3 bnA jkV  

Л*/ = V ,* /  + М Ч д /  + v , i f  4 -m/ + V ,b-A]km +

+C/)4 /H  +  Ci k ^ j B  +  C;7 ^ /t3  ~~ b\jF 2ki ~  bikF j B  ~  b\iF jk V  

Cjjk3 =  ^ jA jk i  +  bj A jkm -  byA ik i  -  bjkA j 33,

D ,,= V  В ,, + A ,A7.bm +A. ,V-bf + c 'M .. + bmB .. +//£3 г у&З /m3 г у ym3 г л г улт / jkm

+с;>Лаз + с«Чзз~~ ЬуВЪкЪ -  bjkBJ33, ц  5 20)

*-73/17 = ^/Ч/Н + bi 4w/W ~~ fy/Чз/ ~~ /̂/ЛзА ’

Азл/ = V А а/ + < Ч д / + */Ч д/ + Лж/V ^ r + АЪкпу ^  +

+С«Аз/ + СП̂ЪЪк ~~ fy/ЧзЗ/ ~~ ЬпВш ,
а связанные с учетом членов второго порядка (1.5.7) слагаемые имеют 
вид:

F = -ijkl 2

Е -,, = -гД'З 2

j [ ^ V /V /2  + ^ Д л - 2  + V / f e V / 2 +  ^ / V * 2 ) ]  +  K ^ /  +  bilb j k ) ^ 2 ’

\  > ^/3A7 =  - V/ 2 +  bilV k 2  )  ’ F B k i = ~ \  ( V f  +  bil bk  )'V  m2 ’

-  (/."'Лд + />,*Г + 2Л,,*;' )v „,, ] -  *1,5 211

- [ У,-(6Л )  + ^-УД з2]‘
Простой проверкой убеждаемся, что для них имеют соотноше­

ния

-̂ 1122 + -̂ 2211 “ 1̂212 ~ -̂ 2112 ^

Е\22Ъ + Чз12 ~ FB22 ~ F22B = ЧпЗ + ̂ 1321 “ Чз11 ~~ ̂ 1123 = 
из которых вытекает, что среди уравнений в (1.5.3) удовлетворяют­
ся только вытекающие из них равенства коэффициентов при г°.

Отсюда, учитывая (1.5.17) — (1.5.19), получаем три уравнения 
совместности деформаций для оболочки:
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С +С -С  -С  =0 ̂1122 ^ ̂  2211 и1212 2̂112 и’
Г +Г - Г  - Г  - 0  Г +Г - Г  - Г  - 0^1223 +^2312  '-'1322 ^2213 ~~ и ’ '•"2113 ’"1321 '•"2311 П123 _  и '

(1.5.23)

Подставляя сюда соответствующие равенства из (1.5.20) с уче­
том материала и. П.7 приводим их к операторному виду:

Кп (е,к) + Х;1 (0,\|/3) = О (и = 0Д,2), (1.5.24)
где

"M e’K) = Vl(Vle22

^ i(e^ )  = V2v2 i - V

^2е12 ) + ̂ 2 (^2е11 ^1е12 ) ^b{Kij) + Re’

1V22 + Ь2 (^1е12 _ ^2ell)_ l̂ (^1е22 — ̂ 2е12 )’

К2 (£>К) = V1V12 -  V2VU + Ь1 (V2£12 -  Vle22) b2 (^2eU 7̂lel2) ’

h (Xij ) “ 2̂2XU bn (-X12 + X21) + ^UX22 ’

Zo(e^ 3) = 4 (V/e; ) - 2i?V3’

A (e,\|/3)=-i?e: + ̂  v2 (v^ - )+612v2\|/3 - A22v,y3,

L2 (0’Уз) = - Rq1 + У v i (V201 -  V102) + й12У1Уз -  йиУгУз-
Здесь

(1.5.25)

(1.5.26)

e = eA/ /, (1.5.27)
а величина R задается соответствующим равенством в (П.7.16).

Легко проверяется, что выражения для операторов (1.5.25) и 
(1.5.26) с использованием дискриминантного тензора (определение 
П.8.1) и формулы (П.7.20) после деления уравнений (1.5.24) на ин­
вариант метрического тензора g могут быть приведены к следующе­
му компактному виду:

к«(е.к) = х'У 'И Х Н  -  4sx V 4 , + Л , A) (0.V3) =

f , l(b K) = X!:(z””,V1v „ + x‘,6;'V,Ei,), 

Ь и(*,ъ) = А ' ш [ (v„v,eJ+i.:,,v.¥ j ' - « "  (л = 1,2).

(1.5.28)
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Глава 2. ДИНАМИКА ОБОЛОЧЕК 

2Л. Энергетические характеристики оболочки

Далее будем полагать, что материал оболочки однородный, и 
будем считать процессы деформирования изотермическими или 
адиабатическими.

Сначала рассмотрим потенциальную энергию оболочки. Она как 
соответствующая величина для трехмерного тела записывается так

где S h e — тензоры напряжений и деформаций; у = у, i + у2j + У3к 
— радиус-вектор в прямоугольной декартовой системе координат в 
В? с ортами i, j,k .

В теории оболочек тройные интегралы вида (2.1.1) приближен­
но заменяются поверхностными по срединной поверхности. С этой 
целью тройной интеграл по области G от некоторой функции /  с 
использованием (П.1.20) записываем в криволинейной системе ко­
ординат с,1,с,2,  ̂ (1.2.6). Затем в соответствии со спецификой обла­
сти С сводим его к повторному интегралу и учитываем связь (1.2.14) 
инвариантов метрических тензоров, а также равенства (П.6.8) для 
поверхностного интеграла:

[9-11]:

( 2 . 1. 1)

\ \ \ f(M )d y  = JJJ /  (S1 & \z)4gd^dc?dz  =
G G

h/ 2
JJf g d ^ 2 J (1-2Hz + Kz2) m \ ^ \ z ) d z
D -h/2

hi 2
( 2 . 1.2)

П |_-/i/2
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Замечание 2.1.1. Здесь и далее, если не оговорено противное, 
слагаемые порядка /г2 отбрасываются и приближенное равенство за­
меняется точным. ■

Тогда потенциальная энергия оболочки записывается в виде 
поверхностного интеграла:

•Чл
Л/ 2

[ (S,e)dz 
-/>/ 2

dS. (2.1.3)

Свертку тензоров с учетом следствия П.2.1 записываем в базисе

э1,э2,п и внутренний интеграл в (2.1.3) с учетом (1.3.20) преобразо­
вываем следующим образом:

/i/2 /i/2
J (S,e)dz= J + 26'3ё/3 + 633ё3з)</г =

-л/2 -л/ 2

= г^е.. +М^К.. + Q'e;. +р' (**0* + V;.\|/3) + 7V\|/3. (2.1.4)

Здесь введены такие обозначения:
Л/2 Л/ 2 Л/ 2

T ij= j  o'V/г, М« = j  z6iJdz,& =  j  б'Чг,
-Л/2 -Л/2 -Л/2

Л/2 ^ Л/2

ц '=  J zo^dz, N  = J д3Чг.
(2.1.5)

-Л/2 -Л/2

Тогда потенциальная энергия оболочки окончательно принимает 
следующий вид:

l C - i j J [ f ^ !/. + M'/K/+Q'0 + ц ' + У.¥ з) + ̂ ¥з] ^ .  (2.1.6)
z п

Очевидно,

Т = 7Ч>.э,., М = Л / ' ^ э . э Q = 0 'э ;, м=ц'Э; (2.1.7)i J I J I I

— тензоры второго ранга и векторы, определенные на пространстве 
Р  = </П.
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Определение 2.1.1. Величины Т и М называются тензорами тан­

генциальных усилий и моментов, Q и |1 — векторами перерезываю­

щих усилий ж дополнительных моментов, N  — нормальным усилием. Ш 
Смысл этих наименований будет ясен из материала п. 2.4. 
Второй вид энергии оболочки — кинетическая энергия. Она, с 

учетом вида соответствующей величины для трехмерного тела и 
приближенного равенства (2.1.2), записывается следующим образом
[9, И]:

1 Л/2

^=7fflp(v,v)flly= ?Я С (v’v№
1  G 1  XX -л/2

где р — плотность материала; v — вектор скорости.
Полагая перемещения малыми и используя (1.3.1), (1.3.17), по­

лучаем, что скорость оболочки имеет вид:

V = u = (w. +\\ijZ)3J +(w + \j/3£)n. (2.1.9)

Здесь и далее точками обозначаются частные производные по вре­
мени.

Тогда внутренний интеграл в (2.1.8) преобразовывается так:

Л/2
J (y,y)dz = h(uju1 + w2) + /(\j/;\j/' +Уз) , /  = A3/l2. (2.1.10)

-Л/2
Здесь сделано отступление от замечания 2.1.1. Смысл этого действия 
будет ясен из дальнейшего изложения. Отметим также, что введен­
ная геометрическая величина /  есть погонный момент инерции лю­
бого сечения оболочки типа боковой поверхности (1.2.4) — момент 
инерции прямоугольника единичной ширины и высоты h относи­
тельно главной центральной оси [12].

Подстановка (2.1.10) в формулу (2.1.8) приводит к окончатель­
ному выражению для кинетической энергии оболочки:

is =^-|Д/г(й(.й' + w2) + /  (\j/ .\j/' +\j/  ̂) ] ^ -  (2.1.12)

dS,
( 2 . 1. 8)
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2.2. Работа внешних сил

Работа действующих на оболочку внешних массовых pF и по­
верхностных сил Р как соответствующая величина для трехмерного 
тела записывается так [9, 11]:

 ̂= pJJJ(F,u)^+JJ(P,u)^+JJ(P,u)^+JJ(P,u)^, (2.2.1)
G П+ П_ Щ

где

F = F J3 + Fln, Р = Р ;э + Р,п.j i  j j

Первый из интегралов в правой части этого выражения преоб­
разовывается аналогично (2.1.12):

pffi (F,u)<fr = JJ (qiFuj + т\лVj + qFw + mFy 3)dS, (2.2.2)
G П

где

h/ 2 h/ 2 h/ 2 Л/2
q'p = p J FVz, qF = p J iyfe, = p J r / ’V/г, mr = p J г/ДД

-Л/2 -Л/2 -/>/ 2 -Л/2

Далее, аналогично (2.1.2), интегралы по внешней и внутренней 
поверхности с использованием (П.6.8), (1.2.3), (1.2.16) приближен­
но заменяем поверхностными по срединной поверхности, а интег­
рал по боковой поверхности при дополнительном учете (1.2.18), 
(1.2.19), (П.5.15) — криволинейным по границе срединной поверх­
ности:

JJ /  (M )dS = JJ/ (i;U 2 + Л/2) =
П± Д '

= J J /  , f;2 ,± A/2)(l Т Hz + X Л2/ =
D

= \\f(% \? ,± h l2 )J id £ d ?  =JJ/(M )atf; (2.2.3)
д п
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Р Л/2
\ \ f ( M ) d S  =  \ d t  j f ( ^ ( t ) , ^ 2 ( t ) , z ) y [ g bdz  =
П4 а -h/2

P Л/2 ------------------
= j d t  j № 1(t ) , Z 2 ( t ) , z ) y ] ( g i j - 2 b ijz ) £ , V d z  =a -hj 2

= f ^
Л/2
J f(Z}(t),Z,2(t),z)dz

-Л/2
d t  =

4
h/2

J f ( ^ { t ) , ^ { t ) , z ) d z
-h/2

ds. (2.2.4)

Тогда поверхностные интегралы в (2.2.1) записываются следу­
ющим образом:

Здесь

JJ (Р,и)л№ = JJ (q'±uj + iri±\\ii + q±w + m±\y ^ d S . (2.2.5)
П± П

d  = F  ,q+=P3 .m \= ± h q' т. = ± -q +;ч± K=±h/2'4± и=±Л/2' * 2 - 1 2 -

Я (p >u )dS = |[ ( т (0),п) + ( м (0), v ) + g(0)w + р(0)\|/3] л ,  (2.2.6)
пл г

где
Л/2 Л/2

Т(0,-7Го,эР J р |r -̂’ М(0)- М (0)э п М {0) -  J z.P \r dz,
-h/2 -h/2

h/2 h/2

0(0) = J p3*, M-(0, = J
-h/2 -h/2

Векторы в последних равенствах имеют смысл обобщенных по­
гонных усилий и моментов на контуре Г, а именно, Т(0| и М(0| — 
касательное усилие и момент относительно срединной поверхности, 
0 (О)и р(0| — нормальное усилие и момент от него.
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Сумму первых трех интегралов в (2.2.1) с использованием (2.2.2) 
и (2.2.5) записываем следующим образом:

Р JJJ (F,u)dy + JJ (P,u )dS+ JJ (P,n)dS =
G П+ П_

где

= JJ[(q,u) + (m,\|^) + ̂ w + ffn|/з]̂ /̂ S,, (2.2.7)
n

q = q'3p т = т'эр

q' = q'F + q'++q'-, rri = mlF + m\ + ml_, 

q = qF + q+ + q_, m = mF + m+ + m_.

Очевидно, векторы q + <yn и m + пт имеют смысл векторов по­
верхностного давления и отнесенных к единице площади моментов.

Подставляя (2.2.6) и (2.2.7) в (2.2.1), получаем окончательное 
выражение для работы внешних сил, приложенных к оболочке:

А = JJ [(q, ii) + (m, i|/) + qw + пщ3 ] dS +
п

+J[(T(0)’U) + (M(0)-’V) + O(o)w + ̂ (0)V3] ^  <2-2-8)
г

2.3. Физический закон для оболочки

Далее будем полагать, что материал оболочки является упругим 
анизотропным и обладает симметрией относительно срединной по­
верхности, что эквивалентно следующим равенствам для компонен­
тов тензора упругих постоянных [11] (указывающий на их соответ­
ствие базису э ,,э2,п значок здесь и далее опущен):

£*ijk3 _ ĵi3kl _£т/333 _£»ЗЗА'3_q 2̂ 3 1)

Отметим, что аналогичные соотношения имеют место и в бази­
се е ,е2,п, что следует из полученных с учетом (1.2.12) равенств:
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A jk3 „/ r j  _k/~imnr3 n  f3i333 _ / ✓ ~*m333 n
= P,„P,,PrC = °- »- = л л  =°-

✓ A33A3 Л ̂ 33m3 = 0.

В предположении (2.3.1) закон Гука имеет следующий вид:

А  = c mi&ki + г '/” ;-... о '3 = 2С Ък\ ъ, о33 = Сш /еА7 + С3333ё33. (2.3.2)

Эти же равенства могут быть получены другим способом. А 
именно, записываем закон Гука в базисе e^e^n :

о" = C"u vu + ( ’“A , , .  о'3 = 2с пк\ ъ, о33 = С Ш1гк1 + С3333е33. (2.3.3)

Затем аналогично (1.2.23) с использованием (1.2.8) находим связь 
компонент тензора напряжений:

А  „1 ~ тп - i j  „ (  r i ~m i . г  /  ~im  \°  = = ^ -г(Л „ ,о  • + ft'о ),

d '3 = А/шб"'3 = о '3 -  гй',от3, о33 = о33.
(2.3.4)

Далее с учетом (2.3.1) получаем связь компонент тензора упру­
гих постоянных:

q W _ р1 p iркp [cmnrs = C ijkl + г [D ,jkt + D klij j

s3i3k.3 A  n ks-im3r3 s-<i3k3 . „T\i3k3  
C =PmPrL =C +zD ’

C 33ij = C ij33 = p‘ pj C mn33 = C ij33 + zD ij33,

(2.3.5)

где

(2.3.6)

jy ijk l _  r i  Q tnjkl ^  r jQ im k l  
~  UWi urn 5

тлЧ33 _ r jQ im 3 3  , r i  Qmj33 T\i3j3 _  r i Q m 3j3  , r js j i3 m 3
 ̂ urn urn 5 UiTl U)Tl ■

Причем для последних величин имеет место симметрия:

j)Vkl -  f)jikl f)’Jkl = f)’M А 33 = DJl33 Dl3j3 = Dj3‘3 (2.3.7)

Если теперь последовательно подставить в (2.3.4) соотношения
(2.3.3), (2.3.5) и (1.5.5), то придем к (2.3.2).
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Подставляя в (2.3.2) соотношения (1.3.20), получаем закон из­
менения напряжений по толщине оболочки:

= C'Jkl ) + C"’3V3> ^  = сШ/ {Hi + ZKkI) + C333V3,
л/3 /-ii3k3a = L [0л + г(б"0„ + УЛ )]. (2.3.8)

Совместное рассмотрение равенств (2.3.8) с формулами (2.1.5) 
приводит к связи внутренних силовых факторов с кинематически­
ми параметрами оболочки — физическому закону.

T iJ = h(CiJklekl + С*'3V 3), M ij = ICiJklкк1 ,Q‘ =hCak\ ,

Л =/C'” (4;e, + УЛ ). A = *(c“ 'e„ + C“ V 3). ,2-39)
В частном случае изотропной среды [11] с учетом (1.2.25) ком­

поненты тензора упругих постоянных принимают следующий вид:

С1Ш = \kgik, = Xgij, С3333 = X + 2р,
(2.3.10)

где л и р — упругие постоянные Ламе.
В этом варианте физический закон (2.3.9) записывается так:

Tij = h^ ( е  + \|/3)giJ + 2ре'; ], М1J = I {Xg‘Jк + 2рк'^),

Q1 = р/г9', р' = p/(Ve/ + glkV kV3), ^  = /г[А£ + (Х + 2р)\|/3], (2.3.11)

где

к = к klgkl, (2.3.12)

а величина в определяется формулой (1.5.27).
Последние равенства для инвариантов тензоров тангенциальных 

деформаций и изменения кривизны с помощью формул (1.3.18), 
(1.3.20), (П.6.2), (П.7.26) и (П.8.2) могут быть записаны следующим 
образом:
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е = Vku -  bklg w = divu -  2Hw,

: = VAV  + bu VkU/ -  V 4 3 -  cklgklw = 

divy + bklVkul -  2H\\r3 -  2 (2H 2 -K)w.
(2.3.13)

Используя связь X и ц с коэффициентом Пуассона v и моду­
лем Юнга Е  [10, 11]

Г  =  - Х  =  -
Ev

2(1 + v)’ ' (l + v )( l-2 v )’ 

формулы (2.3.11) можно записать так:

Eh
1 + v l-2 v (г • \|/; ) я" • г" ,M ij = E l  v

1 + v l-2 v

a , Eh j j E l Q = . чо',ц ' =2(1+ v) "  2(1+ v)

Eh

b"e, + gik 
1 d^k

N  =
(l + v )(l-2v)

[ve + (l-v )\|/3].

(2.3.14)

кglj + kij ,

(2.3.15)

2.4. Начально-краевые задачи для оболочек

Уравнения движения и граничные условия для упругих тел по­
лучим из вариационного уравнения Гамильтона [11]:

5Я = 0 (2.4.1)
при условиях

Ч ^ Ч ^ 0- (2.4.2)

Здесь 5 обозначает вариацию; моменты времени 1{ и /2 произволь­
ны, но 1l <12 \ Н  — функционал действия (функционал Гамильто­
на), который имеет вид:

H  = ] ( I - E ) d t J  = W -A ,  (2.4.3)
h

37



где I  — функционал Лагранжа; W  ж Е  — потенциальная и кинети­
ческая энергии, определяемые формулами (2Л.6) и (2ЛЛ2); А — ра­
бота внешних сил, задаваемая равенством (2.2.8).

Уравнение (2.4.1) с учетом (2.4.3) преобразовываем так:

h
\(Ы -Ь Е )Л  = 0, Ы = Ш -5 А .  (2.4.4)
h

Его используем для построения с принятой точностью уравне­
ний движения и граничных условий для оболочек. С этой целью 
находим входящие в (2.4.4) величины. Вариация потенциальной 
энергии согласно (2.1.6) имеет вид:

5Ж = 1Д {5(г% .) + 5 (М % ) + 5(0 'ег) +
z п

+ 5 [У (Ь* 9, + V,y3)] + 5 (У¥з )}</У (2.4.5)

Слагаемые в фигурных скобках преобразовываем с использова­
нием кинематических соотношений (1.3.18), (1.3.20) и физического 
закона (2.3.9). Например, для первого из них, с учетом симметрии 
тензоров упругих постоянных и тангенциальных усилий, получаем 
следующий результат:

5(7% )-- 5( ЛЛ,/3) = И(2С'>к1гк18гд С '% Ъ щ  ■ C ^ V 38e,) +

+ (С33*1V 38e*/ + Сш /еА/5\|/3 + 2С333V 35\|/3) = 2 {тЧг.. + Й 8щ ) =

2(7'i,6«i/ + Д/5\|/3) = 2 [Г / (v,5w. -  bi/dw)+ /V5\|/3]; (2.4.6)

K M S )=icijk4 v i j )=2 ̂ 4 =2М‘]Щ  =

= 2M* (V,.S¥ , -  + b fv kbUj -  c^Sw); (2.4.7)

§(Q'e,.) = 2QM( = 2Q' (5V/ -  60,) = 2Q' (5V/ + V,5w + tfbuk); (2.4.8)
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s[V (»Х- * v,v3)] = V  (*/S0j + V,5y 3 ) =

= 2М'[V  (SV*- -  )+ V,8v3] =

V  [ К  f'5'l'i i '  b[bu, ) v  |

= V  [»‘ (5Yt + Vt S».) + + V,S,;3]. (2.4.9)

Подставляя последние равенства в (2.4.5), получаем следующее 
выражение для вариации потенциальной энергии:

5 W = j j (bkQ 5ик + T i]y  fiuj -  btjT 4 w  + Q’Vfiw +
П

+MijVj 5\|/; + JV5y3 + p'V. 5\|/3 )</£, (2.4.10)

где

Q’ = Q’ + b’u J, T ij = T ij + b[Mki, N  = N  -  b,MiJ. (2.4.11)

Очевидно, T = TIJ3,3, и Q = 0'э, — тензор второго ранга и век­
тор, определенные на пространстве Р = г/П . За ними сохраняются 
такие же наименования, как и у величин Т и Q в определении 2.1.1. 
Однако в отличие от Т тензор Т несимметричный.

В равенство (2.4.10) кроме независимых вариаций кинематичес­
ких параметров оболочки входят их производные, которые не явля­
ются произвольными. Для того, чтобы «избавиться» от них, исполь­
зуем теорему П.8.4 (эквивалентное ей равенство (П.8.20)):

j j T^WfiUjdS = j j V,. {T^bUj)dS-  j j VT^bu xIS =
П П П

= j  T‘Jx> buds  -  j j  У T ‘JbudS. j j  QV bwdS = j  Q’v.bwds -  j j  V ,0'5wdS,
Г п п г п

j j  Ml/V.SyjdS = j  MVvfiVjds-IIV'MVSyjdS. (2.4.12)
П Г П

j j  p'VibyjdS = j  pV5\|///.s' -  j j  У jH'by^dS.
П Г П
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Подставляя теперь эти равенства в (2.4.5), с учетом (2.4.10), и 
записывая в скалярном виде вариацию работы внешних сил (2.2.8)

ЪА = JJ(g'5w;. + Я2*8\|/. + qbw + ш§\|/3 ) dS +
п

+Я Г(0)Ч + < 0 ) 4 -  + Q<0)5w + H<0)5V3 (2.4.13)

приходим к следующему представлению вариации функционала 
Лагранжа в (2.4.4):

5 / = Д [(6 '< / -  VjTji -  q‘ )bui -  (V,0' + b.T> +q)8w +
П

+ {Q' -  VjM ij -  m' ) 5\|/;. + [N -  V;.p' -  m )5\|/3 JdS +

+J [(r ' V 7m )8"i + (< ?V O ,.l)8»’+
Г

+{Mijvj -M '0))5\|/;. + (p'v;. - p (0))5\|/3]^ .  (2.4.14)

Далее, используя (2.1.12), находим вариацию кинетической энер­
гии:

5£ = рД[/г(м'5и;. + w5w) + /(\j/'5\jr +\j/35\j/3)Jt(1S'. (2.4.15)
п

Здесь под знак вариаций входят производные по времени. Для 
того чтобы этого избежать, с использованием интегрирования по
частям и учетом (2.4.2) преобразовываем интеграл по времени от 5Е  
(полагаем, что допустима перестановка интегралов):

h

-Pff ji/'d  (5 w;.) + j  wd (5 w) + / j\j/V (5 \|/;. ) + j \ j / 3J(5\(/33) dS +
/-

40



+ / J <fd (5v|/;.) + | y 3d  (5\|/33) dS = pJJ /;| u'bui ' j  u'bLu/t + w5w||2
ГТ _ l * *

= -p j dtjj^h(uI8ui + w5w) + /(\j/'5\|/;- + \|/35\|/3 (2.4.16)
и n

Подставляя (2.4.14) и (2.4.16) в (2.4.4) и используя основную 
лемму вариационного исчисления [13—15], получаем уравнения 
движения оболочки:

р hu' = V jT ji -  b'jQj + q' , phw = V,Q' + b + q, 

p/\l/' = V rM i] -Q 1 +m’, p/Vir, = V,u' - N  + m.
J j r

(2.4.171

Для замыкания этой системы уравнений к ней нужно добавить 
физический закон (2.3.9) ((2.3.11) или (2.3.15)), равенства (2.4.11), а 
также вытекающие из (1.3.18) и (1.3.20) кинематические соотноше­
ния:

еи = Д К  + а аУ = \ { h  + Ь  )■ av = Viui ~ bvw’
" к- к (2.4.18)

Рij = v 3l', -  Ь̂ Ъ + bi akj> -  ^  = V/W + bi Uk> 0A = Va- -  ■
Можно показать, что эта замкнутая система уравнений имеет 

гиперболический тип.
Полагая, что граница срединной поверхности имеет вид

Г = г г(и г с , где /(Г„ПГо) = 0, из (2.4.4) получаем так называемые

«естественные» граничные условия как равенства, обращающие в 
ноль криволинейный интеграл в (2.4.14):

и\т и = w<o)/> Нгн = MW  V,|r- =V(o)/» ^з|Гв =V(o)3; (2.4.19)
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T jiv = T:
( 0 )

M IJv.\Яг, - M w ,Q vL  - Q o)’^ v/L _ P(or (2-4.20)

Эти равенства вместе с (2.2.6) дают обоснование названий, вве­
денных определением 2.1.1.

Определение 2.4.1. Граничные условия (2.4.19), (2.4.20) называ­
ются смешанными (соответствуют IIIкраевой задаче). При Г = Г ос­
таются только равенства (2.4.19) — кинематические граничные усло­
вия (соответствуют I  краевой задаче), а при Г = Гс остаются только
равенства (2.4.20) — статические граничные условия (соответствуют 
I I  краевой задаче).

Однородные кинематические ( М(0);. = w(0| = 0, \|/(0|. = \|/(0|3 = 0 ) и

статические ( T,’Q) = Q(()) = 0, M'W) = р(0) = 0 ) называются жесткой задел­

кой и свободным краем соответственно. ■
Возможны общие граничные условия следующего вида:

Xk(uv u2,w,\\fv \\i2,\\i3,T n ,T l2,T2l,T22,M n ,M 12,

m22,0 \ 0 2,pV ) = о. (2.4.21)

Однако функции %к не могут быть произвольными. Равенства
(2.4.21) должны быть такими, чтобы криволинейный интеграл в 
(2.4.14) обращался в ноль. Обычно выделяют следующие их частные 
варианты.

Определение 2.4.2. Условия вида

T Jiv \ =0, M iJv , I = 0, w|F = 0, рЧ- I = 0У|г0 яга „  ii0
называются шарнирным опиранием, а если

V/|r =0»V3|r = 0’1 и 1 и
то говорят о наличии жесткой диафрагмы. Ш

Из вариационного уравнения Гамильтона (2.4.1), (2.4.2), как 
известно, не вытекают начальные условия. Их обычно, в соответствии

(2.4.22)

(2.4.23)
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с порядком входящих в уравнения (2.4.17) производных, принима­
ют такими:

V 1 t=tn

и = f l  w'L  = d ’ 4=,, =fw’ 4 = , =8W,•i - iq о и

v,L=,0=< ’,*r3L0=/¥3. v3u o=^3-
(2.4.24)

Таким образом, движение оболочки определяется начально-кра­
евой задачей (2.4.11), (2.4.17), (2.3.9), (2.4.18)—(2.4.20), (2.4.24).

В случае статических задач в (2.4.17) необходимо опустить инер­
ционные члены:

и' = w = 0, \|/' =\j/3 =0. (2.4.25)

Тогда приходим к краевой задаче (2.4.17), (2.3.9), (2.4.11),
(2.4.18) —(2.4.20).

В заключение этого раздела установим связь использованных в 

условиях (2.4.20) координат вектора v = v'3;. , входящего в утверж­
дение (П.8.18) теоремы П.8.1, с параметрами боковой поверхности
(1.2.18) . Нормальный вектор к ней при выборе в качестве параметра 
t длины дуги s согласно (П.6.5), (1.2.7) при учете (1.2.19), (П.5.11), 
(П.8.5) и (П.8.8) вычисляется так:

N* = [эм > эи ] = [е ,n] = iI1'V  [э; ,п] = [ -  g 'b j .э* =

= ^'-z^'bj  [эу,п] = \ъ,п\ -  z '̂b? [эу.,п] = v -  z^'bj [з .̂щ]. (2.4.26) 
.
Следовательно, V  — единичный нормальный вектор к боковой 

поверхности при г = 0 (на линии пересечения П b f I П = Г ).

2.5. Оболочка типа Тимошенко

Наиболее часто используются классические модели оболочек с 
меньшим числом неизвестных функций. Для этого наряду с аксио­
мой 1 (см. раздел 1.3) вводятся дополнительные гипотезы.
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Аксиома 2. Нормальное к срединной поверхности волокно не 
растяжимо. ■

Это предположение в силу (1.3.20) эквивалентно равенству

V3=0. (2.5.1)

Кроме того, принимаются гипотезы, позволяющие уменьшить 
число неизвестных усилий.

Аксиома 3. Напряжения о '3 распределены симметрично по нор­
мали к срединной поверхности, т.е. являются четными функции ко­
ординаты г. ■

Это предположение согласно формулам (2.1.5) и (2.4.11) приво­
дит к таким равенствам:

Ц'*0; (2.5.2)

Л/2

Q' = Q' = [ ст'Л/г. (2.5.3)
-Л/2

Еще один тип гипотез связан либо с распределением касатель­
ных напряжений и деформаций по нормали, либо с углом поворота 
нормали.

В модели типа Тимошенко используется первая из них.

Аксиома 4Т. Напряжения о'3 пропорциональны перерезываю­
щему усилию:

М '3 = Q 'f(z), f ( - z )  = f(z ) , (2.5.4)
а соответствующие сдвиговые деформации имеют тот же закон рас­
пределения по г :

е,-з = £,/(г), £, =е;-(^1,^2).И (2.5.5)

Подставляя (2.5.4) в (2.5.3), получаем равенство

Л/2

hQ' = Q' \ f(z)dz,
—Л/2
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из которого в силу произвольности Q’ следует, что функция f(z )  
должна быть нормирована так:

Л/2

J f(z)dz = h. (2.5.6)
-Л/2

Для определения £. в (2.5.5) приравниваем полученную из (2.1.6) 
удельную (отнесенную к единице площади срединной поверхности)
потенциальную энергию чисто сдвиговых (е, = 0, к.. = 0) деформа-и У
ций к такой же величине, полученной с использованием (2.1.4),
(2.5.4) и (2.5.5)

Ы 2 j 1 1 Л/2
J с % 3̂  = —  0 ’г г  —  = т J f 2( z )dz , (2.5.7)

-Л/2 ^  К п  _Ц2

получаем равенство 20'е;. = k2Q‘0; , из которого в силу произвольно­

сти Q' получаем е;. = k2Qi/ 2. Тогда с учетом (2.5.3), (2.3.2) и (2.5.6) 
получаем физический закон для перерезывающих сил:

Л/2 Л/2
O '=2 J Cm \ 3dz = 2Cm \  J f(z)dz = hk2Cm2ek. (2 5 8)

-Л/2 -Л/2

В общем, вид /(г ) может быть выбран различными способами. 
Однако, как правило, полагают, что /Н ) соответствует распределе­
нию касательных напряжений по высоте балки прямоугольного се­
чения с единичной шириной и высотой h (формула Журавского) [12]:

~/3 /о = т =60' Г/г2— Z , f(z )  = 6
/ ! 1

4
2 \

(2.5.9)
N

3п V / V /
Легко проверяется, что такая функция f(z )  удовлетворяет ус­

ловию (2.5.6). Подстановка ее в (2.5.7) дает следующий результат для 
коэффициента к:

к2 = 5/6. (2.5.10)
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Можно также принять f(z )  = 1, что в силу (2.5.4) соответствует 
равномерному по толщине распределению касательных напряжений 
о '3. В этом варианте из (2.5.7) получаем к=  1. Тогда формула (2.5.8)

согласно (2.4.11) и при и7 =0 совпадет с соответствующим равен­
ством в (2.3.9).

Начально-краевая задача для этой модели вытекает из (2.4.17), 
(2.3.9), (2.4.11), (2.4.18)—(2.4.20), (2.4.24) с учетом всех выводов этого 
раздела:

р/ш' = V T ji -  b’.QJ + q', рhw = V Q  + b.Tij + q,
J J i У

pl\\r' = V . Mij -  Q' + m' ; (2.5.11)

f ij = hCiJk,ekl, T ij = f ij + blMkj, M ij = ICijklkw, 0 ' = hk2C'3k3Ql ; (2.5.12)A7 ’

'7 2= т"(а [/+ а л )- K,J=т  (Py+ U - а ,-= v> ,  -  V -

>-#,- = v,-w+ ,  e* = -  a*;
(2.5.13)

U. =  U,l lr (0)/’ wlr =w(0)>V,|r  =¥(0)/; (2.5.14)

= C « ' 4  - « « . O '* !  - < w  (2.5.15)

= n , ,  = 4 -

4 . . „ = * . 'V L ,= / ; •  VI - 4 -
(2.5.16)

По форме система уравнений (2.5.11)—(2.5.13) совпадает с 
(2.4.17) без последнего уравнения.

46



Можно показать, что и в этом варианте модели оболочки систе­
ма уравнений (2.5.11)—(2.5.13) является гиперболической.

Для изотропной оболочки типа Тимошенко физический закон 
может быть получен из (2.5.12) с помощью соотношений (2.3.10), 
либо как частный случай равенств (2.3.11) с учетом модификации 
равенств для перерезывающих сил:

T ij = h ( \g h  + 2e/7|u), T ij = T ij + b'kM kj,

M ij = / ( ^ k + 2цк'-/ ), Q1 = k 2h[i9'.

Здесь г и к  определяются равенствами (2.3.12) или откорректиро­
ванными формулами (2.3.13):

в = divu - 2Hw, к = div\|/ + bklV kut - 2 ( 2H1 -K^jw. (2.5.18)

Физические соотношения (2.5.18), аналогично (2.3.15), также 
могут быть записаны с помощью технических постоянных:

Eh v „ лТ ] =-----  ------ вя] + г}
1 + v l-2 v  5

M ij = -E l  v
1 + v l-2 v

KgIJ + ку !=  дм- ,
2(1 + v)

(2.5.19)

Соответствующие модификации формулы для потенциальной и 
кинетической энергий, их вариаций и работы внешних сил получа­
ются из (2.1.6) и (2.1.12), (2.4.14)—(2.4.16) и (2.2.8), если в них по­

ложить \|/3 =0, ц' = 0 и заменить Q' величиной Q'.
В теории оболочек часто вместо аксиомы 2 используют другое 

предположение.
Аксиома 2с (статическая гипотеза). Нормальные напряжения в 

нормальном волокне отсутствуют:

о33 = 0. ■ (2.5.20)
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Последнее равенство дает возможность с помощью последнего 
соотношения в (2.3.2) исключить ё33 и привести закон Гука к такой 
форме:

a'1 = Aijk,ekI, о '3 =2С'3к3ёк3, (2.5.21)

дук1_£jijkl ^уЗЗ^ЗЗЫ j  ̂ 3333 (2.5.22)

Очевидно, Aljkl являются компонентами тензора четвертого ранга.
Отметим, что гипотеза (2.5.20) противоречива, поскольку, как 

следует из (2.3.8), приводит к линейной зависимости тангенциаль­
ных деформаций гк1 от координаты z-

При ее использовании, как следует из (2.1.5), нормальное уси­
лие равно нулю:

N  = 0, (2.5.23)

и физический закон (2.5.12), с учетом (2.5.21), модифицируется сле­
дующим образом:

T ij =hAIJkIekI, T ij = T ij + Ь[Мк], M ij = IAijklки , Q =Ък2С Ък\ к. (2.5.24)

В случае изотропной среды, как вытекает из (2.3.10) и (2.5.22), 
величины A,Jkl вычисляются так:

А«к,= Х Г 8к1 + p ( g V  + £ 'У  ), (2.5.25)

где

v = - 3 L x - ^ j .X + 2ц 1 -  v" (2.5.26)

Отметим, что X' совпадает с введенной в теории упругости ве­
личиной для плоского напряженного состояния.

Таким образом, при использовании статической гипотезы в 
физических соотношениях (2.5.18) упругую постоянную Ламе X не-
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обходимо заменить величиной X '. При этом форма (2.5.17) этих со­
отношений модифицируется так:

f a  = _Eh  гv£giJ + (1 _ v)e//1 та = f a  + biM *j5
1 _L J1 — V

EIM ij =-E±-\vKgij + (1 - v)k®1 
1-v  L J 2(1 + v)

(2.5.27)

Приведем также уравнения совместности деформаций для оболочки 
типа Тимошенко. Они являются частным случаем соотношений 
(1.5.24)—(1.5.26), которые, в соответствии с (2.5.1), модифицируются 
так:

(с,у. ) + i„ (в) = 0 <« = 0,1,2),

где

А  (в)= h (v /0, )’ ^2(0)= -л е 1+ l v 2 ( v ^  -  v 2e ,),

Z3(0,\|/3) = - i ?0 +— v2 (v201 -  v ^ ) ,

(2.5.28)

(2.5.29)

а операторы Kn (е#, Kk/ j по-прежнему задаются равенствами (1.5.25).

2.6. Оболочка Кирхгофа—Лява

В этой модели аксиомы 2—3 (см. разделы 1.3 и 2.5) сохраняют­
ся, а аксиома 1 модифицируется так.

Аксиома 1К. Нормальное к срединной поверхности в начальном 
состоянии прямолинейное материальное волокно остается прямо­
линейным и нормальным в актуальном состоянии. ■

Очевидно, это предположение аналогично используемой в со­
противлении материалов гипотезе Бернулли [12].

Аналитические выражения этой аксиомы следуют из раздела 1.4:

еА = о, м/А = . (2.6.1)
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Кроме того, вместо аксиомы 4Т вводится такая гипотеза. 
Аксиома 4К. Скорости поворота нормального волокна и обус­

ловленные поворотом инерционные силы пренебрежимо малы:

У  = 0, \|/' = 0. ■ (2.6.2)

Соответствующая начально-краевая задача, очевидно, является 
частным случаем (2.5.11)—(2.5.16):

р/;/7' \ Т "  НО' ■ q'. 

рhw = V,Q' + b.Tij + q, V М ] -  Q’ + m' = 0;

T IJ = h Cijk!ekl, T ij = Г 1 + b[Mki, M ij = ICm ки ;

£ij = T (а» + = V/M/ ~~ bj W'

Kv 2 '-  (V,fl, + V Д .) + - (bka , +  bk a , ) ,  -  A. = V,w + bku, ;9 \  '  i  J * J i kj J ta /  ’ i i i к 7

(2.6.3)

(2.6.4)

(2.6.5)

"Jr  = М(0)/.Чги = W(0y » i \ r = % )P (2 .6.6)

= 4 ) ^ 4 i r  = < ) ’ 0 l  =0(0)! (2.6.7)

i/=/( = f l  к - wI = f  w\ = 2I/=/,, ■/w’ !/=/„ (2 .6.8)

Последнее уравнение в (2.6.3) позволяет выразить перерезыва­
ющие силы через моменты

д = У .М * + т \  (2.6.9)

и свести систему уравнений движения к двум уравнениям:

рАй' = Л//А + У , р/;м> = V;.V;AT + Ъ..Г' + р ,  (2.6.10)

где

р '=q'-b'jmJ,p = q + 'VjmJ. (2.6.11)
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Отметим, что это преобразование не понизило порядок систе­
мы уравнений, и, как можно показать, в отличие от модели типа 
Тимошенко система уравнений (2.6.10) является параболической.

Для изотропной оболочки Кирхгофа—Лява две формы записи 
физического закона вытекают из (2.5.17) и (2.5.19):

Tij = A ( ^ e  + 2eV), 7'" Г  ■ b{Mk' . M ij = / ( ^ к  + 2рк^'); (2.6.12)

f i j  — Eh
1 + v l-2 v

egij + e’j , M ij = E l
1 + v l-2 v

кg'i + (2.6.13)

В варианте модели Кирхгофа—Лява существенно упрощаются 
формулы (2.1.6) и (2.1.12) для потенциальной и кинетической энер­
гий, а также равенство (2.2.8) для работы внешних сил:

W = + M^K^dS: (2.6.14)
2 и

Е = ^ \ \ ( и м '  + w2)dS- (2.6.15)
1 п

А  = JJ[(q,u) + (m,0) + ?w}/1S, + J[(T(0),u) + (M(0)-,©) + C?(0)w]̂ - (2.6.16)
п г

Далее, как обычно принято для данной модели, будем пренеб­
регать поверхностными распределенными моментами:

ш = 0. (2.6.17)
Тогда, как следует из (2.6.11),

q = p = p'3r p = q, (2.6.18)

и равенство (2.6.14) записывается так:

Л = jj[(p ,u)+ p w ]^  + j [ ( T(O),u) + (M(O),0) + e (o)w]^. (2.6.19)
п г

Упрощаются также равенства (2.4.14) и (2.4.16) для вариаций 
функционала Лагранжа и кинетической энергии:
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5 / = J J [ ( ^ 0 A -  V jT *  -  p‘ )bui -  (V ,0 ' + ЪЦТ* + p)bw +
П

+ {Q‘ -  Vy M ‘J )80 ] dS +

+J[(r'4  -T ’o ) Ч  + ( 0 4 - Q ^  + ( M h ] - л / ')б д ,]л ;  (2.6.20)
г

h hJ SEdt = -ph j dtjj(uI8uj + wSw)rf>S'. (2.6.21)
t-y t-y П

Поверхностный интеграл от последнего слагаемого в (2.6.20) 
нуждается в преобразовании, поскольку, в силу (2.6.5), вариации 50,
не являются независимыми. Эту операцию выполняем с помощью 
теоремы П.8.1 (эквивалентного ей равенства (П.8.20)):

JJ(Q‘ -  V jM ij)8^dS = j j{уjM ij -  Q‘ )(v,5w + bfbuk )dS =
П П

= JJ[A* -  Q)buk - (V,.V;M* -  V,Q' )5w ] ^ + j( V ;.Mij -  Q'jv^wdS.
п г

Подставляя это равенство в (2.6.20), приходим к следующему 
результату:

5 /  = j j |(  b[ У j  М kl -  У j T Ji -  р ' ) 5w;. -  {Ь„Т* + y y / j M ij + р)5н’]</54
П ‘

+Я(Г'Ч  + -У 'о О Ч }* - (2А22)
Г

Q1 = y .M ij.

Часто необходима обратная форма физического закона (2.6.12). 
Для ее построения сначала найдем первые инварианты Т и М тен­
зоров Т и М:

Т = T ijgу =2h(X + \i)e, М  = M ijgу = 2 / (Д + ц)к. (2.6.23)
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Определяя отсюда инварианты 0, к и подставляя их в (2.6.12), 
приходим к искомой обратной форме физического закона'.

' h Tg:, ХЛ/е.
= f r  <2 6 -24>

Подставляя в формулы (2.6.23) и (2.6.24) равенства (2.3.14), 
получаем их выражения через технические постоянные:

Т _ ЕЫ . .  _ E I к
~~ (l + v )(l-2 v ) ’ 1 ~ (l + v )( l-2 v )’ (2.6.25)

£д = ~ vTs*)' Kv = l- w ( M>J~vMgv)- (2-6-26)

При использовании статической гипотезы аналогично разделу 
2.5, в соотношениях (2.6.23), (2.6.24) к нужно заменить X' из (2.5.26), 
а вместо равенств (2.6.23) и (2.6.24) должны использоваться следу­
ющие соотношения:

j, _ Ейг ^  _ Е1к (2.6.27)

Определяя отсюда инварианты в, к и подставляя их в (2.6.12), 
приходим к искомой обратной форме физического закона'.

г* = Ш 1 + ^  к*=̂[(1+у)м* (2-6-28)
Приведем также уравнения совместности деформаций для оболочки 

Кирхгофа—Лява, которые вытекают из (2.5.28) при использовании 
( 2 .6 . 1) :

К П (еу ’ка/ ) = 0 (я = °Д’2)’ (2.6.29)

где операторы Кп(бу,кА7) задаются равенствами (1.5.25).

Эти уравнения с точностью до обозначений совпадают с анало­
гичными соотношениями, полученными другим способом в [1].
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2.7. Общие теоремы теории оболочек

Поскольку оболочки являются линейно упругими телами, то для 
них как следствия из теории упругости [11] справедливы следующие 
утверждения.

Теорема 2.7.1 (закон сохранения механической энергии). Для лю­
бой оболочки выполняется соотношение

A = E + W, (2.7.1)
где потенциальная энергия W, кинетическая энергия Е и работа вне­
шних сил А определяются равенствами (2.1.6), (2.1.12) и (2.2.8) или 
их соответствующими частными случаями из п.п. 2.5 и 2.6. ■

Теорема 2.7.2 (теорема взаимности, модель п. 2.4). Пусть для од­
ной и той же оболочки компоненты напряженно-деформированного
состояния u,,\|/',w',\|/3 и Т', M',Q',p', N' соответствуют внешним нагруз­

кам q ,m\q \m ' и Т('О|5М;о|50(’О|5ц;о |, a u » V l 4  и Г ,М ',0> ',Л Г*

— нагрузкам q",iT\’,q\m" и T'O),M 'O),0 'O),|i'O). Тогда имеет место ра­
венство

■А\2 ~ (2.7.2)

где
Ау2 = JJ [(q' -  р/ш', и") + (пТ -  /\|>',\|/') + {q'~ р hw')w" + (т'~ р/\|/3 )\|/3] dS +

п

+J [(Т<0) + (М 0̂) ’V") + Qo)w' + п;0)^з]
г

A2l = j j  [(q" -  р и ) + (m* -  /\j/",\|/') + -  phw") w' + (m" -  p/\j/' )\|/' ] dS +
n

+J[(T<0)’U') + К о ,  >v') + ^ 0)w' + КоДз]Л - ■
г

Теорема 2.7.2T (теорема взаимности, оболочка типа Тимошен­
ко). Пусть для одной и той же оболочки типа Тимошенко компо­
ненты напряженно-деформированного состояния iT,\|/',w' и 
T',M',Q' соответствуют внешним нагрузкам q',m\q  и Т'0 ,М '0 ,0,'о ,
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a W'.xf.w" и T',M',Q' — нагрузкам q",m\ q  и T'O),M'O),0'O). Тогда 
имеет место равенство (2.7.2), в котором нужно положить \|ф = V* = 0. 
■

Теорема 2.7.2К (теорема взаимности, оболочка Кирхгофа—Лява). 
Пусть для одной и той же оболочки Кирхгофа—Лява компоненты 
напряженно-деформированного состояния u',w' и Т',М' соответ­

ствуют внешним нагрузкам р\р ' и Т'О|,М 'О|,0 'О) , a u", vv" и Т",М"

— нагрузкам р", р" и T(")rM'0rQ'0). Тогда имеет место равенство 
(2.7.2), в котором нужно положить

А\2 = Я [(Р"~~ Р̂ Ш’ *0 + (р ' ~ phw') w"] dS +
п

й[(т«г "Х м;.г0>о;«,»■ ']*.
Г

^21 = JJ[(p" -  «О + ( /  -  рМГ) У/] dS +
п

й [ ( т® 'ц')+ (м ® -в ')+ % ,
г

Теорема 2.7.3 (теорема Клапейрона). Пусть оболочка находится 
в состоянии покоя под действием внешних сил. Тогда выполняется 
равенство

2 W = A, (2.7.4)
где потенциальная энергия W и работа внешних сил А определяют­
ся равенствами (2.1.6) и (2.2.8) или их соответствующими частными 
случаями из и.и. 2.5 и 2.6. ■

С помощью теоремы 2.7.1 абсолютно аналогично теории упру­
гости [11] с использованием положительной определенности подын­
тегральных функций в выражениях для потенциальной и кинети­
ческой энергий доказываются следующие утверждения.

Теорема 2.7.4 (единственностьрешения динамических задач). Ре­
шение начально-краевой задачи (2.3.9), (2.4.11), (2.4.17)—(2.4.20), 
(2.4.24) (задачи (2.5.11)—(2.5.16) или (2.6.3)—(2.6.8)) единственно. ■
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Теорема 2.7.5 (единственностьрешения статических задач). Реше­
ние краевой задачи (2.3.9), (2.4.17)—(2.4.20) при ii = 0,y = 0,w = 0,\|/3 =0 
(задачи (2.5.11)—(2.5.15) при ii = 0,\jjr = = 0 или (2.6.3)—(2.6.7) при
ii = 0,w = 0 ) единственно. ■

2.8. Уравнения движения в перемещениях

Из полученных выше уравнений (2.3.9), (2.4.11), (2.4.17) и 
(2.4.18), аналогично уравнениям Ламе в теории упругости [11], можно 
исключить усилия и деформации. Соответствующие преобразования
с учетом симметрии тензора упругих постоянных (величины 
определены в (П.7.25)) приводят к следующему результату:

Здесь
W = LW + Р.

у
L = (Т'; )6x6, W = (и1,и2,w,V ,¥ 2,¥ 3) ’

Р =
1 2  1 2  q q q т т т

рh ’ рh ’ рh ’ p i ’ p i ’ p i '

( 2 .8. 1)

(2 .8.2)

где L — дифференциальные операторы в частных производных еле- У “ “
дующих порядков: С,, l}j, L̂ +l, U(), L1̂ 1, , L()+J имеют первый порядок,

a L'j",L^j,Ll,L^,L^ - второй порядок.
Для оболочек типа Тимошенко и Кирхгофа—Лява аналогичный 

анализ также приводит к системе уравнений (2.8.1). При этом соот­
ношения (2.8.2) соответственно заменяются такими равенствами:

L = (Z1).^, W = (w1,w2,w,\|/1,\|/2) , Р
/ ' 1 2  1 2 Д"q q q т т

ph ’ph ’ph’p i  ’ p i ; (2.8.3)

L=KL (2.8.4)
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При этом операторы в (2.8.3) совпадают с указанными выше, а 
операторы в (2.8.4) имеют такие порядки: К\ — второй, К\ и К] 
— третий, К] — четвертый.

Конкретный вид дифференциальных операторов не приводится 
в силу их громоздкости. Более того, в такой форме они практически 
не используются. Обычно уравнения движения в перемещениях за­
писываются в физических компонентах векторов. Пример такой 
формы для изотропных круговых цилиндрических и сферических 
оболочек типа Тимошенко и Кирхгофа—Лява приведен в [16].

2.9. Начально-краевые задачи 
для оболочек в главных координатах

Запишем теперь начально-краевые задачи для трех полученных 
выше моделей оболочек в наиболее часто используемых главных 
ортогональных координатах (см. определение П.6.5) с использова­
нием соотношений (П.6.26), (П.6.28)—(П.6.32) и (П.7.17). Сначала 
рассмотрим начально-краевую задачу (2.4.11), (2.4.17), (2.3.9), 
(2.4.18)—(2.4.20), (2.4.24). Соответствующие уравнения движения 
принимают следующий вид (здесь и далее, если не оговорено про­
тивное, звездочки в обозначениях физических компонент опущены):

р hitl = 

рМ2 =

1
я , я 2

1

Э(Я 2Гп) , diH lT2l) , X ЭЯ1 X ЭЯ:+ т 1__L _ т  __ 112 ае2 '22 ^1

Я 1Я 2

Э̂ 1 ' Э̂ 2 1Z д£

К Н 2Тп) э (я 7 22) х  а я ,  _ ЪЩ

- k ]Ql + ql,

э^1 Э̂ 2 21 Э̂ 1 11 э^2

(2.9.1)
^2^2 + #2’

р hw =
Я 1Я 2

Ц Н А ) , Ч Ш )
Э̂ 1 К 2

+ к{Гп + к2Т22 + q,

p/\|/i =
Я 1Я 2

<){П:М  ) Ъ {н ,м п ) д н 1 л ,  ш
э^2

- л/.
12 э^2 22 э^1

р/\|/2 =
2 Я 1Я 2

д(Н2М п ) d{HlM22) + M  д щ _ м  эя.
э е 12 -«1 11 э^2

-Q l + ml, 

(2.9.2)

- 0 2 + т 2;
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р/\|/, = 1
3 ЩЩ

Э(Я# 1) Ъ{Нр2)
- N  + т.

ЭЕ1 дЪ

Кинематические соотношения (2.4.18) записываются так:

(2.9.3)

' у у
1 ди2 и  ̂ ЭЯ, 1 Эг/1 и2 ЭЯ2

Щ  э^2 J’а21" я 2№ щ  Э̂ 1 J

a n  = Я,
Эг/1 и2 ЭЯ,
Э!;1 н 2 д£

1

- k]W, а 22 =
Я ,

Эг/, и, ЭЯ,—f  + —1---- А

К22 “ '

я

j_
я .

Э\|/1 \|/2 ЭЯ1
’W  + ~H~2 W

^ ¥2 , ¥ 1  ЭЯ2
э̂ 2 " я, Э̂1

Э̂2 я, э̂ 1

+ /Ti(a i i - ¥ 3),

+ к2 (ос22 — ¥ 3) •>

(2.9.4)
- k 2w,

(2.9.5)

=JJ^ 2 .  Jjtyl.__ L_
12 ^  э̂ 1 Я2э̂ 2 я,я2

1 Эм/

ЭЯ, эя2 
¥1^ + ¥2^  

1 Эм/

+ к̂ си̂  2 + Аг2а21,

(2.9.6)
-й , = A,w, + ----------г, -  Я  = Аг.,гл, + ---------- т , 0. = \i/,. -  Л,..1 11 ^  э̂ 1 2 2 2 я 2 э̂ 2 ' ' '

Физические соотношения (2.3.9) с учетом (2.4.11) приобретают 
такой вид:

Т 1 j  ~  Т 1 j  +  k \ M \ j -  7 2) ~ T 2 j + к 2М 2 Г

ty = h[Cykfiki + Срз¥з)’ Му = 1Сук/Кк/’

0, = ё, + /'-(Цр 02 = 02 + А2р2, N  = N - k lM ll -  к2М 22,

(2.9.7)

Q. -  АС,, ,8,, р -  I С,/313
, Э\|/,А-,8, + -Ц
1 1 Э^

+ С/323 к2д2 + С-ТЦ
2 2 э^2 (2.9.8)

N  -  h(Cm i£kl + С3333\|/3).
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Здесь, в соответствии с (П.6.28), под упругими постоянными 
Сф1 ’ Q-из > Сззи и С3333 понимаются физические компоненты со­

ответствующего тензора: Г|Н; = Н(1Н^НЛ?С**. с*,, = н  н р с':\

^3375 = ^ 7 ^ 5 ^  7 И Ц з з з  = ^ЗЗЗЗ ■
Кинематические граничные условия сохраняют вид (2.4.19), а 

условия (2.4.20) переходят в следующие равенства:

T f i v j \ r =  T W ) ’ M j v j \ r  =M wyQi\r =Qo)’ M7v/|r =П(0)- (2.9.9)

В начальных условиях (2.4.24) меняется только расположение 
индексов:

Ui\t=t0 f u i ’ Ui\t=t0 ^ “i ' W \t=tо H t=t0 П-’
I , - I I ,  . I (2.9.10)

V , L  = 4 "  Ч = ,„  = Ию V 3L  =Л'3' V 3L  = И з ­

начально-краевая задача для оболочки типа Тимошенко, в соот­
ветствии с материалом и. 2.5, вытекает из соотношений (2.9.1)— 
(2.9.10). При этом уравнение (2.9.3) исключается, изменяются ки­
нематические и физические соотношения (2.9.5) и (2.9.8), а также 
граничные и начальные условия (2.9.9) и (2.9.10):

1 3 4 /2  \ | / 2 ЭЯ 3
Я ; Э^1 Н 2 dq2

1 Э\|/2 \|/, дН 2

Н 2 э^  э^1
“Ь /̂ 0(22 5

(2.9.11)

0 , = ^ С тъ- (2.9.12)

- Tm ^ j \ T ~ м т >  Q\t0_Qo);1 о 1 о с

Мг|/=/0_ Лг-’ “г|/=/0 _ Пг-’ WL=/0 _ A>-’

_ П-’ |/=/() ~ Л"’’ Ы =,0 _ И "

(2.9.13)

(2.9.14)
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Если материал оболочки типа Тимошенко изотропный, то фи­
зические соотношения (2.9.7) и (2.9.12) принимают следующий вид:

1 \ j  ~ ^ l j  +  j  ■ T2 j А, ^2'A j  ’

Тц = А(Х5<уЕ + 2м£4.), М« = / ( Ц ,к  + 2рк? ), 0,=/<2/;р0.
(2.9.15)

При использовании технических постоянных последняя строка 
в этих равенствах записывается так:

Т. = —
ij 1 + v

V
1 -2vч г6и +ги

М :; = EI
11 1 + v

------ кб.. + к . .
l-2 v  » ,] ' 2(1+ v) '

(2.9.16)

Соответствующие соотношения для оболочки Кирхгофа—Лява по­
лучаем из начально-краевой задачи для оболочки типа Тимошенко 
с использованием гипотез (2.6.1), (2.6.2), (2.6.17) и (2.6.18). При этом 
уравнения движения принимают вид:

р hu, =
щ н 2

д ( н 2тп ) д ( щ т 21) + ГГ эн, т  эн.

э ^ 12 э^2 22 э^1 -kiQi + Pv

phu2 =
2 н , н 2

д ( н 2Т\2) ^(^1 Ал). j  д н 2 эн,

э^1 э^2 21 э^1 11 э^2

р hw =
н , н 2

э ( я 2а , ) + э ( я ,0 2)
ЭГ

k2Q2 + р2,

(2.9.17)

+ кфГ,, + к2Т22 + р.

1

1

Кинематические соотношения (2.9.4) сохраняются, а (2.9.5), 
(2.9.6) и (2.9.11) переходят в такие равенства:

1 ЭЙ1 й2 ЭН, . . .  .. 1 дх)2 А <)Н2
н , , н 2 э^2 ,

+ л1а 11, к22 ^
Эt,2 Н, Э̂ 1

+ к2а22.
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2Ki2=- 1 Эй, 1
н 2 э е Н\Н2

„ ЭЯ, a ЭЯ, 
Ф —f + й, — 1 + ĈXi2 + k'j OĈi,2 21 ’

-й, = /r,w, + - - ^ 2 ,  - й 2 = k2u2 + — 22L 
1 1 1 ^  э^1 2 2 2 Я , Э(;2

(2.9.18)

К ним добавляются вытекающая из (2.6.9) связь перерезываю­
щих сил с моментами

Ъ  =  -
1 (ЪМп 2 Ми ЭЯ1 "1 1 ( ЭЛ/,, Ми - М 22 эя2

",
1

, э̂ 1 ' я, э̂ 2]
дМп М22- М п

+ я 2
дНЛ_L

Н 2

1
я, э̂ 1

' ш 22 2м ]2 ЭЯ2 '
", { ^  н 2 э̂ 2 J+ я 2 Э£2 1 я, э̂ 1

+ mv

+ т~,

К ним добавляются физические соотношения (2.9.7), кинема­
тические граничные условия (2.6.6) и (2.9.13), а также соответству­
ющим образом видоизмененные начальные условия (2.6.8):

+

UL 0 = / ш’ UL 0 =8„i’ WL 0 = / w> WL 0 =SW- (2.9.19)

Если материал оболочки Кирхгофа—Лява изотропный, то в фи­
зических соотношениях (2.9.15) и (2.9.16) необходимо отбросить
равенства для перерезывающих сил Q, .

2Л0. Уравнения совместности деформаций 
в главных координатах

В заключение аналогично и. 2, используя формулы (П.6.23)— 
(П.6.34), (П.7.17) и (П.7.18), построим уравнения совместности де­
формаций для всех трех моделей оболочек в главных координатах.

Сначала рассмотрим уравнения (1.5.24). Для их преобразования 
находим следующие комбинации вторых производных компонент 
вектора 0 и симметричного тензора второго ранга е :

ос,
1 -Э(я2в;) э(я1е*)"|

я ,я2 э̂ 1 э̂ 2 (2 . 10.1)
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?)2е
V, (V,e2, - V2012) = H] - щ н 2 ^

r ) 2 ( 12

K )

+ H,

+Я,

ЭЯ2 Н 2 ЭЯ, ^е22 , О ЭЯ, Эе„ ш ЭЯ2 Эе,,
э^1 Э^1 . Э^1 Э^2 э^2 “ 2 э^1 э^1

Эе 12 о и ЭЯ 1 Эе12 0 // ' Э2Я, 1 ЭЯ, ЭЯ,
Э^2 2 Э^2 эе t- n 2 Э ^ 2 Ну э^1 э^2 '12

(en е2г)
2 К )2

'"ЭЯ, *

V ^ 2

'" ЭЯ. л2 я 2 ЭЯ, эя2 
~НХ Э̂ 1 Э̂ 1

(2 . 10.2)

Используя их, приходим к следующим уравнениям совместно­
сти деформаций:

где
к „, (е, к) + Lm (0, v 3) = 0 (и = 0,1,2),

К0* (Е’К) = ~k2Kn ~ к1к22 + к1к2 (е11 + е22 ) +

(2.10.3)

(2.10.4)

^1*(е’к) = ТГ
_ 1 (^1К12) ^ (^2К22) ^Я2 , ^Я--------- ---------------------------------------------------- ---------------------- 1- к --------

Н 2 [ ^ э^1 11 э^1 +Kl2 э^2

+£12
Э Я ,_Э (Я ^2) Г „Э е_  .. Эе

1 Э̂ 2 э^2 * 1 22
я, :12 _ л  ис-22

1 Э̂ 2 2 Э̂ 1

+
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A .(0’V3)
н1_д_

2  a ?
1 1 \ Ц Н Л ) э(я,е,)1
\ И & ^ 2 _

klk2H lQl к, .

(2.10.5)

Равенства для операторов К0а (е,к) и Lb (0,\|/3) не приводятся,

поскольку они вытекают из (2.10.5) при перемене местами индексов 
1 и 2.

Отметим, что при построении формулы для оператора K()i. (е,к) 
использованы легко проверяемые равенства:

1 " э е̂11 ! е11 Щ э е11 \
н хн 2 _э̂ 2[ н 2 д е  н 2 ^ \ э̂ 1 H i д!;1 \ 1  ̂ 7-1

ЩН2
2 дН 1 Я, дН 2

н 2 Э̂2 Н 2
Эе, , Н ] Э2еп ем ЭЯ3 ЭЯ2 ,
Э̂ 2 Н2 К ) 2 я 2 эt  э̂ 2

1 8,1 э% 1 ЭЯ2 Эеи i е 1 эя2 эя3 е,, Э2Я2
н 2 № ) 2

Э̂1 Э̂1 ' я 2 эе эе (э^1)2
5

1 " э Эе 12 0 е12 эя2 э ^е12 , ^ п Щ )
_э̂ 2 Э̂ 1 Щ  эе J эе 1“ J

2 ^ е12 , 1 эя2 Эе12 е 12 ЭЯ2 ЭЯ2. . е,, Э2Я 2

(2 . 10.6)

Н 2 Э̂ 1 Э̂ 2 Я 2 Э̂ 1 Э̂ 2 Н 2 Oq'Oq2

1 ЭЯ3 Эе12 £12 Э//| ЭЯ3 е12 Э‘ / / j
я, э̂ 2 Э̂1 Я2 Э̂1 Э̂2 я, Э ^ 2

(2.10.7)

а также соотношение, вытекающее из (2.10.6) при перемене места­
ми индексов 1 и 2.

Для оболочки типа Тимошенко уравнения совместности дефор­
маций несколько упрощаются за счет равенства \|/3 =0 (см. (2.5.1)).

1
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Для оболочки Кирхгофа—Лява эти уравнения с использованием 
формул (2.5.1) и (2.6.1) записываются так:

Хда(е,к) = 0(л = 0,1,2). (2.10.8)

Отметим, что последние соотношения переходят в полученные 
в [1] уравнения совместности деформаций, если ввести новые обо­
значения

£I — £| р 2̂ — 2̂2’ ® — ^12’ — ^ij ~ —

К2 = V22 =К22 _ ^2е22’ Х = д (У12 +V2l) = K12 ~~ (А + 2̂ ) е12 ’

где v„. — физические компоненты соответствующего несимметрич­
ного тензора, указанного в (1.5.7).

6 4



Приложение. ОСНОВЫ ДИФ Ф ЕРЕНЦИАЛЬНОЙ 
ГЕОМ ЕТРИИ

П.1. Понятие риманова пространства

Напомним основные определения, связанные с обобщением 
евклидова пространства — римановым пространством [9], а также 
дополним их некоторыми новыми терминами.

Определение П.1.1. Пусть V" — множество элементов, которым 
поставлено во взаимно однозначное соответствие упорядоченные

совокупности чисел (х1 . ,,хп^е Dx R", и на Dx задана невырож­

денная симметрическая матрица G = (#..) .

Тогда V" называется римановым пространством размерности п.
если:

а) функции gy (х1 —  х" j непрерывно дифференцируемы на Dx

{ l ,e C L(D'));

б) свойства матрицы G инвариантны относительно группы до­
пустимых преобразований

х '= х '( / , . . . , / !) , ( / , . . . , / !)е ДeU y ^R ". (П.1.1)

За элементами риманова пространства V" сохраняется принятое 
для евклидовых пространств название точка, за G — фундаменталь­
ная матрица, а за числами х' — координаты точки М (х 1,.. .,хп].■

В каждой точке риманова пространства по формулам

, Эх'
Р  =  ------г
1 Ъу1

ду'

м дх1 (П.1.2)
м

определяются матрицы Р = (р',) и Q = (q \ ) , которые считаются

матрицами перехода между некоторыми базисами е; и е';. . Эти ба­
зисы вместе с матрицей G образуют аналог точечного евклидова
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пространства dVn(M ) сточками А/, (V + dx'__ х" + dx" j и векто­

рами (здесь dr — обозначение)

ММх = dr =dx'ej, (П.1.3)

которое называется касательным к риманову пространству V" в 
точке М.

Отметим, что в общем случае фундаментальная матрица G мо­
жет не быть положительно определенной. Однако результаты для ев­
клидового пространства, не требующие ее положительной опреде­
ленности, остаются в силе, чем и будем пользоваться далее.

Размерность dVn(M), очевидно, совпадает с размерностью са­
мого пространства, и в нем dr — радиус-вектор. Здесь может рас­
сматриваться скалярное произведение векторов dr = dx’ei и 
dp = dy'ef :

(dr,dp) = gg (У ,...,x" ~jdx'dyJ, (П.1.4)

в том числе остаются справедливыми все утверждения для евклидо­
вого пространства, не требующие положительной определенности 
фундаментальной матрицы G, чем и будем пользоваться далее.

При этом элементы gg и gij фундаментальной матрицы и об­
ратной к ней являются компонентами метрического тензора g и име­
ют место равенства

« Л * " '- " * " Н е 1.е,). (П.1.5)

В римановом пространстве определяются тензорные поля и, в 
том числе, операции над ними, включая ковариантное дифферен­
цирование, как соответствующие понятия для касательного простран­
ства. Символы Кристоффеля при этом непосредственно определя­
ются формулами

Г-Ч,п
\_
2

|
Эху Эх' Эх"

gk"rУ ,п ‘ (П.1.6)
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Также остаются в силе и остальные понятия евклидова простран­
ства. В том числе аналогичным образом определяется поверхность.

Определение П.1.2, к-мерной поверхностью Пк {\<к<п)  в V" 

называется совокупность точек М  е V" , задаваемых отображением 

1 ^ 1 ' |^ 1, . , ^ ) б С 1( 5 ^ ( ;  = 1 , . . , « ) , ( ^ . . , ^ ) б Д с ^ ,  (П.1.7)

где для любых ("q1__ ь' )е Щ ранг матрицы Якоби равен к:

м

При к = 1 поверхность называется кривой, а при k = n - 1 — ги­
перповерхностью или просто поверхностью.

При х1 (q1,.. ,,qA Ст (2)с ) (т > 1) поверхность ПА называется

поверхностью класса Ст (обозначение П{ е С"1). В случае ПА е С1 
также используется наименование гладкая поверхность. Если

N
ПА = U П kj ’ где п аj е С1 и на непустых пересечениях п А/ П ПА7 (у * /)

j =i
условия гладкости не выполняются, то поверхность называется ку­
сочно-гладкой. Ш

Для кривой будем использовать следующие обозначения (коор­

дината q1 =т также называется параметром):

П, =Т:х! = x i (t) , te  X», =[а,р]. (П.1.8)

При к = п и А  = Dx поверхность П;|, очевидно, совпадает с V" . 

Далее в касательном пространстве dV" (М) рассмотрим векторы

Эу = Рт> / .  (ПД.9)
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и с их использованием построим матрицу (скалярное произведение 
определено в (П.1.4))

Gn = (&Щ/)кхк’ £щ = (э/,э;)- (П.1.10)

Теорема П.1.1. Поверхность ПА в совокупности с матрицей 
(П.1.10) является римановым пространством размерности к. При­
чем векторы (П.1.9) — его базис, a gI[;/ — компоненты метрическо­

го тензора gn на П/ , для которых справедливо равенство

Snij=SkmPniPnr ■ (П.1.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно определению П.1.2 векторы 
(П.1.9) линейно независимы и, следовательно, матрица Gn невы­
рожденная симметрическая. Выполнение условий а) и б) определе­
ния П.1.2 вытекает из теорем о свойствах сложных отображений [17].
Таким образом, поверхность П к в совокупности с матрицей (П. 1.10)
является римановым пространством размерности к.

Последняя часть утверждения следует из независимости векто­
ров (П.1.9) и из формул (П.1.5) и (П.1.10). ■

Определение П.1.3, т-мерной касательной плоскостью
Рт (\<т <к ) к поверхности ПА в точке М е П к называется каса­

тельное пространство dUk(M).

При т = 1 плоскость L = PX называется касательной прямой (про­
сто касательной), а если т = к, то Р = Рк — просто касательная плос­
кость. Ш

Очевидно, т-мерная касательная плоскость является таковой и

в точечном евклидовом пространстве dVn(M ) [8].
Отметим, что это равенство может быть записано в виде связи 

фундаментальных матриц Gn и G поверхности П А и пространства

V" соответственно (матрица РА. определена в (П.1.7)):
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Gn = PjGP,. (П.1.12)

Для кривой как одномерного пространства будем использовать 
специальные обозначения и наименования.

Определение П.1.4. Базисный вектор кривой Т = М 1М 2 (П.1.8)

Э1 = Т (П.1.13)

называется касательным вектором к этой кривой.

Точки Л/, (л1 (сх),...,л'"(а)) и М2 (x1(p),...,x"(p)j — начало и

конец кривой соответственно. ■
Из формул (П.1.7) и (П. 1.9)—(П.1.13) получаем следующее ут­

верждение.
Следствие П.1.1. Для кривой Г (П.1.8) имеют место следующие 

равенства:

(П.1.14)

т = *Ч; (П.1.15)

G„ =Gr =  ( * г ) м  =РГСР15 g r  =  gkmxkxmM  (П.1.16)

Далее в касательной плоскости Рк к А-мерной поверхности П к 
в V" как в евклидовом пространстве рассмотрим ориентированный
параллелепипед, построенный на векторах dq'l,) r dq2,)2.... dqk,)k
[8, 9]. Его объем вычисляется так:

dV = ’ Sn =detGn- (П.1.17)

С использованием этого равенства введем следующие понятия.
Определение П.1.5. Площадью к-мерной поверхности (П.1.7) 

называется интеграл

S{nk) = \ ^ g ~ \ d ^ 2...d^k. (П.1.18)
Dt
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Если на поверхности ПА определена скалярная функция f ( M ),
то

J № ) d s k = J (П. 1.19)
п* Щ

— интеграл от f(M )  по П4 .

При к = п (поверхность есть V") и к = 1 (поверхность — кривая 
Г) вместо площади используются наименования объем и длина, а для
поверхности (гиперповерхности П = П/)Ч ) сохраняется то же назва­
ние, и формулы (П.1.18) и (П.1.19) соответственно записываются так:

V= J ^\g\dxldx2...dxn, J f (M )dSk = J f(M )yj\g\dx1dx2...dxn; (П.1.20)
Dx v" Dx

P P
1 = j  f W ) d s  = j (П.1.21)

а  Г a

\ f ( M )d S =  J f ( M ) ^ \ d ^ 2...d^l- \  ■ (ПЛ.22)
п Oj

Далее будет показано, что если риманово пространство являет­
ся трехмерным евклидовым, то величины (П.1.20)—(П.1.22) совпа­
дают с известными понятиями и формулами математического ана­
лиза.

П.2. Параллельный перенос в римановом пространстве

Определение П.2.1. Абсолютным дифференциалом вдоль кривой Г 
(П.1.8) в римановом пространстве V" (просто абсолютным диффе­
ренциалом) ковариантных (контравариантных) компонент вектора 
u = w'e;. = w;e' е С1 (Г) называются компоненты следующих геометри­
ческих объектов первого ранга:
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(П.2.1)Du = Dru . = V и dx1, Du7 = D.u7 = S7.uJdxI, 
j  r  ] i j ’ ■ ' ’

где M (xl,...,x")e Г, dx’ = x'dt.
Аналогично определяются абсолютные дифференциалы компонен­

тов tlh : , ... тензора t произвольного ранга г :

Dt = " V 1'2” ' с/л- (П.2.2)

Далее везде, где это не приведет к разночтениям, нижний ин­
декс «Г» будем опускать.

Теорема П.2.1. Абсолютные дифференциалы тензора ранга г яв­
ляются компонентами тензора того же ранга.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно заметить, что определенные 
равенствами (П.2.2) величины являются свертками по первому ин­
дексу тензора ранга г + 1 с вектором:

Dt =1 (Pdr)1 =l (Pdr)1, Р = V,t.. . eke’1e’2. ,e'r , dr = dxke, .U  (П.2.3)

Определение П.2.2. Тензор Dt в (П.2.3) называется абсолютным 
дифференциалом тензора t. ■

Определение П.2.3. Тензор t параллельно переносится вдоль кри­
вой Г, если для любой точки M e  Г имеет место равенство:

i)t = 0.B (П.2.4)
В том числе при параллельном переносе вектора и должно вы­

полняться равенство Da = 0, которое в координатной форме экви­

валентно одной из систем уравнений (у = 1,2,...,и):

Du. = V jUjdx' = 0; (П.2.5)

DuJ = V fuJdx' = 0. (П.2.6)

Определение П.2.3 является обобщением известного из вектор­
ной алгебры определения параллельного переноса.
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Пример П.2.1. Пусть Vn является евклидовым пространством.

Выберем в качестве х‘ декартовы координаты. При этом Г*. = 0.

Тогда для ковариантных производных и абсолютных дифференциа­
лов компонент вектора и имеют место равенства:

■ chiJ Э и, dui ,
Vw7 = — V.« . = —4, Du, = —--dx' =dur 

1 dx' 1 7 dx' 7 dx1 7

Следовательно, абсолютный дифференциал вектора и совпадает с его
полным дифференциалом: Du = du, и из уравнения параллельного

переноса (П.2.4) вытекает известный результат u|r = const 

(рис. П.2.1).
Очевидно, аналогичный вывод справедлив и для тензора t про­

извольного ранга. ■

Отметим еще некоторые свойства параллельного переноса. 
Теорема П.2.2. При параллельном переносе в римановом про­

странстве Vn тензор нулевого ранга (скаляр) <р не меняется.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из определения П.2.3 вытекает равенство

Dty = V kqdxk = - ^ k dxk =^Ф = 0, (П.2.7)

из которого и следует утверждение. ■
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Отсюда практически очевидным образом вытекают такие утвер­
ждения.

Следствие П.2.1. При параллельном переносе в римановом про­

странстве V" полная свертка тензоров t и р не меняется, т.е. для 
любых точек Мх, М2 е Г имеет место равенство:

(t,p)|Mi =(t,P)|M2-B (П.2.8)

Следствие П.2.2. При параллельном переносе в римановом про­

странстве V” полная свертка (скалярное произведение) векторов и 
и v не меняется, т.е. для любых точек М], М2 е Г имеет место равен­
ство:

(u,v)|Mi=(u,v)|M2.B

П.З. Специальные кривые в римановом пространстве

Как указано в разделе П.1, фундаментальная квадратичная форма 
g{ck) в общем случае не является положительно определенной. По­
этому могут существовать такие ненулевые векторы (направления)

dr = dx'tj Ф 0, что

g(dr) = gjjdx’dxJ =0. (П.3.1)

Определение П.3.1. Направления, удовлетворяющие равенству 
(П.3.1), называются изотропными. Ш

Очевидно, для каждого не изотропного направления dr -ф 0 су­
ществует такое число e(dr) = ±l, что справедливо неравенство

t(dr)gijdx'dxJ >0. (П.3.2)

Определение П.3.2. Использованное в (П.3.1) число e(dr) назы­

вается знаковым для не изотропного направления dr, а число (dr = ММ i)
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||dr| = |dr| = p (M,M1) = yjegidr) = ^jegydx'dx-i (П.З.З)

— расстоянием между точками

M (x\ . . . ,x ' ,y M l (xl + d x \...,xn + dxny d V n (М )

(нормой, длиной, модулем вектора dr).
Если направление изотропное, то полагаем ds = p(M, Мх) = 0. ■

Таким образом, в римановом пространстве даже при М  ф М х рас­

стояние между точками может быть равным нулю: р(М,М{) = 0.
Дополнительно к формуле (П.3.2) введем понятие угла между 

направлениями.
Определение П.З.З. Угол р между двумя не изотропными направ­

лениями dr,dpe dV" (М) задается так:

cosp = {dr, dp)
ИГ1Ж (П.3.4)

Если хотя бы одно направление изотропное, то угол не опреде­
лен. ■

В общем случае угол р может оказаться комплексным. В евк­

лидовом пространстве для всех направлений e(dr) = 1 формулы 
(П.З.З) и (П.3.4) переходят в известные равенства.

Введенные выше понятия применяются к кривым.
Определение П.3.4. Если в любой точке М кривой Е касательное 

направление (касательный вектор) (П.1.13) является изотропным, то 
она называется изотропной кривой (кривой нулевой длины). Ш

Пусть кривая Е (П.1.8) не изотропная. С использованием (П.1.16)
и (П.1.21) найдем длину дуги Г ( / ) с Г :

а
(П.3.5)
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Величину s можно выбрать в качестве параметра (естественно­
го параметра) кривой Г (обратная функция / = / (.sj существует в силу 
соответствующих теорем математического анализа):

Г:У =х' (t(s)),0<s<l,  (П.3.6)

где / — длина кривой Г.
Теорема П.3.1. При задании неизотропной кривой в виде (П.3.6) 

касательный вектор т является единичным.
Д о к а з а т е л ь с т в о  . В соответствии с (П.1.15) и (П.3.3) име­

ют место равенство

|т|2 ds2 =e(x)gjJdx,dxJ. (П.3.7)

Но из (П.3.5) вытекает, что правая часть последнего равенства

равна ds2. Следовательно, |т|' = 1, что и приводит к сформулирован­
ному утверждению. ■

С помощью определения П.3.3 вводится следующее понятия.
Определение П.3.5. Пусть М  = Т1[)Т2 и касательные направле­

ния к кривым Г) и Г2 в точке М не являются изотропными. Углом 
между этими кривыми называется угол между соответствующими ка­
сательными векторами. ■

В римановых пространствах существуют кривые, обладающие 
свойствами прямых в евклидовых пространствах. Можно показать, 
что последние обладают следующим свойством:

р(М1,М2) = min /
М гМ 2

Определение П.3.6. Кривая Г с началом и концом в точках М{ и 
М2 называется геодезической линией, если для ее длины выполняется 
равенство

/ ( r ) = mm/(MiM2), (П.3.9)
м[м2

где М, М2 — произвольная кривая с тем же началом и концом. ■

Щ м 2 = \ м М . (П.3.8)
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Если М гМ 2 : х' = х'(7), а<?<р,  то согласно (П.3.5)

.............. ... Р .____ __
l(MlM 2) = j^EgjX'^dt,  (П.3.10)

а

и (П.3.9) — задача вариационного исчисления для интегрального 
функционала относительно функций х' = х' (t), i = 1,2,...,я. Началь­
ными условиями для нее является требование Мх(х\.... х")е Г и
задание координат касательного вектора т в этой точке:

!;'(а) = !;'*, т'(а) = т». (П.3.11)

На этой задаче подробно останавливаться не будем.
Определение П.3.7. Кривая Г называется изотропной геодезичес­

кой, если она обладает каждым из этих свойств. ■

П.4. Многогранник Френе

В римановом пространстве рассмотрим кривую, задаваемую с 
помощью естественного параметра (см. (П.3.6)):

Г : х' = х' (s), 0 < s < I. (П.4.1)

В точке М  е Г, для которой касательное направление не явля­
ется изотропным, введем следующую совокупность единичных век­
торов:

V(0)=^ V(1H V(2H- V(»-1)’ ( V ) ’V(»)) = 5™!’ (П.4.2)

где т — единичный касательный вектор; 6ЛШ — символ Кронекера.
Перед доказательством существования системы (П.4.2) устано­

вим два вспомогательных утверждения (здесь и далее штрихом обо­
значены производные по параметру л).

Лемма П.4.1. Для единичного вектора т = т'е. имеет место ра­
венство

£..т'т; =е(т). ■ (П.4.3)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку вектор т единичный, то из 
(П.3.7) с учетом (П.1.15) получаем соотношения

1 = е(т )gijx i'xJ' = e(x)gjjx’xJ, 

откуда и следует (П.4.3). ■

Лемма П.4.2. Пусть v = v'e; и jx = ц'е; — определенные на кри­
вой Г векторы.

Если v — единичный вектор, то

(v,Z>v) = 0. (П.4.4)

Если (v,|x) = 0 , то

(v,Z)|i) = -(|T,Z)v). (П.4.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть v — единичный вектор со знако­

вым числом в . Тогда, в соответствии с леммой П.4.1, g.y’v1 = е. От­

сюда с использованием определения П.2.1 (для абсолютного диф­
ференциала имеют место правила, аналогичные обычным дифферен­

циалам) получаем равенство g^ (v7 Dv1 + v' Dv J j = 0, которое в силу 

симметрии компонентов метрического тензора можно записать так:

2g..v’DvJ =0, что эквивалентно (П.4.4).и

Пусть теперь (v,|i) = 0, т.е. g;. v'py =0. Следовательно,

g..(Z)vV +2)pV ) = 0,

откуда вытекает равенство gnv‘ DuJ = - g jn /Dv', которое приводит ку 1 у
(П.4.5). ■

Теорема П.4.1. Пусть M e  ГсК" ,  Ге С" и любое направление

в касательном пространстве dVn (М) не является изотропным. Тогда 
система векторов (П.4.2) существует.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем непосредственным построени­
ем этой системы, которое аналогично процессу ортогонализации в 
евклидовом пространстве [8].

Существование единичного касательного вектора v(0| = т уста­

навливается теоремой П.3.1. Вектор v(1| зададим так:

Dx
Us - KiVd) ' Ki -

Dx
ds (П.4.6)

Очевидно, он является единичным, и в силу леммы П.4.2 имеет 

место равенство (t ,v (1)) = 0, т.е. v(1| удовлетворяет требованиям

(П.4.2).
Рассматриваем теперь систему векторов t,v(1|,Z>v(1| и  и з  нее 

получаем ортогональную систему t,v(1|,N(2| = ax + pv(1|+Z)v(1| (в и 

е, знаковые числа векторов х и v(1| соответственно):

(N(2) ,т) = 0 = a (T ,x )  + P(x,v(1)) + (T,X)v(1)) = а е -(у (1),Пт),

(N(2)’V(i)) = 0 = a(x,v(i)) + p(v(i),v(i) ) + (v(i),X)v(i)) = Pei-

Здесь использована ортогональность векторов х и v(1|, их еди­
ничность, а также леммы П.4.1 и П.4.2.

Из этой системы уравнений, с учетом (П.4.6), находим коэф­
фициенты а и р :  р = 0, a = e(v(11,Dx) = EE1K1d/s. Таким образом, век­
тор N(2| имеет следующий вид:

N(2 1 = ее, к, d.n+Dvar

Единичный вектор v(2| получаем, нормируя вектор N(2| :

Dv
K2V(2) = eeiK,T + ( 1 )

1 ds
eejKjT + 0vn,

ds
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С использованием индукции можно показать, что имеют место 
следующие равенства ( 2 < к < п ):

Dv,
K AVU) = e * - 2 e * - l K * - l V<*-2) -j-----

KA =
Dv ik _D

e A-2e A-lKA-lV(A-2) +
(П.4.7)

где полагается e0 = e, (v(A.),v(A.)) = ejt,KJI = 0 .B

Определение П.4.1. Совокупность ортонормированиях векторов 
(П.4.2) называется многогранником Френе1 * (сопровождающим много­
гранником) для кривой Г, \ {к) и кк — к-ми вектором нормали и кри­
визной кривой Г, а равенства (П.4.6) и (П.4.7) — формулами Френе. Ш

П.5. Кривые в трехмерном евклидовом пространстве

В частном случае риманова пространства трехмерном точечном

евклидовом пространстве R} можно ввести радиус-вектор ( х' — де­
картовы координаты):

г = х'е;. (/ = 1,2,3). (П.5.1)

Тогда кривая Г czR3 может быть задана с помощью вектора- 
функции:

Г: r = r(/), te Dt = [а,р], (П.5.2)

что эквивалентно координатной форме записи (П.1.8), где / = 1,2,3.
Если в качестве параметра выбирается длина, то последнее со­

отношение приобретает такой вид:

Г: r = r(i), 0<5</.  (П.5.3)

Естественно, это равенство эквивалентно (П.4.1).

1 Френе Ж.Ф. (Frenet J.F., 1816—1900) — французский математик, аст­
роном, метеоролог.
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В этом варианте для величин, указанных в определении П.4.1, 
вводятся специальные обозначения и наименования.

Определение П.5.1. v(1| = v и v(0| = Р — векторы главной норма­
ли и бинормали, кl =k, р = |£| 1 и к2 = к — кривизна, радиус кривизны 
и кручение кривой', х, v, Р — трехгранник Френе (сопровождающий 
трехгранник). Ш

При этом из теоремы П.4.1 с учетом результата примера П.2.1 и 
положительной определенности фундаментальной формы (знаковые 
числа любых направлений равны единице) вытекает следующее ут­
верждение.

Следствие П.5.1. Пусть Те С3. Тогда сопровождающий трехгран­
ник существует, а формулы Френе имеют следующий вид:

x' = kv, v' = -Ax + kP, P ' = - kv, (П.5.4)

где

£ = |т'|, к = |р'|.И (П.5.5)

Теорема П.5.1. Пусть функции k(s),K.(s)e С1 [0,/]. Тогда реше­
ние системы обыкновенных дифференциальных уравнений (П.5.4) 
с начальными условиями (x0,v0,P0 — образующие правую тройку 
единичные векторы)

т(0) = т0, v (0) = v0, р (0) = р0 (П.5.6)

существует и единственно.
При этом существует единственная с точностью до положения 

в пространстве кривая Г е С 3, для которой k(s) и k (s) являются 
кривизной и кручением. ■

Доказательство этого утверждения можно найти в [18].
Теорема П.5.2. В условиях теоремы П.5.1 векторы х, v, Р связа­

ны между собой так:

х = [v,p], v = [Р,х], р = [x,v] (П.5.7)

и образуют правую тройку.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим удовлетворяющие условиям 
(П.5.6) векторы ij = [v,p], Vj = [р,т], Р: = [x,v]. С учетом (П.5.4) нахо­
дим их производные:

V  = [v',P]+ [v,P']= [~кх + кр,р] + [V,—kv] = - ф , Р ]  = Щ т ]  = kvv

v / = [Р',т]+ [Р,т'] = -k [v ,x]+ ̂ [P,v] = k Pj -  kxv

Pi' = [т>]+ [t,v'] = [%,-k% + кр] = k[x,P] = -KVj.
Отсюда следует, что V1,P1,X1 удовлетворяют формулам Френе. 

Поэтому в соответствии с теоремой П.5.1 =т, V, =v, Pt =Р, что
соответствует равенствам (П.5.7).

Найдем теперь смешанное произведение векторов (П.5.7):

(x,v,p) = (t,[v,P]) = (х,х) = 1 > О, (П.5.8)

что говорит о справедливости второй части утверждения [19]. ■

Теорема П.5.3. Пусть кривая Ге С3 задана в виде (П.5.3). Тогда 
ее кривизна и кручение определяются следующими равенствами

k = (x\v) = |r"| = (r",v),K = -(P',v)
(г', г', г") 

к2 (П.5.9)

а векторы главной нормали и бинормали вычисляются так:

v = I r ' , p  = I[ r ',r1 . (П.5.10)

Д о к а з а т е л ь с т в о  . Равенства £ = (x',v) и k = -(P ',v) получа­
ем, умножая скалярно на вектор V, с учетом его единичности, пер­
вую и третью формулы в (П.5.4).

Далее, отметим, что согласно (П.1.15) и (П.5.3) имеет место 
равенство:

т = г, = х 'е ;.. (П.5.11)

Отсюда, с учетом (П.5.5), следует справедливость равенств 

к = |т | = |г*| и £ = (x',v) = (r',v).
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Теперь из (П.5.11) и первых двух равенств в (П.5.4) получаем 
следующее соотношение:

т ' = г" = к '\ + км' = к'\ + к (-кт + к[1) = к'у -  к2т + Лтф.

Вычисляя теперь с учетом (П.5.8) смешанное произведение

(г',г'г*) = (т,т',г") = (х,км,к'\ -  к2т + = (т,Ал>,/:кР) =

= At2k (t,v,|}) = £2к.

приходим к последнему равенству в (П.5.9).
Первое равенство в (П.5.10) есть следствие (П.5.11) и первой 

формулы в (П.5.4), а уже отсюда, с учетом последнего равенства в 
(П.5.7), приходим к справедливости формулы для р в (П.5.10). ■

Теорема П.5.4. Пусть кривая Ге С3 задана в виде (П.5.2). Тогда 
для векторов ее трехгранника Френе, кривизны и кручения имеют 
место следующие равенства:

Т [В,Т]Т = -- V — —--- -
|Т| |В||Т| p = lij. к = ^ - т = г- в =[г-']- ' П-5Л2>

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формула Т = г фактически повторяет 
(П.1.15), а первое равенство (П.5.12) есть нормировка этого вектора.

Далее, используя правила дифференцирования сложных функ­
ций, находим следующие производные:

г = лт' = лт, г = л’2г" + л;г', f = i’3r" + 3ii:r'r + S r'. (П.5.13)

Отсюда, с учетом (П.5.10) и (П.5.12), получаем равенства

Т =s, B = [r,r] = S3[r',r"] = Ars3p, В = ks3 =к Т 3, (П.5.14)

из которых вытекает справедливость второго и четвертого равенств 
в (П.5.12).

Далее, подставляя первую и третью формулу в (П.5.12) в равен­
ство v = [р,т] в (П.5 .7), приходим ко второму соотношению в 
(П.5.12).
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Теперь, учитывая (П.5.9), (П.5.13) и (П.5.14), находим смешан­
ное произведение

(г, г, г ) = ([г, г], г ) = Р  ([г', г"], i  V ' + 3s s г" + s г') -  

= 56(r',r",r"') = 56)t2K = |B|2K.
Отсюда вытекает формула для кривизны к в (П.5.12), что и за­

вершает доказательство. ■
Для кривых в трехмерном евклидовом пространстве использу­

ются также следующие понятия.
Определение П.5.2. Плоскости, проходящие через точку M e  Г, 

в зависимости от пары направляющих векторов р, q (нормального 
вектора N), имеют следующие названия:

p = v,q = P (N = t) — нормальная плоскость;

р = X, q -  v (N = Р) — соприкасающаяся плоскость;

р = Р, q = т (N = v) — спрямляющая плоскость.

Проходящая через M e  Г прямая с направляющим вектором т 
называется касательной к Г в точке М. U

Введенные здесь понятия проиллюстрированы на рис. П.5.1.
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Отметим также, что в трехмерном евклидовом пространстве в 
силу положительной определенности фундаментальной квадратич­
ной формы с учетом (П.1.16) интегралы в (П.1.21) записываются так:

Р ,- - - - - - - - - - -  Р ,- - - - - - - - - - - -
/ = Jtfc = J4gkmxkxmdt,, J f(M )ds  = J f(M)yjgkmxkxmdt. (П.5.15)

Г а  Г а

При задании кривой Г в виде (П.5.3) последнее равенство с уче­
том (П.5.11) может быть записано так (дополнительно учитывается, 
что |т| = 1):

J f{M) ds = j  f ( M  (s))-\Jgkmxk'xm'ds =
г о

= J f(M(s))ylgkmzkzmds = J f ( M  (s))ds.
(П.5.16)

о о
Очевидно, формулы (П.5.15) и (П.5.16) совпадают с известны­

ми равенствами для криволинейных интегралов первого рода [17].

П.6. Поверхности в трехмерном евклидовом пространстве

В соответствии с определением П.1.2 поверхность П е й 3 зада­
ется следующим образом:

*'■ = *'■ (S U 2) (/ = 1,2,3), (i;U 2)e А  е Л2, (П.6.1)
где

RgPn = 2, Р П = (р'щ )3х2 , Р п /  =  ^77■ (П.6.2)

Если же ввести радиус-вектор (П.5.1), то аналогично (П.5.2) ее 
можно определить так:

n : r  = r ( s U 2) ( ^ Л 2)е Д е й 2. (П.6.3)

Если Пе С1, то для нее как для риманова пространства в соот­
ветствии с (П.1.7) и (П.5.2) базисные векторы могут быть вычисле­
ны так:
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Эх' Эг 
э, = — -е = —  
1 Э&' ' Ъ\> ( П . 6 . 4 )

Они же являются направляющими (базисными) векторами и для 
касательной плоскости (касательного пространства), см. раздел П.1.1.

Тогда нормальный N и единичный нормальный п векторы к ка­
сательной плоскости (к поверхности П ) находятся следующим об­
разом [17, 19]:

N = [ 3 ^ ] , (П.6.5)

Для поверхности в R} используется следующая терминология. 
Определение П.6.1. Фундаментальная квадратичная форма

ipl(dr) = gnjjd%d£,J (П.6.6)

поверхности П называется ее первой квадратичной формой, где |;/-
— элементы фундаментальной матрицы (П.1.10). ■

Теорема П.6.1. Второй инвариант gn = |Gn| формы (П.6.6) (мет­
рического тензора) поверхности связан с нормальным вектором так:

\Щ = Ш  (П.6.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о  при учете (П . 1.5) вытекает из следующих 
равенств:

|^ |2 = ([Э1 ‘ Э2 ] ' [Э1' Э2 ]) =
(ЭцЭО (э15э2) 

(ЭцЭ2) (э2,э2)
= |беП7п | = |яп|.И

Отметим также, что в трехмерном евклидовом пространстве в 
силу положительной определенности фундаментальной квадратич­
ной формы интегралы в (П.1.22) при дополнительном учете (П.6.7) 
записываются так:
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S = JJrfS = JJ = J J |N |^ 2,
П Dc DVs s

\ \ f (M )dS  = \ \ f ( M ) ^ \ d ^ 2 = J J / ( M ) | N |^ 2. (П'6'8)
П Dt  D-l

Очевидно, они совпадают с известными криволинейными ин­
тегралами первого рода [17]. Т.е. знание первой квадратичной фор­
мы поверхности позволяет вычислить площадь поверхности.

Рассмотрим теперь кривую Г с  П . Ее в соответствии с (П.1.8) и 
(П.6.3) зададим так:

Г: r = r (^ ( l) ,^ 2(l)), te [аф]. (П.6.9)

Поскольку согласно теореме П.1.1 поверхность П — риманово 
пространство, то с использованием (П.1.21) ее длину и криволиней­
ный интеграл по этой кривой можно вычислить так:

р ________  р ______
/ = J *  = J p u k n № m\dt' J f W ) d s  = J n M ) ^ g ukm%k%m\dt. (П.6.10)

Г а  Г а

Отсюда, учитывая, что gnkm%k%mdt2 = gUi]dq‘ dqJ, получаем равен­
ство, связывающее дифференциал дуги такой кривой со значением 
первой квадратичной формы (П.6.6) на ней:

Л 2 =|ф1(Л)|. (П.6.11)

Полагая, что Г с  С1, с использованием следствия П.1.1, теоре­
мы П.3.3 и формулы (П.6.4) находим единичный касательный век­
тор к ней:

, Эг'
Х= Г = д ^ = 5 Э,- (П.6.12)

Определение П.6.2. Пусть Г с П е  С2, Ге С3, T,v,[3 и к — сопро­
вождающий трехгранник и нормальная кривизна кривой Г в точке 
М, а п  — единичный нормальный вектор поверхности П в той же 
точке.
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Тогда число

где cos0 = (v,n), называется нормальной кривизной кривой Г, а

(p2(dr) = (</2r,n) (П.6.14)

— второй квадратичной формой поверхности П в точке М. Ш
Теорема П.6.2. В условиях определения П.6.2 первая и вторая 

квадратичные формы поверхности П на кривой Г с  П связаны 
между собой так:

A(1<Pj (dr) = ф2 (clr). (П.6.15)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Полагаем, что кривая задана в виде 
(П.5.3). Учитывая первую формулу Френе (П.5.4), (П.6.10), (П.6.11) 
и (П.6.13), приходим к равенствам:

кпф. (dr) = k(v,a)ds2 = (Y,n)ds2 = (г",п)й̂ 2 = (rf2r,n),

что согласно (П.6.14) и завершает доказательство. ■
Следствие П.6.1 (теорема Менье2). Нормальные кривизны лю­

бых кривых Г с  П , имеющих общую касательную (общий касатель­
ный вектор т), равны между собой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (П.6.12) вытекает равенство dr = xds. 
Подставляя его в (П.6.15) и учитывая (П.6.11), получаем, что нор­
мальная кривизна равна значению второй квадратичной формы на 
векторе т:

кп = (-Р2 (т) ’ (П.6.16)
что, очевидно, эквивалентно утверждению. ■

Далее отметим, что для поверхности Пе С2, заданной в виде 
(П.6.3), с учетом (П.6.4) имеют место равенства:

кп = к  cos 0, (П.6.13)

2 Менье де ла Плас Ж.Б.М.Ш. (Meusnier de la Place J.B.M.C., 1754—1793) 
— французский математик, дивизионный генерал.

8 7



(П.6.17)
- Ээ , . Ээ: . .

d r  = — '-di^di,1 = —J-dQdc,].
a?

Тогда квадратичную форму (П.6.14) можно записать в явном 
виде:

ф2 (c/r) = b -d l^d lj, />.. = ( Ээ/ 1 (Ээ,. ^
——, п — —  ̂,п

\  ̂ /
(П.6.18)

Определенный на касательной плоскости (касательном простран­

стве) в точке М  к поверхности П е С2 тензор второго ранга

Ь = />,7э У  (П.6.19)и
является присоединенным к порождающей квадратичную функцию 
ф2(с/г) билинейной функции f(dr,dp) [8]. В силу симметрии 
f  (dr,dp) этот тензор также является симметричным.

Определение П.6.3. Тензор b в (П.6.19) называется тензором кри­
визны поверхности П в точке М.

В зависимости от вида его тензорной поверхности (эллипс, ги­
пербола, парабола, окружность), которая называется индикатрисой 
Дюпена3, различают следующие типы точек на поверхности П : эл­
липтическая, гиперболическая, параболическая, шаровая точки. Если 
b = 0, то М  — точка уплощения.

Главные значения тензора кривизны , /с2 называются главны­
ми кривизнами, собственные векторы — главными направлениями, а 
числа

(П.6.20)

— главными радиусами кривизны поверхности П . ■
Соответствующая задача на собственные значения, как извест­

но, имеет вид:

3 Дюпен П.Ш.Ф. (Dupin P.C.F., 1784—1873) — французский математик, 
экономист.
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В силу симметричности тензора Ь, его главные направления ор­
тогональны. Очевидно, они определяются однозначно в любой точ­
ке за исключением точек уплощения и шаровой.

Поскольку тип тензорной поверхности связан со знакоопреде­
ленностью соответствующей квадратичной функции [8], а ее знак в 
силу (П.6.16) совпадает со знаком нормальной кривизны, то имеет 
место следующее утверждение.

Следствие П.6.2. Точка на поверхности П является эллиптичес­
кой, гиперболической или параболической тогда и только тогда, ког­
да ф2 положительно определенная ( кп > 0 ), неопределенная ( кп > О

или кп < 0 ) или неотрицательная ( кп > 0 ). ■
Инварианты тензора кривизны вычисляются так:

1\ъ = tyjS'* = b. = kl + k1, I 2b = det (bj) = к^к2. (П.6.22)

Они имеют специальные обозначения и названия. 
Определение П.6.4. / 2А= К ~  полная (гауссова) кривизна,

1ХЪ = 2Н, где Н  — средняя кривизна поверхности. Ш

Определение П.6.5. Кривая Г с П  называется линией кривизны 
поверхности П , если в любой точке M e  Г касательный вектор со­
направлен главному направлению поверхности.

Координаты q1, q2 поверхности (П.6.3) называются главными ко­
ординатами, если координатные линии Г, : q = const и Г2 : q = const 
являются линиями кривизны. ■

Может быть доказано следующее утверждение.
Теорема П.6.3. Для любой поверхности П е С 1 (П.6.3) существует 

два таких ортогональных семейства линий 1Д : i;1 = const и 
Г2 : q2 = const , что координаты q1, q2 являются главными. ■

Теорема П.6.4. Для того чтобы координаты q1, q2 поверхности 
П е С 1 (П.6.3) были главными ортогональными, необходимо и дос-
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таточно, чтобы компоненты метрического тензора и тензора кри­
визны удовлетворяли следующим условиям:

gl2=0, bu =0. (П.6.23)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, первое равенство — это усло­
вие ортогональности, а второе — условие того, что направления яв­
ляются главными. ■

Для ортогональных координат поверхности аналогично тензор­
ному анализу [9] вводятся параметры Ламе Н х, Н 2 \

H i = S i v H 22 =g22- (П.6.24)
При этом легко проверяется справедливость следующих равенств:

g12 = 0, g11 = Н ~ \  g22=H2- \  gn = (HlH 2)2. (П.6.25)

Также достаточно просто с помощью определения П.6.3 и ра­
венств (П.6.24), (П.6.25) устанавливаются выражения компонентов 
тензора кривизны поверхности через параметры Ламе в главных 
ортогональных координатах:

*11 = w b22 = к2Н2 , Ь12 = 0, b\ = /у, b2 = к2, b\ = 0, Ъ2 = 0,

ь11 = кхн ~ 2, ь22 = к2н\:2, ь12 = о. (П.6.26)

Символы Кристоффеля второго рода в ортогональных коорди­
натах, аналогично тензорному анализу [9], выражаются с использо­
ванием формул (П.1.6) через параметры Ламе так (а,|3 = 1,2):

Г1 = Г2 =_ Щ Ш 1 г1 ЩЪ Щ
11 н х э̂ 1 ’ 11 н 2 э̂ 2 ’ ' 22 н 2 э̂ 1 ’

_ 1 Г)Н2 w 1 ,)НХ r2 1 ъ н 2 (П.6.27)
22 н 2 dt2 ’ 12 я , Э̂ 2 ’ 12 Н 2 Э̂ 1 ■

В ортогональных координатах часто вводятся физические ком­
поненты (для их обозначения используем дополнительный индекс
в виде звездочки) вектора и = и'э;- = иЛ  и тензора Т = 71 э'э; = У’̂ э'э7 
(ограничимся тензором второго ранга):
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r *  = Kt{H«Hey '  (a,p = 1,2).
( П . 6 . 2 8 )

При этом ковариантные производные компонент вектора и тен­
зора второго ранга в соответствии с (П.6.27), (П.6.28) и формулами 
ковариантного дифференцирования [9] выражаются через их физи­
ческие компоненты так:

У1м1 = Я 1
Эф 1 ЭЯ, ,
-- "т" “I-------- У M~t()q Н2 ()q2

Эг/, *ЭЯ2 , V2w, = Я, — -  w, — f  
21 1 Э̂ 2 2 Э̂ 1

V2w2 -  Я 2
Эи, 1 ЭЯ, -¥- + ■Э̂2 я, э̂ 1

Эы’ * ЭЯ,V,W-, = Я ,—т— £/, —
12 2 Э̂ 1 1 э^2

(П.6.29)

V,*/1 = -^—! я
Эи,* w! ЭЯ,

- Г  +  -э̂ 1 я 2 э̂ 2 , V2w2 = ЭЦ' и* ЭЯ,
я 2 э̂ 2 я, э̂ 1

V,w2 = — - 
1 Я.

Эи2 и* ЭЯ,
Э^1 Я2 Э̂ 2

, V2w1 = Э«, w2 ЭЯ2
я,

у 1г11= Л
1 Э^ я. Э̂ 2

, у я 12 =

э̂ 2 я, э̂ 1

1 ' '

(П.6.30)

н хн 2
д^12 ^22 ^11 ^ 1

э^1 ' Я 2 э^2

у я 21 = 1
н хн 2

дт21 | Ги -ГпЭЯ,
э^ я. э^2

, У Я 22= ^  
Я;

^ ^ 2 2  ^12 + ^21 ^ Я ,
Э̂ 1 я 2 э̂ 2

(П.6.31)

У2ГИ= Л2 я 2
эги Ти + Т21дН2
э^2 Я  ЭУ

, У Я 12 = 1
н хн 2

ЪТп Тп - Т 22Ш 2
л Я

ЭГ я  э̂ 1

у 2г 21 = 1
н хн 2

д Т п . Т ц  Т22дН2
■> я "

ЭГ я  э^1
V я 22 = —1—’ 2 я 2

^̂ 22. , 1̂2 + ̂ 21 2 Л Я
ЭГ я  э^1

(П.6.32)

Л

у

91



V 7n = ^ ^^11 + ^21 + ^12 ^ 1

Э̂ 1 B 2 dc?

^  A l  ~~ A

’ A^12 “ -®1

0 71

dT,и  __11 + It * -T*  |__ L
2 Э̂ 1 ' 22 u / "

ч Э//,

H2 "~Y" +
2 Э̂ 1 (гй - г11)

эт^
э ?

э г

(П.6.33)

^1̂ 22 ~~ A
u  дТ22 /V* , гг* \
" .1 (/12+ J 2l j^2‘2

А  А  ~~ А

А А  ~~ А

А  А  ~~ А

ф - ( г ^ Я ^

н  !^1ж+(т* _ т* \ 
1 Э̂ 2  ̂ 11 222

Я ,' .

ЭЯ,

н  ^ Ь к  + (т* т' \¥Ь.
1 э^2 ‘ 11 22 ’ э^1

(П.6.34)

А А ~~ А
Щ 2+Тп + Т2, дН2
д^2 я , э^1

Пример П.6.1. /I. Поверхность П — плоскость [19]:

n : r  = rQ + wp + vq (w,v)e 2)c i? 2.

Здесь р и q — ее направляющие векторы. Они не зависят от q1 и q2 .
Из (П.6.4) следует, что эти векторы являются базисными.

Поскольку в этом случае d2г = 0, то в соответствии с (П.6.18) и 
(П.6.19) тензор кривизны нулевой: Ь = 0, и из (П.6.22) следует, что 
к \ =к2 = 0. При этом согласно (П.6.20) и (П.6.21) Rl =R2 =°°, и 
любое направление является главным.

Б. Поверхность П — сфера радиуса R. С использованием сфе­
рической системы координат задаем ее так:

П : г = R rt (\|/, ф), Г] = cos ф sin \|/е1 + sin ф sin \|/е2 + cos \|/е3,

-71 <  ф <  71, 0  <  \|/ <  71,
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где е15 е2, е3 — орты прямоугольной декартовой системы коорди­
нат, начало которой совпадает с центром сферы.

Используя (П.6.4), (П.6.5) и (П.1.10), последовательно опреде­
ляем базисные и нормальный векторы, а также компоненты метри­

ческого тензора (i;1 = \|/, с,2 = ср):

э, = /?(coscpcos\)/e, + sin (pcos\|/e2 -sin\|/e3), 

э2 = ft(-sin(pe, +cos(pe2)sin\|/.

N = ifrsiny, n = tv gnn = R2, gnl2 = 0, gm2 = R2 sin2 \|/. 
Компоненты тензора кривизны находим по формулам (П.6.18):

= - Rr,, -^2. = -/?(cos(ne, + sincpe,)sinw,
Э\|/ Эф 7

Эф
= i?(-sin9e1 + cos9e2)cos\|/,

Kl ~ Kl ~ 2̂2 ~~
Ээ,
Эф

,n = —/? sin2 \)/.

Следовательно, согласно теореме П.6.4 выбранные координаты 
являются главными ортогональными.

Легко проверяется, что характеристическое уравнение задачи

(П.6.21) имеет вид (1 + &/?)2 = 0, откуда следует, что кл =k2=-R  '. 
Учитывая теперь (П.6.20), получаем ожидаемый результат для глав­
ных радиусов кривизны: Rl =R2 =R.

В. Поверхность П — круговой цилиндр радиуса R. С использо­
ванием цилиндрической системы координат задаем ее так (исполь­
зуются обозначения предыдущего примера):

П : г = i?r0 (ф)+ ге3, г0 = со8фе1 + sii^e2, -  7Г< ф < л, ze  М. 

Действия, аналогичные и. Б, приводят к следующим результа­

там (^  = ф, ^2 = z) :
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3j = R (-  sin q>ex + cos cpe2), э2 = e3,

N = teQ, n = r0, gnll = R2, gm2 = 0, gm2 = 1;

^  = - ' f » - ^ = e. ^ =0, * ,,= -Л, 6Ц = 0, 6,, = 0.

Таким образом, выбранные здесь координаты также являются 
главными ортогональными.

Характеристическое уравнение задачи (П.6.21) в этом случае 
таково: А:(1 + АТ?) = 0, откуда следует, что k2=-R~l, k 2 = 0 и
Rl = R , R 2 =  со. ■

П.7. Деривационные уравнения

Аналогично формулам Френе (П.5.4) для векторов сопровожда­
ющего трехгранника в трехмерном евклидовом пространстве i?3 
может быть установлена связь базиса э3, э2 касательной к поверх­
ности П плоскости с ее нормальным вектором п.

Теорема П.7.1 (деривационныеуравнения ,̂ уравнения Гаусса4 5 *). Для 
поверхности П е С 2 (П.6.3) с метрическим тензором 
%и = gtj (q1,q2 j з 'з7 и тензором кривизны b = /г |э 'эу справед­
ливы следующие соотношения:

Ээ,. Эп■ = Г*э,. + Ь„п, —  = -Ь/э 
34'  9 " 11 34' ' 3 (П.7.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего, отметим, что введенные в 
разделе векторы э,,э2,п являются базисом Я3 и вектор п ортогона­
лен векторам э,, э2 . Разложим по этому базису производные пер­
вых двух векторов:

дэ / =
342

Э21 . =G3э, + й.,п.
1 V ь V (П.7.2)

4 От лат. derivation — отведение, отклонение.
5 Гаусс И.К.Ф. (Gauss J.C.F., 1777—1855) — немецкий математик, меха­

ник, физик, астроном и геодезист.
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В силу того, что П е С ' , координаты этих векторов обладают сле­
дующей симметрией:

<п -7-3)
Учитывая (П.1.5) и (П.6.5), находим скалярное произведение

' Ээ.
---7’э/
Я? = <%gnu

и производные от компонент метрического тензора

Э(э„Э,)*// 
<Ь' Эс'

Ээ,.
Э£'

— Э, Ээ, э ---— - С'"г +С,тсг 
/7 8 ml +  yr!j Ь т г (П.7.4)

С использованием последнего равенства и (П.7.3) получаем, что 
символы Кристоффеля (П.1.6) для поверхности П совпадают с ко­

эффициентами (7* :

N
+

Гк =■£ 1 Ч ■
кп ^8т , dgjn dg-- +

Э^ Э£' Э̂ " (П.7.5)

Далее из (П.6.18) и (П.7.2) находим коэффициенты компонен­
ты тензора кривизны:

ЬУ =
ЭЭ/_ = АДп,п) = А„ (П.7.6)

Подставляя теперь (П.7.5) и (П.7.6) в (П.7.2), приходим к пер­
вому соотношению в (П.7.1).

Перед обоснованием второго соотношения, используя равенства 

(п,п) = 1 и (эА,п) = 0, получим два вспомогательных соотношения. 

Во-первых, получаем, что производные вектора п ортогональны ему:

d(iMi) = 2 dn п 
Э̂ ' Э̂ ' ’

=  0. (П.7.7)
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Во-вторых, для векторов э15э2 приходим к равенству

( Ээ. ) ( Эп "1—L,n
1*' J+ {  J

= 0,

из которого с учетом (П.6.18) находим еще одну формулу для ком­
понент тензора кривизны:

ЬУ =
Ээ/ ] ( да )—L,n

л к )

II 1

{ Ъ 1 ,
(П.7.8)

Из (П.7.7) вытекает, что разложение производных вектора п по 
базису ЭрЭ^п имеет вид:

г)П 1
(И.7.9)

Учитывая его в (П.7.8) и принимая во внимание (П.1.5), полу­
чаем такой результат: /г = -a kgjk . Отсюда приходим к следующему 
выводу:

Ъ)=Ъ}/  =-а)Ь\=-а). (П.7.10)

Подстановка (П.7.10) в (П.7.9) дает вторые соотношения в 
(П.7.1), что и завершает доказательство. ■

Отметим, что последние равенства в (П.7.1) называют также 
формулами Вейнгартена6.

Следствие П.7.1. Первые уравнения в (П.7.1) эквивалентны ра­
венствам:

§ L  =  - r > 3i + /;'n. (П.7.П)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Дифференцируем равенство э; = эkgk/ с 
использованием соотношений (П.7.4) и (П.7.5):

6 Вейнгартен Ю. (Weingarten J., 1836—1910) — немецкий математик.
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^ 7  = (r ^ m/ + r ^™,)3t +gw^ 7 .

Применяя теперь (П.7.1), приходим к равенствам

Ski ^ 7  = ГК  + bijn ~ (r kjSml + ^ 8 ткУ  = -8,п1Т'кУ  + V '

из которых после свертки с gm и следует требуемый результат. ■
Из теоремы П.7.1 вытекают дополнительные свойства тензора 

кривизны.
Теорема П.7.2. Для поверхности П е С 2 (П.6.3) с метрическим 

тензором g,, = gy (q1 ,q2 )э'эу и тензором кривизны b = У (q1 ,q: )э'эу 
справедливы следующие соотношения:

Щк. bAb\ hA -  VA  =VA ‘ (П.7.12)

где ч  — компоненты тензора Римана—Кристоффеля.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего отметим, что введенные в 
разделе векторы э,,э2,п являются базисом и вектор п ортогона­
лен векторам э2, э2 . На уравнения (П.7.1) можно смотреть как на 
систему дифференциальных уравнений в частных производных, оп­
ределяющих поверхность по заданным первой и второй квадратич­
ным формам (тензором g и Ь). Однако коэффициенты gkj и bkj форм 
(тензоров) не могут быть заданы произвольно.

Условием интегрируемости первых двух уравнений в (П.7.1) 
являются равенства

Э2 д2с
rTq'dq' r)qyr)q‘/ ■

Вычисляя вторые производные

(П.7.13)

J' -  j  +йп)  = э —-г  I Г* r̂ k in ~ L  + b = Ж 1 V 9 к у ) к у -,й/ y t l  У n t /ЭЕ, J r)q'
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= э.
эг;" , . , эй„

,—аг  + Тк„ {  Г'" э„, +  й,, п +  п—2- -  й„.й" Э-.1 -\ 1 / ij \ icl м kl J -чг/ у / ш

дг"‘ .
___"_ +  р ^ р " '  _ А  /у"

. /  + 1 ;>1 А7 uij°l Э„, +
Эй;;

э„, =

+ Г*й,ij к!

и учитывая связь компонент тензора Римана—Кристоффеля с сим­
волами Кристоффеля [9]

■д-7 f)p'
R l = —  — d f  + -  HirL,. Rrni = r f -  (П.7.14)ijk. Э^ Э£

из (П.7.13) получаем векторное равенство

Э2э ЭГ'- ,
—2-+г*г Ч '-ьъ?
ЭЕ ij kl ij l Э +

Эй,_L+ р*А
Г1-/ П,

Э2э,- Э2Э,
Э^'Э^ Э£'Э£

I
+

L ~\ 1
_L + Ykb -  OI>il -  Ykb +Yk b - Y k bщ !  ^  1 ii U щ ]  1 ilukj ̂  1 il 'ik  1 il 'ik n

V

Эр"' -jpm
____ ij_ I p A  р /м  _ l L in _______ / / _ _p  А р /?г  . д  д/?г

э ^ /  °ij°l g p y  '  / / '  А/ ' / /  /
Э =

= Й Л  -  V / „ )»+ ( V  + У > ;  - 4 /Г )э „ .

из которого и вытекают соотношения (П.7.12).
Условия интегрируемости последних двух уравнений в (П.7.1) 

аналогичны (П.7.13):

Э2п Э2п
Э^Э£' b ijd tj' (П.7.15)

Вычисляем соответствующие производные, учитывая (П.7.1):

Э2 Эй
Гп г> (Ько ) = —э ^2_ - йа^ -  = - э ^ - - b k (Y'n3 +й nV=/Д£А J A -Г 1 Эк -л ,1  " j  к Г т  + ° U n )

дЬк-
Э^Э^ э^ 

1 Эй" к'Г'Ш
Э£

I Т '
Г  +  й ; Г а /

Э£ 7 r)q' А Э̂ '

’«.• “ Й; Йа-/П = -(V,fi“ + Гкл Ь£)эт ~ ЬкЬк1П.

\
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Подставляя этот результат в (П.7.15), приходим к эквивалент­

ному второму соотношению в (П.7.12) равенству V,b'n = V ,Ь"‘, что и 

завершает доказательство. ■
Соотношения (П.7.12) называются формулами Гаусса—Петер­

сона1— Кодацци7 8. Последние из этих равенств также именуются урав­
нениями Кодацци.

Поскольку в данном случае пространство двумерное, тензор 
Римана—Кристоффеля имеет одну независимую компоненту [9], то 
из теоремы П.7.2 вытекает следующее утверждение.

Следствие П.7.2. Для поверхности в трехмерном евклидовом 
пространстве имеют место равенства

-̂ 1212 - R  -  ЬцЬ22 j Уф22 ~ V2612, V26u -  Уфп . U (П.7.16)

Отсюда с учетом равенств (П.6.23), (П.6.26) и (П.6.27) прихо­
дим к такому выводу.

Следствие П.7.3. В главных координатах поверхности соотно­
шения (П.7.16) приобретают следующий вид:

э ( 1 Щ) э ( 1 э я 2э ^2 н2 J 1^1  ^  J
-  kxk-JlxH2,

ТТ <)к2 (, , \?Н2 II dh - t k  - к  )ЭЯ' (П.7.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Последние два равенства следуют из вто­
рого и третьего соотношений в (П.7.16) при учете в них формул ко- 
вариантного дифференцирования [9] и соотношений (П.6.23)— 
(П.6.27).

Для доказательства первого равенства сначала подставляем в 
первое соотношение в (П.7.16) формулы (П.6.26):

К1212=к\к2Н\ Н 2- (П.7.18)
Затем с помощью формул (П.6.27) и (П.7.14) получаем

7 Петерсон К.М. (1828—1881) — русский математик.
8 Кодацци Д. (Codazzi D., 1824—1873) — итальянский математик.
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1 ЭЯ,
(П.7.19)

Требуемое равенство вытекает из (П.7.18) и (П.7.19). ■
Справедливо и обратное теореме П.7.2 утверждение (доказатель­

ство этого утверждения можно найти в [18]).
Теорема П.7.3 (теорема Бонне9). Пусть даны квадратичные фор­

мы gyd'i^dej и bjdc^dq1. Причем первая из них положительно опре­

делена, gy[^, е ) ,  b ^ ^ y c ^ D . )  и коэффициенты этих форм 

удовлетворяют равенствам (П.7.16), где Rn n вычисляется по фор­

мулам (П. 7.14), в которых Гд выражаются через gy с помощью ра­
венств (П.1.6).

Тогда в R} существует единственная с точностью до положения 
в пространстве поверхность П е С 3 (П.6.3), для которой gy и by — 

компоненты метрического тензора и тензора кривизны, Лт2 — ком­

понента тензора Римана-Кристоффеля, a V.A. и rL r .,  — ковари-

антные производные и символы Кристоффеля. ■
Следствие П.7.4. Гауссова кривизна поверхности П связана с 

тензором Римана-Кристоффеля так:

guK = Rn n . (П.7.20)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (П.6.22) и определения П.6.2 вытека­
ет такой результат:

9 Бонне П.О.(Bonnet Р.О., 1819—1892) — французский математик.
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K = I 2b = det (b'j) = det (s ikbkj) = det (gik) det (bkj) = g"1 (bnb22 -  b2n ).

Учитывая теперь первое равенство в (П.7.16), получаем требуе­
мый результат. ■

В заключение введем тензор Риччи10 с компонентами Щ как 
внутреннюю свертку тензора Римана—Кристоффеля:

Rj Ri -  (П.7.21)

С использованием свойств тензора Римана—Кристоффеля [9] до­
статочно просто доказывается, что он симметричный. А в двумер­
ном пространстве (на поверхности) он шаровой и имеют место ра­
венства

*п
(П.7.22)

а дополнительный учет (П.7.20) приводит к такому результату:

Щ/=~к8 г  (П.7.23)

Кроме того, рассмотрим еще один часто используемый тензор, 
компоненты которого вычисляются через компоненты тензора кри­
визны поверхности:

< V = V f  (П.7.24)
Нетрудно проверить, что он симметричный.
Его компоненты выражаются через компоненты метрического 

тензора, тензора кривизны и его инварианты. Действительно, ис­
пользуя (П.6.22), определение П.6.2, (П.7.12) и (П.7.23), получаем 
такую формулу:

Н =Ъ> $ =Ri  + у £  = V  V i  ь =2Щ - Щ -  (П.7.25)
Отметим также, что первый инвариант этого тензора выражает­

ся через среднюю и гауссову кривизну поверхности:

he = cjg'J = 2Hgijbfj -  Kg'Jgj = 2 {2Н2 -  К). (П.7.26)

10 Риччи-Курбастро Г. (Ricci-Curbastro G., 1853—1925) — итальянский 
математик.
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Еще один инвариант этого тензора — определитель его матри­
цы из ковариантных компонент (сравнить с (П.7.12)) — находится 
с помощью (П.6.22), (П.7.24) и свойств определителя:

det (су ) = спс22 -  С12С12 = det { К )det (bj ) = KR- (П.7.27)

В главных ортогональных координатах компоненты тензора 
(П.7.24) в соответствии с (П.6.26) записываются так:

Сц ~ (к\ Н\ j , С — (кj 7/2  j , Су2 — 04 — к~, — /Д.

с2 = о, 4  = 0, с11 = к 2Н~2, с22 = к 2Н ? ,  с12 = 0.
(П.7.28)

Используется также связанная с тензором кривизны линейная 
форма

1Ь (Xij )  =  V 22 +  Й22*11 -  Ь12 {Х12 +X2l)- (П.7.29)
Она обладает следующим свойством.

Теорема П.7.4. Если г у — компоненты тензора второго ранга, 
то имеет место равенство:

4 ( ^ Ч ) =Ле' е = е1 + е 2- (П.7.30)

Д о к а з а т е л ь с т в о  вытекает из следующих равенств:

h  ( 4  emj )  “  г2т +  ^ 22^1 £ 1 т

~^п{^2т£1 +Ктг2 ) = (Al̂ 2m

К2 {j\ е 2т +  ^2 £ 1 т 

~^12̂ 1т )е2 + ( ^ 22^1 т

) ~~ К\^2тг2 + 2̂2̂ 1те1 

~^12^2т)г1 =RZ- ■

Следствие П.7.5. Значение формы (П.7.29) на компонентах тен­
зора Су определяется так:

' » Ы = 2 Ж
Доказательство вытекает из (П.7.25) и (П.7.30):

(П.7.31)

( « * : \= R(bl+b2) = 2HR.U (П.7.32)
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П.8. Дифференциальные операторы на поверхности 
в трехмерном евклидовом пространстве

На задаваемой соотношением (П.6.3) поверхности П в i?3 как 
римановом пространстве рассмотрим скалярное w(M) = w ^ 1,^2), 
векторное u(А/) = u(q1 ,q2 j = и1э/ поля, где э,,э2 — коварпантный ба­
зис поверхности. Будем полагать, что указанные поля дифференци­
руемы необходимое число раз.

Абсолютно аналогично тензорному анализу в евклидовом про­
странстве [9] в римановом пространстве вводится понятие вектора- 
оператора набла:

V = У;э', (П.8.1)

где V, — оператор ковариантного дифференцирования; э1, э2 — кон- 
травариантный базис поверхности.

Подобным же образом определяются операторы дивергенции и 
градиента'.

divu = (у ,и) = У;м', divt = (F,t) = (П.8.2)

gradw = Vw —- э ', gradu = Fu = V,w -э'э; , 
dq' 1

gradt = Vt = V;.iд э'эу эк.
(П.8.3)

Отметим, что в этом случае, аналогично тензорному анализу, 
доказывается равенство:

(П.8.4)

Определенные вторым равенством в (П.8.2) и первым равенством 
в (П.8.3) векторные поля принадлежат касательному пространству
г/П . С третьим известным оператором — ротором ситуация иная. 
Введем его только для векторного поля.

Рассмотрим сначала векторное произведение. Для векторов 
и = и1 э;- и v = у'э/ оно определяется как осевой вектор в R} [9] в свя­
занном с поверхностью П базисе э^э^п :
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[u,\] = / jkujvkn = z jkUjVkn, xjk = eД 3> Xj1c = ( П . 8 . 5 )

Здесь e3д_ ж г3jk — ковариантные и контравариантные компоненты
дискриминантного тензора (тензора Леви—Чивита), которые зада­
ются так:

е123 = _е213 = 4%’ еиз = е223 = е123 = -е213 = -?=, £113 = -е223 = 0. (П.8.6)
•48

Здесь g — инвариант метрического тензора базиса э ,, э2, п на повер­
хности П , для которого имеет место очевидное равенство g = gn -

Определение П.8Л. Величины Хц- и yjk — компоненты дискри­

минантного тензора на поверхности П . ■
Отметим их свойства.
Теорема П.8Л. Для компонент дискриминантного тензора на 

поверхности П имеют место равенства:

^ Хк1= ^ - Щ , х ! % = ^ ,  х % к =2, х 12Хп =1. (П.8.7)

где 5'. — символ Кронекера.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Справедливость этих равенств устанавли­

вается непосредственной проверкой с помощью (П.8.5) и (П.8.6). ■
Теорема П.8.2. Базисные векторы э,,э2,п связаны между собой 

и с компонентами дискриминантного тензора так:

К -" ]  = Хы=". [э*.п] = х”*э„, [э1,э„] = Хы".[’ ‘ .’ "] = х‘"-;(П.8.8)

х, =(э,,э; ,п),х<' =(э',э-',п), (П.8.9)

где (э;-,эу,п) — смешанное произведение [19].
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенства (П.8.8) вытекают из определе­

ния (П.8.5) векторного произведения. Для получения соотношений 
(П.8.9) последние два равенства в (П.8.8) достаточно скалярно ум­
ножить на нормальный вектор п. ■

По отношению к ковариантному дифференцированию дискри­
минантный тензор ведет себя аналогично метрическому тензору.
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Теорема П.8.3. Для компонент дискриминантного тензора име­
ют место равенства:

Va.%(;=0,V â = 0 .  (П.8.10)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (П.8.5) и (П.8.6) достаточно рас­

смотреть случай / = 1, у = 2. Первое из требуемых равенств получа­
ем, дифференцируя первое соотношение в (П.8.9) с учетом (П.7.1) 
и свойств смешанного произведения:

^  ОCl2
fy.12
аек Гц9С„г2 ^2к&\т ~

Ээ1
Э!р

-,э,,п Ээ, Л э ,,—f  ,п
1 д£,к Э1 ’ Э2 ’ ^к

Эп
■Wk ' (ГЦ + Г2А-)%12 :

\

: ( Г Ц Э1’ Э2 ’П) +  ( Э1’Г Ц Э2 ’П ) ( Г И +  Г 2А-)%12 _= 0.

Второе равенство в (П.8.10) доказывается аналогично с допол­
нительным привлечением соотношения (П.7.11). ■

С помощью дискриминантного тензора в соответствии с опре­
делением, данным в [9], определяется ротор векторного поля
и = и' )эг Это осевой вектор в i?3 следующего вида:

rotu = [F,u] = x;AV;MAn. (П.8.11)

Операторы Лапласа А определяются аналогично соответствую­
щим понятиям в i?3 (ограничиваемся скалярным и векторным по­
лями) :

Aw = Vj (Vw)' = VjgiJVJw = gvV \7jw: (П.8.12)

Au = V;.(7 u f  Э / =Vj (gk'Vkuj )3j =gikVjVkuj3j . (П.8.13)

Получим теперь формулы для некоторых из построенных диф­
ференциальных операторов в главных координатах поверхности. 
Используя (П.6.25), (П.6.28) и (П.8.4), получаем дивергенцию век­
тора:

divu = 1
# l t f 2

э (« ;я 2) э (« ;я ,)
э^1 + э^2 (П.8.14)
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Выражение ротора вектора через физические компоненты на­
ходим из (П.8.9), дополнительно учитывая равенства (П.6.29), (П.8.5) 
и (П.8.6):

rotu = (ViM2- V 2Mi)n = - 1 д (Я2и2
н хн 2 Э̂ 1 э̂ 2 n. (П.8.15)

Аналогичным образом находим необходимые для вычисления 
оператора Лапласа от скаляра (П.8.12) вторые производные:

У,У1м> = Я 1

V2V2w = H 2

э 1 5w 1 ЭЯ, Эw

" э

я, э̂ 1 #

1 5w

f Я 2 <)q2 <)q2\ 

1 ЭЯ2 5w
эе |*2 ^ J 1 Я 2 Э41 э£_

Отсюда получаем:

Aw = ^11V1V1w + g22V2V2w =

(П.8.16)

1 э 1 5w 1 ЭЯ, Эw

«X в, W j 1 Я 2 dq2 dq2

1 э 1 5w 1 ЭЯ2 dw
Я ? H2 W J 1 Я 2 dq1 dq1

(П.8.17)

В заключение этого раздела приведем обобщение одной из тео­
рем векторного анализа — формулы Грина [17].

Теорема П.8.4 (обобщенная формула Грина). Пусть П — поверх­
ность в В? класса С 1, задаваемая в виде (П.6.3) и ограниченная кри­
вой Г еС 1. На этой поверхности определено векторное поле 
и = и‘ )э; . Тогда имеет место равенство:

JJdmu/A = J(u,v)flfc, v = [т,п], (П.8.18)
п г

где т = т'э; — единичный касательный вектор к кривой Г.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим, что кривая Г задана в виде 

(П.6.9), тогда граница области D, a  R2 в (П.6.3) определяется так:
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Щ  : %l =%\s) ,  ^ = ^ { s ) ,  16 [О,/]. (П.8.19)

При этом касательный вектор к этой кривой имеет такие же 
координаты, как и вектор т .

Левую часть равенства (П.8Л8) сводим к двойному интегралу с 
помощью равенств (П.6.8), учитываем равенство (П.8.4), а также 
применяем упомянутую выше формулу Грина и равенства (П.5.16):

JJ divuc/Л’ = JJ ̂  gdwudq1 dq2 = JJ
п п, /)=Ч

-(wV s ) d^}d^2 =

= j  yfg (-z/V + ulx2 ĵds = J [~u2/il + ulx2 }yjgkmi ki mds = J [~u2/il + ulx2 ̂ jds.
Э 0 Г

Для завершения доказательства достаточно заметить, что согласно

(П.8.5) и (П.8.18) имеют место равенства и1т2 - и 2т1 = (и,т,п) = (u,v). ■
Как следует из (П.8.2), равенство в (П.8.18) может быть записа­

но в скалярной форме:

JJ Vjii'dS = J Vjii'ds. (П.8.20)

Отсюда следует мнемоническое правило его использования: при 
переходе от поверхностного интеграла к криволинейному необхо­
димо оператор V заменить координатой V- вектора V .

П.9. Повторное ковариантное дифференцирование
на поверхности в трехмерном евклидовом пространстве

Ограничимся рассмотрением указанных в и. П.8 скалярного 
w(M) = и векторного u(M) = u(^,(;2) = up1 полей, а также
определенного на поверхности П е й 3 кососимметричного тензор­
ного поля А,(М) = A,(V,i;2) = й12э3э2.

Сначала приведем следствие из доказанного в [9] утверждения 
для векторного поля.

Теорема П.9.1. Пусть П — поверхность в В? класса С 1, задава­
емая в виде (П.6.3). На этой поверхности определено дважды диф-
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ференцируемое векторное поле и = и1 {^ ,^2 )эг Тогда имеют место 
равенства

V2ViWi -  ViV2Wi =-Ru2, VjVjM-, -VjV^/-, =Rul, i?1212 =i?.B (П.9.1)

Далее докажем аналогичные утверждения для указанных выше 
скалярного и тензорного полей.

Теорема П.9.2. Пусть на указанной в теореме П.9.1 поверхности 
П определено дважды дифференцируемое скалярное поле

ж (М )=ж (^Д 2).

Тогда справедливы равенства

V 2V = У ^ ж (П.9.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем, непосредственно вычисляя по­
вторные производные с использованием правила ковариантного диф­
ференцирования (учитываем симметрию символов Кристоффеля вто­
рого рода по нижним индексам):

V (П.9.3)

v V W = -  Г™ VB1w = - ^ 2  -  Г*'V w,1 2  Э ^ 1  12  т ^ 1 ^ 2  12 т

V2Vl"’ = ̂ f - r “lV»"’= ^dV
. , Г У  ж

Э ^ 2 21 M
(П.9.4)

откуда и следует требуемое утверждение. ■
Теорема П.9.3. Пусть на указанной в теореме П.9.1 поверхности 

П определено дважды дифференцируемое кососимметричное тен­

зорное поле А,(М) = Х ^1,^2) = ^12э1э2.

Тогда справедливы равенства

W i 2 = W l 2 -  (П.9.5)
Д о к а з а т е л ь с т в о  проведем аналогично предыдущей теоре­

ме. Производные от ненулевой компоненты тензора имеют вид:
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V  2 ^  1 - 1 "'-I,:,-^ -(« Л  + ГвК;

W i2 = - rsv Аг - rr,v Аг - гГА А. =

(П.9.6)

= ^ r 1 - r " V A l2- ( r | 1» r ; 2)VA, .
"S

v2v2x1 2 - rjv А г - r£v а ,2 - r«VA„, = (П.9.7)

^ A l - n ,,V A 2- ( r ; l + r t2)v 1i 12 -

Используя эти равенства, получаем искомую разность:

v2v а 2 -  V,v а 2 = ■ (rSl + )v* 2"

+ (Г11 +Г12)^2^12 ~
( 2гп1эг  ̂ эгд ЭГ}, эг22 11

-.2 \
12

Э̂ 1 Э̂ 1 Э̂ 2 д$2 1̂2-
(П.9.8)

Далее с использованием первого равенства в (П.7.1) и свойств 
компонент тензора Римана—Кристоффеля получаем следующие ра­
венства:

Т} 1 _ ^П1 *^21 | т̂ /?гт̂ 1 т̂ т т̂ 1 _ гг^п Т> _ ,Д2 j}
К П 1 . - ^ 2 ---- ^ Г  + Г11Гт 2 “ Г21Гт 1 - ^  K U ln  ~  S  К ’

'К <К
~vp2 ргр2 (П.9.9)

Я  2 -  °  22 m  12 , Y m г 2 _ г '"Г 2 -  т1 п 1\ -  " n R  - p U Rл 212. _ -.cl -|К2 221 ml  1 121 m2 ~  *  л 212« _ *  л 2121 _ *  л 'ос, ас,
Из последних двух формул приходим к равенству

^ 2^ 1^12 ~ ~  ^ 1̂ 2^12  =  Щ х 2 .  ~  - ^ 121. =  ^

которое и завершает доказательство.
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